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Die  neuen  Theorien,  die  in  diesem  Werke  dargestellt 
sind,  habe  ich  in  den  Jahren  von  1869  bis  1884  entwickelt, 
wo  mir  die  Liberalität  meines 

Geburtslandes  Norwegen 

gestattete,  ungestört  meine  volle  Arbeitskraft  der  Wissen- 
schaft zu  widmen,  die  durch  Abels  Werke  in  Nonvegens 
wissenschaftlicher  Literatur  den  ersten  Platz  erhalten  hat. 

Bei  der  Durchführung  meiner  Ideen  im  Einzelnen  und 
bei  ihrer  systematischen  Darstellung  genoss  ich  seit  1884  in 
der  grössten  Ausdehnung  die  unermüdliche  Unterstützung  des 
Professors 

Friedrich  Engel 

meines  ausgezeichneten  Kollegen  an  der  Universität  Leipzig. 
Das    in    dieser    Weise    entstandene    Werk    widme    ich 
Frankreichs 

Ecole  Normale  Superieure, 

deren  unsterblicher  Schüler  Galois  zuerst  die  Bedeutung  des 
Begriffs  discontinuirliclie  Gruppe  erkannte.  Den  hervorragenden 
Lehrern  dieses  Instituts,  besonders  den  Herren  G.  Darboux, 
E.  Picard  und  J.  Tannery  verdanke  ich  es,  dass  die  tüch- 
tigsten jungen  Mathematiker  Frankreichs  wetteifernd  mit  einer 
Reihe  junger  deutscher  Mathematiker  meine  Untersuchungen 
über  continuirliche  Gruppen^  über  Geometrie  und  über  Differen- 
tialgleichungen studiren  und  mit  glänzendem  Erfolge  ver- 
werthen. 

Sophus  Lie. 
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Vorrede. 


Der  vorliegende  dritte  Abschnitt  bildet  den  Schluss  des  ganzen 
Werkes.  Er  zerfällt  in  sechs  Abtheilungen,  über  deren  Inhalt  zunächst 
kurz  berichtet  werden  möge. 

In  der  ersten  Abtheilung  werden  alle  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene  bestimmt  und  klassificirt, 
desgleichen  alle  projeetiven  Gruppen  auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene 
und  endlich  alle  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen. 

In  der  zweiten  Abtheilung  werden  die  eudlichen  continuirlichen 
primitiven  Gruppen  des  R^  vollständig  bestimmt.  Unter  den  imprimi- 
tiven werden  alle  die  aufgestellt,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Flächen 
invariant  bleibt,  die  sich  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Curven 
zerlegen  lässt,  und  alle  die,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo'"^  Curven 
invariant  bleibt^  die  sich  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von  od^ 
Flächen  zusammenfassen  lässt.  Endlich  wird  die  Bestimmung  der  übrigen 
imprimitiven  Gruppen  des  IL^  skizzirt.  Ich  habe  zwar  schon  1878 
alle  Rechnungen,  die  zur  Bestimmung  dieser  Gruppen  erforderlich  sind, 
durchgeführt,  bis  jetzt  ist  es  mir  aber  noch  nicht  gelungen,  diese 
Rechnungen  so  übersichtlich  anzuordnen,  dass  mir  ihre  vollständige 
Veröffentlichung  zweckmässig  erschiene. 

Die  dritte  Abtheilung  enthält  die  Bestimmung  aller  primitiven 
projeetiven  Gruppen  des  i^g,  ausserdem  wird  in  ihr  die  Bestimmung 
aller  imprimitiven  projeetiven  Gruppen  des  R^  in  der  Hauptsache  zum 
Abschlüsse  gebracht,  wenn  auch  einzelne  Rechnungen  nicht  ganz  bis 
zu  Ende  durchgeführt  werden.  Von  den  speciellen  Untersuchungen, 
die  in  dieser  Abtheilung  angestellt  werden,  nenne  ich  namentlich:  die 
Bestimmung  aller  Curven  und  Flächen  des  jRg,  die  projective  Gruppen 
mit  mehr  als  zwei  Parametern  gestatten,  und  die  Aufstellung  aller 
Typen  von  Untergruppen  der  projeetiven  Gruppe  eines  Kegelschnitts 
und  der  projeetiven  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades. 

Durch  die  Aufstellung  aller  Untergruppen  der  beiden  zuletzt  ge- 
nannten Gruppen  ist  offenbar  das  Problem  erledigt,  alle  Untergruppen 
der  Gruppe   der   Euklidischen   und  der   Gruppe  der  Nichteuklidischen 


VI  Vorrede. 

Bewegungen  im  R.^  zu  bestimmen.  Bekanntlich  hat  Herr  Camille 
Jordan  bereits  1868  (s.  Ann.  di  mat.  Ser.  2,  Bd.  2,  S.  167  ff.)  alle 
reellen  continuirlichen  und  discontinuirlichen  Untergruppen  der  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  des  jßg  bestimmt.  Er  benutzt  aber 
dabei  eine  ganz  andre  Methode  und  jedenfalls  kommen  bei  ihm  weder 
das  Symbol  Xf  noch  die  Gleichungen:  {XiXk)  =  IJCiksX/  vor.  Die 
Bestimmung  aller  continuirlichen  Gruppen  von  Euklidischen  und  Nicht- 
euklidischen Bewegungen   des  jRg  ist  erst  von  mir  ausgeführt  worden. 

Ferner  wird  durch  die  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des 
i?3  auch  die  Aufgabe  erledigt,  alle  Typen  von  Untergruppen  der  con- 
formen  Gruppe  des  i?^  zu  bestimmen.  Dieser  Zusammenhang  wird 
sogar  bei  der  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des  R^^  die  eine 
Gerade  invariant  lassen,  ausdrücklich  verwerthet,  es  wird  nämlich  von 
dem  Umstände  Gebrauch  gemacht,  dass  die  projective  Gruppe  einer 
Geraden  des  R^  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und 
der  Aehnlichkeitstransformationen  des  R^  gleichzusammengesetzt  ist. 
Derartige  Sätze  finden  sich  bei  mir  bereits  1871  (Ges.  d.  Wiss.  zu 
Christiania  u.  Math.  Ann.  Bd.  5). 

Endlich  sind  hiermit  zugleich  alle  Untergruppen  der  grössten  Be- 
rührungstransformationsgruppe  des  R^  bestimmt,  bei  der  Krümmungs- 
linien in  Krümmungslinien  übergehen.  Ich  sehe  mich  veranlasst,  aus- 
drücklich hervorzuheben,  dass  auch  diese  wichtigen  gruppeutheoretischen 
Untersuchungen  schon  in  den  Jahren  1870 — 71  anfangen.  Von  meiner 
Invariantentheorie  der  Berührungstransformationen  ist  ebenfalls  bereits 
1872  eine  kurzgefasste  Darstellung  erschienen,  in  der  alle  Hauptresul- 
tate angegeben  sind  (Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania  1872). 

Derartige  Bestimmungen  von  Gruppen,  wie  sie  in  den  besprochenen 
ersten  drei  Abtheilungen  durchgeführt  sind,  haben  an  und  für  sich 
schon  einen  hohen  Werth;  denn  wie  oft  braucht  man  nicht  alle 
Gruppen  oder  alle  projectiven  Gruppen  eines  Raumes,  die  gewisse 
Eigenschaften  besitzen,  und  wie  bequem  ist  es  dann,  die  Gruppen,  die 
man  braucht,  ohne  Weiteres  angeben  zu  können.  Hier  dienen  diese 
Untersuchungen  aber  auch  noch  dazu,  die  allgemeinen  Theorien  des 
Abschnitts  I  anzuwenden  und  durch  zahlreiche  Beispiele  zu  erläutern. 
Allerdings  wird  bei  der  hier  gewählten  Art  der  Darstellung  häufig 
darauf  verzichtet,  die  einzelnen  Ergebnisse  mit  möglichst  elementaren 
Hülfsmitteln  abzuleiten;  es  liegt  aber  einmal  in  dem  ganzen  Plane 
dieses  Werkes,  nicht  vom  Besondern  zum  Allgemeinen  aufzusteigen, 
sondern  umgekehrt  so  viel  wie  möglich  das  Besondre  aus  dem  Allge- 
meinen abzuleiten. 


Vorrede.  VII 

Ferner  haben  hier  wie  auch  sonst  vielfach  in  diesem  Werke  die 
rein  analytischen  Entwicklungen  im  Allgemeinen  ein  hervorragendes 
geometrisches  Interesse.  Ueberhaupt  hoöe  ich,  dass  meine  Gruppen- 
theorie sich  für  viele  Zweige  der  Mathematik  in  immer  wachsendem 
Masse  fruchtbar  erweisen  und  ihnen  eine  mehr  oder  weniger  veränderte 
Gestalt  geben  wird.  Ich  denke  dabei  namentlich  an  die  Geometrie, 
an  die  Theorie  der  Differentialgleichungen,  an  die  Mjechanik  und  end- 
lich auch  an  die  gewöhnliche  Gay ley sehe  Invariantentheorie. 

Die  Principien  der  Mechanik  haben  einen  gruppentheoretischen 
Ursprung,  die  Integrationstheorien  der  Mechanik  liefern  eines  der 
schönsten  Beispiele  zu  meinen  Theorien.  Die  Kinematik  und  ihre 
Sätze  ordnen  sich  zum  Theil  als  ganz  specielle  Fälle  unter  meine  all- 
gemeinen Sätze.  Meine  Untersuchungen  über  die  geodätischen  Curven 
und  über  das  allgemeine  Aequivalenzproblem  in  der  Theorie  der 
Differentialgleichungen  zeigen,  nach  welchen  Principien  man  die 
Mechanik  erfolgreich  behandeln  kann.  Die  Mathematiker,  die  hieran 
angeknüpft  haben,  es  sind  die  Herren  Painleve,  Staude  und  Stäckel, 
werden  zweifellos  zu  den  schönsten  Resultaten  gelangen,  sobald  sie 
tiefer  in  meine  allgemeinen  Theorien  eingedrungen  sein  werden.  Selbst 
für  die  Optik  und  überhaupt  die  mathematische  Physik  erscheinen 
meine  Ideen  fruchtbar. 

Die  gewöhnliche  Gay  ley  sehe  Invariantentheorie  wird,  wie  ich 
glaube,  durch  meine  Theorien  auf  einfachere  und  allgemeinere  Prin- 
cipien zurückgeführt  und  zugleich  auf  beliebige  Gruppen  ausgedehnt. 
Ich  nenne  hier  nur  meine  oben  erwähnten  Untersuchungen  über  Curven 
und  Flächen  des  jRg,  die  infinitesimale  projective  Transformationen 
gestatten.  Diese  Untersuchungen,  die  überhaupt  zahlreiche  Anwendungen 
gestatten,  haben  besonders  für  die  gewöhnliche  Invariantentheorie  ein 
hervorragendes  Interesse. 

Man  unterscheidet  da  zwischen  allgemeinen  und  speciellen  —  sagen 
wir  singulären  Formen.  Eine  Form  w-ten  Grades  a^  in  m  Veränder- 
lichen ist  dann  und  nur  dann  singulär,  wenn  die  Mannigfaltigkeit  des 
Bm-i,  die  durch  die  Gleichung:  «^  =  0  dargestellt  wird,  eine  infini- 
tesimale projective  Transformation  des  JR^—i  gestattet  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  wenn  die  Form  a^  selbst  eine  lineare  homogene 
infinitesimale  Transformation  gestattet.  Es  ist  nun  schwer  zu  ver- 
stehen, warum  die  Invariantentheoretiker  nicht  schon  längst  auch  nur 
alle  singulären  quaternären  Formen  bestimmt  haben,  denn  die  Invari- 
antentheorie dieser  Formen  ist  doch  eine  andre  als  die  der  allgemeinen 
quaternären  Formen.    Vielleicht  liegt  das  aber  daran,  dass  die  Invari- 
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antentheoretiker    als    reine   Algebraiker    eine    gewisse  Scheu   vor   dem 
Transcendenten  gehabt  haben. 

Dieser  Lücke  in  der  Formentheorie*)  entspricht  in  der  Krümmungs- 
theorie eine  ganz  ähnliche  Lücke.  In  der  Krümmungstheorie  ist  bis- 
her die  Frage  nach  den  Bedingungen  für  die  Congruenz  imaginärer 
Flächen  und  Curven  überhaupt  noch  gar  nicht  behandelt  worden,  zum 
Beispiel  hat  man.  für  die  Curven  von  der  Länge  Null  im  gewöhnlichen 
Räume  noch  nicht  einmal  die  Begriffe  entwickelt,  die  an  Stelle  der 
illusorisch  werdenden  Krümmungen  eingeführt  werden  müssen.  Alles  das 
zeigt  auf  das  Schlagendste,  wie  unvollständig  die  bisherige  Invarianten- 
theorie und  die  bisherige  Krümmungstheorie  vom  gruppentheoretischen 
Standpunkte  aus  sind. 

Nach  dieser  Abschweifung  wende  ich  mich  wieder  zur  Fortsetzung 
der  Inhaltsangabe. 

Die  vierte  Abtheilung  behandelt  eine  Reihe  ganz  besonders  wich- 
tiger Kategorien  von  Gruppen.  In  dem  ersten  Kapitel  der  Abtheilung 
werden  zum  Beispiel  alle  Gruppen  in  möglichst  wenig  Veränderlichen 
aufgestellt,  die  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  oder  mit  der 
allgemeinen  linearen  oder  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe  des  i?„ 
gleichzusammengesetzt  sind.  In  dem  zweiten  Kapitel  werden  die 
primitiven  projectiven  Gruppen  des  Un  untersucht,  die  Verallgemeine- 
rungen der  primitiven  projectiven  Gruppen  des  JRg  sind,  und  es  wird 
gezeigt,  dass  keine  dieser  Gruppen  durch  eine  nichtprojective  Punkt- 
transformation des  JRn  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt 
werden  kann. 

Schon  im  ersten  Abschnitt  sind  alle  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  des  Bn  bestimmt,  die  möglichst  grosse  Transitivität  im  In- 
finitesimalen besitzen,  und  es  wird  darauf  auch  eine  Bestimmung  aller 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  Bn  gegründet,  die  möglichste 
Transitivität  im  Endlichen  besitzen.  Das  damals  über  diese  letzteren 
Gruppen  angegebene  Resultat  ist  richtig,  aber  es  wird  aus  dem  über 
die  ersteren  Gruppen  bewiesenen  Satze  durch  einen  Gränzübergang 
abgeleitet,  dessen  Berechtigung  keineswegs  von  vornherein  klar  ist. 
Theils   die  Wichtigkeit   dieser  Resultate,  theils   systematische  Gründe 


*)  Merkwürdigerweise  wird  diese  Lücke  vielfach  gar  nicht  eropfunden.  Wenn 
übrigens  Herr  Maurer  behauptet  (Münchn.  Ber.  1888,  S.  104),  Herr  Christoffel 
habe  streng  bewiesen,  dass  für  die  Aequivalenz  zweier  algebraischer  Formen  durch 
lineare  Substitution  die  Gleichheit  ihrer  absoluten  Invarianten  sowohl  erforderlich 
als  hinreichend  sei,  so  ist  zu  bemerken,  dass  sich  Herr  Christoffel  bei  seinem 
Beweis  ausdrücklich  auf  dllgemeine  Formen  beschränkt. 


Vorrede.  IX 

Hessen  es  daher  richtig  erscheinen,  eine  neue  Begründung  der  be- 
treffenden Sätze  zu  liefern,  wobei  gleichzeitig  noch  andre  wichtige  Sätze 
abgeleitet  werden  konnten.  Diesem  Zwecke  ist  das  dritte  Kapitel  der 
Abtheilung  gewidmet. 

Das  vierte  und  das  fünfte  Kapitel  der  Abtheilung  handeln  von 
den  continuirlichen  Gruppen  des  Bn  (w>2),  bei  denen  eine  Differential- 
gleichung zweiten  Grades  von  der  Form: 

l...ra 
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invariant  bleibt  und  bei  denen  ausserdem  in  einem  gewissen  Sinne 
möglichst  grosse  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  stattfindet. 
Ein  specieller  Fall  dieser  Aufgabe  ist  schon  von  Riemann  behandelt 
worden,  denn  Riemann  sucht  im  Grunde  alle  derartigen  Gruppeu, 
bei  denen  nicht  blos  eine  solche  Gleichung  sondern  auch  die  quadra- 
tische Form:  UfirdXidXv  selbst  invariant  bleibt.  Riemann  findet  die 
Gruppe  der  Euklidischen  und  die  Gruppe  der  Nichteuklidischen  Be- 
wegungen im  Enf  ich  finde  ausserdem  die  Gruppe  der  Aehnlichkeits- 
transformationen  und  die  Gruppe  der  reciproken  Radien.  Diese  meine 
Untersuchungen,  die  zuerst  1885  veröffentlicht  sind,  gehen  also  wesent- 
lich weiter  als  die  Riemanns,  sie  liefern  aber  zugleich  eine  neue 
Begründung  der  von  Riemann  ohne  Beweis  angegebenen  Resultate, 
deren  Richtigkeit  zuerst  von  den  Herren  Christoffel  und  Lipschitz 
bestätigt  worden  ist.  Herr  Killing,  der  meiue  betreffende  Arbeit 
von  1885  kennt,  hat  es  passend  gefunden,  meine  Behandlung  des 
Problems  ohne  wesentliche  Aenderung  wiederzugeben. 

Das  letzte  Kapitel  dieser  Abtheilung  bespricht  kurz,  wie  sich  die 
Begriffe  der  Gruppentheorie  für  reelle  analytische  Gruppen  gestalten 
und  inwieweit  sich  die  allgemeinen  Sätze  der  Theorie  auf  reelle  nicht- 
analytische Gruppen  ausdehnen  lassen.  Die  Theorie  der  reellen  nicht- 
analytischen Gruppen  wird  durch  den  Satz  beherrscht,  dass  jede  transi- 
tive reelle  nichtanalytische  Gruppe,  bei  der  gewisse  Differentialquotienten 
existiren,  durch  eine  reelle  Transformation  in  eine  reelle  analytische 
Gruppe  überführbar  ist.  Ich  habe  diesen  Satz  bereits  1888  veröffent- 
licht (Leipz.  Ber.  1888,  S.  17)  und  habe  später  (ebd.  1890,  S.  3600".) 
auch  die  Hülfsmittel,  die  zum  Beweise  dieses  Satzes  genügen,  an- 
gedeutet. Erwähnen  will  ich  noch,  dass  in  dem  in  Rede  stehenden 
Kapitel  gezeigt  wird,  wie  sich  die  oben  besprochene  Theorie  der 
Gruppen,  die  eine  Differentialgleichung  zweiten  Grades  invariant  lassen, 
gestaltet,  wenn  man  sich  auf  reelle  Gruppen  beschränkt. 


X  Vorrede. 

Die  fünfte  Abtlieilung  beschäftigt  sich  mit  den  Grundlagen  der 
Geometrie. 

In  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  spielen 
neben  Euklid,  der  immer  die  erste  Stelle  behaupten  wird,  besonders 
die  Namen  Lobatschewski  und  Riemann  eine  grosse  Rolle,  vor 
allen  Dingen  aber  der  Name  Riemann.  Zwischen  Lobatschewski 
und  Riemann  besteht  jedoch  ein  wesentlicher  Unterschied.  Während 
Lobatschewski  nur  das  Werk  Euklids  fortsetzen  und  gewisser- 
massen  ein  zweiter  Euklid  sein  wollte,  schlug  Riemann  einen  ganz 
andern  Weg  ein,  indem  er  den  Raum  als  Zahlenmanuigfaltigkeit  auf- 
fasste  und  auf  diese  Zahlenmannigfaltigkeit  die  ganze  Analysis  an- 
wendete. 

Für  Euklid  existirt  der  allgemeine  Zahlbegriff,  also  namentlich 
die  irrationale  Zahl  nicht  von  vornherein.  Bei  ihm  hat  die  Geometrie 
mehrere  Stufen,  deren  erste  jedenfalls  vom  Parallelenaxiom  und  von 
dem  allgemeinen  Grössenbegriff  unabhängig  ist. 

Auf  dieser  ersten  Stufe  setzt  Euklid  gewisse  Begriffe  wie  Raum, 
Fläche,  Curve,  Punkt,  Gerade,  Ebene  und  gewisse  Eigenschaften  dieser 
Begriffe  voraus.  Ferner  postulirt  er  u.  A.  den  Begriff  Bewegung  und 
die  Begriffe:  Entfernung  und  Winkel,  also  gewisse  Invarianten  der 
Bewegungen.  Diese  Begriffe  und  ihre  Eigenschaften,  die  er  postulirt, 
reichen  zum  Aufbau  der  ersten  Stufe  seiner  Geometrie  aus.  Nunmehr 
erst  führt  er  das  Parallelen axiom  ein  und  zieht  die  Folgerungen,  die 
sich  daraus  ergeben.  Endlich  führt  er  den  allgemeinen  Grössenbegriff 
ein  und  zwar  ist  zu  bemerken,  dass  seine  Einführung  der  Grössen- 
begriffe:  Flächenraum  und  Bogenlänge  im  Grunde  auf  gewissen  Axiomen 
beruht. 

Euklids  Nachfolger  versuchten  während  einer  langen  Reihe  von 
Jahrhunderten  das  System  Euklids  zu  verbessern,  namentlich  das 
Parallelenaxiom  zu  vermeiden.  Nicht  ohne  Interesse  sind  insbesondere 
gewisse  Untersuchungen,  die  im  vorigen  Jahrhundert  angestellt  worden 
sind  und  die  man  erst  in  neuester  Zeit  wieder  entdeckt  hat.  Mehrere 
Mathematiker,  so  der  von  Herrn  Beltrami  entdeckte  Saccheri  (1733) 
und  andrerseits  Lambert  in  einer  von  Herrn  Stäckel  entdeckten 
Arbeit*)  hatten  erkannt,  dass  von  vornherein  drei  Möglichkeiten  denk- 
bar sind.     Errichtet   man   auf  einer  Geraden   in   den   beiden  Punkten 


*)  Leipziger  Magazin  für  reine  und  angewandte  Mathematik  Bd.  I,  1786.  Die 
Lambert  sehe  Arbeit,  die  nacli  Lamberts  Tode  von  Bern  oulli  herausgegeben 
worden  ist,  ist  schon  im  September  1766  aufgesetzt. 
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Ä  und  B  zwei  gleich  lange  Lothe  AC  und  BD  nach  derselben  Seite 
hin,  so  hat  man  zwischen  den  drei  Hypothesen: 

CD  =  ÄB 

die  Wahl.  Man  versuchte  nun  aus  jeder  dieser  drei  Hypothesen  die 
Consequenzen  zu  ziehen.  Insbesondere  folgert  Lambert  aus  der 
ersten  und  der  dritten  Hypothese,  dass  der  Unterschied  zwischen  der 
Winkelsumme  eines  Dreiecks  und  zwischen  zwei  Rechten  proportional 
dem  Flächeninhalte  des  Dreiecks  sei,  und  er  hebt  ausdrücklich  hervor, 
dass  man,  sobald  die  erste  Hypothese  angenommen  werde,  für  jede 
Strecke  ein  absolutes  Mass  habe  und  dass  es  dann  keine  ähnlichen  Figuren 
mehr  gebe.  Lambert  fügt  noch  hinzu,  dass  die  dritte  Hypothese 
auf  der  Kugel  verwirklicht  sei,  und  spricht  sogar  die  Vermuthung  aus, 
dass  die  erste  Hypothese  bei  einer  imaginären  Kugelfläche  vorkomme. 

Obgleich  nun  hiernach  Lambert  im  Grunde  bereits  die  Rie- 
mannsche  Geometrie  auf  der  Ebene  besass*),  so  kommt  er  schliess- 
lich durch  Ueberlegungen,  deren  Unzulänglichkeit  schon  Hindenburg 
erkannt  hat,  zu  dem  Ergebnisse,  dass  nur  die  Hypothese:  CD  =  AB 
zulässig  sei. 

Lobatschewski  war,  wie  es  scheint,  der  erste,  der  kühn  he- 
hauptete,  dass  die  Hypothese:  CD^AB  zu  einer  vernünftigen,  in  sich 
abgeschlossenen  Geometrie  führe  und  zwar  nicht  blos  in  der  Ebene 
sondern  auch  im  gewöhnlichen  Räume.  Ob  jedoch  Lobatschewski 
einen  fehlerfreien  Beweis  für  diese  Behauptung  geliefert  hat,  das  wage 
ich  nicht  zu  entscheiden,  dazu  kenne  ich  die  Lobatschewskischen 
Untersuchungen  nicht  genau  genug,  zumal  diese  Untersuchungen  nur 
zum  Theil  in  deutscher  oder  französischer  Sprache  veröffentlicht  sind. 
Jedenfalls  ist  aber  seine  Nichteuklidische  Geometrie  richtig,  das  haben 
die  späteren  Untersuchungen  von  Riemann  und  von  Herrn  Beltrami 
gezeigt,  aus  denen  z.  B.  hervorgeht,  dass  die  Lobatschewskische 
Geometrie  der  Ebene  auf  gewissen  Mannigfaltigkeiten  des  Euklidischen 
Raumes  verwirklicht  ist. 

Riemann  fasst  den  Raum  als  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  auf, 
was  übrigens  Grassmann  im  Grunde  schon  1844  gethan  hatte,  er 
setzt  aber  ausserdem  noch  die  ganze  Analysis  als  bekannt  voraus. 
Er  betrachtet,  wenn  auch  nur  implicite,  Transformationen  dieser  Mannig- 
faltigkeit und  fordert,  dass  bei  diesen  Transformationen  eine  beständig 
positive    quadratische   Form   der  Differentiale    invariant   bleibe.     Aus- 


*)  Hierdurch   erledigt   sich    die    auf   S.  394   gemachte  Bemerkung,    die   ge- 
schrieben ist,  bevor  wir  mit  der  Lambert  sehen  Arbeit  bekannt  waren. 
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gehend  von  derartigen,  allerdings  nicht  scharf  formulirten  Axiomen 
gelangt  er  zum  Begriff  der  geodätischen  Linie  und  wird  durch  eine 
äusserst  geniale  Anwendung  der  Gaussschen  Theorie  des  Krümmungs- 
masses  auf  drei  verschiedene  Geometrien  geführt,  nämlich  auf  die 
Euklidische,  auf  die,  die  man  gewöhnlich  als  die  Lobatschewski  sehe 
bezeichnet  und  auf  eine  dritte,  der  man  den  Namen  Riemannsche 
Geometrie  gegeben  hat. 

Riemanns  geniales  Gebände  liegt  nur  in  einer  ziemlich  knappen 
Skizze  vor  und  enthält  in  dieser  Form  nicht  blos  Lücken  sondern 
auch  andre  Mängel.  Er  hat  aber  jedenfalls  gezeigt,  dass  es  für  w>l 
immer  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  giebt,  die  im  Riemann- 
schen  Sinne  constantes  Krümmungsmass  besitzen  und  deren  Krümmungs- 
mass  einen  beliebigen  positiven  oder  negativen  Werth  hat.  Er  hat 
auch  bemerkt,  dass  die  Existenz  von  ?^-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten mit  constantem  positivem  Riemannschem  Krümmungs- 
masse durch  die  Kugel  des  (n  +  l)-fach  ausgedehnten  Euklidischen 
Raumes  von  vornherein  sicher  gestellt  ist. 

Ein  einfaches  Bild  einer  Mannigfaltigkeit  mit  constantem  nega- 
tivem Riemannschem  Krümmuugsmasse  hat  Herr  Beltrami  gegeben, 
indem  er  zeigte,  dass  für  n  =  3  eine  solche  Mannigfaltigkeit  auf  das 
Innere  einer  reellen  nichtgeradlinigen  Fläche  zweiten  Grades  im  B^ 
abgebildet  werden  kann.  In  dieser  Verbindung  erinnere  ich  überdies 
noch  an  die  Gay ley sehe  projective  Massbestimmung.  Soweit  ich  es 
übersehe,  liegt  das  Verdienst  der  damit  zusammenhängenden  Unter- 
suchungen des  Herrn  F.  Klein  über  Nichteuklidische  Geometrie  wesent- 
lich darin,  dass  in  ihnen  die  Resultate  seiner  Vorgänger  popularisirt 
werden.  Klein  verwerthet  dabei  die  von  mir  herrührenden  Begriffe 
infinitesimale  Transformation  und  eingliedrige  Gruppe. 

Riemann  fasst,  wenn  auch  nur  implicite,  die  Bewegungen  des 
Raumes  als  Transformationen  auf,  die  eine  Gruppe  bilden,  und  ver- 
sucht, so  können  wir  es  ausdrücken,  diese  Gruppe  durch  einfache 
Eigenschaften  zu  charakterisiren.  Herr  v.  Helmholtz  hat  versucht, 
in  dieser  Richtung  weiter  zu  gehen,  man  kann  aber  leider  nicht  sagen, 
dass  dieser  sein  Versuch,  der  allerdings  viel  Interesse  hat,  gelungen 
sei,  denn  seine  mathematischen  Betrachtungen  beruhen  auf  falschen 
Voraussetzungen.  Wenn  ich  nicht  irre,  ist  es  mir  gelungen,  das  von 
Riemann  implicite  gestellte  und  von  Herrn  v.  Helmholtz  behandelte, 
aber  nicht  erledigte  Problem  vollständig  zu  erledigen.  Das  Nähere 
wird  man  in  den  Kapiteln  21,  22  und  23  finden. 

In  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  die 
von    den   Herren  v.  Helmholtz,    de  Tilly,  F.   Klein,   Lindemann 
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und  Killing  angestellt  worden  sind,  finden  sich  eine  Reihe  von  groben 
Fehlern,  die  im  letzten  Grunde  darauf  beruhen,  dass  die  Verfasser 
dieser  Untersuchungen  entweder  gar  keine  oder  nur  sehr  mangelhafte 
gruppentheoretische  Kenntnisse  besassen.  Da  diese  Fehler  zum 
Theile  recht  lehrreich  sind,  wird  in  der  Abtheilung  über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  ausführlich  auf  sie  eingegangen.  Was  insbesondre 
Herrn  Lindemann  anbetrifft,  so  vergleiche  man  noch  den  Schluss 
von  §  146.  Allerdings  wird  die  Beurtheilung  aller  dieser  Arbeiten 
durch  den  Mangel  an  Präcision  des  Ausdrucks,  der  sich  in  ihnen  be- 
merklich macht,  sehr  erschwert. 

Die  sechste  und  letzte  Abtheilung  enthält  eine  Anzahl  äusserst 
wichtiger  allgemeiner  Untersuchungen  über  endliche  continuirliche 
Gruppen. 

Kapitel  25  beschäftigt  sich  mit  den  Fundamentalsätzen  der 
Gruppentheorie.  Es  handelt  sich  dabei  darum,  die  diesen  Sätzen  und 
ihren  Beweisen  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  schärfer  hervortreten 
zu  lassen;  ausserdem  werden  noch  ähnliche  allgemeine  Sätze  auf- 
gestellt, die  geeignet  sind,  auf  die  Grundbegriffe  und  die  grundlegen- 
den Sätze  neues  Licht  zu  werfen.  Dabei  wird  auch  der  Versuch 
berührt,  der  von  andrer  Seite  gemacht  worden  ist,  eine  neue  und  ein- 
fachere Begründung  meiner  Fundamentalsätze  zu  liefern. 

Ich  kann  nicht  anerkennen,  dass  Herr  Schur  eine  wirklich  ein- 
fachere Begründung  meiner  Fundamentalsätze  geliefert  hat.  Abgesehen 
davon,  dass  Herr  Schur  sich  von  vornherein  auf  einen  viel  specielleren 
Standpunkt  stellt  als  ich,  beruhen  auch  die  Vereinfachungen,  die  er 
an  einigen  Stellen  anscheinend  erreicht,  darauf,  dass  er  nur  gewisse 
Theile  meiner  betreffenden  Sätze  beweist;  auf  diese  Weise  lassen  sich 
natürlich  fast  immer  Abkürzungen  der  Beweise  erzieleu.  Hiermit  be- 
absichtige ich  aber  keineswegs  zu  leugnen,  dass  auch  diese  Unter- 
suchungen des  Herrn  Schur  ihren  Werth  haben,  ganz  abgesehen  von 
den  wirklich  neuen  Resultaten,  die  Herr  Schur  sonst  gefunden  hat 
und  die  hierbei  gar  nicht  in  Frage  kommen.  In  allen  Schurschen 
Arbeiten  über  Gruppentheorie  findet  man  Gewissenhaftigkeit  und  Ernst, 
Eigenschaften,  die  man  leider  in  zu  vielen  Arbeiten  vermisst,  die  doch 
mit  grossen  Ansprüchen  hervortreten. 

Das  26.  Kapitel  zeigt,  wie  man  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  be- 
kannten endlichen  Gleichungen  auf  die  kanonische  Form  bringen  kann, 
die   durch  die   infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  bestimmt 
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ist;  es  stellt  sich  heraus,  dass  dazu  an  Integrationen  höchstens  Quadra- 
turen erforderlich  sind. 

In  Kapitel  27  wird  das  Prohlem,  alle  r-gliedrigen  transitiven 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  zu  bestimmen,  von  Neuem 
aufgenommen  und  die  in  Abschn.  I  gegebene  Erledigung  dieses  Pro- 
blems wird  vervollständigt.  Es  wird  gezeigt,  dass  die  Integrationen, 
die  nach  Abschn.  I  zur  Erledigung  des  Problems  erforderlich  waren, 
im  ungünstigsten  Falle  auf  Quadraturen  hinauskommen. 

Kapitel  28  handelt  über  die  Theorie  der  Zusammensetzung.  Diese 
äusserst  wichtige  Theorie  bildet  eigentlich  den  Ausgangspunkt  meiner 
allgemeinen  Untersuchungen  über  endliche  continuirliche  Gruppen  und 
ich  habe  auch-  eine  grosse  Anzahl  wichtiger  Ergebnisse  über  die 
Theorie  der  Zusammensetzung  erhalten.  Diese  Ergebnisse,  die  nament- 
lich für  die  Anwendung  der  Gruppentheorie  von  der  grössten  Bedeu- 
tung sind,  werden  in  Kapitel  28  ziemlich  vollständig  dargestellt.  Ueber 
die  wesentlich  weitergehenden  Resultate,  die  in  neuerer  Zeit  von 
andrer  Seite  erreicht  worden  sind,  wird  im  Schlusskapitel  ziemlich 
ausführlich  berichtet. 

Meine  Untersuchungen  über  Transformationsgruppen  waren  schon 
1884  zum  Abschluss  gebracht  und  sind  später  nur  noch  in  Einzel- 
heiten vervollständigt  worden. 

Seit  1884  sind  nun  eine  Reihe  gruppentheoretischer  Untersuchungen 
auch  von  andrer  Seite  ausgeführt  worden.  Verschiedene  von  diesen 
Arbeiten  haben  einen  rem  gruppentheoretischen  Charakter  und  zwar  sind 
diese,  soweit  sie  sich  auf  endliche  continuirliche  Gruppen  beziehen, 
meistens  von  deutschen  Forschern  ausgeführt  worden.  Ich  nenne  hier: 
Engel,  Killing,  Study,  Schur,  Scheffers,  Maurer,  ferner  Page 
(Amerikaner),  Werner,  Umlauf  und  Knothe  und  von  Franzosen: 
de  Tannenberg,  Tresse  und  Cartan.  Diese  Arbeiten  werden  in 
Kapitel  29  kurz  besprochen.  Andre  Arbeiten  von  Engel  und  Zorawski 
einerseits  und  von  Picard  und  Tresse  andrerseits  beschäftigen  sich 
mit  unendlichen  continuirlichen  Gruppen,  sie  können  deshalb  in  diesem 
Werke  nicht  näher  besprochen  werden. 

Noch  andre,  zum  Theil  ausserordentlich  wichtige  Arbeiten  wenden 
die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  auf  Differentialglei- 
chungen an.  Hier  stehen  die  Herren  Picard  und  Vessiot  in  erster 
Linie,  ihnen  folgen  Appell,  Painleve  und  viele  andre  Franzosen. 
Alle  diese  Arbeiten  ebenso  wie  die  eben  erwähnten  über  unendliche 
Gruppen  können  aber  erst  in  dem  besondern  Werke  berücksichtigt 
werden,  das  ich,  wieder  mit  Engels  Unterstützung,  über  Differential- 
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invarianten,  unendliche  Gruppen  und  Integrationstheorie  abzufassen 
gedenke. 

Noch  weniger  kann  natürlich  auf  die  zahlreichen  aber  meistens 
trivialen  Arbeiten  eingegangen  werden,  in  denen  seit  1885  nach  Syl- 
vesters Vorgang  Differentialinvarianten  für  eine  Anzahl  speci eller 
Gruppen  aufgestellt  worden  sind. 

Den  Schluss  des  Werkes  bildet  ein  Sachregister  zu  allen  drei  Ab- 
schnitten, das  Herr  Prof.  Engel  bearbeitet  hat. 

Bei  dem  Abschlüsse  eines  so  umfangreichen  V^^erkes,  wie  es  das 
vorliegende  ist,  fühle  ich  das  Bedürfniss  noch  einmal  in  grossen  Zügen 
die  Gesichtspunkte  zu  kennzeichnen,  die  bei  meinem  ganzen  wissen- 
schaftlichen Wirken  massgebend  gewesen  sind,  und  einige  Perspectiven 
für  die  Zukunft  zu  eröffnen. 

Der  Begriff  der  Transformation  ist  aus  der  Geometrie  hervor- 
gegangen. Die  Frojection  ist  die  älteste  Transformation,  sie  tritt  schon 
bei  den  alten  Griechen  auf,  wurde  aber  systematisch  zuerst  von  dem 
grossen  Geometer  Poncelet  verwerthet;  erst  später  bemächtigte  sich 
ihrer  die  Analysis  und  schuf  die  Theorie  der  projediven  und  der  linearen 
homogenen  Transformationen.  Auch  die  Transformation  durch  reciprolce 
Radien  tritt  zuerst  bei  den  Geometern  auf,  obwohl  allerdings  ein 
Physiker,  W.  Thomson  der  erste  war,  der  ihre  grosse  Wichtigkeit 
erkannt  hat.  Die  Geometrie  hat  ferner  das  Princip  der  Dualität  und 
die  Lehre  von  der  Transformation  durch  reciproke  Polaren  entwickelt; 
schon  Legendr e  benutzte  diese  Transformation  in  der  Theorie  der 
Minimal  flächen,  Poncelet  und  Ger  gönne  zeigten  ihre  ausserordent- 
liche Tragweite,  während  P lücker  die  dieser  Transformation  zu  Grunde 
liegende  Idee  in  ihrer  wahren  Allgemeinheit  entwickelte  und  folgerichtig 
durchführte. 

Auch  mir  ist  die  Bedeutung  des  Begriffs  der  Transformation  zuerst 
in  der  Geometrie  klar  geworden.  Indem  ich  P lückers  Ideen  über 
Wechsel  des  Raumelements  weiter  verfolgte,  gelangte  ich  schon  1868 
zu  dem  allgemeinen  Begriffe  der  Berührungstransformation*).  Dieser 
Begriff  führte  mich  unter  Anderm  zu  einem  merkwürdigen  Zusammen- 
hang zwischen  projectiver  und  metrischer  Geometrie;  es  zeigte  sich, 
dass  die  Untersuchung  solcher  Beziehungen,  die  hei  projectiven  Trans- 
formationen   ungeändert    bleiben^    gleichbedeutend    ist    mit    der    ünter- 


*)  Amperes  und  Jacobis  schöne  Vorarbeiten  waren  mir  damals  noch  un- 
bekannt; aber  Ampere  betrachtet  nur  eine  specielle  Klasse  von  Berührungstrans- 
formationen und  Jacobis  allgemeine  Definition  ist  unrichtig. 
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suchung  der  Beziehungen,  die  hei  einer  gewissen  Kategorie  von  Be- 
rührungstransformationen  invariant  Meilen,  einer  Kategorie,  die  die 
metrische  Geometrie  beherrscht*). 

Sehr  bald  erkannte  ich  auch  die  hohe  Bedeutung,  die  der  Begriff' 
der  Transformation  für  die  Analysis  hat  Ich  bemerkte  (1870—71), 
dass  die  bisherigen  klassischen  Integrationstheorien  sich  immer  auf 
solche  Differentialgleichungen  beziehen,  die  gewisse  bekannte  Gruppen 
von  Transformationen  gestatten.  Im  Frühling  1872  fand  ich,  dass 
sich  die  Theorie  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
als  eine  Transformationstheorie  auffassen  lässt,  mein  Ausgangspunkt 
dabei  war  die  Einführung  des  Begriffs  der  infinitesimalen  Berührungs- 
transformation.  In  demselben  Jahre  1872  entwickelte  ich  eine  voll- 
ständige Invariantentheorie  der  unendlichen  Gruppe  aller  Berührungs- 
transformationen und  löste  das  Aequivalenzproblem  für  Ausdrücke 
erster  Ordnung  gegenüber  dieser  Gruppe  vollständig.  Ich  beschränkte 
mich  aber  nicht  auf  diese  Gruppe  sondern  behandelte  schon  1872 — 73 
gewisse  von  ihren  unendlichen  Untergruppen  —  meine  Functionen- 
gruppen  —  und  entwickelte  für  jede  derartige  Gruppe  eine  vollständige 
Invariantentheorie. 

Andrerseits  entwickelte  ich  in  den  Jahren  1870—74  den  Begriff 
der  endlichen  continuirlichen  Gruppe  und  erkannte  seine  weitreichende 
Bedeutung  für  die  Geometrie  und  für  di«  Theorie  der  Differential- 
ö-leichunffen.  Schon  1870 — 72  verwerthete  ich  die  endlichen  conti- 
nuirlichen  Gruppen  für  die  Integrationstheorie  und  bereits  1872 
deutete  ich  eine  Invariantentheorie  der  unendlichen  Gruppe  aller  Funkt- 
transformationen  an. 

So  traten  für  mich  die  Begriffe  Transformation  und  Transformations- 
gruppe immer  mehr  in  den  Vordergrund  und  ich  entwickelte  nach  und 
nach  eine  allgemeine  Transformationstheorie**). 

F.  Klein,  dem  ich  im  Laufe  dieser  Jahre  alle  diese  meine  Ideen  mit- 
theilte, wurde  dadurch  veranlasst,  ähnliche  Gesichtspunkte  für  die  dis- 
continuirlichen  Gruppen  zu  entwickeln.  In  seinem  Erlanger  Programm, 
wo  er  über  seine  und  über  meine  Ideen  berichtet,  spricht  er  überdies 

*)  Diese  Ideen  habe  ich  bereits  1871  deutlich  ausgesprochen  (Ges.  d.  Wiss. 
zu  Christiania). 

**)  Carte  sius  deutete  zuerst  die  Gleichung:  y  =  f{x)  als  eine  Curve  (und 
die  Gleichung:  z  =  f{x,  y)  als  eine  Fläche).  Die  neuere  Mathematik  deutet  ein 
Gleichungensystem  wie  zum  Beispiel  dieses:  x^  =  A^,  2/)i  2/i  =  ^(^>  V)  ^^^  ^^^^ 
Transformation.  Die  Functionentheorie  betrachtet  die  Gleichung:  x^-\-iyy  =  f{x-\-iy) 
als  Bestimmungsgleichung  einer  conformen  Transformation.  Die  Untersuchung 
der  Transformationen  an  sich  ist  daher  ein  Schritt  analog  dem  Schritte,  den 
Cartesius  that,  als  er  den  Coordinatenbegriff  einführte. 
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noch  von  Gruppen,  die  nach  meiner  Terminologie  weder  continuirlich 
noch  discontinuirlich  sind,  zum  Beispiel  spricht  er  von  der  Gruppe 
aller  Cremonaschen  Transformationen  und  von  der  Gruppe  der  Ver- 
zerrungen. Dass  ein  Wesensunterschied  zwischen  diesen  Arten  von 
Gruppen  und  den  von  mir  sogenannten  continuirlichen  Gruppen  be- 
steht, dass  sich  nämlich  meine  continuirlichen  Gruppen  durch  Differential- 
gleichungen definiren  lassen  ^  während  das  hei  jenen  Gruppen  nicht  der 
Fall  ist,  das  war  ihm  offenbar  vollständig  entgangen.  Auch  von  dem 
so  wichtigen  Begriffe  der  Differentialinvariante  findet  sich  in  dem 
Klein  sehen  Programme  fast  keine  Spur.  Klein  hat  an  diesem  Be- 
griffe, auf  den  sich  erst  eine  allgemeine  Invariantentheorie  begründen 
iässt,  keinen  Antheil,  und  er  hat  erst  von  mir  gelernt,  dass  jede  durch 
Differentialgleichungen  definirte  Gruppe  Differentialinvarianten  bestimmt, 
die  durch  Integration  von  vollständigen  Systemen  gefunden  werden 
können. 

Ich  sehe  mich  hier  zu  diesen  Auseinandersetzungen  veranlasst, 
weil  Kleins  Schüler  und  Freunde  wiederholt  das  gegenseitige  Ver- 
hältniss  zwischen  Kleins  und  meinen  Arbeiten  falsch  dargestellt 
haben  und  weil  andrerseits  einige  Bemerkungen,  mit  denen  Klein  die 
Neudrucke  seines  interessanten  Programms  in  bis  jetzt  vier  verschie- 
denen Zeitschriften*)  begleitet  hat,  unrichtig  aufgefasst  werden 
könnten.  Ich  bin  kein  Schüler  von  Klein,  das  Umgekehrte  ist  auch 
nicht  der  Fall,  wenn  es  auch  vielleicht  der  Wahrheit  näher  käme. 

Indem  ich  alles  das  hier  zur  Sprache  bringe,  denke  ich  selbst- 
verständlich nicht  daran,  an  Kleins  originaler  Production  innerhalb 
der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  und  der  Functionentheorie 
Kritik  zu  üben.  Ich  schätze  Kleins  Talente  hoch,  und  werde  nie  die 
Theilnahme  vergessen,  mit  der  er  von  jeher  meine  wissenschaftlichen 
Bestrebungen  begleitet  hat,  aber  ich  glaube,  dass  er  z.  B.  nicht 
genug  zwischen  Induction  und  Beweis,  zwischen  der  Einführung  eines 
Begriffs  und  seiner  Verwerthung  unterscheidet. 

Das  vorliegende  Werk  liefert  eine  rein  abstracte  Theorie  der 
endlichen  continuirlichen  Gruppen.  Später  sollen  zwei  andre  Werke 
folgen,  in  denen  mehr  die  Anwendungen  der  Gruppentheorie  in  den 
Vordergrund  treten  werden.  Das  eine  dieser  Werke,  das  ich  wieder 
mit  der  Unterstützung  von  Prof.  Engel  zu  bearbeiten  gedenke,  wird 
eine  selbständige  Theorie  der  Differentialinvarianten  geben  und  darauf 

*)  Annali  di  matem.;  Annales  de  l'^cole  Normale;  Math.  Ann.;  Bulletin  of 
the  New  York  math.  society. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  b 
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die  Theorie  der  uDendlichen  continuirlichen  Gruppen  begründen.  Auf 
diesem  Wege  wird  sich  zu  gleicher  Zeit  eine  neue  Begründung  der 
Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  ergeben.  Ausserdem 
soll  dieses  Werk  aber  noch  die  Anwendung  der  Gruppentheorie  auf 
die  Integration  der  Differentialgleichungen  enthalten.  Das  zweite 
Werk,  bei  dessen  Abfassung  mich  Herr  Dr.  Scheffers  unterstützen 
wird,  soll  der  Geometrie  gewidmet  sein.  Ich  gedenke  darin  eine  aus- 
führliche Darstellung  meiner  sämmtlichen  geometrischen  Untersuchungen 
zu  geben,  die  sich  ebenfalls  vielfach  auf  Gruppentheorie,  auf  die  Theorie 
der  Berührungstransformationen  und  auf  Differentialgleichungen  beziehen. 

Hier  will  ich  nur  kurz  die  Gesichtspunkte  angeben,  die  bei  der 
Abfassung  des  ersten  der  beiden  geplanten  Werke  massgebend  sein 
werden. 

Zuerst  soll  in  diesem  Werke  die  Theorie  der  Differentialinvari- 
anten vollständig  entwickelt  werden,  das  heisst  also  die  allgemeine 
Invariantentheorie  beliebiger  continuirlicher  Gruppen. 

Derartige  Invariantentheorien  sind  im  Laufe  der  Zeit  schon  eine 
ganze  Reihe  entwickelt  worden. 

Die  Euler-Mongesche  Krümmungstheorie  ist  nichts  andres  als 
eine  Theorie  der  Differentialinvarianten  bei  der  Gruppe  aller  Be- 
tvegiingen.  Diese  Auffassung,  die  von  mir  herrührt,  tritt  wohl  erst  in 
meinen  Arbeiten  aus  dem  Jahre  1883  hervor.  Bald  darauf,  1884 
zeigte  ich  auch,  dass  die  Gauss-Mindingsche  Deformationstheorie 
die  Invariantentheorie  einer  gewissen  unendlichen  continuirlichen  Gruppe 
ist.  Es  sind  das  wohl  die  beiden  ersten  Invariantentheorien  continuir- 
licher Gruppen*). 

Die  dritte  Invariantentheorie  ist  die  der  linearen  Gruppe,  die 
von  Cayley  begründet  worden  ist,  nachdem  sie  durch  Arbeiten  von 
Cauchy,  Jacobi,  Eisenstein,  Hesse  und  Boole  vorbereitet  war. 
Auch  in  ihr  spielen  Differentialinvarianten  ein  Rolle,  denn  alle  die 
Differentiationsoperationen,  durch  die  man  zum  Beispiel  aus  Invarianten 
neue  Invarianten  erhält,  sind  nichts  andres  als  Differentialinvarianten 
gegenüber  gewissen  Gruppen,  die  in  sehr  einfacher  Weise  aus  der 
linearen  homogenen  Gruppe  gebildet  werden  können. 

Die  Untersuchungen  von  Riemann  und  die  daran  anknüpfenden 
von  Christoffel  und  Lipschitz  (1870)  sind  eine  Ausdehnung  der 
Gau  SS -Minding  sehen  Invariantentheorie  auf  n  Dimensionen. 

Die  vierte  Invariantentheorie  ist  meine  1870—1874  veröffentlichte 

*)  Für  discontinuirliche  Gruppen  sind  zwei  Invariantentheorien  entwickelt 
worden,  die  eine  in  der  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen  von  Lagrange 
und  Galois,  die  andre  in  der  Zahlentheorie  von  Gauss  und  seinen  Nachfolgern. 
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Invariantentheorie  der  unendlichen  Gruppe  aller  Berührungstransforma- 
tionen und  gewisser  in  ihr  enthaltener  unendlicher  Untergruppen. 

Die  fünfte  ist  die  Invariantentheorie  der  unendlichen  Gruppen 
aller  Punkttransformationen,  die  ich  in  den  Jahren  1872  —  1878 
skizzirte.  Ich  denke  dabei  hauptsächlich  an  meine  Theorie  der  Aehn- 
lichkeit  endlicher  continuirlicher  Gruppen  und  an  meine  Integrations- 
theorie eines  vollständigen  Systems  mit  bekannten  infinitesimalen 
Transformationen. 

In  den  Jahren  1879 — 83  entwickelten  Laguerre  und  Halphen*) 
eine  äusserst  wichtige  Theorie  der  gewöhnlichen  linearen  Differential- 
gleichungen, die  sich  als  die  Invariantentheorie  einer  gewissen  unend- 
lichen Gruppe  auffassen  lässt,  die  sechste  in  der  Reihe. 

Endlich  habe  ich  in  den  Jahren  1883 — 84  eine  allgemeine  In- 
variantentheorie für  alle  Gruppen  entwickelt,  die  sich  durch  Differen- 
tialgleichungen definiren  lassen.  Ich  habe  bei  dieser  Gelegenheit  auch 
gezeigt,  dass  der  Begriff  Di  ff  er  entialparameterf  den  Lame  und  Beltrami 
in  speciellen  Fällen  eingeführt  hatten,  auf  alle  continuirlichen  Gruppen 
ausgedehnt  werden  Icann  und  dass  jeder  Differentialparameter  eine 
Difterentialinvariante  einer  gewissen  erweiterten  Gruppe  ist. 

Es  ist  klar,  dass  diese  meine  Invariantentheorie  aller  continuir- 
lichen Gruppen  alle  vorher  besprochenen  Invariantentheorien  umfasst. 
Es  wird  sich  daher  in  dem  geplanten  Werke  darum  handeln,  diese 
Theorie  vollständig  und  in  grösster  Allgemeinheit  zu  entwickeln.  In 
Verbindung  damit  wird  zugleich  eine  umfassende  Theorie  aller  con- 
tinuirlichen Gruppen  gegeben  werden,  die  sich  durch  Differentialglei- 
chungen definiren  lassen,  eine  Theorie,  bei  der  die  endlichen  und  die 
unendlichen  continuirlichen  Gruppen  als  wesentlich  gleichberechtigt 
erscheinen.  Daran  wird  sich  anschliessen  eine  vollständige  Erledigung 
des  Aequivalenzproblems  für  alle  diese  continuirlichen  Gruppen. 

Es  bleibt  mir  jetzt  noch  zu  zeigen,  in  welchem  Sinne  die 
Theorie  der  Differentialgleichungen  in  dem  geplanten  Werke  behandelt 
werden  soll. 


*)  Halphen  hat  den  Versuch  gemacht,  einen  Gruppenbegriff  aufzustellen, 
der  von  dem  meinigen  verschieden  ist,  sein  Gruppenbegriff  ist  aber  trivial  und 
hat  auch  noch  nirgends  Anwendung  gefunden.  —  Schon  in  den  Jahren  1870—74 
lenkte  ich  wiederholt  die  Aufmerksamkeit  auf  Differentialgleichungen,  die  Gruppen 
gestatten,  und  entwickelte  unter  Anderm  eine  Reihe  von  fundamentalen  Sätzen 
über  die  Differentialgleichungen,  die  bei  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe  der 
Ebene  invariant  bleiben.  Hieran  schliessen  sich  als  Ausführungen  für  specielle 
Gruppen  die  Untersuchungen  Halphens  über  die  Differentialinvarianten  der  pro- 
jectiven  Gruppe. 

b* 
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Hauptaufgabe  der  Mathematik  ist,  unbekannte  Dinge  aus  bekannten 
Eigenschaften  zu  bestimmen.  Diese  Eigenschaften  sind  meistens  durch 
Gleichungen  ausdrückbar,  in  denen  entweder  nur  die  unbekannten 
Grössen  selbst  oder  auch  ihre  Differentialquotienten  vorkommen. 

Im  ersten  Falle  hat  man  das  Problem  der  Auflösung  der  Glei- 
chungen, unter  Anderm  der  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung 
mit  einer  Unbekannten.  Im  zweiten  Falle  hat  man  das  Problem  der 
Integration  von  Differentialgleichungen. 

Galois  war  der  erste,  der  vollkommen  klar  erkannte,  wie  ausser- 
ordentlich wichtig  die  Begriffe  Suhstitiitionengruppe  und  Invariante  einer 
discontinuirlichen  Gruppe  für  die  Behandlung  von  Problemen  jener 
ersten  Art  sind.  Die  Bedeutung  des  Begriffs  continuirliche  Gruppe  für 
die  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  und  den  Zusammenhang 
dieses  Begriffs  mit  den  Begriffen:  Invariante^  Differentialinvariante  und 
Bifferentidlparameter  habe  ich  entdeckt. 

Die  Lehre  von  den  Differentialgleichungen  stützt  sich  in  erster 
Linie  auf  die  Functionentheorie.  Diese  liefert  die  Beweise  für  die 
Existenz  der  Lösungen  und  untersucht  die  einfachsten  Abhängigkeiten, 
die  durch  Differentialgleichungen  definirt  sind,  zum  Beispiel  unter- 
sucht sie  die  Functionen,  die  durch  Integrale  über  algebraische  Func- 
tionen und  durch  die  Umkehrung  dieser  Integrale  entstehen. 

Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  Functionenklassen.  Will  man 
nun  etwa  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  w-ter  Ordnung  zwischen 
X  und  y  integriren,  so  kann  man  fragen,  ob  y  als  Function  von  x 
einer  der  so  gewonnenen  Functionenklassen  angehört.  Das  ist  die  rein 
functionentheoretische  Behandlungsweise.  Man  kann  aber  auch  fragen, 
ob  es  möglich  ist,  an  Stelle  von  x  und  y  solche  neue  Veränderliche 
X  und  y  einzuführen,  dass  die  vorgelegte  Differentialgleichung  eine 
Form  erhält,  die  man  mit  Hülfe  bekannter  Functionenklassen  inte- 
griren kann.  Diese  Frage  ist  es,  die  bei  meinen  Untersuchungen  über 
Differentialgleichungen  bestimmend  gewesen  ist. 

Zum  Beispiel  beruht  für  mich  die  Integrationstheorie  einer  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung: 

einfach    auf   dem   Satze,    dass  jede    solche   Gleichung   durch  eine  Be- 
rührungstransformation die  Gestalt:  Pi  =  0  erhalten  kann. 

Ferner  bemerkte  ich,  dass  Monges  ursprüngliche  Integrations- 
theorie der  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  nur  bei 
solchen  Gleichungen  zum  Ziele  führt,  die  sich  durch  eine  Berührungs- 
transformation entweder  auf  die  Form:  r  =  0  oder  auf  die  Form: 
s  =  0  bringen  lassen.    Auf  diese  Bemerkung  gründete  ich  neue  schöne 
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Integrationstheorien,  indem  ich  zuerst  fragte,  ob  die  vorgelegte  Glei- 
chung etwa  die  Form:  s  =  0  erhalten  konnte;  war  das  möglich,  so 
war  es  vortheilhaft,  die  betreffende  Transformation  aufzusuchen. 

So  muss  man  nun  überhaupt  zum  Beispiel  in  der  Lehre  von  den 
partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  erstens  nach  inte- 
grabeln  Formen  suchen  und  zweitens  die  Kriterien  bestimmen,  an 
denen  man  erkennen  kann,  ob  vorgelegte  Differentialgleichungen  auf 
integrable  Formen  zurückführbar  sind,  und  endlich  drittens,  wenn  sie 
es  sind,  allgemeine  Methoden  für  diese  Zurückführung  entwickeln. 

Bei  der  Aufsuchung  der  besprochenen  Kriterien,  die  nebenbei  be- 
merkt durch  die  Theorie  der  Differentialinvarianten  geliefert  werden, 
handelt  es  sich  in  erster  Linie  darum,  ob  die  betreffende  integrable 
Form  eine  continuirliche  Gruppe  gestattet  oder  nicht.  Daher  muss 
man  überhaupt  alle  Differentialgleichungen  bestimmen,  die  continuir- 
liche Gruppen  gestatten,  und  sie  auf  kanonische  Formen  bringen.  Das 
ist  ein  höchst  interessantes  Problem,  das  ich  zum  Beispiel  für  die  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen  zwischen  zwei  Veränderlichen  voll- 
ständig erledigt  habe.  Auch  mit  der  Erledigung  des  Problems  für 
die  partiellen  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  habe  ich  mich 
vielfach  beschäftigt,  wenn  ich  auch  verhältnissmässig  wenig  darüber 
veröffentlicht  habe. 

Auch  hei  der  ZurücJcführung  einer  Differentialgleichung  auf  eine 
Mnonische  Form  kommt  es  wesentlich  darauf  an,  ob  die  Gleichung 
eine  continuirliche  Gruppe  gestattet  oder  nicht.  Gestattet  sie  keine, 
so  ist  die  Zurückführung  gar  kein  Integrationsproblem. 

Eine  grosse  Anzahl  der  Integrationsprobleme,  zu  denen  man  auf 
dem  angegebenen  Wege  gelangt,  lässt  sich  auf  das  Problem  zurück- 
führen, ein  vollständiges  System  zu  integriren,  das  bekannte  infini- 
tesimale Transformationen  gestattet.  Das  neue  Werk  wird  daher  eine 
erschöpfende  Darstellung  der  von  mir  herrührenden  rationellen  Inte- 
grationstheorie dieses  letzteren  Problems  bringen  und  es  wird  ausser- 
dem zeigen,  dass  sich  viele  fundamentale  Probleme  gerade  auf  dieses 
Problem  zurückführen  lassen. 

Die  eben  angedeutete  Betrachtungsweise  der  Theorie  der  Differen- 
tialgleichungen fällt  ganz  unter  die  Gruppentheorie.  Neuere  Unter- 
suchungen von  Picard  und  Vessiot  haben  gezeigt,  dass  auch  die 
andre,  rein  functionentheoretische  Behandlungsweise  der  Differential- 
gleichungen mit  der  Gruppentheorie  in  Zusammenhang  gebracht  werden 
kann,  vorläufig  wenigstens  soweit  es  sich  um  die  Theorie  der  linearen 
gewöhnlichen  Differentialgleichungen  handelt.  Selbstverständlich  werden 
auch  diese  Untersuchungen  eingehende  Berücksichtigung  finden. 
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Ich  habe  schon  hervorgehoben,  welche  Bedeutung  meine  Gruppen- 
theorie für  Geometrie,  Differentialgleichungen  und  Invariantentheorie 
besitzt.  Jetzt  möchte  ich  noch  kurz  andeuten,  welche  Bedeutung  sie 
für  die  Elemente  der  Mathematik  hat. 

Wenn  man,  mit  Recht  oder  mit  Unrecht,  die  Geometrie  als  eine 
Erfahrungswissenschaft  auffasst,  die  Mathematik  und  überhaupt  die 
Andlysis  dagegen  als  eine  rein  abstracte  Wissenschaft,  so  ist  es  natur- 
gemäss,  die  Analysis  in  ihrer  ganzen  Ausdehnung  zum  Aufbau  der 
Geometrie  zu  verwerthen.  Sodann  liegt  es  nahe  mit  Riemann  an 
die  Spitze  der  Geometrie  das  Axiom  zu  stellen:  der  Raum  ist  eine 
Zahlenmannigfaltigkeit,  und  überhaupt  den  Weg  einzuschlagen,  der  in 
der  5.  Abtheilung  des  gegenwärtigen  Abschnitts  befolgt  wird.  Ohne 
mich  auf  eine  Wiederholung  des  früher  Gesagten  einzulassen,  möchte 
ich  nur  bemerken,  dass  die  von  Riemann  und  mir  gegebene  Be- 
gründung der  Geometrie  gewisse  Berührungspunkte  mit  den  Betrach- 
tungen besitzt,  die  Grassmann  schon  1844  angestellt  hat,  die  aber 
freilich  bei  Weitem  nicht  so  allgemein  und  so  präcis  sind.  Ich  glaube, 
dass  der  Ausgangspunkt  in  Grassmanns,  mir  allerdings  vage  er- 
scheinenden Betrachtungen  derselbe  ist,  wie  bei  Riemann,  nämlich 
die  Zahlenmannigfaltigkeit  und  dass  diese  Betrachtungen  auch  in  ge- 
wissem Sinne  als  gruppentheoretisch  aufzufassen  sind. 

Auch  auf  die  Elemente  der  Arithmetik  wirft  meine  Gruppen- 
theorie Licht.  Der  von  Hamilton  und  seinen  Nachfolgern  her- 
rührende Begriff  eines  hegrängten  Zahlensystems  mit  assoeiativer  Multi- 
pUcation  ordnet  sich,  wie  Poincare  und  Study  gezeigt  haben,  unter 
meinen  Gruppenbegriff  und  erhält  dadurch  eine  ganz  neue  Beleuchtung. 
Dass  auch  der  allgemeine  Begriff  eines  begränzten  Zahlensystems 
schon  an  sich  ein  grosses  Interesse  besitzt,  das  zeigt  in  der  merk- 
würdigsten Weise  mein  Begriff  infinitesimale  Transformation  und 
meine  Auffassung  des  Poisson  sehen  Klammerausdrucks  als  einer 
Multiplication  von  infinitesimalen  Transformationen.  Endlich  lässt  sich 
auch  die  Rechnung  mit  den  Grass  man  nschen  complexen  Zahlen  als 
ein  gruppentheoretischer  Kalkül  auffassen. 

Dass  die  Gruppentheorie  auch  für  die  Elemente  und  die  Prin- 
cipien  der  Mechanik  von  grosser  Bedeutung  ist,  wurde  schon  oben 
erwähnt. 

Die  Gruppentheorie  wirft  somit  nach  allen  Seiten  neues  Licht. 

Zum  Schlüsse  noch  einige  persönliche  Bemerkungen. 
Als  junger  Student  hörte  ich    1863   bei   meinem  ausgezeichneten 
Laudsmanne   L.  Sylow    eine   kurze  Vorlesung   über    die  Galoissclie 
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Theorie  der  algebraischen  Gleichungen.  Obwohl  ich  erst  viel  später 
(1868)  den  Gedanken  fasste,  in  der  Mathematik  als  Schriftsteller  auf- 
zutreten, so  kann  es  doch  keinem  Zweifel  unterliegen,  dass  diese  Vor- 
lesung Einfluss  auf  mich  geübt  hat.  Ich  gedenke  ferner  mit  Dankbar- 
keit des  Interesses,  das  von  Clebsch,  sowie  von  den  Herren: 
Cremona,  Felix  Klein,  Adolph  Mayer  und  besonders  Camille 
Jordan  schon  meinen  ersten  Untersuchungen  über  partielle  Differential- 
gleichungen und  über  Bifferentialgleicliimgen,  die  infinitesimale  Trans- 
formationen gestatten j  entgegengebracht  wurde.  Wenn  ich  mir  auch 
nicht  bewusst  bin,  von  den  Genannten  in  höherem  Masse  direct  An- 
regung erhalten  zu  haben,  als  aus  den  in  diesem  Werke  gemachten 
Angaben  ersichtlich  ist,  so  muss  ich  doch  bekennen,  dass  die  Theil- 
nahme,  die  ich  bei  ihnen  fand,  für  mich  von  dem  grössten  Werthe 
war  und  noch  ist. 

Ganz  besonders  verpflichtet  fühle  ich  mich  Herrn  G.  Darboux, 
der  immer,  namentlich  für  meine  geometrischen  Untersuchungen  das 
grösste  Interesse  gezeigt  hat.  Für  meine  wissenschaftliche  Laufbahn 
war  es  von  unschätzbarer  Bedeutung,  dass  Darboux  in  seinen  glänzen- 
den Vorlesungen  fortwährend  die  Aufmerksamkeit  seiner  Schüler  auf 
meine  Untersuchungen  lenkte. 

Herr  E.  Picard  ist  der  erste  Mathematiker,  der  die  Wichtigkeit 
meiner  gruppentheoretischen  Untersuchungen  nicht  blos  erkannt  und 
öffentlich  anerkannt,  sondern  auch  durch  eigne  Arbeiten  bewiesen  hat. 
Hier  brauche  ich  nicht  nochmals  auf  die  verschiedenartigen  neuen  und 
ungemein  iverthvoUen  Anwendungen  meiner  Theorien  einzugehen,  die 
Picard  seit  1883  gemacht  hat.  Danken  möchte  ich  ihm  aber  dafür, 
dass  er  bei  so  vielen  Gelegenheiten  die  Wichtigkeit  meiner  Gruppen- 
theorie stark  betont  hat. 

Noch  vielen  andern  bin  ich  Dank  schuldig.  Herr  Poincare,  der 
nach  Cauchys  Vorbild  auf  allen  Gebieten  der  Mathematik  arbeitet, 
hat  wiederholt  interessante  Anwendungen  meiner  Gruppentheorie  ge- 
macht. Ganz  besonders  bin  ich  ihm  dafür  dankbar,  dass  er  wie  später 
auch  Picard  sich  in  meinem  Kampfe  über  die  Grundlagen  der  Geo- 
metrie auf  meine  Seite  gestellt  hat,  während  meine  Gegner  versuchten, 
meine  Arbeiten  über  diesen  Gegenstand  unbeachtet  zu  lassen. 

Zu  danken  habe  ich  auch  dem  Königlich  Sächsischen  Cultus- 
ministerium,  das  mir  an  der  altberühmten  Universität  Leipzig  einen 
grössern  Wirkungskreis  eröffnet  hat. 

Herrn  Jules  Tannery,  der  mit  hervorragendem  Geschick  und 
grossem  Erfolge  die  mathematisch -naturwissenschaftliche  Abtheilung 
der  Ecole  Normale  Stipcrieure  zu  Faris  leitet,  verdanke  ich  einen  un- 
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schätzbaren  Zuwachs  zu  den  Schülern,  die  ich  in  Leipzig  gefunden 
habe.  Seit  einer  Reihe  von  Jahren  hat  er  die  tüchtigsten  jungen 
Mathematiker  dieser  Anstalt  veranlasst,  zu  mir  nach  Leipzig  zu  kommen, 
um  meine  Theorien  bei  mir  selbst  zu  studiren.  Meiner  Dankbarkeit 
für  die  hervorragenden  Schüler,  die  mir  auf  diese  Weise  zu  Theil  ge- 
worden sind,  habe  ich  in  der  Widmung  dieses  Werkes  Ausdruck  zu 
geben  versucht.  Wenn  ich  von  vornherein  von  den  Arbeiten  dieser 
jungen  Männer,  die  mit  grosser  Begabung  ausgezeichnete  Kenntnisse 
verbinden,  das  Beste  erwartete,  so  darf  ich  schon  jetzt  sagen,  dass 
meine  Erwartungen  vollständig  erfüllt  worden  sind. 

Eine  ganz  besondere  Stellung  nimmt  Herr  Professor  Engel  mir 
gegenüber  ein.  Auf  Veranlassung  von  F.  Klein  und  A.  Mayer  ging 
er  im  Jahre  1884  nach  Christiania,  um  mich  bei  der  Ausarbeitung 
einer  zusammenhängenden  Darstellung  meiner  Theorien  zu  unterstützen. 
Er  hat  sich  dieser  Aufgabe,  deren  Umfang  wir  damals  noch  nicht 
ahnten,  mit  einer  Ausdauer  und  einer  Tüchtigkeit  unterzogen,  die  ihres 
Gleichen  sucht.  Er  hat  während  dieser  Zeit  auch  eine  Reihe  von 
wichtigen  selbständigen  Ideen  entwickelt,  hat  aber  in  höchst  uneigen- 
nütziger Weise  darauf  verzichtet,  sie  ausführlich  und  zusammen- 
hängend darzustellen,  er  hat  sich  vielmehr  mit  kurzen  Mittheilungen 
darüber  begnügt,  die  in  den  Mathematischen  Annalen  und  namentlich 
in  den  Leipziger  Berichten  erschienen  sind,  und  hat  seine  Talente  und 
die  ganze  freie  Zeit,  die  ihm  seine  Vorlesungen  übrig  Hessen,  unaus- 
gesetzt der  Aufgabe  gewidmet,  meine  Theorien  so  ausführlich  und 
vollständig,  so  systematisch,  namentlich  aber  so  exact  darzustellen,  wie 
nur  irgend  möglich.  Durch  diese  selbstlose  Wirksamkeit,  die  sich 
jetzt  bereits  über  einen  Zeitraum  von  neun  Jahren  erstreckt,  hat  er 
mich  und  ich  glaube  die  ganze  wissenschaftliche  Welt  zu  höchstem 
Danke  verpflichtet.  Ich  persönlich  habe  ihm  ausserdem  noch  für  die 
Unterstützung  zu  danken,  die  meiner  Lehrthätigkeit  an  der  Universität 
Leipzig  durch  seine  Vorlesungen  zu  Theil  geworden  ist. 

So  viele  Mühe  auch  wir  beide,  Engel  und  ich  auf  das  vorliegende 
Werk  verwandt  haben,  so  liegt  es  doch  in  der  Natur  der  Sache,  dass 
einzelne  kleinere  Versehen  vorgekommen  sein  können;  solche  etwaige 
Versehen  sind  durch  den  Umfang  des  Werkes  und  durch  die  Neuheit 
der  darin  dargestellten  Theorien  zur  Genüge  entschuldigt.  Andrerseits 
konnten  einzelne  Gegenstände  nur  gestreift  werden,  da  versteht  es  sich 
denn  von  selbst,  dass  die  betreffenden  Auseinandersetzungen  zuweilen 
noch  der  Vervollständigung  bedürfen.  Ich  erinnere  hier  nur  an  die 
Darstellung  der  Berührungstransformationen  in  Connexcoordinaten 
(III,  530  —  532).     Dort  ist  die  Aufgabe  vollständig  gelöst,  alle  Trans- 
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formationen  aufzustellen,  die  die  drei  Ausdrücke:  UihXp,  ZuydXy, 
ZXvdUv  invariant  lassen,  es  ist  andrerseits  auch  klar,  dass  jede  solche 
Transformation  eine  Berührungstransformation  darstellt,  merkwürdiger- 
weise entziehen  sich  aber  einzelne  Berührungstransformationen  zum 
Beispiel  die  Dualität  dieser  Darstellung.  Ich  behalte  mir  vor,  alle 
diese  Beziehuno-en  bei  einer  andern  Gelegenheit  ausführlich  zu  ent- 
wickeln. — 

Auch  die  Wirksamkeit  des  Herrn  Dr.  Scheffers  in  Leipzig  kann 
ich  hier  nicht  unerwähnt  lassen.  Schon  als  Student  unterstützte 
Scheffers  meine  Lehrthätigkeit  an  der  Universität  Leiimg  durch  die 
sorgfältigen  Ausarbeitungen,  die  er  von  meinen  Vorlesungen  lieferte. 
Jetzt  liegen  von  seiner  Hand  in  zwei  verschiedenen  Bänden  ausführ- 
liche Bearbeitungen  dieser  meiner  Vorlesungen  vor  und  ich  stehe  nicht 
an,  diese  seine  Bearbeitungen  als  äusserst  verdienstvolle  Leistungen 
zu  bezeichnen.  Wenn  die  jetzt  erscheinenden  Vorlesungen  zur  Ein- 
führung in  die  Gruppentheorie  etwas  zu  umfangreich  erscheinen,  so 
liegt  das  daran,  dass  diese  Vorlesungen  bestimmt  und  geeignet  sind, 
nicht  blos  in  jeden  einseinen  der  drei  Abschnitte  des  vorliegenden 
Werkes  einzuführen,  sondern  auch  in  die  beiden  Werke  über  Invari- 
antentheorie und  über  Geometrie,  die  ich  mit  der  Unterstützung  von 
Engel  und  von  Scheffers  zu  bearbeiten  gedenke. 

Ich  kann  nicht  schliessen,  ohne  der  Verlagsbuchhandlung  von 
B.  G.  Teubner  zu  gedenken,  die  sich  von  jeher  so  unschätzbare  Ver- 
dienste um  die  mathematischen  Wissenschaften  erworben  hat.  Es  liegt 
in  der  Natur  der  Sache,  dass  so  umfangreiche  Werke,  die  einen  so 
neuen  Gegenstand  behandeln,  dem  Verleger  keinen  sicheren  Gewinn 
in  Aussicht  stellen.  Um  so  höher  muss  ich  es  schätzen,  dass  die  Ver- 
lagsbuchhandlung zu  jeder  Zeit  allen  Wünschen,  die  ich  und  meine 
Mitarbeiter  Engel  und  Scheffers  ausgesprochen  haben,  mit  der 
grössten  Bereitwilligkeit  entgegengekommen  ist. 

Im  September  1893. 

Sophus  Lie. 
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Abtheilung  I. 

Die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  geraden  Linie 
und  der  Ebene. 

Die  vorliegende  erste  Abtheilung  enthält  die  Bestimmung  aller  end- 
lichen continuirlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  auf  der  ge- 
raden Linie  und  der  Ebene  (Kapitel  1,  3,  4).  Ferner  enthält  sie  die 
Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  auf  der  Geraden  und  der  Ebene 
(Kap.  2,  §  4  und  Kap.  5).  Im  Anschluss  an  diese  Untersuchungen  werden 
ausserdem  noch  alle  linearen  homogenen  Gruppen  in  zwei  und  drei  Ver- 
änderlichen aufgestellt  (Kap.  2,  §  5  und  Kap.  6).  Ausserdem  ist  noch 
zu  erwähnen,  dass  durch  die  Entwickelungen  der  Kapp.  3  und  4  in  Ver- 
bindung mit  Kap.  23  des  Abschnitts  II  auch  die  Bestimmung  aller 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstransformationen 
einer  Ebene  geleistet  ist  (s.  Kap.  4,  §  19). 

Durch  das  Gesagte  sind  die  Ergebnisse  der  ersten  Abtheilung  im 
Allgemeinen  gekennzeichnet.  Insbesondere  möge  noch  hervorgehoben 
werden,  was  sich  über  die  Form  der  bestimmten  Gruppen  ergiebt: 
Es  zeigt  sich  nämlich,  dass  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der 
geraden  Linie  sämmtlich  mit  projectiven  Gruppen  ähnlich  sind.  Für 
die  Ebene  gilt  das  allerdings  nicht  mehr,  aber  auch  in  der  Ebene 
können  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jeden  endlichen  con- 
tinuirlichen Gruppe  auf  eine  sehr  einfache  Form  gebracht  werden: 
bei  den  transitiven  Gruppen  treten  in  dieser  Form  ausser  ganzen  ratio- 
nalen Functionen  nur  noch  Exponentialfunctionen  auf,  bei  den  intran- 
sitiven kommen  willkürliche  Functionen  vor.  Diese  wichtigen  Ergeb- 
nisse über  die  Form  der  Gruppen  auf  der  Geraden  und  der  Ebene 
hat  Lie  bereits  im  Jähre  1874  in  Nr.  22  der  Gott.  Nachr.  veröffentlicht. 


Kapitel  1. 

Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen  Transformationsgruppen 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Zunächst  entwickeln  wir  zwei  verschiedene  Methoden,  die  uns  ohne 
Schwierigkeit   alle   Transformationsgruppen    der   einfach    ausgedehnten 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     UI.  1 


2  Abtheilung  I.    Kapitel  1.    §  1. 

Mannigfaltigkeit  liefern.  Sodann  zeigen  wir,  dass  die  Bestimmung  dieser 
Gruppen  auch  schon  aus  den  Ergebnissen  des  Kap.  29  im  I.  Abschnitt 
fast  unmittelbar  folgt. 

§  1- 

Eine  r-gliedrige  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
X  wird  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

X    =  f(x,  «1  .  .  .  ttr) 

mit  r  Parametern  a^^  .  .  .  ür  dargestellt.  Sie  ist  erzeugt  Ton  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen: 

die  paarweise  Relationen  von  der  Gestalt: 

1 

(i,  i  =  l...r) 

erfüllen. 

Die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  unsrer  Gruppe  lautet: 

1 
wo  e^  '  •  '  ßr  willkürliche  Constanten  bezeichnen.     Da  nun  X^f-  •  •  X^f 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  sind  und  da  in  Folge  dessen 
li  .  . .  1^  keine  lineare  Relation: 

«lll   H h  Ctrir  =  0 

mit  Constanten  Coefficienten  befriedigen,  so  ist  die  Function: 

^  =  ßlll-| h  ^rSr 

mit  den  r  willkürlichen  Constanten  e^^  ...  er  die  allgemeine  Lösung  einer 
linearen  Differentialgleichung  r^^^  Ordnung: 

die  ihrerseits  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  unsrer 
Gruppe  und  damit  die  Gruppe  selbst  vollständig  bestimmt.  Wir  sehen 
also:  die  Definitionsgleichungen  (vgl.  Abschn.  I,  Kap.  11)  einer  r-gliedrigen 
Transformationsgruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  bestehen 
aus  einer  linearen  gewöhnlichen  Bifferentialgleichung  r'^'"  Ordnung. 

Wir  denken  uns  jetzt  in  der  Umgebung  eines  Punktes  von  all- 
gemeiner Lage,  den  wir  zum  Coordinatenanfang  wählen,  die  infinitesi- 
malen Transformationen  unsrer  Gruppe  nach  Potenzen  von  x  entwickelt. 


Die  endlichen  Gruppen  der  geraden  Linie.  3 

Die  Definitionsgleichung,  welche  nach  dem  Difi'erentialquotienten  r*®^ 
Ordnung  von  |  aufgelöst  ist,  zeigt  (a.  a.  0.  S.  188  jff.),  dass  in  unsrer 
Gruppe  keine  infinitesimale  Transformation  von  r*®""  oder  höherer  Ord- 
nung, in  X  vorhanden  ist,  also  keine  infinitesimale  Transformation, 
deren  Reihenentwickelung  nach  x  mit  Gliedern  r^^  oder  höherer  Ord- 
nung beginnt.  Dagegen  können  wir  uns  stets  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  der  Gruppe  derart  ausgewählt  denken,  dass 
je   eine   von  nuUter,   erster,  . .  .  (r  —  Vf^^  Ordnung  in  x  ist: 


(1) 


XJ    =  (1  +  ^0^  +  •  •  •) 


(ix 


XJ      =  (o;  +  «.^^  +  .  .  .)  ;'|^ 


[X,._,/-=(^'~'+«r-l^'-  +■•■), ^'- 


Diese  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  können  wir  natür- 
lich an  Stelle  der  ursprünglich  gewählten:  X^f  -  •  •  Xrf  benutzen. 

Nunmehr  erinnern  wir  daran,  dass  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen von  bezüglich  i^^  und  Zc*^'"  Ordnung  durch  Combination 
eine  Transformation  von  (i  -\-  Ic  —  1)^^  oder  höherer  Ordnung  ergeben 
(a.  a.  0.  S.  193,  Theor.  30);  in  unserm  Falle  finden  wir: 

(2)  {(-'  +  ■■■)!{'  (-*  +  ---)|^)  =  ((Ä-o-'+-'  +  ---)I, 

wo  auf  der  rechten  Seite  das  Glied  (i  -\-  h  —  1)*^'"  Ordnung  augen- 
scheinlich niemals  verschwinden  kann,  wenn  i  und  Je  von  einander  ver- 
schieden sind.  Vorhin  haben  wir  aber  gesehen,  dass  unsre  r-gliedrige 
Gruppe  keine  infinitesimale  Transformation  von  r*®""  oder  höherer  Ord- 
nung enthält,  folglich  können  wir  schliessen,  dass  in  unsrer  Gruppe 
die  Zahlen  *,  Je  und  i  -{-  Je  —  1  stets  kleiner  als  r  sein  müssen.  Wählen 
wir  daher  für  i  den  grössten  möglichen  Werth:  i  ==  r  —  1  und  für 
Je  =J=  i  ebenfalls  den  grössten  möglichen  Werth:  Je  =  r  —  2,  so  erhalten 
wir  für  die  Gliederzahl  r  unsrer  Gruppe  die  Bedingung: 

r—  l-fr  —  2  —  1  <r, 
das  heisst:  r  <  4 

In  der  einfach  ausgedeJmten  MannigfaltigJeeit  giebt  es  somit  Jeeine 
endlicJie  continuirlicJie  Gruppe  mit  meJir  als  drei  Parametern. 

Wir  behandeln  jetzt  die  drei  möglichen  Fälle:  r=  1,  2,  3  der 
Reihe  nach. 

Ist  r=  1,  so  enthält  die  Gruppe  nur  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  der  Gestalt: 


Xo^=(l  +  ---)|^- 


1* 
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Wir  führen  nun: 


-/. 


X 

dx 


Xof- 


0 

an  Stelle  von  x  als  neue  Veränderliche  ein.  Das  dürfen  wir,  denn  x^^ 
wird  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x^  die  für  x  =  0  verschwindet 
und  ebenso  wird  x  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  x^^  die  für  Xj^  =  0 
verschwindet.     In  der  neuen  Veränderlichen  x^  erhält  X^f  die  Form: 

dXi 

Diese  infinitesimale  Transformation   erzeugt  eine  eingliedrige  Gruppe, 

deren  endliche  Transformationen  lauten:  Xj^  =  x^  +  ö^;    es  ist  das  die 

Gruppe  aller  Translationen  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Im  Falle  r  =  2  haben  wir  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

die  durch  Combination  ergeben : 

(X„X,)  =  (l  +  ...)|f, 

es  besteht  also  eine  Relation  von  der  Form: 

{X,X,)  =  XJ+X.XJ, 
oder,  wenn  wir  X^^f  -\-  XX^f  als  neues  X^f  einführen: 
(3)  (X„Z,)  =  XJ. 

Wählen  wir  jetzt  wie  im  ersten  Falle  die  Veränderliche  x^  so,  dass 
X^f  die  Form:  ^-  annimmt,  so  wird:  X^f  =  1^  y—  und  wegen  der 
Relation  (3): 

^  =  1 ,     l^=x,  +  Const., 

wo   übrigens    die  Integrationsconstante  verschwindet,    weil   die  infini- 
tesimale Transformation  X^f  auch  in  der  neuen  Veränderlichen  x^  von 
der  ersten  Ordnung  sein  muss  (Abschn.  I,  S.  197,  Satz  1). 
Die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 

^'         dx^  '  ^'  ^  dx^ 

erzeugen  eine  zweigliedrige  Gruppe  mit  den  endlichen  Transformationen: 
Xj'  ==  a^x^  +  % ;  es  ist  das  die  allgemeine  lineare  Gruppe  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit. 

Ist  endlich  r  =  3,  so  enthält  die  Gruppe  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 
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^o^=(i  +  ---)|^.   ^./■=  (*  +  •••)!,   x/=(.^  +  ...)|^, 

es  bestehen  daher  Relationen  von  der  folgenden  Gestalt: 

(X,X,)  =  XJ+  X,X,f+  l,X,f, 

{X,X,)  =  2Xj-+tiX,f, 

{X,X,)  =  XJ. 
Setzen  wir: 

SO  ergiebt  sich: 

(Z„XO  =  XJ+  (X,  -  a,)XJ+  {X,  -  iai)X,f, 

oder  wenn  wir  a^  ==  X^  und  2«2  =  Ag  wählen: 

.        iX,X,)=XJ,     {X,X,)  =  2X,f+{X,  +  f,)X,f. 
Aus  der  Jacobischen  Identität: 

(.{X,X,)X,)  +  ((X.X,)X„)  +  ((X,X„)X,)  =  0 
folgt  schliesslich: 

(Xo  X,)  +  (X,  X„)  +  (A,  +  ^)  X,f  =  0  , 
also  ist:  A^  +  ft  =  0  und  wir  haben: 
(4)  (X„X,)  =  Xo,    (X„X2)  =  2X,,    (X,X,)  =  X2. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  Xq/'  und  X^f  erzeugen  für 
sich  offenbar  eine  zweigliedrige  Gruppe,  die  unter  den  vorigen  Fall 
gehört  und  daher  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x  auf 
die  Form: 

gebracht  werden  kann.    Zu  gleicher  Zeit  erhält  X.2f  eine  gewisse  neue 
Form:  ^2T~>  ^^  ^2  wegen  der  Relationen  (4)  die  Gleichungen: 

dx   ~  ^^>       ^   dx  ^2  —  §2 

erfüllen   muss    und    in   Folge    dessen    einfach    gleich    x^   ist.      Somit 
haben  wir: 

XJ=-/,        XJ:=X^,       XJ=X'^' 

0'         dx  ^         ^'  dx  ^         ^'  dx 

Die  endlichen  Gleichungen  der  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugten  dreigliedrigen  Gruppe  lauten: 

,  _  a,  +  a^x 
1  -}-  a^x  ^ 
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es  ist  das  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit. 

Damit  haben  wir  das  wichtige  Theorem  gewonnen: 
Theorem  1*).     Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  der  ein- 
fach ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  hat  höchstens   drei  Para- 
fneter,  sie  ist  ähnlich  entweder  mit  der  eingliedrigen  Gruppe: 

x'  =  X  +  a 

aller  Translationen  oder  mit  der  zweigliedrigen  allgemeinen 
linearen  Gruppe: 

X  =^  a^  -{■  a^x, 
oder    endlich   mit    der    dreigliedrigen    allgemeinen   projectiven 
Gruppe: 

X  =  '  7       • 

Wir  haben  gesehen,  dass  jede  zweigliedrige  Gruppe  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  auf  die  Form: 

(5)  ^,    cc^ 

^  ^  dx '         dx 

gebracht  werden  kann.  Hieraus  lässt  sich  schliesseu,  dass  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen: 

der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  niemals  vertauschbar  sein 
können;  wären  sie  es  nämlich,  so  würden  sie  eine  zweigliedrige  Gruppe 
erzeugen,  die  mit  der  Gruppe  (5)  nicht  gleichzusammengesetzt  und 
also  auch  nicht  ähnlich  wäre.  Uebrigens  findet  man  auch  aus  der 
Bedingung  der  Vertauschbark eit: 

sofort,  dass  Jg  ^^^  ii  sich  nur  um  einen  constanten  Factor  unter- 
scheiden, dass  also  X^f  und  Xg/,  wenn  sie  vertauschbar  sein  sollen, 
nicht  von  einander  unabhängig  sein  können.  Es  ergiebt  sich  n^ithin  der 
Satz  1.  Ztvei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigheit  sind  niemals  vertauschhar. 

^  Man  beachte,  dass  die  Gruppen  der  einfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit sämmtlich  transitiv  sind.  Wenn  man  will,  kann  man  sogar 
sagen,  dass  sie  primitiv  sind. 


*)  Li 6,  Gott.  Nachr.  Dec.  1874  und  Math.  Ann.  Bd.  16,  an  der  zweiten  Stelle 
wird  die  Methode  des  Textes  benutzt. 
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§  2. 
Im  Anfang  des  §  1  sahen  wir,  dass  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe 
der  einfach    ausgedehnten   Mannigfaltigkeit    eine    lineare    gewöhnliche 
Differentialgleichung  r*"  Ordnung: 

dx  dx 

gehört,  durch  die  sie  vollständig  definirt  ist:  die  Definitionsgleichung 
der  betreffenden  Gruppe.  Man  kann  nun  die  Gruppen  der  einfach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  auch  in  der  Weise  bestimmen,  dass  man 
jede  Differentialgleichung  sucht,  die  Definitionsgleichung  einer  Gruppe 
ist.     Das  wollen  wir  jetzt  durchführen*). 

Soll  die  lineare  Differentialgleichung  r*^'^  Ordnung: 

(6)       r  +  «1  (a;)r-^)  +  •  •  •  +  ^.-1  wr  +  (^rm  ==  o 

die  Definitionsgleichung  einer  r-gliedrigen  Gruppe  sein,  so  ist  nach 
Abschn.  I,  Theor.  28,  S.  187  Folgendes  nothwendig  und  hinreichend: 
wenn  K^r)  und  rj(x)  irgend  zwei  Lösungen  der  Differentialgleichung  (6) 
sind,  so  muss  stets  auch  irj'  —  i' rj  eine  Lösung  dieser  Gleichung  sein. 
Um  nun  die  Bedingungen  zu  finden,  die  sich  hieraus  für  die 
Functionen  a^  (x)  .  . .  cCr{x)  ergeben,  bilden  wir  die  Gleichung: 

und  drücken  in  ihr  vermöge  (6)  und: 

(6')  t^^^)  +  ai(a;)V"~'^  H 1-  (^r-i{oo)n    +  ar(x)r]  =-  0 

die  r*®""  und  (r  +  l)*^''  Ableitungen  von  |  und  rj  durch: 

(8)  I,  r...r-^^  n,  v-^n^'-'^ 

aus.  Wir  erhalten  auf  diese  Weise .  zwischen  den  Grössen  (8)  eine 
Gleichung  von  der  Form: 

0...  r--l 

(9)  ^^^A.-.d^ijW- 1^12^^0=0, 

und  diese  Gleichung  muss  identisch  erfüllt  sein,  welche  Lösungen  der 
Differentialgleichung  r*"  Ordnung  (6)  auch  |  und  t}  sein  mögen.  Hieraus 
folgt  sofort,  dass  (9)  überhaupt  für  alle  Werthe  der  Grössen  (8)  identisch 

*)  Lie  hat  die  Gruppen  auf  der  geraden  Linie  in  dieser  Weise  schon  in  den 
70er  Jahren  bestimmt  oder  jedenfalls  1882.  Er  beschäftigte  sich  damals  mit  der 
Zurückführung  der  Differentialgleichung  §"' +  2a^'  +  a'l  =  0  auf  die  Form 
I'"  =  0.  Aus  seiner  allgemeinen  Integrationstheorie  folgt  sofort,  dass  hierzu  eine 
Riccatische  Gleichung  1.  0.  genügen  muss. 
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bestehen,  dass  also  der  Coefficient  jedes  einzelnen  Ausdrucks:  I^'^t^^*) 
—  ^^^^7}^'^  gleicli  Null  sein  muss. 

Betrachten  wir  zunächst  die  beiden  Fälle:  r  ==  1  und  r  =  2.  . 

Ist  r=  1,  so  hat  die  Differentialgleichung  (6)  die  Form: 

(10)  r  +  «(^)s  =  o. 

Sind  ^(x)   und  rj(x)  irgend  zwei  Lösungen   dieser  Gleichung,   so   ver- 
schwindet der  Ausdruck  ^rj'  —  l^'rj   augenscheinlich  identisch  und  ist 
daher  wiederum  eine  Lösung  von  (10).    Die  Function  a(x)  ist  in  Folge 
dessen  gar  keiner  Beschränkung  unterworfen. 
Im  Falle  r  =  2  hat  (6)  die  Gestalt: 

(11)  r'  +  «i(^)r  + «2(^)^  =  0. 

Es  ist  nun: 

also  erhält  (7)  die  Form: 

drückt  man  daher  |",  rj",  l"\  v\"  durch  |,  t]^  W  r}'  aus,  so  ergiebt  sich; 

(—  <  +  a,)  {^n  —  i'v)  =-■  0, 

das  ist  die  oben  besprochene  Gleichung  (9)  für  unsern  Fall.  Der 
Factor  von  ^t}'  —  ^'rj  muss  hier  verschwinden,  wir  finden  daher: 
«/  =  «2  und  erkennen,  dass  die  Gleichung  (11)  stets  dann  aber  auch 
nur  dann  die  Definitionsgleichung  einer  zweigliedrigen  Gruppe  ist,  wenn 
sie  die  Form  besitzt: 

Die  Function  a(x)  ihrerseits  ist  keiner  Beschränkung  unterworfen. 
Wir  kommen  zu  dem  Falle  r  >  2. 
Es  ist,  wie  man  leicht  sieht: 


dx" 


=  1,^(^+1)  —  |(-+i^^  4-  (ni  -  i)(r^^"^  -  r^^v)  + 


eine  Reihe,  die  mit  dem  --(m  +  l)*^  oder  mit  dem  ^(^  +  2)*^""  Gliede 

schliesst,  jenachdem  die  ganze  Zahl  m  ungerade  ist  oder  gerade.  Be- 
rücksichtigen wir  daher  nur  alle  die  Glieder,  in  denen  Ableitungen 
von  mindestens  (r  —  1)**''  Ordnung  vorkommen,  so  können  wir  die 
Gleichung  (7)  schreiben  wie  folgt: 
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+  a,  { I^C)  -  IC-),,  +  (r  -  2)  (|'^<'-"  -  IC-i)^') )  + 
Diese  Gleichung  gestalten  wir  um,  indem  wir  die  Relationen: 

und  die  entsprechenden  Relationen  für  rj  benutzen,  und  finden,  dass 
die  Gleichung  (9)  die  Form  hat: 

wo  die  weggelassenen  Glieder  nur  Ableitungen  von  niedrigerer  als  der 
(r  —  1)*^°  Ordnung  enthalten.  Indem  wir  nunmehr  die  Coefficienten 
der  einzelnen  Ausdrücke  ^«i^^*^  —  |Wi^W  gleich  Null  setzen,  bekommen 
wir:  r(r  —  3)  =  0  und:  a^  =  «/  =  0.  Es  ergiebt  sich  also,  dass  r 
nur  dann  grösser  als  2  sein  kann,  wenn  es  gleich  3  ist,  und  dass 
für  r  =  D  unsre  Differentialgleichung  (6)  die  Form  besitzen  muss: 

(12)  5-  +  «,(^)r  +  «3(:r)j  =  o. 

Um  die  Functionen  a^  und  a^  näher  zu  bestimmen,  bilden  wir 
die  Gleichung: 

dx^ —  +  «2  — ^^ —  +  «3a>?  -^yi)=-0 

und  finden: 

also  mit  Berücksichtigung  der  Gleichungen  (12)  und: 

i(^)+«,r+(«/+«3)r+<^  =  o 

und  der  entsprechenden  Gleichungen  für  ri\ 

Demnach  muss  a^  =  2a^  sein,  das  ist  aber  die  einzige  Bedingung, 
der  «2  und  «3  zu  genügen  haben. 

Setzen  wir  «2(^1?)  =  2a{x),  so  erscheint  die  Definitionsgleichung 
der  allgemeinsten  dreigliedrigen  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Man- 
nigfaltigkeit in  der  Form: 

Damit  sind  alle  Gruppen  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit bestimmt  und  wir  haben  den 
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Satz  2.  Die  Befinitionsgleichung  einer  endlichen  continuirliclien 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltiglceit  hat  stets  eine  unter  den 
drei  Formen: 

(13)  r  +«(^)r  +cc'(x)^  =  o, 

hierbei  ist  die  Function  a{x)  Jceiner  Beschränkung  unterworfen. 

Im  Vorstehenden  haben  wir  überhaupt  alle  Gruppen  der  einfach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  gefunden  und  unter  den  gefundenen 
Gruppen  sind  offenbar  auch  die  drei  Typen  enthalten,  auf  die  wir  im 
vorigen  Paragraphen  geführt  worden  sind ;  setzen  wir  nämlich  a  =  0 , 
so  erhalten  wir  die  drei  Definitionsgleichungen: 

(14)  r=o,  r'=o,  r=o, 

welche  der  Reihe  nach  die  drei  Gruppen: 

df^      df     ^df^    df         dl       ,df 
dx'      dx  '       dx'    dx'  "^  dx'        dx 

liefern.  Es  bleibt  daher  noch  nachzuweisen,  dass  es  möglich  ist,  die 
Definitionsgleichungen  (13)  durch  Einführung  einer  neuen  Veränder- 
lichen so  umzugestalten,  dass  sie  die  einfachen  Formen  (14)  erhalten. 
Um  diesen  Nachweis  zu  erbringen,  denken  wir  uns:  x^  =  Fix) 
an  Stelle  von  x  als  neue  Veränderliche  eingeführt.  Dabei  nimmt  die 
infinitesimale  Transformation: 


^f=^^-)ji 


die  Form  an: 


^^=?w|^=«(-)-^^'(-)-S=^^(^-'^<S 


es  wird  also: 
Ferner  wird: 


5         2<- 


^  F" 

5      bl     -t*  bl     2'"  bl  _p'3  > 

fc-        .-7r'2        ,.'^F'F"'-'SF'^        ,     d    F'F'"-2F"'^ 

WO   der  Abkürzung  wegen   |(;>  für  — ^  geschrieben  ist. 

^  dxi 

Führen   wir  jetzt   die   neue  Veränderliche   x^   in   die   Gleichungen 
(13)  ein,  so  erhalten  diese  die  folgenden  Formen: 
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5i    -r^\p'i  p:^  j  5i     \^  F'  dxXF""  F'-"  ;5i  — ^' 

sollen  aber  diese  Gleichungen  die  einfache  Gestalt  (14)  annehmen,  so 
brauchen  wir  blos  in  den  beiden  ersten  Fällen  für  F  eine  Lösung 
der  Differentialgleichung: 

einzusetzen,  im  letzten  Falle  dagegen  eine  Lösung  der  Gleichung: 
F'F'"-  ^^F"'  =  aF'K 
Damit  ist  der  verlangte  Nachweis  geliefert. 

§  3. 

Wir  haben  bisher  die  Gruppen  der  einfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit direct  bestimmt,  ohne  von  den  Theorien  des  ersten  Ab- 
schnitts mehr  zu  benutzen  als  einige  allgemeine  Sätze  aus  den  ersten 
Kapiteln.  Es  darf  aber  nicht  unerwähnt  bleiben,  dass  die  Bestimmung 
aller  Gruppen  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  schon  aus 
den   Ergebnissen   des  Kap.  29   in  Abschnitt  I   fast  unmittelbar  folgt. 

Wie  wir  im  Anfange  von  §  1  gesehen  haben,  enthält  jede  r-gliedrige 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  in  der  Umgebung 
eines  Punktes  x  =  ^  von  allgemeiner  Lage  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  nullter  Ordnung  in  ^,  ferner  je  eine  von  erster,  von 
zweiter,  .  .  .  (r  —  1)*",   dagegen  keine  von  r^^^  oder  höherer  Ordnung. 

Betrachten  wir  nun  die  Fälle  r=l,  r  =  2,  r>2  etwas  näher, 
so  erkennen  wir  sofort,  dass  sie  genau  den  drei  a.  a.  0.  auf  S.  625 
unterschiedenen  Fällen  entsprechen,  wenn  wir  nur  daselbst  n  ==  1 
setzen.  Ist  nämlich  r  =  1 ,  so  enthält  unsre  r-gliedrige  Gruppe  in  der 
Umgebung  von  x  =  0  gerade  w  =  1  infinitesimale  Transformationen 
von  nullter,  n^  —  1  =  0  von  erster  und  keine  von  höherer  Ordnung. 
Ist  zweitens  r  ==  2 ,  so  enthält  die  Gruppe  gerade  n  Transformationen 
von  nullter,  n~  =  1  von  erster,  aber  keine  von  höherer  Ordnung.  Ist 
endlich  r  >  2 ,  so  enthält  die  Gruppe  n  ==  1  Transformationen  von 
nullter,  n^  =  1  von  erster  und  ausserdem  noch  gewisse  von  höherer 
Ordnung.  Hieraus  folgt,  dass  wir  das  Ergebniss,  welches  in  dem 
Kap.  29  des  Abschn.  I  erhalten  wird,  sofort  auf  unsern  Fall  anwenden 
können.  Thun  wir  das,  so  bekommen  wir  unmittelbar  das  in  Theorem  1 
auf  S.  6   ausgesprochene   Resultat.      Dabei   ergiebt  sich   insbesondere, 
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dass  die  specielle  lineare  Gruppe  eines  w-fach  ausgedehnten  Raumes 
für  w  =  1  in  die  Gruppe  aller  Translationen  der  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  übergeht. 


Kapitel  2. 

Bestimmung  aller  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
auf  der  Geraden  und  der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe 

in  der  Ebene. 

Die  Kenntniss  aller  Untergruppen  der  beiden  in  der  üeberschrift 
genannten  Gruppen  ist  für  die  späteren  allgemeinen  Untersuchungen 
über  die  Gruppen  der  Ebene  unentbehrlich*).  Indem  wir  diese  Unter- 
gruppen bestimmen,  erhalten  wir  natürlich  zugleich  eine  Bestimmung 
aller  Untergruppen  jeder  Gruppe,  die  mit  einer  der  beiden  in  der  Üeber- 
schrift bezeichneten  Gruppen  gleichzusammengesetzt  ist  (s.  Abschn.  I, 
Theorem  33,  S.  210). 

Aus  Bequemlichkeitsrücksichten  werden  wir  von  jetzt  an  bei  den 
infinitesimalen  Transformationen  in  einer  Veränderlichen  :r  kurz  schreiben: 

df 

und   ebenso  werden  wir  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  in 
zwei  Veränderlichen  x^  y  die  Abkürzungen  anwenden: 

cf  df 

Aehnliche  Bezeichnungen  haben  wir  ja  schon  früher  benutzt  (s.  z.  B. 
Abschn.  1,  S.  555). 

§4. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit X  ist  dreigliedrig,  sie  soll  daher  in  dem  gegenwärtigen  Para- 
graphen kurz  „die  ö^g'^  genannt  werden. 

Unsre  G^  enthält  die  oo^  endlichen  Transformationen: 

X    — —  i    ^    . 


*)  Die  continuirlichen  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe:  xp^  yp,  xq,  yq  in  zwei  Veränderlichen  x,  y  sind  zum  ersten  Male  be- 
stimmt worden  im  Norwegischen  Archiv  1878,  vgl.  auch  Math.  Ann,  Bd.  16;  die 
Veränderlichen  x^  y  wurden  dabei  als  Cartesische  Coordinaten  in  der  Ebene  und 
auch  als  homogene  Coordinaten  im  Strahlbüschel  gedeutet.  Später  hat  Stephanos 
interessante  Untersuchungen  über  die  genannte  Gruppe  angestellt. 
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erzeugt  ist  sie  von  den  drei  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 

(s.  Kap.  1  oder  Abschn.  I,  S.  554  f.).  Ihre  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  besitzt  daher  die  Gestalt: 

wo  Cj,  e^j  e^  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Die  G^  ist  transitiv,  ja  sogar  dreifach  transitiv  (Abschn.  I,  S.631  f.), 
das  heisst  sie  enthält  stets  eine  Transformation,  vermöge  deren  drei 
beliebige  verschiedene  Punkte  der  Mannigfaltigkeit  x  in  drei  beliebige 
andere  übergeführt  werden  können;  der  unendlich  ferne  Punkt  macht 
dabei  gar  keinen  Unterschied. 

Die  Zusammensetzung  (Abschn.  I,  Kap.  17)  der  G^  wird  durch  die 
Gleichungen: 

(1)  (X,Z,)  =  X/,     {X,X,)  =  2X,f,     {X,X,)  =  X,f 

bestimmt,  ihre  adjungirte  Gruppe  (a.  a.  0.  Kap.  16)  lautet  demnach 
folgendermassen : 

Ef=       e^  -e^ 

Da  die  G^  keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enthält, 
so  ist  diese  adjungirte  Gruppe  dreigliedrig. 

Zunächst  wollen  wir  untersuchen,  welche  Typen  von  eingliedrigen 
Untergruppen  in  unsrer  G^  enthalten  sind,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  wir  wollen  alle  in  ihr  vorhandenen  Typen  von  infinitesi- 
malen Transformationen  bestimmen.  Dazu  bedienen  wir  uns  der  im 
Abschn.  I,  S.  278—287  entwickelten  Vorstellungen  und  Methoden. 

Wir  deuten  in  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  Xf 
unsrer  G^  die  Grössen  e^,  e^,  ^3  als  homogene  Punktcoordinaten  einer 
Ebene,  dann  wird  jede  infinitesimale  Transformation  und  also  auch 
jede  eingliedrige  Untergruppe  der  G^  durch  einen  Punkt  dieser  Ebene 
dargestellt  und  umgekehrt  ist  jeder  Punkt  der  Ebene  das  Bild  einer 
infinitesimalen  Transformation  und  damit  zugleich  einer  eingliedrigen 
Untergruppe  der  G^ . 

Wir  denken  uns  nunmehr  die  Punkte  der  Ebene  e^,  e^,  e^  durch 
die  adjungirte  Gruppe  £'/,  EJ,  E^f  unsrer  G^  transformirt  und  suchen 
alle   kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeiten,  die  in   der  Ebene  auf- 
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treten  (s.  Abschn.  I,  S.  225),  das  heisst  alle  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten, deren  Punkte  bei  der  adjungirten  Gruppe  so  transformirt 
werden,  dass  jeder  Punkt  von  allgemeiner  Lage  auf  einer  solchen 
Mannigfaltigkeit  in  alle  andern  derartigen  Punkte  der  Mannigfaltigkeit 
übergebt.  Jede  solche  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  stellt  dann 
einen  Typus  von  infinitesimalen  Transformationen  und  also  auch  einen 
Typus  von  eingliedrigen  Untergruppen  der  G^  dar.  In  der  angegebenen 
Weise  erhalten  wir  alle  derartigen  Typen;  denn  zwei  eingliedrige  Unter- 
gruppen gehören  demselben  Typus  an,  wenn  sie  innerhalb  der  G^  mit 
einander  gleichberechtigt  sind,  das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein, 
wenn  der  Bildpunkt  der  einen  durch  eine  Transformation  der  adjungirten 
Gruppe  in  den  Bildpunkt  der  andern  übergeführt  werden  kann,  das 
heisst,  wenn  die  Bildpunkte  beider  auf  derselben  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeit  liegen. 

Gesucht  werden  also  jetzt  alle  Mannigfaltigkeiten  der  Ebene  e^ye^ye^y 
die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben.  Da  nun  e^,  e^,  e^ 
homogene  Punktcoordinaten  sind,  so  werden  die  betreffenden  Mannig- 
faltigkeiten durch  homogene  Gleichungensysteme  in  e^,  e^,  e.^  dargestellt, 
das  heisst  durch  Gleichungensysteme,  welche  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

gestatten.  Unsre  Aufgabe  kommt  also  darauf  hinaus,  in  e^,  e^,  %  alle 
Gleichungensysteme  zu  bestimmen,  die  bei  der  viergliedrigen  Gruppe: 
EJ,  EJ,  E^fy  Ef  invariant  bleiben.  Diese  Bestimmung  führen  wir 
aus' nach  Anleitung  von  Abschn.  I,  Theorem  42,  S.  237.  Wir  bilden 
also  die  Matrix: 

-e,  -2e,  Ol 

0  —  e. 


(2) 


^1 

0  2e 


Da  nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  dieser  Matrix  identisch  ver- 
schwinden, so  setzen  wir  alle  dreireihigen  Determinanten  gleich  Null 
und  bekommen  so,  abgesehen  von  dem  geometrisch  bedeutungslosen 
Gleichungen  Systeme:  e^  =  ßg  =  ^3  =  0  die  Gleichung: 

(3)  e^^  —  4.e^e^  =  0 , 

die  sicher  eine  Mannigfaltigkeit  von  der  verlangten  Beschaffenheit  dar- 
stellt. Beachten  wir  ferner,  dass  vermöge  (3)  nicht  alle  zweireihigen 
Determinanten  der  Matrix  (2)  verschwinden  und  dass  wir  durch  Null- 
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setzen  aller  zweireihigen  Determinanten  nur  das  unbrauchbare  Glei- 
chungensystem: e^  ==  ^2  =  ^3  ==  0  bekommen,  so  erkennen  wir,  dass  die 
adjungirte  Gruppe  ausser  dem  Kegelschnitt  (3)  keine  Punktfigur  der 
Ebene  e^j  e^j  e^  invariant  lässt. 

Damit  sind  alle  Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  der  G^ 
gefunden,  es  sind  ihrer  zwei:  die  Untergruppen  des  ersten  Typus  werden 
durch  alle  Punkte  der  Ebene  dargestellt,  die  nicht  auf  dem  Kegel- 
schnitt (3)  liegen,  die  Untergruppen  des  zweiten  durch  die  Punkte 
dieses  Kegelschnitts.  Zwei  eingliedrige  Untergruppen  der  G^  sind  also 
innerhalb  der  G^  dann  und  nur  dann  mit  einander  gleichberechtigt, 
wenn  ihre  Bildpunkte  entweder  beide  ausserhalb  des  Kegelschnitts  (3) 
oder  beide  auf  diesem  Kegelschnitt  liegen. 

Wollen  wir  für  jeden  der  beiden  Typen  von  eingliedrigen  Unter- 
gruppen einen  Repräsentanten  haben,  so  brauchen  wir  nur  irgend  zwei 
Punkte  der  Ebene  auszuwählen,  von  denen  der  eine  nicht  auf  dem 
Kegelschnitte  liegt,  während  der  andere  darauf  liegt.  Zwei  solche 
Punkte  sind:  e^  =  e^  =  0  und  ^2=63  =  0,  also  ist  die  eingliedrige 
Untergruppe  xp  ein  Repräsentant  des  ersten,  die  eingliedrige  Unter- 
gruppe p  einer  des  zweiten  Typus. 

Die  beiden  gefundenen  Typen  lassen  sich  in  sehr  einfacher  Weise 
charakterisiren. 

Sucht  man  nämlich  alle  Punkte  der  einfach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit Xf  die  bei  der  eingliedrigen  Gruppe: 

Xf=  (e^  +  e^x  +  e^x^)p 
invariant  bleiben,  so  hat  man  nur  die  Gleichung  zweiten  Grades: 
(4)  e^x^  +  e^x  +  e^  =  0 

aufzulösen:  die  Wurzeln  dieser  Gleichung  sind  die  Abscissen  der  ge- 
suchten invarianten  Punkte.  Ist  nun:  e^^  —  Ae^e^  4=  0,  gehört  also  Xf 
dem  ersten  Typus  an,  so  hat  die  Gleichung  (4)  zwei  verschiedene 
Wurzeln,  von  denen  allerdings  eine  unendlich  gross  sein  kann,  folglich 
lässt  Xf  in  diesem  Falle  zwei  getrennte  Punkte  invariant,  deren  einer 
auch  im  Unendlichen  liegen  kann.  Ist  andrerseits  e^^  —  Ae^e^  =  0, 
so  hat  die  Gleichung  (4)  zwei  zusammenfallende  Wurzeln,  die  auch 
unendlich  gross  sein  können,  mithin  lässt  Xf  in  diesem  Falle  einen 
doppelt  zählenden  Punkt  invariant,  der  im  Endlichen  oder  im  Unend- 
lichen liegen  kann.  Man  sieht  leicht,  dass  in  jedem  der  beiden  be- 
sprochenen Fälle  die  eingliedrige  Untergruppe  Xf  durch  die  Punkte, 
die  sie  invariant  lässt,  vollständig  bestimmt  ist. 

Es  seien: 
Xf^  e,X,f+  e,X,f+  e,X,f,     Yf^  8,XJ+  s,X,f+  e,X,f 
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irgend  zwei   unabhängige    infinitesimale  Transformationen  uusrer   G^^ 
es  sollen  also  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  der  Matrix: 


^1  ^2  K 

verschwinden.     Durch  Combination  von  Xf  mit  Yf  erhalten  wir  die 
infinitesimale  Transformation: 

(5)    (X  Y)  =  (e,s,  -  e,Si)XJ+  2(e,s,  -  e,8,)X,f+{e,s,  -  e,s,)X,f\ 
Unter  der   gemachten  Voraussetzung   werden  Xf  und   Yf  in  der 
Ebene  e^^   e^j  e.^   durch   zwei  verschiedene  Punkte  dargestellt,  ebenso 
(Xr)  durch  einen  Punkt  mit  den  homogenen  Coordinaten: 

Dieser  Punkt  lässt  sich  in  sehr  einfacher  Weise  geometrisch  definiren; 
er  befriedigt  nämlich  ofi'enbar  die  beiden  Gleichungen: 

e^ri^  —  26^%  —  2esVi  =  0,     «2%  -  2^1%  —  2E^yi^  =  0, 
er  liegt  mithin  sowohl  auf  der  Polare  von  e^,  e^j  e^  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt  (3)  als  auf  der  Polare  von  £^,  s^y  £3.    Mit  andern  Worten: 

Sind  Xf  und  Yf  irgend  swei  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen unsrer  G^,  so  findet  man  den  BildpunU  der  infinitesimalen 
Transformation  (XZ),  indem  man  die  BildpunMe  von  Xf  und  Yf  durch 
eine  Gerade  verbindet  und  den  Fol  dieser  Geraden  in  Bezug  auf  den 
Kegelschnitt:  e^  —  4^1%  =  0  suM. 

Diese  geometrische  Construction  des  Bildpunktes  von  {XY)  aus 
den  Bildpunkten  von  X/"  und  Y/"  zeigt  deutlich,  dass  zwei  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  unserer  G^  niemals  vertauschbar  sind 
(vgl.  S.  6).  Sind  nämlich  Xf  und  Yf  von  einander  unabhängig,  so 
sind  ihre  Bildpunkte  verschieden  und  die  Verbindungslinie  ihrer  Bild- 
punkte besitzt  stets  einen  ganz  bestimmten  Pol,  also  kann  der  Ausdruck 
{XY)  niemals  identisch  verschwinden. 

Nunmehr  ist  es  sehr  leicht,  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  der 

G^  anzugeben. 

Sind  Xf  und  Yf  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
einer  solchen  Untergruppe,  so  lautet  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation derselben:  XXf+^Yf,  also  wird  die  Untergruppe  in  der 
Ebene:  e^,  e^,  e^  durch  eine  Gerade  dargestellt.  Damit  nun  aber  Xf 
und  Yf  wirklich  eine  zweigliedrige  Untergruppe  erzeugen,  ist  noch 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(XY)==c,Xf-^c,Yf 
besteht,  mit  andern  Worten:   eine   Gerade    der  Ebene  e^,  e^,  e^   stellt 
nur  dann  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^  dar,  wenn  sie  ihren 
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Pol  in  Bezug   auf  den  Kegelschnitt  (3)   enthält,  das  heisst  wenn   sie 
eine  Tangente  dieses  Kegelschnitts  ist.     Also: 

Die  zweigliedrigen  Untergruppen  der  G^  werden  in  der  Ebene  e^,  e^,  e^ 
durch  die^  Tangenten  des  Kegelschnitts:  e/  —  4.e^e^  =  0  dargestellt. 

Es  ist  klar,  dass  vermöge  der  adjungirten  Gruppe  EJ,  EJ,  EJ 
jede  Tangente  des  Kegelschnitts  in  jede  andere  übergeführt  werden 
kann,  demnach  sind  die  zweigliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^  alle 
innerhalb  der  G^  mit  einander  gleichberechtigt:  es  giebt  in  der  G 
nur  einen  einzigen  Typus  von  zweigliedrigen  Untergruppen.  Als  Re- 
präsentanten dieses  Typus  können  wir  die  Tangente  im  Punkte  ^2=^8=0 
wählen.  Die  Gleichung  dieser  Tangente  lautet  e^  =  0,  demnach  finden 
wir  als  Repräsentanten  die  Untergruppe:  p,  xp.  Es  ist  das  die  grösste 
in  der  G^  enthaltene  Untergruppe,  die  den  unendlich  fernen  Punkt 
invariant  lässt.  Da  nun  vermöge  unsrer  G^  jeder  Punkt  x,  auch  der 
unendlich  ferne  in  jeden  andern  übergeführt  werden  kann,  so  ergiebt 
sich,  dass  jede  zweigliedrige  Untergruppe  unsrer  G^  einen  Punkt  im 
Endlichen  oder  Unendlichen  stehen  lässt  und  durch  die  Angabe  dieses 
invarianten  Punktes  vollständig  bestimmt  ist. 

Wir  fassen  jetzt  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen: 

Theorem  2.  Jede  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe:  p,  xp,  x'p  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  x 
ist  innerhalb  dieser  Gruppe  mit  einer  der  drei  Untergruppen: 


Pf  xp  xp 


P 


gleichberechtigt;  im  ersten  dieser  drei  möglichen  Fälle  lässt  sie 
einen  FunM  invariant,  im  zweiten  lässt  sie  zwei  getrennte,  im 
dritten  lässt  sie  zwei  zusammenfallende  Punkte  invariant' und 
zwar  ist  sie  jedesmal  durch  Angabe  der  bei  ihr  invarianten 
Punkte  vollständig  bestimmt. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  vorstehenden  Entwickelungen, 
soweit  sie  blos  von  der  Zusammensetzung  der  Gruppe  p,  xp,  x^p  ab- 
hängen, überhaupt  auf  jede  dreigliedrige  Gruppe  XJ,  XJ,' XJ  von 
der  Zusammensetzung: 

(1)  (X,X,)  =  XJ,     (X,Xs)-2X,f,     iX,X,)^X,f 

Anwendung  finden.  Insbesondere  ergiebt  sich  sofort,  dass  jede  Unter- 
gruppe einer  solchen  Gruppe  innerhalb  der  Gruppe  mit  einer  der  drei 
Untergruppen : 


XJ,X,f^         X,f       \XJ 


gleichberechtigt  ist. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,    III. 


lg  Abtheilung  I.    Kapitel  2.    §  4,  5. 

Wir  wollen  jetzt  noch  einen  bemerkenswerthen  Satz  ableiten,  der 
uns  später  von  Nutzen  sein  wird. 

Es  seien: 

Y;/=  a^,XJ+  a,,XJ+  a;,X,f  {i  =  1,2,  3) 
irgend  drei  infinitesimale  Transformationen  einer  dreigliedrigen  Gruppe 
XJ,  ZgA  ^Jy  von  der  wir  annehmen,  dass  sie  die  Zusammensetzung  (1) 
hat.  Deuten  wir  nun  wie  oben  die  oo^  infinitesimalen  Transformationen 
e^XJ+  e^X/H-  e^X^f  als  Punkte  einer  Ebene,  indem  wir  e^,  e^,  e.^ 
als  homogene  Punktcoordinaten  auffassen,  so  werden  YJ,  YJ,  Y.J 
durch  drei  Punkte  dargestellt,  ferner  wird  {Y^  Y^)  der  Pol  der  Geraden 
zwischen  den  Punkten  YJ  und  YJ  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt: 
^^2_4g^g^  =  0  und  (FiYg)  wird  der  Pol  der  Geraden  zwischen  YJ 
und  Y^f.  Hieraus  folgt,  dass  YJ  der  Pol  der  Geraden  ist,  welche  die 
beiden  Punkte  (YiT^)  und  {Y^Y^)  mit  einander  verbindet,  es  mufs 
also  eine  Relation  von  der  Form: 

((r,r,),  {Y,Y,))  =  Q.Yj 

bestehen,  wo  q  eine  Constante  bezeichnet.    Durch  Ausrechnung  findet 
man  q  sehr  leicht  und  damit  den 

Satz  1.     Ist  XJ,  XJ,  XJ  eine  dreigliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetmng : 
(1)  iX,X,)  =  XJ,    {X,X,)^2X,f,    {X,X,)^X,f, 

und  sind: 

Yj==aaXJ+  cCi2XJ+  a,,XJ        (i  =  1,  2,  3) 
irgend  drei  infinitesimale  Transformationen  dieser  Gruppe,  so  besteht  eine 
Relation  von  der  Gestalt: 


(6)  i{Y,Y,)AYiY,))  =  2 


ein  ^12  ^13 

«21  "22  ^33 

«31  «82  ^^33 


YJ^ 


§  5. 
Wir  wenden  uns  zur  Betrachtung  der  allgemeinen  linearen  homo- 
genen Gruppe: 

I  x'  =  a^x  +  a^y 

einer  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  x,  y. 

Diese  Gruppe  ist  viergliedrig,  sie  soll  daher  in  dem  gegenwärtigen 
Paragraphen  kurz  „die  G^/  genannt  werden;  erzeugt  ist  sie  von  den 
vier  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

(8)  ^p,  yp^  ^^y  y^' 
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Aus  Abschn.  I,  Theorem  98,  S.  561  geht  hervor,  dass  unsre  G^ 
nur  zwei  invariante  Untergruppen  enthält,  nämlich  die  specielle  lineare 
homogene: 

(ß)  xq,  xp  —  yq^  yp^ 

die  dreigliedrig  ist,  und  ausserdem  noch  eine  eingliedrige,  die  von  der 

ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformation: 

xp  +  yq 
erzeugt  ist.  Namentlich  ist  die  dreigliedrige  Gruppe  (9)  wichtig  denn 
sie  ist  (Abschn.  I,  Theorem  96,  S.  558)  mit  der  allgemeinen  proje'ctiven 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  holoedrisch  isomorph; 
wählt  man  als  Punktcoordinate  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltio-- 
keit  die  Veränderliche  j  und  ordnet  man  den  infinitesimalen  "Tranl- 
formationen  (9)  der  Reihe  nach  die  Transformationen: 

zu,   so   tritt  der  holoedrische  Isomorphismus   der  beiden  Gruppen  m 
und  (10)  sofort  zu  Tage.  ^  ^ 

Da  es  sich  empfiehlt,  das  Vorhandensein  der  beiden  invarianten 
Untergruppen  unsrer  G,  sichtbar  zu  machen,  so  ersetzen  wir  von 
jetzt  ab  die  vier  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  (8) 
unsrer  G^  durch  die  vier  folgenden: 

X,f=.xq,     X^f=xp~yq^     XJ  =  yp  , 

Xj==xp  +  yq. 

Die  Zusammensetzung  unsrer  G^  wird  dann  durch  die  Gleichungen- 

(X,X,)^-2XJ,    (X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  -2XJ 

{X,X,)  =  (X,X,)  =  (Z3Z,)  =  0 
dargestellt. 

Zunächst  bestimmen  wir  wieder  alle  in  der  G^  vorhandenen  Typen 
von  eingliedrigen  Untergruppen.  Zu  diesem  Zwecke  deuten  wir  in  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation: 

e,xq  +  €,(xp  -  yq)  +  e,yp  +  €^(xp  +  yq) 
unsrer   G,  die   Grössen  e,...e,  als   homogene  Punktcoordinaten  eines 
dreifach  ausgedehnten  Raumes.     Sodann  denken  wir  uns  diesen  Raum 
durch  die  adjungirte  Gruppe: 


2^2 

—  ^3 

0 

0 

-2e, 

0 

2.3 

0 

0 

^1 

-2., 

0 

1         ^^ 

^2 

^3 

e. 
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unsrer  G^^  transformirt  und  suchen  alle  kleinsten  bei  der  adjungirten 
Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten  auf,  mit  andern  Worten:  wir 
suchen  in  den  Veränderlichen  e^  .  .  .  e^  alle  Gleichungensysteme,  welche 
die  infinitesimalen  Transformationen  EJ...EJ  und  ausserdem  noch 
die  Transformation: 

^^^^.Ä  +  ^^Ä  +  ^sg  +  .K 

gestatten.  Die  identisch  verschwindende  Transformation  EJ  können 
wir  dabei  natürlich  von  vornherein  weglassen. 

Die    Transformationen    EJ,   EJ    EJ   Ef   erzeugen    eine    vier- 
gliedrige  Gruppe,  deren  Determinante 


(11) 


identisch  verschwindet,  während  ihre  dreireihigen  Unterdeterminanten 
nicht  alle  identisch  null  sind.     Die  vier  Gleichungen: 

EJ==0,    EJ=0,    EJ^O,    Ef=0 
haben  daher  eine  Lösung*  gemein,  die  gleich  einer  willkürlichen  Con- 
stanten gesetzt  eine  Schaar  von  oo^  invarianten  Flächen  liefert,  nämlich 
die  Schaar  der  Flächen  zweiten  Grades: 

(12)  !r1±A^  =  const., 

unter  denen  als  Gränzfälle  ein  Kegel:  e/  +  e,e,  =  0  und  eine  doppelt- 
zählende Ebene:  e/ =  0  enthalten  sind. 

Um  die  übrigen  invarianten  Mannigfaltigkeiten  zu  finden,  müssen 
wir  die  drei-  und  die  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  (11)  gleich 
Null  setzen.  Durch  Nullsetzen  der  dreireihigen  Unterdeterminanten 
erhalten  wir  erstens  das  Gleichungensystem: 

(13)  e/  + 61^3  =  0,     64  =  0; 

also  einen  invarianten  Kegelschnitt:  die  Schnittcurve  des  invarianten 
Kegels:  e,"^  +  e,e^  =  0  mit  der  invarianten  Ebene  e,  =  0.  Zweitens  er- 
halten wir: 

(14)  e,  =  e,  =  e^==0, 

also  einen  invarianten  Punkt:  die  Spitze  des  invarianten  Kegels 
e^^  +  ^163  =  0;  es  ist  das  der  Bildpunkt  der  ausgezeichneten  infinitesi- 
malen Transformation  unsrer  G,,  der  Transformation  xp  +  yq.  Durch 
Nullsetzen  aller  zweireihigen  Unterdeterminanten  erhalten  wir  nur  das 
Gleichungensystem  (14);  also  nichts  neues. 
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Damit  sind  alle  bei  der  Gruppe  EJ.,.JEJ  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten des  Raumes  ^^  . . .  e^  gefunden,  denn  der  Kegelschnitt  (13) 
enthält  augenscheinlich  keine  kleinere  invariante  Mannigfaltigkeit. 
Uebrigens  hätten  wir  das  Auftreten  der  Ebene  e^  =  0  und  des  darin 
liegenden  Kegelschnitts  (13)  voraussehen  können,  denn  die  dreigliedrige 
invariante  Untergruppe  (9)  unsrer  (r^  wird  in  dem  Räume  e^  .  .  .  e^ 
gerade  durch  die  Ebene  e^  =  0  abgebildet;  andrerseits  werden  die 
Punkte  der  Ebene  €^  =  0  bei  der  adjungirten  Gruppe  EJ. . .  -EJ^/  offenbar 
genau  so  transformirt,  wie  bei  der  adjungirten  Gruppe  Ej^f,  E^f,  E^f 
der  dreigliedrigen  Gruppe  (9),  denn  EJ  lässt  alle  Punkte  des  Raumes 
und  also  auch  alle  Punkte  der  Ebene  e^  =  0  stehen.  Aus  den  Ent- 
wickelungen  des  vorigen  Paragraphen  ergiebt  sich  nunmehr  sofort, 
dass  in  der  Ebene  ^4  =  0  keine  andre  invariante  Mannigfaltigkeit 
auftritt  als  ein  gewisser  Kegelschnitt. 

Erwähnt  mag  noch  werden,  dass  die  Gruppe  E^f,  E^f,  EJ  nur 
eine  andere  Form  einer  sehr  bekannten  Gruppe  ist.  Denkt  man  sich 
nämlich  das  homogene  Coordinatensystem  im  Räume  e-^  . .  .  e^  so  ge- 
wählt, dass  die  Ebene  e^  =  0  in  die  unendlich  ferne  Ebene  übergeht 
und  der  Kegelschnitt  (13)  in  den  imaginären  Kugelkreis,  so  ist  unsre 
Gruppe  nichts  andres  als  die  Gruppe  aller  Rotationen  um  den  Punkt 
^1  =  ^2  =  63  =  0;  die  00^  Flächen  zweiten  Grades  (12)  werden  einfach 
die  cx)^  Kugeln  mit  dem  Mittelpunkte  €^  =  e.^  ==  e^  =  0. 

Nachdem  wir  alle  bei  der  Gruppe  EJ..,  -E^/"  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten gefunden  haben,  können  wir  sofort  alle  Typen  von  infini- 
tesimalen Transformationen  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  alle 
Typen  von  eingliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^  angeben.  Jeder 
solche  Typus  wird  ja  im  Räume  e^  ,  .  ,  e^  durch  eine  bei  der  adjungirten 
Gruppe  E^f . . .  EJ  invariante  Mannigfaltigkeit  dargestellt  und  zwar 
durch  eine  sogenannte  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  (s.  S.  14). 
Es  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  Folgendes: 

1)  Jede  nicht  ausgeartete  unter  den  oo^  Flächen  zweiten  Grades 
(12)  stellt  einen  Typus  dar,  nur  müssen  jedesmal  alle  Punkte  des  Kegel- 
schnitts (13)  von  der  Fläche  ausgeschlossen  werden.  Das  sind  also 
00^  verschiedene  Typen. 

2)  Der  Kegel  e^^  +  e^e^  =  0  stellt  einen  Typus  dar,  wenn  man 
die  Spitze  und  den  Kegelschnitt  (13)  weglässt. 

Die  übrigen  Typen  sind: 

3)  Die  Ebene  e^  =  0  mit  Ausschluss  des  Kegelschnitts  (13). 

4)  Der  Kegelschnitt  (13). 

5)  Die  Spitze  e^  ==  e^  =  e^  =  0  des  Kegels  e^^  -{-  e^e^  =  0. 
Wollen  wir  für  jeden  der  gefundenen  Typen  einen  Repräsentanten 
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haben,  so  müssen  wir  jedesmal  auf  der  betreffenden  kleinsten  invarianten 
Mannigfaltigkeit  einen  Punkt  auswählen.  Im  ersten  Falle  z.  B.  wird 
die  invariante  Mannigfaltigkeit  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

dargestellt,  wo  c  eine  endliche  von  Null  verschiedene  Constante  be- 
deutet und  wo  ^1  .  . .  f?4  alle  Werthe  annehmen  können,  welche  die 
Gleichungen  (13)  nicht  erfüllen.     Wir  können  daher  wählen: 

^1  =  ßg  =  0  ,     ^2  =  1 
und  etwa:  e^  =  Cy  für  dier- oo^  Typen  von  der  ersten  Art  erhalten  wir 
dann  die  oo^  Repräsentanten: 

1)  ocp  —  yq  +  cixp  +  yq)        (c  4=  0). 

Zu  bemerken  ist  hier,  dass  zwei  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  c 
stets  zwei  infinitesimale  Transformationen  liefern,  die  auf  derselben 
Fläche  zweiten  Grades  liegen,  die  also  innerhalb  der  G^^  mit  einander 
gleichberechtigt  sind.  Es  liegt  das  daran,  dass  die  Gleichung  e/=c2 
sowohl  durch  e^  =  c  als  durch  e^  =  —  c  befriedigt  wird. 

In  ähnlicher   Weise   können  wir  zu  Repräsentanten    der  übrigen 
Typen  die  nachstehenden  eingliedrigen  Gruppen  wählen: 

2)  xq  +  xp  +  yq,         S)xp-yq,        4)  xq,         b)  xp  +  yq. 

Jetzt  bleiben  noch  alle  zwei-  und  alle  dreigliedrigen  Untergruppen 
unsrer  G^  zu  bestimmen. 
Es  seien: 

Yif=  aixq  +  ßi{xp  —  yq)  +  nyp  +  ^iixp  +  yq)    . 

{i  =  1,  2) 

zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  unsrer  G^.  Lassen 
wir  aus  ihnen  die  Glieder  mit  xp  +  yq  weg,  so  erhalten  wir  die  beiden 
verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

Yif^  ccixq  +  ßi{xp  —  yq)  +  yiyp 

(t=l,  2). 

Diese  verkürzten  Transformationen  brauchen  allerdings  nicht  mehr  un- 
abhängig von  einander  zu  sein,  jedenfalls  ist  aber: 
(15)  (Y^Y,)  =  {%%), 

da  ja  xp  +  yq  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  ver- 
tauschbar ist. 

Die  Gleichung  (15)  führt  uns  zu  einer  sehr  einfachen  Construction 
des  Bildpunktes  von  (Y^Y^  aus  den  Bildpunkten  von   YJ  und   YJ. 

Offenbar    gehören    nämlich   die    verkürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen Y^f  und   YJ  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe: 
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ocq,  xp  —  yq,  yp  an  und  werden  daher  durch  Punkte  in  der  Ebene 
^4=0  dargestellt.  Die  Bildpunkte  von  YJ  und  Zg/"  erhält  man^  wenn 
man  die  Bildpunkte  von  YJ  und  Y^f  mit  dem  Punkte  xp  -\-  yq,  also 
mit  der  Spitze  des  Kegels  e^^  +  e^e^  =  0  durch  gerade  Linien  verbindet 
und  die  Schnittpunkte  dieser  Geraden  mit  der  Ebene  64  =  0  aufsucht, 
oder  kürzer;  indem  man  die  Punkte  Fi/"  und  Y^f  Yom  Punkte  xp  +  yq 
aus  auf  die  Ebene  e^  =  0  projicirt.  Den  Punkt  {Y^  Y^)  =  (Yj  Y^)  findet 
man  daher,  wemi  man  in  der  Ebene  e^  =  0  zu  der  Verbindungslinie 
der  beiden  Punkte  YJ\  Y^f  den  Pol  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt 
(13)  sucht. 

Die  angegebene  Construction  für  den  Punkt  {Y^  Y^  liefert  im 
Allgemeinen  stets  einen  ganz  bestimmten  Punkt  der  Ebene:  e^  =  0, 
keinen  bestimmten  Punkt  lieferf^sie  nur  dami,  wenn  die  Verbindungs- 
linie der  Punkte  YJ  und  Y^f  durch  den  Punkt  xp  -{-  yq  geht,  dami 
fallen  nämlich  entweder  _die  beiden  Punkte  Y^f  und  Y^f  zusammen 
und  es  wird  {Y^Y^)  =  {Y^Y^  =  0 y  oder  einer  der  Punkte  7^/  und 
Yc^f  fällt  mit  dem  Punkte  xp  +  yq  zusammen  und  es  wird  (Y-^  Y^)  =  0. 
Hieraus  folgt,  dass  mvei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  unsrer 
G^  dann  und  nur  dann  vertauschhar  sind,  wenn  die  VerUndungslinie 
ihrer  BildpunMe  durch  den  PunM  xp  -\-  yq  geht 

Damit  sind  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^  gefunden, 
deren  infinitesimale  Transformationen  vertauschbar  sind;  jede  solche 
Untergruppe  wird  durch  eine  Gerade  dargestellt,  die  den  Punkt  xp  +  yq 
enthält.  Nun  kami  aber  bei  der  adjungirten  Gruppe  unsrer  G^^  augen- 
scheinlich jede  Gerade  durch  den  Punkt  xp  -\-  yq,  die  keine  Erzeugende 
des  Kegels  gg^  +  <^i^3  ==  0  ist,  in  jede  andere  Gerade  von  derselben 
Beschaffenheit  übergehen  und  ebenso  kami  jede  Erzeugende  dieses  Kegels 
in  jede  andre  übergehen.     Mit  andern  Worten: 

In  unsrer  G^^  giebt  es  zwei  Typen  von  zweigliedrigen  Untergruppen 
mit  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen.  Die  Untergruppen 
vom  ersten  Typus  werden  durch  die  Geraden  des  Raumes  e^  .  .  .  e^  dar- 
gestellt, welche  den  Punkt  xp  +  yq  enthalten,  aber  keine  Erzeugenden 
des  Kegels  e^^  +  e^eg  =  0  sind,  die  vom  zweiten  Typus  sind  die  Er- 
zeugenden dieses  Kegels.  Zu  Repräsentanten  der  beiden  Typen  können 
wir  die  zweigliedrigen  Untergruppen: 

xp  —  yq,  xp  -f-  yq     und     xq,  xp  +  yq 
wählen. 

Jede  noch  übrige  zweigliedrige  Untergruppe   der  G^  wird  durch 

eine  Gerade   dargestellt,   die   den  Punkt  xp  -{-  yq  nicht   trifft.     Diese 

Gerade  liegt  entweder  ganz   in  der  Ebene   e^  ==  0  oder  sie   hat   mit 

dieser  Ebene   blos   einen  Punkt  gemein.     Im  ersten  Falle   haben  wir 
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es  offenbar  mit  einer  Untergruppe  der  speciellen  linearen  homogenen 
Gruppe:  xq^  xp  —  yq,  yp  zu  thun,  die  betreffende  üutergruppe  wird 
daher  nothwendig  durch  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  (13)  dargestellt. 
Im  zweiten  Falle  seien  Y^f  und  Y^f  zwei  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  Untergruppe,  dann  muss  der  Punkt  (YiY^),  der 
ein  ganz  bestimmter  Punkt  der  Ebene  ^4  =  0  ist,  auf  der  Geraden 
zwischen  Fj/  und  Jg/"  liegen,  es  muss  also  {Y^Y2)  eben  der  Punkt 
sein,  den  die  Verbindungslinie  von  Y^f  und  Y^f  mit  der  Ebene  64  =  0 
gemein  hat.  Man  erkennt  hieraus  leicht,  dass  der  Punkt  (Y^Y^)  auf 
dem  Kegelschnitt  (13)  liegen  und  dass  die  Gerade  zwischen  Y^f  und 
Y2f  in  einer  Tangentialebene  des  Kegels  e.2^  +  <?i%  =  0  enthalten  sein 
muss.  Umgekehrt  stellt  auch  wirklich  jede  Gerade,  die  den  Kegel- 
schnitt (13)  trifft  und  in  einer  Tangentialebene  des  Kegels  e^^  +  e^^g  =  0 
liegt,  eine  zweigliedrige  Untergruppe  dar. 

Damit  sind  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  der  G^  gefunden, 
deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  vertauschbar  sind.  Es  sind 
das  erstens  alle  Tangenten  des  Kegelschnitts  (13)  in  der  Ebene  e^  =  0 
und  zweitens  alle  Tangenten  des  Kegels  e^^  +  e^e^  =  0,  die  den  Kegel- 
schnitt (13)  treffen,  aber  weder  durch  den  Punkt  xp  -\-  yq  gehen,  noch 
in  der  Ebene  ^4  =  0  liegen. 

Die  Untergruppen  der  ersten  Kategorie  sind  innerhalb  der  G^  alle 
mit  einander  gleichberechtigt  und  bilden  einen  Typus  für  sich,  zu 
dessen  Repräsentanten  wir  die  Gruppe: 

xq,  xp  —  yq 
wählen  können. 

Was  die  Untergruppen  der  zweiten  Kategorie  anbetrifft,  so  bedenke 
man,  dass  die  nicht  ausgearteten  unter  den  Flächen  zweiten  Grades  (12) 
sämmtlich  den  Kegel  e^^  +  ^1%  =  0  längs  des  Kegelschnitts  (13)  be- 
rühren, dass  also  die  Erzeugenden  dieser  Flächen  zweiten  Grades  alle 
auf  den  Tangentialebenen  des  Kegels  e/  -\-  e^e^  =  0  liegen.  Die  Unter- 
gruppen der  zweiten  Kategorie  werden  also  im  Räume  e^  .  .  .  e^  durch 
die  Erzeugenden  der  nicht  ausgearteten  unter  den  Flächen  zweiten 
Grades  (12)  dargestellt.  Nun  geht  bei  der  adjungirten  Gruppe  jeder 
Punkt  einer  solchen  Fläche  zweiten  Grades,  der  nicht  auf  dem  Kegel 
(13)  liegt,  in  jeden  andern  über,  also  kann  auch  jede  Erzeugende  der 
Fläche  in  jede  andere  Erzeugende  derselben  Schaar  auf  der  Fläche 
übergeführt  werden,  dagegen  kann  eine  solche  Erzeugende  bei  der  ad- 
jungirten Gruppe  niemals  in  eine  Erzeugende  einer  andern  Fläche 
zweiten  Grades  und  auch  nie  in  eine  Erzeugende  der  andern  Schaar 
auf  derselben  Fläche  übergehen;  das  letztere  folgt  daraus,  dass  die  ad- 
jungirte  Gruppe  continuirlich  ist.    Demnach  zerfallen  die  zweigliedrigen 
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Untergruppen  der  zweiten  Kategorie  in  unendlicli  viele  Typen.  Jede 
nicht  ausgeartete  unter  den  Flächen  zweiten  Grades  (12)  liefert  zwei 
solche  Typen,  der  eine  wird  von  der  ersten  Schaar  von  Erzeugenden 
der  Fläche  dargestellt,  der  andere  von  der  zweiten  Schaar.  Um  für 
jeden  solchen  Typus  einen  Repräsentanten  zu  haben,  brauchen  wir  nur 
in  irgend  einer  Tangentialebene  des  Kegels  e^  +  ^1^3  =  0  alle  Tangenten 
dieses  Kegels  anzugeben,  die  den  Kegelschnitt  (13)  treffen,  aber 
weder  in  der  Ebene  e^  =  0  liegen,  noch  durch  den  Punkt  x'p  +  yci 
gehen,  denn  jede  Tangentialebene  des  Kegels  geht  ja  bei  der  adjungirten 
Gruppe  in  jede  andere  über.  Wählen  wir  z.  B.  die  Tangentialebene 
des  Kegels,  welche  den  P«inkt  xg  enthält,  so  bekommen  wir  für  unsre 
unendlich  vielen  Typen  die  Repräsentanten: 

xg,  xp  —  yq  +  c{xp  +  yq), 

wo  c  eine  endliche  von  0  verschiedene  Constante  bezeichnet.  Hier 
liefern  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  von  c  stets  Untergruppen,  die 
durch  zwei  Erzeugende  derselben  Fläche  zweiten  Grades  dargestellt 
werden,  aber  diese  Erzeugenden  gehören  verschiedenen  Schaaren  an, 
also  sind  die  betreffenden  beiden  Untergruppen  innerhalb  der  (r^  nicht 
mit  einander  gleichberechtigt. 

Endlich  sind  noch  die  dreigliedrigen  Untergruppen  unsrer  G^  zu 
bestimmen. 

Eine  dreigliedrige  Untergruppe  g^  der  G^  wird  im  Räume  e^  ...  64 
durch  eine  Ebene  dargestellt.  Fällt  diese  Ebene  mit  cler  Ebene  e^  ==  0 
zusammen,  so  ist  die  g^  nichts  anderes  als  die  dreigliedrige  invariante 
Untergruppe : 

(9)  xq,  xp  —  yq,  yp 

der  G^4 .  In  jedem  andern  Falle  schneidet  die  Bildebene  von  g^  die 
Ebene  e^  =  0  in  einer  Geraden,  die  nothwendig  eine  zweigliedrige 
Untergruppe  der  (r^  und  zugleich  eine  Untergruppe  der  Gruppe  (9) 
darstellt.  Hieraus  folgt,  dass  die  betreffende  Gerade  eine  Tangente 
des  Kegelschnitts  (13)  ist  und  dass  die  Bildebene  der  Untergruppe  g^ 
diesen  Kegelschnitt  berührt.  Sind  nun  Y^f  und  Yg/^  irgend  zwei  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  von  g^  und  hat  Yj^f  seinen 
Bildpunkt  auf  der  erwähnten  Kegelschnittstangente,  während  der  Bild- 
punkt von  Fg/^  nicht  auf  dieser  Tangente  liegt,  so  muss  die  infinitesi- 
male Transformation  {Y^  Fg)  entweder  identisch  verschwinden  oder  ihren 
Bildpunkt  auf  jener  Tangente  haben;  das  erste  tritt  nur  ein,  wenn  die 
drei  Punkte  Y^^f^  Y2f  und  xp  +  yq  in  einer  Geraden  liegen,  das  zweite 
nur  dann,   wenn  die  Ebene,   welche   durch   Y^f  und   die  Tangente  be- 
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stimmt  ist,  auch  den  Punkt  xp  +  VQ  enthält.  Folglich  muss  die  Bild- 
ebene von  ^3,  wenn  sie  nicht  mit  der  Ebene  64  =  0  zusammenfällt, 
durch  den  Punkt  xp  -\-  yq  gehen,  sie  muss  eine  Tangentialebene  des 
Kegels  e^  +  ^1%  =  0  sein.  Wirklich  stellt  auch,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  jede  Tangentialebene  dieses  Kegels  eine  dreigliedrige  Unter- 
gruppe der  G^  dar.  Alle  diese  Untergruppen  sind  innerhalb  der  G^ 
mit  einander  gleichberechtigt,  denn  bei  der  adjuDgirten  Gruppe  der  G^ 
geht  jede  Tangentialebene  des  Kegels  in  jede  andre  über. 

Es   giebt   demnach  zwei  Typen   von   dreigliedrigen  Untergruppen 
unsrer  G^.     Der   erste  Typus   wird  von  der  invarianten  Untergruppe: 

xq,  xp  —  yq,  yp^ 
allein    gebildet,    die   Gruppen    des    zweiten   Typus    werden   im  Räume 
^1 ...  64  durch  die  Tangentialebenen  des  Kegels:  63^  +  ^1^3  ==  0  abgebildet-, 
ein  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die  Gruppe: 
xq,  xp  —  yq,     xp  +  yq. 
Fassen  wir  jetzt  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen: 
Theorem  3.    Ist  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen 
homogenen  Gruppe  G^: 

xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  -f  yq 

der  Ebene  x,  y  dreigliedrig,  so  ist  sie  enttveder  die  invariante 
Untergruppe: 

1  .         xq,  xp  —  yq,  yp 


oder    sie    ist    innerhalb    der    allgemeinen    linearen    homogenen 
Gruppe  mit  der  Untergruppe: 


xq,  xp  —  yq,  xp  +  yq 


gleichberechtigt;   jede    zweigliedrige    Untergruppe  der    G^    ist 
innerhalb  der  G^  mit  einer  der   Untergruppen: 


xq,  xp  —  yq-{-  c{xp  +  yq)        ^  +  0 


xq,  xp  —  yq 


xp  —  yq,   xp  +  yq 


6         xq,  xp  +  yq 


gleichberechtigt.     Endlich    ist  jede   eingliedrige    Untergruppi 
der  G^  entweder  mit  einer  der  Untergruppen: 


xp  —  yq  +  c{xp  +  yq)         c  +  0 


xq  +  xp  +  yq 


8 
10 


I  ^p  —  yo. 


xq 
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gl  ei  chh  er  echtigt  oder  sie  ist  von  der  ausgeseicliyieten  infinitesi- 
malen Transformation: 


11  \  ^p  +  yo. 


der  G^  erzeugt  Die  in  zivei  Fällen  auftretende  willkürliche 
Constante  c  ist  ein  wesentlicher  Parameter,  das  heisst  ver- 
schiedenen Werthen  von  c  entsprechen  Untergruppen,  die  inner- 
halb der  G^  im  Allgemeinen  nicht  gleichh  er  echtigt  sind. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  wir  auf  Grund  der  vorstehenden 
Entwickelungen  bei  jeder  viergliedrigen  Gruppe,  die  mit  der  all- 
gemeinen linearen  homogenen  Gruppe  der  Ebene  x,y  gleichzusammen- 
gesetzt ist,  alle  Typen  von  Untergruppen  und  auch  alle  Untergruppen 
überhaupt  sofort  angeben  können. 

Während  wir  uns  bisher  blos  mit  der  Zusammensetzung  der  G^ : 
xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 
beschäftigt  haben,  wollen  wir  zum  Schluss  noch  über  die  G^  in  ihrer 
Eigenschaft  als  Gruppe  der  Ebene  x,  y  einige  Bemerkungen  machen. 

Die  G^  lässt  den  Punkt  x  =  y  =  0  invariant  und  vertauscht  die 
oo^  durch  diesen  Punkt  gehenden  Geraden  unter  einander.  Unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  giebt  es  eine  aber  auch 
nur  eine,  die  jede  Gerade  durch  den  Punkt  x  =  y  ==  0  stehen  lässt, 
es  ist  das  die  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  xp  +  yq 
der  Gruppe.  Folglich  werden  die  oo^  Geraden  durch  den  Punkta;==2/==ö 
bei  unsrer  (r^  durch  eine  dreigliedrige  Gruppe  transformirt,  die  pro- 
jectiv  und  mit  der  G^^  meroedrisch  isomorph  ist.  Diese  dreigliedrige 
Gruppe  ist  offenbar  nichts  andres  als  die  allgemeine  projective  Gruppe 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit;  man  kann  sich  davon  leicht 
direkt  überzeugen.  Die  Veränderlichen  x,  y  lassen  sich  nämlich  als 
homogene  Coordinaten  der  oo^  Geraden  durch  den  Punkt  x  ==  y  =  0 
auffassen;  ersetzt  man  nun  diese  zwei  homogenen  Coordinaten  durch 
eine  nichthomogene: 

X 

X.  =  - 

^       y 

und  bestimmt  man,  wie  x^  bei  den  infinitesimalen  Transformationen 
der  (t4  transformirt  wird,  so  findet  man,  dass  es  gerade  durch  die  all- 
gemeine projective  Gruppe  p^,  x^p-^,  ^\Vi  ^^"^  einfach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeit  transformirt  wird.  Die  Ausführung  dieser  Rechnung 
s.  Abschn.  I,  S.  579,  vgl.  auch  ebenda  S.  558,  Theorem  96. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  jede  r-gliedrige  Untergruppe 
unsrer    (r^    die  o6^  Geraden    durch    den    Punkt   x  =  y  =  0    entweder 
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r-gliedrig  oder  (r  —  l)-gliedrig  transformirt  und  zwar  tritt  der  erste 
Fall  ein,  wenn  die  infinitesimale  Transformation  xp  -{-  yq  in  der  Unter- 
gruppe fehlt,  der  zweite,  wenn  xp  +  yq  in  der  Untergruppe  enthalten 
ist.  Die  einzige  Untergruppe  der  G^,  die  jene  Geraden  ebenso  wie  die 
(t4  dreigliedrig  transformirt,  ist  die  invariante  Untergruppe  xq,  xp—yq, 
yp.  Verbinden  wir  hiermit  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen, 
nach  denen  jede  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der 
einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  entweder  einen  Punkt  oder  zwei 
getrennte  Punkte  oder  zwei  zusammenfallende  Punkte  invariant  lässt, 
so  erhalten  wir  den 

Satz  2.     Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  G^: 
xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

der  Elene  x,  y  enthält  nur  eine  Untergruppe,  die  ebenso  ivie  die  G^ 
Jceine  Gerade  durch  den  invarianten  FunJct  x  =  y  =  0  stehen  lässt,  es 
ist  das  die  dreigliedrige  invariante  Untergruppe: 

xq,  xp  —  yq,  yp 

der  G^.  Jede  andre  Untergruppe  der  G^^  lässt  mindestens  eine  Gerade 
durch  den  Punlct  x  =  y  ^=  0  in  Ruhe. 

Lässt  eine  Untergruppe  der  G^  blos  eine  Gerade  durch  den  Punkt 
X  =  y  =  0  invariant,  so  ist  sie  entweder  dreigliedrig  und  gehört  dem 
Typus  2  des  Theorems  an,  oder  sie  ist  zweigliedrig  und  gehört  einem 
der  Typen  3  und  4  an.  Lässt  sie  zwei  getrennte  Gerade  durch  den 
Punkt  stehen,  so  ist  sie  entweder  zweigliedrig  und  vom  Typus  5 
oder  eingliedrig  und  von  einem  der  Typen  7  und  8;  lässt  sie  zwei 
zusammenfallende  Gerade  stehen,  so  ist  sie  zweigliedrig  vom  Typus  6 
oder  eingliedrig  und  von  einem  der  Typen  9  und  10.  Uebrig  bleibt 
nur  die  eingliedrige  Untergruppe  xp  -\-  yq,  bei  der  jede  Gerade  durch 
den  Punkt  x  =  y  =  0  ihre  Lage  behält. 


Kapitel   3. 


Bestimmung  aller  endlichen  eontinnirlichen  Gruppen  von  Punkt- 
transformationen der  Ebene. 

Wenn  es  in  der  Ueberschrift  heisst,  dass  alle*)  endlichen  eonti- 
nnirlichen  Gruppen   von  Punkttransformationen    der  Ebene    bestimmt 


*)  Die  Bestimmung  aller  Gruppen  der  Ebene  hat  Lie  schon  1874  in  den  Göt- 
tinger Nachrichten  skizzirt.  Eine  ausführliche  Begründung  gab  er  1878  im  Nor- 
wegischen Archiv  und  später  in  den  Math.  Ann.  Bd.  16.     Das  im  Text  benutzte 
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werden  sollen,  ist  das  nicht  so  zu  verstehen,  als  ob  wir  diese  Gruppen 
alle  wirklich  hinschreiben  wollten.  Dies  zu  thun  ist  keineswegs  unsre 
Absicht;  wir  verfahren  vielmehr  wie  in  Abschn.  I,  Kap.  22,  S.  434  f. 
bei  der  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  gegebe- 
ner Zusammensetzung.  Wir  theilen  die  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
von  Punkttransformationen  der  Ebene  in  Typen,  indem  wir  zwei  dieser 
Gruppen  stets  dann  aber  auch  nur  dann  zu  demselben  Typus  rechnen, 
wenn  die  eine  mit  der  andern  durch  eine  Punkttransformation  der 
Ebene  ähnlich  ist.  Auf  diese  Weise  gehört  jede  der  gesuchten  Gruppen 
einem  und  nur  einem  Typus  an;  umgekehrt  sind  alle  einem  bestimmten 
Typus  angehörigen  Gruppen  ohne  Weiteres  angebbar,  wenn  man  eine 
unter  ihnen  kennt,  und  diese  eine  Gruppe  kann  als  Repräsentant  des 
ganzen  Typus  angesehen  werden.  Demnach  dürfen  wir  die  in  der 
Ueberschrift  bezeichnete  Aufgabe  durch  die  folgende  ersetzen: 

JEs  soll  für  jeden  Typus  von  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
PunJcttransformationen  der  Ebene  ein  aber  auch  nur  ein  Repräsentant 
angegeben  werden. 

Ist  diese  Aufgabe  gelöst,  so  kennen  wir  im  Grunde  alle  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene,  denn 
jede  dieser  Gruppen  ist  mit  einem  einzigen  der  gefundenen  Repräsen- 
tanten durch  eine  Punkttransformation  der  Ebene  ähnlich. 

# 

Nach  Abschn.  I,  S.  220  f.  zerfallen  die  Gruppen  der  Ebene  in 
zwei  getrennte  Kategorien,  von  denen  die  erste  alle  primitiven,  die 
zweite  alle  imprimitiven  Gruppen  umfasst;  überdies  ist  klar,  dass  zwei 
demselben  Typus  angehörige  Gruppen  der  Ebene  stets  entweder  beide 
primitiv  oder  beide  imprimitiv  sind.  In  Folge  dessen  können  wir  die 
Aufgabe,  auf  deren  Erledigung  wir  das  in  der  Kapitelüberschrift  ge- 
stellte Problem  zurückgeführt  haben,  der  Reihe  nach  erst  für  die  pri- 
mitiven und  sodann  für  die  imprimitiven  Gruppen  lösen.  Bevor  wir 
jedoch  dazu  übergehen,  müssen  wir  uns  erst  noch  vergegenwärtigen, 
woran  es  sich  erkennen  lässt,  ob  eine  vorgelegte  endliche  continuirliche 
Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene  primitiv  ist  oder  im- 
primitiv.  Wir  schicken  deshalb  einen  Paragraphen  voraus,  in  dem 
wir  die  allgemeinen  Entwicklungen  des  Abschnitts  I  über  Primitivität 
und  Imprimitivität  auf  die  Gruppen  der  Ebene  übertragen  und,  soweit 
es  für  diesen  besonderen  Fall  nöthig  ist,  vervollständigen. 


einfache  Verfahren  zur  Bestimmung  aller  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  hat 
Ijie  zuerst  1885  in  seinem  Archiv  angegeben  und  seit  1886  in  seinen  Vorlesungen 
an  der  Universität  Leipzig. 
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§  6. 

Nach  Abschnitt  I,  S.  220 f.  ist  eine  r-gliedrige  Gruppe: 
^kf=  ik{x,  y)p  +  7ij,(x,  y)q  {k  =  i...r) 
der  Ebene  x,  y  dann  und  nur  dann  imprimitiv,  wenn  sie  eine  Schaar 
von  cx)^  Curven  q){x,  y)  =  const.  invariant  lässt.  Ist  daher  die  Gruppe 
X^f..,Xrf  intransitiv,  so  ist  sie  zugleich  imprimitiv,  denn  eine  in- 
transitive Gruppe  der  Ebene  zerlegt  die  Ebene  in  oo^  Curven:  il){x,y) 
=  const.,  die  sämmtlich  invariant  bleiben,  sie  lässt  also  zugleich  die 
ganze  Curvenschaar:  ip{Xj  y)  =  const.  invariant. 

Die  angegebene  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  für  die 
Imprimitivität  der  Gruppe  X^f . .  .  Xrf  kann  nun  verschiedene  Formen 
erhalten.  Zunächst  kommt  sie  darauf  hinaus,  dass  bei  der  betreffenden 
Gruppe  eine  gewisse  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

invariant  bleibt  (a.  a.  0.  S.  221).  Bedenken  wir  aber,  dass  mit  der 
linearen  partiellen  Differentialgleichung  Af  =  0  die  gewöhnliche  Diffe- 
rentialgleichung: 

(1)  cc(x,y)  ,dy-~  ß(x,y)  .dx  =  0 

invariant  verknüpft  ist,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  wir  auch  sagen 
dürfen :  • 

Die  r-gliedrige  Gruppe  X^f . .  .  Xrf  der  Ebene  x,  y  ist  dann  und 
nur  dann  imprimitiv,  wenn  sie  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  von  der  Form  (1)  invariant  lässt. 

Wir  erinnern  jetzt  daran,  dass  durch  dx :  dy  in  jedem  Punkte 
der  Ebene  x,  y  eine  gewisse  Fortschreitungsrichtung  bestimmt  wird 
und  dass  in  Folge  dessen  x,  y,  dx  :  dy  als  Coordinaten  der  (x>^  Linien- 
elemente der  Ebene  aufgefasst  werden  können.  Wollen  wir  daher 
wissen,  ob  unsre  Gruppe  Xj/".,  .Xrf  eine  gewöhnliche  Differential- 
gleichung von  der  Form  (1)  invariant  lässt,  so  müssen  wir  zunächst 
untersuchen,  in  welcher  Weise  sie  die  Linienelemente  der  Ebene  x,  y 
transformirt  und  insbesondere  feststellen,  ob  sie  eine  Schaar  von  c»^ 
Linienelementen  invariant  lässt,  die  durch  eine  Gleichung  von  der  be- 
sonderen Form  (1)  dargestellt  wird. 

Zu  diesem  Zwecke  betrachten  wir  wie  in  Abschn.  T,  S.  524  ff.  die 
Veränderlichen  x,  y  als  Functionen  einer  Hülfs veränderlichen  t  und 
erweitern  die  infinitesimalen  Transformationen  Xkf  durch  Mitnahme 
der  Differential quotienten: 

dx f       dy / 

dt   ~^'dt~^' 


X 

dx 

+  y' 

cy 

■  1/, 

df 

dx' 

X 

'die 

+  y' 

drik 

dy  ~ 
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df 
dy' 
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Wir  erhalten  so  in  den  Veränderlichen  x,  y^  x\  y'  die  erweiterte 
Gruppe : 

'^kf  =  IkP  +  nkO.  +  lk!p'+  nk'r/      (t = 1 . . .  r) , 

wo  von  den  Abkürzungen: 

.H. 

Gebrauch  gemacht  worden  ist.  Da  nun  x,  y ^  x'i  y'  offenbar  ebensogut 
wie  Xj  y,  dx  :  dy  als  Coordinaten  der  oo^  Linieneleinente  der  Ebene 
x,y  benutzt  werden  können,  so  giebt  die  erweiterte  Gruppe  'X^f...Xrf 
an,  wie  die  Linienelemente  bei  der  Gruppe  X^f .  .  .  Xrf  transformirt 
werden;  es  handelt  sich  also  jetzt  noch  darum,  zu  ermitteln,  ob  die 
Gruppe  X^'f.  .  .  Xrf  eine  Gleichung  von  der  Form: 
(1')  a(x,  y).y'—  ß{x,  y)  .  x  =  0 

invariant  lässt  oder  nicht. 

In  der  Gruppe  X^f .  .  .  Xrf  giebt  es  eine  gewisse  Anzahl,  etwa 
gerade  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  einen 
beliebig  gewählten  Punkt  Xq,  y^  von  allgemeiner  Lage  stehen  lassen; 
die  Zahl  m  hat  hier  den  Werth  2  oder  den  Werth  1,  jenachdem  die 
Gruppe  X^f . .  .  Xrf  transitiv  ist  oder  intransitiv.  Diese  r  —  m  infini- 
tesimalen Transformationen  erzeugen  natürlich  eine  {r  —  m)-gliedrige 
Untergruppe  der  Gruppe  X^f .  .  .  Xrf  (s.  Abschn.  I,  S.  205,  Satz  2), 
ihre  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  x  —  ^o>  2/  —  Vo  ^^^^  ^^^ 
Gliedern  nuUter  Ordnung  frei  und  haben  daher  die  Form: 

Ykf={h{x—XQ)+^k{y-yo)+'"}p+  {'i'kix—x^)  +  Qkiy  —  yo)  +  -'-}q 

{k  =  l.  .  .r  —  m)  , 

zugleich  ist  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 

^1  J-il   ~j~  '  '  '     I     ^r—m  ^r — mf 

die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  X^f. . .  Xrf, 
die  keine  Glieder  von  der  nullten  Ordnung  'm  x  —  Xq^  y  —  y^  enthält. 
Erweitern  wir  die  Yuf  ebenso  wie  vorhin  die  X^f,  so  erhalten  wir  in 
den  Veränderlichen  x^y,x\y  r  —  m  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Gestalt: 

r//-=r./-+!(4+-K+(ft*+-)2/')i''+{(n+-)^'+(9*+-)2''}2' 

(/fc  =  1  .  .  .  r  —  m)  , 

die  ihrerseits  eine  (r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  X^f . . . Xrf 
erzeugen,  nämlich  die  grösste  in  dieser  Gruppe  enthaltene  Untergruppe, 
die  das  Gleichungensystem:  x  ==^  x^^  2/ =  2/o  invariant  lässt. 
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Bleibt  nun  bei  der  Gruppe  X^f .  .  .Xrf  eine  Gleichung  von  der 
Form  (1')  invariant,  so  bleibt  bei  der  Gruppe  Y^f .  .  .  Y'r—mf  offenbar 
das  Gleichungensystem: 

x  =  Xq,  y  =  yo,  cc(x,  y)y—  ß(x,  y)x==0 
invariant  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  das  Gleichungensystem: 

(2)  x^x^,y  =  y^,  a(x„  y^)y' -  ß(x^,  2/o)^'=  0, 

wo  die  Coefficienten  von  x'  und  «/'  jedenfalls  nicht  beide  verschwinden, 
da  ja  Xqj  2/o  ®^^  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.  Erinnern  wir  uns 
daher,  dass  ein  Gleichungensystem  von  der  Form  (2)  ein  durch  den 
Punkt  x^y  «/q  gehendes  Linienelement  darstellt,  so  können  wir  sagen: 
Ist  die  Gruppe  X^^f.  .  .  X^/"  im  primitiv,  so  lässt  die  Gruppe  Y^'f. ..  Yr-mf 
ausser  dem  Punkte  x^y  i/o  ^^uch  noch  ein  hindurchgehendes  Linien- 
element invariant. 

Aber  auch  das  Umgekehrte  gilt:  wenn  die  Gruppe  Y^f .  .  .  Yr-mf 
mit  dem  Punkte  Xq^  y^  von  allgemeiner  Lage  zugleich  auch  ein  hin- 
durchgehendes Linienelement  Xqj  y^,  a^^y' — ß^^x  ==  0  invariant  lässt, 
so  ist  die  Gruppe  X-^f , .  .  Xrf  imprimitiv.  In  der  That,  es  sei  zunächst 
die  Gruppe  X^f .  . .  Xrf  transitiv,  die  Zahl  m  habe  also  den  Werth  2. 
Dann  gestattet  das  betreffende  Linienelement  durch  den  Punkt  x^^  y^ 
gerade  r — 2  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-gliedrigen 
Gruppe  X^f . . .  Xrf,  es  nimmt  also  bei  dieser  Gruppe  gerade  oo^  ver- 
schiedene Lagen  an,  deren  Inbegriff  bei  dieser  Gruppe  invariant  bleibt 
(s.  Abschn.  I,  S.  483,  Theorem  85).  Bedenken  wir  überdies,  dass  auch 
der  Punkt  Xq,  y^  bei  der  Gruppe  X{f , .  .  Xrf  gerade  oo^  verschiedene 
Lagen  annimmt,  so  erkennen  wir,  dass  die  bei  der  Gruppe  Xj'f...Xrf 
invariante  Schaar  von  oo^  Linienelementen  durch  eine  Gleichung  von 
der  Form  (!')  dargestellt  wird,  dass  also  die  Gruppe  X^f .  .  .  Xrf  unter 
der  gemachten  Voraussetzung  wirklich  imprimitiv  ist.  Uebrig  bleibt 
der  Fall,  dass  die  Gruppe  X^f . . .  Xrf  intransitiv  ist;  in  diesem  Falle 
ist  aber  ihre  Imprimitivität  von  vornherein  gewiss,  die  oben  aufgestellte 
Behauptung  ist  demnach  vollständig  bewiesen. 

Will  man  also  feststellen,  oh  eine  vorgelegte  r-gliedrige  continuirliche 
Gruppe  Xif,..  Xrf  der  Ebene  Xj  y  imprimitiv  oder  primitiv  ist,  so  hat 
man  folgendermassen  zu  verfahren:  man  stelle  die  grösste  in  der  Gruppe 
Xj^f..,  Xrf  enthaltene  Untergruppe  auf,  die  einen  helichig  gewählten  PunJct 
^o>  Vo  ^^^  allgemeiner  Lage  invariant  lässt,  und  untersuche ,  wie  diese 
Untergruppe  die  cx)^  durch  den  Funkt  Xq,  y^  gehenden  Linienelemente  der 
Ebene  x,  y  transformirt;  lässt  die  Untergruppe  eines  der  betreffenden  oo^ 
Linienelemente  stehen,  so  ist  die  Gruppe  XJ',..  Xrf  imprimitiv ,  lässt  sie 
keines  stehen,  so  ist  die  Gruppe  X^f , . ,  Xrf  primitiv. 
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Es  bleibt  uns  jetzt  noch  übrig,  das  eben  gefundene  Kriterium  in 
eine  bequeme  analytische  Form  zu  kleiden. 

Alles  kommt  darauf  an,  ob  die  auf  S.  31  definirte  Gruppe 
Y^f .  .  .  Yr-mf  ein  Linienelement  durch  den  invarianten  Punkt  x^j  % 
stehen  lässt  oder  nicht.  Um  darüber  ins  Klare  zu  kommen,  brauchen 
wir  aber  gar  nicht  die  ganze  Gruppe  Y^ f ...  Yr-mf ,  sondern  wir 
brauchen  nur  zu  ermitteln,  wie  diese  Gruppe  die  (x^  Linienelemente 
durch  den  Punkt  x^,  «/^  transformirt  und  das  können  wir  nach  Abschn.  I, 
S.  232—234  sehr  leicht:  wir  lassen  nämlich  aus  den  Ykf  die  Glieder 
mit  p  und  q  weg  und  setzen  in  den  übrigen  Gliedern  x  =  X(^,  y  =  yo, 
dann  erhalten  wir  in  den  Veränderlichen  x' ,  tf  eine  lineare  homogene 
Gruppe: 

%f-=^  {hx+  ^ky')p+  {vkX'+  Qky)q 

(k  =  l  ..  .r  —  m)  , 

die  mit  der  Gruppe  Y^'f. . .  Yr-mf  isomorph  ist  und  die  Linienelemente 
durch  den  Punkt  x^,  y^  gerade  so  transformirt  wie  diese. 

Nunmehr  bleibt  noch  zu  untersuchen,  ob  die  lineare  homogene 
Gruppe  g/.  .  .  "Qr-mf  ein  Linienelement:  c^^y'  —  ßoOc'=  0  stehen  lässt, 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  ob  sie  aufgefasst  als  Gruppe 
einer  Ebene  x\  y'  eine  Gerade  durch  den  Punkt  x  =  y' =  0  stehen 
lässt.  Diese  Frage  aber  können  wir  nach  S.  28  beantworten.  Wir 
erhalten  daher  das 

Theorem  4.     Oh  eine  vorgelegte  r-glieclrige  Gruppe: 

^kf=^k(x,y)p+t}k{x,y)q         {k  =  i...r) 

der  Ebene  x^  y  primitiv  ist  oder  nicht,  lässt  sich  folgender- 
massen  entscheiden:  Man  bestimme  zunächst  die  Zahl  r  —  m  der 
von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
e^X^f -\- '  •  • -\- CrXrfy  die  einen  beliebig  gewählten  Funkt  Xq,  y^ 
von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  sodann  wähle  man  unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  von  dieser  Beschaffen- 
heit irgend  r  —  m  unabhängige  aus,  etwa  Y^f .  .  .  Yr-mf  und 
schreibe  ihre  Reihenentwichelungen  nach  Potenzen  von  x  —  Xq, 
y  —  Vo  ^^i^^j  jedoch  mit  Weglassung  aller  Glieder  von  zweiter 
und  höherer  Ordnung.  Lauten  diese  Reihen ent Wickelungen  fol- 
gendermassen: 

Ykf={h(x  —  x^)  +  iif,(y  —  y;)  +  -'}p+[Vk(x  —  x;)+Qk(y  —  y,)  +  '"}q 

{k  =  l...r  —  m), 

SO  bilde  man  schliesslich  in  den  Veränderlichen  x\  y'  die  infini- 
tesimalen Transformationen: 

Lie,  Theorie  der  Transformation sgruppen.    III.  3 
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{k  =  l  ...r  —  m)  , 

die   eine   lineare  homogene   Gruppe  erzeugen.      Wenn  dann  die 
Gruppe  §)/.  . .  ?)r-»/  eine  der  leiden  Formen: 


W  ^  x'q,  x'p'  —  t/q,  y'p 

hat,  so  ist  die  vorgelegte  Gruppe  XJ ...  Xrf  primitiv,  in  jedem 

andern  Falle  ist  sie  imprimitiv. 

Aus  diesem  Theoreme  folgt,  dass  man,  um  über  die  Primitivität 
oder  Imprimitivität  der  Gruppe  X/.  ..  X^./'  entscheiden  zu  können, 
gar  nicht  die  infinitesimalen  Transformationen  XJ..,Xrf  selbst  zu 
kennen  braucht,  dass  vielmehr  dazu  schon  die  Definitionsgleichungen 
(Abschn.  I,  Kap.  11)  der  Gruppe  XJ.  .  .  Xrf  ausreichend  sind.  Denn 
kennt  man  diese  Definitionsgleichungen,  so  kann  man  in  den  Reihen- 
entwickelungen der  Ykf  die  Glieder  von  erster  Ordnung  in  x  —  x^ 
und  «/  —  2/o  bestimmen  und  kann  daher  auch  die  lineare  homogene 
Gruppe  gl?.  .  .  "Qr-mf  aufstellen. 

Andrerseits  folgt,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe  X J ...  Xrf  der 
Ebene  x,  y  stets  imprimitiv  ist,  wenn  ihre  Gliederzahl  r  kleiner  ist 
als  fünf.  Ist  nämlich  die  betreffende  Gruppe  transitiv  —  offenbar 
brauchen  wir  unsre  Behauptung  nur  für  diesen  Fall  zu  beweisen  — 
so  ist  m  ==  2  und  also  r  —  m  <  3,  also  hat  die  zugehörige  lineare 
homogene  Gruppe  %f . .  .%-mf  sicher  keine  der  beiden  Formen  (3). 

Nunmehr  können  wir  die  auf  S.  29  ausgesprochene  Aufgabe  in 
Angriff  nehmen.  Wir  erledigen  sie,  wie  schon  angekündigt,  zuerst  für 
die  primitiven  und  sodann  für  die  imprimitiven  Gruppen. 

I.    Die  primitiven  Gruppen  der  Ebene. 

§  7- 

Soll  eine  r-gliedrige  Gruppe  X/.  . .  Xrf  oder  kurz  Gr  der  Ebene 
X,  y  primitiv  sein,  so  muss  sie  vor  allen  Dingen  transitiv  sein,  ferner 
muss  die  zu  ihr  gehörige  lineare  homogene  Gruppe  "QJ . .  ."Qr-mf  ^ 
die  wir  im  vorigen  Paragraphen  definirt  haben,  eine  der  beiden  Formen 
(3)  besitzen.  Umgekehrt  ist  nach  den  Entwicklungen  des  vorigen 
Paragraphen  jede  Gruppe  Gr,  bei  der  diese  beiden  Bedingungen  erfüllt 
sind,  sicher  primitiv. 

Denken  wir  uns  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gr  in 
der  Umgebung  eines  Punktes  x^,  y^  von  allgemeiner  Lage  nach  Potenzen 
von  (T  —  iTo,  2/  —  «/o  entwickelt,  so  ergiebt  sich  Folgendes: 
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Eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  der  Ebene  x,  y  ist  dann  und  nur 
dann  primitiv,  wenn  sie  in  der  Umgebung  eines  Punktes  x^,  y^  von 
allgemeiner  Lage  die  nachstehenden  infinitesimalen  Transformationen 
enthält : 

Erstens  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  nullter  Ord- 
nung in  X  ~  x^^  y  —  yof  aus  denen  sich  keine  Transformation  von 
erster  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  also  mit  andern 
Worten  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

(4)  P  +  ---,         q  +  '-', 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  ^  —  ^o,  V  —  Vo  von  erster  oder  höherer 
Ordnung  sind.  Diese  Forderung  ist  gleichbedeutend  mit  der,  dass  die 
Gr  transitiv  sein  soll. 

Zweitens  entweder  vier  oder  drei  infinitesimale  Transformationen 
von  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine  Transformation  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  in  x  —  x^,  y  —  y^  linear  ableiten  lässt,  und 
zwar  müssen  diese  infinitesimalen  Transformationen  erster  Ordnung  ent- 
weder die  Form: 

{x  -  Xo)q  +  '-',  (x-  x,)p  -(y~  y,)q  H ,  {V  ~  yo)P  +  •  ' - 

{x  -  x^)p  +  (2/  —  2/o)g  H 

besitzen  oder  die  Form: 

{x  -  x,)q  -] ,  (x-  x,)p  -{y-  y,)q  +  .  .  . ^  {y  -  y^)p  +  .  .  .^ 

wo  beide  Male  die  weggelassenen  Glieder  von  zweiter  oder  höherer 
Ordnung  in  a;  —  a^o,  y  ~  y^  sein  müssen.  Diese  Form  der  infinitesi- 
malen Transformationen  erster  Ordnung  folgt  sofort  aus  dem  Umstand, 
dass  die  früher  besprochene  lineare  homogene  Gruppe  "Q^f .  ,  .%^n,f 
eine  der  beiden  Formen  (3)  besitzen  muss. 

Nun  aber  haben  wir  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen,  deren 
infinitesimale  Transformationen  nullter  und  erster  Ordnung  die  eben 
angegebene  Form  besitzen,  schon  in  Abschnitt  I  bestimmt,  nämlich 
im  29.  Kapitel:  wir  brauchen  nur  dort  der  Zahl  n  den  Werth  2  zu 
ertheilen.     Demnach  können  wir  sagen: 

Theorem  5.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  von 
Punhttransformationen  der  Ebene  x,  y  primitiv,  lässt  sie  also 
Je  eine  Curvenschaar:  cp{x,  y)  =  const.  invariant,  so  hat  sie  ent- 
weder fünfy  oder  sechs  oder  acht  Parameter  und  ist  dement- 
sprechend ähnlich  entweder  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 
p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp^ 

oder  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

3* 
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IJ,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 
oder  endlich  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

p,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q. 

Damit  haben  wir  alle  Typen  von  primitiven  Gruppen  der  Ebene 
gefunden  und  zugleich  für  jeden  dieser  Typen  einen  Repräsentanten. 
Es  giebt,  wie  man  sieht,  in  der  Ebene  nur  drei  Typen  von  primitiven 
Gruppen.  Man  beachte  übrigens,  dass  die  Entwicklungen  des  Kap.  29 
in  Abschn.  I  auf  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  angewendet 
noch  alle  Typen  von  primitiven  Gruppen  dieser  Mannigfaltigkeit  liefern, 
während  sie  andrerseits  überhaupt  alle  Gruppentypen  der  einfach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeit  liefern  (s.  Kap.  1,  S.  11). 

II.    Die  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene. 

§  8. 
Ist   X^f...Xrf  eine   r-gliedrige   imprimitive   Gruppe    der  Ebene 
und   ist:   cp{x,  y)  =  const.    irgend   eine    bei  dieser   Gruppe    invariante 
Curvenschaar,  so  bestehen  (vgl.  Abschnitt  I,  S.  139,  Satz  1)  Relationen 
von  der  Form: 

Xk(p  ==  G)k((p)  (i  =  l...r)  . 

Führen  wir  daher  (p  als  neues  x  ein,  so  erhält  unsre  Gruppe  die  Gestalt: 

Xkf  =  h {pc)p  +  Vkix,  y)q  (*  =  1  .../•) , 
wo  wir  wieder  die  üblichen  Buchstaben  ^  und  rj  angewendet  haben. 
Wie  man  sieht,  wird  jetzt  bei  der  Gruppe:  X^f .,.  Xrf  die  Veränder- 
liche X  für  sich  transformirt  und  zwar  (Abschn.  I,  S.  222)  ebenfalls 
durch  eine  Gruppe,  die  von  den  verkürzten  infinitesimalen  Trans- 
formationen: _ 

X,f==Ux)p  ik=l...r) 

erzeugt  ist.    Diese  neue  Gruppe  ist  mit  der  Gruppe:  X^f . .  .  Xrf  iso- 
morph, denn  aus  den  Relationen: 

r 
(XiX,)=^^CasXsf  (/,*  =  l...r) 

folgt  augenscheinlich: 

r 

{XiXj;)=^sc,,,Xsf  ii,lc=l.-.r) 

1 
(vgl.  auch  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  4),   aber  im  Allgemeinen  wird  der 
Isomorphismus    meroedrisch   sein,    denn    aus    der   Unabhängigkeit   der 
infinitesimalen^  Transformationen:    XJ,..Xrf  folgt    die    der    Trans- 
formationen: X^f .  .  .  Xrf  keineswegs. 
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Nach  Theorem  1,  S.  6  kann  die  Gruppe:  XJ.  .  .  Z^/*  als  Gruppe 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  nicht  mehr  als  drei  Para- 
meter hahen,  sie  ist  daher  entweder  drei-,  oder  zwei-,  oder  eingliedrig, 
oder  endlich  nullgliedrig,  das  heisst,  sie  reducirt  sich  auf  die  identische 
Transformation;  dieser  letzte  Fall  tritt  ein,  wenn  alle  X^/  identisch 
verschwinden.  Dementsprechend  transformirt  die  Gruppe:  X^f .  .  ,  Xrf 
die  Curven:  x  =  const.  entweder  drei-,  oder  zwei-,  oder  eingliedrig,  oder 
endlich  nullgliedrig,  das  heisst  gar  nicht.  Wir  haben  also  vier  Fälle 
zu  unterscheiden,  die  wir  jetzt  mit  dem  letzten  anfangend  der  Reihe 
nach  durchgehen  wollen. 

Erstens,  Die  Curven :  x==  const.  werden  nullgliedrig  transformirt, 
es  verschwinden  also  alle  X^f.  In  diesem  Falle  enthält  die  Gruppe: 
Xif...Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Gestalt: 

0^{x,  y)q,     ...     0,{x,  y)q. 

Zweitens.  Die  Curven :  x  =  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 
Da  die  Gruppe:  X^f.  .  .  Xrf  in  diesem  Falle  eingliedrig  ist,  so  kann 
man  nach  dem  oben  angeführten  Theorem  die  Veränderliche  x  so  wählen, 
dass  jedes  Xkf  die  Form:  akp  und  demnach  jedes  Xkf  die  Form: 
CikP  +  VJc(^)  y)g.  erhält,  wo  die  r  Constanten  a^  .  .  .  ar  natürlich  nicht 
alle  verschwinden  dürfen.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  die  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xrf  bei  der  betreffenden  Wahl  von  x  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen  von  der  Form: 

^i(^;  y)GL,     ...     ^r-i(x,  y)q,    p  +  riix,  y)q 
enthält. 

Drittens.  Die  Curven  x  =  const.  werden  zweigliedrig  transformirt. 
In  diesem  Falle  kann  man  nach  dem  bewussten  Theoreme  die  Ver- 
änderliche X  so  wählen,  dass  jedes  Xkf  die  Form:  (ak  +  hkX)p  erhält 
und  zwar  können  hier  nicht  alle  Ausdrücke:  a^hj  —  ajbk  verschwinden, 
weil  ja  die  Gruppe:  XJ.  .  .  Xrf  zweigliedrig  ist  und  also  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  enthalten  muss.  Man  sieht 
nunmehr  sofort,  dass  die  Gruppe:  XJ...Xrf  bei  der  betreffenden 
Wahl  von  x  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Form: 

^i(^,  y)g.,  .  .  .  ^r-2{x,  y)q,  p  +  7}^(x,  tj)q,  xp  +  rj^(x,  y)q 
enthält. 

Viertens.  Die  Curven  x  =  const.  werden  dreigliedrig  transformirt. 
In  diesem  Falle  kann  man  die  Veränderliche  x  stets  so  wählen,  dass 
es  in  der  Gruppe:  X^f .  . .  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 
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^^p  +  ^2(^;  y)Q 

giebt. 

Damit  sind  vier  Kategorien  von  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene 
gefunden.  Jede  imprimitive  Gruppe  der  Ebene  gehört  bei  geeigneter 
Wahl  der  Veränderlichen  x,  y  einer  dieser  Kategorien  an.  Um  daher 
alle  imprimitiven  Gruppen  zu  finden,  brauchen  wir  blos  für  jede  ein- 
zelne unter  den  vier  Kategorien  alle  in  ihr  enthaltenen  Gruppen  zu 
bestimmen. 

Die  Lösung  der  Aufgabe,  auf  die  wir  so  geführt  worden  sind, 
wird  wesentlich  erleichtert,  wenn  wir  Folgendes  beachten:  erstens, 
dass  bei  jeder  Transformation  von  der  Form: 

(5)  x^  =  const.  Xy     2/i  =  ^{^}  y) 

jede  Gruppe,  die  einer  unsrer  vier  Kategorien  angehört,  in  eine  der- 
selben Kategorie  angehörige  Gruppe  übergeht  und  zweitens,  dass  jede 
r-gliedrige  Gruppe  aus  einer  der  drei  letzten  Kategorien  eine  (r — 1)- 
gliedrige  Untergruppe  enthält,  die  der  vorhergehenden  Kategorie  an- 
gehört. Wir  können  daher  folgendermassen  verfahren: 
Zunächst  bestimmen  wir  alle  Gruppen  von  der  Form: 

<^^{x,  y)q,  ...  ^r(po,  y)q, 

und  führen  sie  durch  Transformationen  von  der  Gestalt  (5)  auf  eine 
Reihe  von  Normalformen  zurück.  Sodann  fügen  wir  zu  jeder  unter 
den  gewonnenen  Normalformen  in  allgemeinster  Weise  eine  solche 
infinitesimale  Transformation:  p  +  'ri(Xy  y)q  hinzu,  dass  sich  wieder 
eine  Gruppe  ergiebt;  so  finden  wir  alle  Gruppen  der  zweiten  Kategorie 
und  bringen  sie  durch  Transformationen  von  der  Gestalt  (5)  auf  ein- 
fache Normalformen.  Zu  jeder  dieser  Normalformen  fügen  wir  wieder 
in  allgemeinsterweise  eine  Transformation  von  der  Form:  xp  +  'Yi^(x,y)q 
und  bekommen  so  die  Gruppen  der  dritten  Kategorie  und  endlich  aus 
diesen  durch  Hinzufügung  einer  Transformation:  x^p  +  ri^ipc^  y)q  die 
Gruppen  der  vierten. 

Das  hiermit  aufgestellte  allgemeine  Programm  wollen  wir  jetzt 
im  Einzelnen  durchführen. 

§  9. 
Die  Curven:  ^  =  const.  werden  nullgliedrig  t ransformirt. 
Es  handelt  sich  hier  um  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen 
von  der  Form: 

(6)  X,f=Qk{x,y)q         ik  =  i...r). 
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Wie   man  sieht,   transformirt  die    Gruppe:    XJ' .  .  .  Xrf  blos  die 
Veränderliche  ?/,  während  sie  x  gar  nicht  transformirt.    Ertheilen  wir 
daher  dem  x  irgend  einen  constanten  Werth  a,  so  bekommen  wir  an 
Stelle  der  X^f  gewisse  infinitesimale  Transformationen: 
(6')  ^kf-=^k(a,y)q         ik=i...r)^ 

die  eine  mit  der  Gruppe  (6)  isomorphe  Gruppe  in  der  Veränderlichen  y 
allein  erzeugen.  Solange  nun  die  Constante  a  nicht  specielle  Werthe 
annimmt,  kann  ofi'enbar  keine  der  infinitesimalen  Transformationen 
dCkf  identisch  verschwinden,  die  Gruppe  (6')  reducirt  sich  also  sicher 
nicht  auf  die  identische  Transformation.  Andrerseits  kann  diese  Gruppe 
nach  Theorem  1,  S.  6  nicht  mehr  als  drei  Parameter  enthalten-,  dem- 
nach zerfallen  alle  Gruppen  (6)  in  drei  Klassen  und  zwar  gehört  eine 
Gruppe  von  der  Form  (6)  der  ersten,  zweiten  oder  dritten  Klasse  an, 
jenachdem  die  Gruppe  (6')  für  einen  allgemeinen  Werth  von  a  ein-, 
zwei-  oder  dreigliedrig  ist. 

Wir  bestimmen  jetzt  der  Reihe  nach  die  Gruppen  einer  jeden  dieser 
drei  Klassen. 

Ist  die  Gruppe  (6')  eingliedrig,  so  kann  sie  nach  Theorem  1, 
S.  6  durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form  q  erhalten,  mit  andern 
Worten,  wenn  man  in  den  9^^/*  eine  geeignete  Funktion  9,{a^y)  von 
y  und  der  Constanten  a  als  neues  y  einführt,  so  bekommen  alle  '^kf 
die  Gestalt: 

lkf=Fj,{a).q         {k=i...r). 

Führt  man  daher  die  Function:  ^(x,  y)  als  neues  y  in  die  Gruppe 
(6)  ein  —  es  ist  das  eine  Transformation  von  der  Gestalt  (5)  —  so 
erhält  diese  Gruppe  die  Form: 

X,f=F,{x).q         ik=^i...r). 

Andrerseits  ist  klar,  dass  r  infinitesimale  Transformationen  von  der 
Gestalt: 


[1]  F,{x)q,  F,{x)q,  ...  Fr{x)q 


stets  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  welche  Functionen  von  x  auch 
die  F  sein  mögen,  vorausgesetzt  nur,  dass  keine  Relation: 

mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Wir  haben  also  hiermit  alle 
Gruppen,  die  unsrer  ersten  Klasse  angehören,  durch  Transformationen 
von  der  Gestalt  (5)  auf  geeignete  Normalformen  gebracht. 

Es   sei  zweitens   die   Gruppe  (6')   zweigliedrig  und   also  r  jeden- 
falls >  1.     Dann   kann   sie  nach  dem  mehrfach  angeführten  Theorem 
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durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form:  q,  yci  erhalten-  Auf  (6)  über- 
tragen heisst  das:  die  Gruppe  (6)  erhält,  wenn  eine  zweckmässig  ge- 
wählte Function  ^{x,  y)  als  neues  y  eingeführt  wird,  die  Gestalt: 

X,f=  {F,(x)  +  G,(x)  .y}q        (^-  =i..  -D  . 
Nun  aber  finden  wir  durch  Combination: 

(X,X,)  =  (FiG,  -  F.adq  =  ^a{x)  .q, 
wo  £lik  jedenfalls  nicht  immer  verschwindet,  denn  wären  Xif  und  X^f 
für    alle  Werthe    von   i   und  h    durch    eine   Relation    von    der  Form: 
cCik(x)Xif -\-  ß^]c{x)X]cf  =  0  verknüpft,  so  wäre  die  Gruppe  (6')  gegen 
unsre  Voraussetzung  blos  eingliedrig.    Nunmehr  kommt  bei  beliebigem  J: 

{^i^q,  Xjf)  ==  Gj^aq 
und  wenn  wir  in  dieser  Gleichung  links  Gj^ikq  an  die  Stelle  von 
Slikq  einsetzen:  G/Slnq  u.  s.  w.,  kurz  überhaupt:  Gf  .^ikq,  wo  die 
ganze  Zahl  m  beliebig  gross  gemacht  werden  kann.  Hieraus  folgt, 
dass  die  Gj  alle  von  x  frei  sein  müssen,  denn  andernfalls  müssten  die 
unendlich  vielen  infinitesimalen  Transformationen: 

-*^  ^ikq,  GjSlikq,  G/^aq  ..., 

die  alle  von  einander  unabhängig  sind,  sämmtlich  der  Gruppe:  X^f .  .  . 
Xrf  angehören,  und  das  ist  unmöglich,  weil  diese  Gruppe  endlich  ist. 
Also  sind  die  Gj  constant  und  die  infinitesimalen  Transformationen 
unsrer  Gruppe  haben  die  Gestalt: 

Xkf={Cky-{-Fk(x)]q  (A:=l...r), 

wo  die  Ck  natürlich  nicht  alle  verschwinden.  Ist  daher  etwa  c^  nicht 
gleich  Null,  so  führen  wir:  Cry  -\-  Fr(x)  als  neues  y  ein,  dann  wird: 
Xrf  =  Cryq  und  unsre  Gruppe  enthält  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 


[2] 


F^{x)q,..,Fr-i(x)q,yq 

ir  >  1) 


Es  sei  endlich  drittens  die  Gruppe  (6')  dreigliedrig,  so  dass  sie 
nach  Theorem  1,  S.  6  durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form:  q,yq,y^q 
erhalten  kann.  Dann  ist  es  stets  möglich,  eine  solche  Function:  Sl(x,  y) 
als  neues  y  einzuführen,  dass  die  Gruppe  (6)  in  der  Form: 

Xkf  =  { (Pkix)  +  y  .  Xk{x)  +  2/' .  M^) ]q         (^  =  i  •  •  •  r) 

erscheint.  Bedenkt  man  nun,  dass  die  Veränderliche  x  bei  der  Com- 
bination zweier  infinitesimaler  Transformationen:  X,/  und  Xkf  blos 
die  Rolle  einer  Constaiiten  spielt  und  dass  q,  yq,  y^q  in  den  Be- 
ziehungen: 
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stehen,  so  erkennt  man,  dass  der  Satz  1,  S.  18  auf  je  drei  der  infini- 
tesimalen Transformationen  Xj^f  anwendbar  ist,  dass  also  zwischen 
Xif,  Xkf  und  Xjf  die  Identität: 


((Z..Z,),  (X,Z,))  =  2 


%k 


XJ=2Ji,jXif 


besteht.     Setzt  man  in  dieser  Identität  ^{jcjXif  an  die  Stelle  von  Xif, 
so    bekommt    man    JfkjXif,    in    entsprechender    Weise    erhält    man 


^ikjXif  u.  s.  w.,  alles  infinitesimale  Transformationen,  die  der  Gruppe: 


X^f  .  .  ,  Xrf   angehören.      Folglich 
^ikj  =  Cikj  und  aus  der  Identität: 


müssen    die    z/,-^,-    constant    sein 


Xjf 
XJ 


(Pk 


^k 


=  0 


ergiebt  sich  überdies,  dass  zwischen  je  vier  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen XJ.  .  .  Xrf  eine  Relation  von  der  Form: 

CjsX.f-  QjsX,f+  a-.sXjf-  CajXsf=0 
besteht.  Nun  können  die  ^aj  unmöglich  alle  verschwinden,  weil 
sonst  die  Gruppe  (6')  nicht  dreigliedrig  wäre,  wir  dürfen  daher  anneh- 
men, dass  etwa  z/^gg  ==  C^gg  nicht  null  ist.  Bei  dieser  Annahme  zeigt 
aber  die  letzte  Gleichung  sofort,  dass  sich  X^f . .  .  Xrf  linear  mit  con- 
stanten  Coefficienten  aus  XJ,  X^f,  XJ  ableiten  lassen,  dass  also  die 
Gruppe  Xi/". ..  Z^/*  ebenso  wie  die  zugehörige  Gruppe  (6')  nur  drei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält.  Die  Möglichkeit 
r  >  3  ist  somit  ausgeschlossen  und  es  bleibt  nur  die :  r  =  3  übrig. 
Wir  haben  also  jetzt  die  dreigliedrige  Gruppe: 

Xkf  =  {(pk{x)  +  y  ik{x)  +  fi)k{x))  q         (a  =  i,2,3) 

durch  eine  Transformation  von  der  Form  (5)  auf  eine  möglichst  ein- 
fache Normalform  zu  bringen.  Zu  diesem  Zwecke  erinnern  wir  daran, 
dass  unsre  Gruppe  nach  Abschn.  T,  S.  591,  Satz  5  sicher  zweigliedrige 
Untergruppen  enthält;  der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  annehmen, 
dass  X^f,  X^f  eine  solche  Untergruppe  erzeugen. 

Weil  nun,  wie  wir  oben  gesehen  haben,  die  Determinante 
'^i9^ivt2^8  nicht  verschwindet,  so  werden  offenbar  auch  die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen: 

Xkf  =  { ^k{d)  +  y%k  {a)  +  y'^  ^4  (a)  ]  q         (a=i,2) 
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von  einander  unabhängig  sein  und  eine  zweigliedrige  Gruppe  erzeugen. 
Aber  diese  Gruppe  X^f,  X^fist  projeetiv  und  daher  innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keit y  mit  der  Gruppe  q^  yq  gleichberechtigt  (s.  Theorem  2,  S.  17). 
Hieraus  folgt,  dass  die  Gruppe  X^^f,  X^J^  wenn  man  eine  geeignete 
Function  von  der  Form: 

^{x)y  -\-  ^  (^) 
y  (^)  2/  +  ^  (^) 
als  neues  y  einführt,  die  Gestalt: 

^J=  [FM  +  2/Gi(^)!  i,     X,/-=  {F,{x)  +  yO,{x)]  q 
annimmt.     Hier  erkennt  man,  wie  oben  (S.  40),  dass  G^  und  G2  con- 
stant  sind  und  dass  die  Gruppe  durch  geeignete  Wahl  von  y  die  Form 

Fi(x)q,  yq  erhalten  kann;  indem  man    schliesslich  noch  -^v-r^V   ^^^ 

neues  y  einführt,  erreicht  man,  dass  F^{x)  gleich  1  wird.  In  den 
neuen  Veränderlichen  x,  y  hat  nunmehr  die  Gruppe  XJ,  XJ)  X^f 
die  Form: 

q,y(i^^J—  W{^)  +  y%{^)  +  y^^{^)]  <iy 

denn  alle  von  uns  angewendeten  Transformationen  besitzen  die  Gestalt: 

l{x)y  -{-  l^(^) 

^1  ==  ^;  2/1  —  r(a;)2/  +  ^(^) ' 

sie    ändern    also  in    dem    ursprünglichen  Ausdruck   für    X^f  nur    die 

Form  der  Functionen  (p^,  ^3,  %^.     Es  wird  demnach: 

{q.X,f)  =  (x{x)  +  2y^{x))q 

k,i^,X,f))  =  2t(x)q, 

also  müssen  jIj{x)  und  x(x)  constant  sein.     Aus  der  Gleichung: 

(2/2,  ^3/")  =—  9>W^  +  y''^(pc)a 

folgt  endlich  noch,  dass  auch  g){x)  eine  Constante  ist. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Gruppe,  die  unsrer  dritten  Klasse 
angehört,  durch  eine  Transformation  (5)  auf  die  Form: 


[3]        q,  yq,  y^q 
gebracht  werden  kann. 

§  10. 
Die  Curven:  a;  =  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 

Nach  dem  auf  S.  38  aufgestellten  Programm  haben  wir  nur  zu 
jeder  im  vorigen  Paragraphen  gefundenen  Gruppe  die  Transformation 
p  +  yi{x,y)q  hinzuzufügen  und  7]  in  allgemeinster  Weise  so  zu 
bestimmen,  dass  eiue  Gruppe  entsteht. 
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Wir  suchen  zunächst  alle  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Gestalt: 

auf  einfache  Normalformen  zu  bringen. 

Ist  r  =  1,   so  führen   wir    eine  Lösung   o{x^y)   der   Differential- 
gleichung: 

d(o    .       dm       ^ 

ö r  ^  ^  ==  ^ 

ox    ^     ^  cy 

als  neues  y  ein  und  erhalten  die  Gruppe: 


[4]    |j^|. 

Ist  r>  1,  so  muss  eine  Gleichung  von  der  Form: 

r—r 

(p  +  rjQy  F,-q)==  ^kcaF,.q 
1 

bestehen,  denn  die  linke  Seite  ist  von  p  frei.     Folglich  haben  wir: 

r— 1 

SO  dass  fj  in  y  linear  ist: 

ri=y(p{x)  +  x{x). 
Setzen  wir  aber: 

SO  ergiebt  sich: 

p  +  n(i=Pi  +  {y^'{^)  +  ßX^)  +  « •  ^)^i; 

wenn  wir  daher  a  und  ß  derart  wählen,  dass: 

a  -\-  acp  =  0,         ß' "^  ai  =  0 

wird,  was  immer  möglich  ist,  so  kommt  einfach:  p  -\-  ^q  =  P]_'  Da 
ausserdem  die  übrigen  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
bei  der  gemachten  Variabelnänderung  im  Wesentlichen  ihre  Form 
behalten,  so  erscheint  die  Gruppe  jetzt  in  der  Gestalt: 

F^{x)q,  ...Fr-i{x)q,  p. 

Endlich  zeigt  die  Gleichung:  {p,  Fiq)  =  F- q  nunmehr,  dass  die  Fi 
einem  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

r— 1 


^^i  '^^        -^ 

^  =  ^^"^' 


0  =  1. ..r-l) 


genügen  müssen.  Dabei  sind  die  Constanten  c,jt  vollkommen  willkür- 
lich, denn  die  Jacobische  Identität  liefert  auf  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen unsrer  Gruppe  angewandt,  keinerlei  Relationen  zwischen 
den  Cja. 
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Nach  bekannten  Sätzen  befriedigen  I\  .  .  .  Fr-i  sämmtlich  eine 
gewisse  lineare  homogene  Differentialgleichung  {r  —  1)*«^  Ordnung  mit 
Constanten  Coefficienten: 

wir  können  daher  F^  .  .  .  F.-i  durch  particuläre  Integrale  dieser  Diffe- 
rentialgleichung ersetzen.  Diese  particulären  Integrale  ordnen  sich  im 
Allgemeinen  in  mehrere,  etwa  in  ?>0  Systeme  von  der  Form: 

wo  «1  .  .  .  «^  Constanten  bezeichnen,  die  alle  von  einander  verschieden 
sind,  und  wo  m^...mi  ganze  Zahlen  ^0  sind,  deren  Summe  den 
Werth  r  —\  —l  besitzt,     ünsre  Gruppe  hat  somit  die  Gestalt: 


(Ä:  =  1,2.,J;  l>  0) 


Wir  wenden  uns  zu  den  Gruppen: 

F^  {x)q, .  .  .  Fr{x)q,  yq,  p  +  ri{x,  y)  q, 
wobei  wir  nach  S.  40  die  Zahl  r  >  0  annehmen  müssen. 
Es  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form: 

r 

und  ebenso  wird: 

{P  +  m>  F,q)  ^  \^F;{x)  -  F,  g)  q  ==  Cyq  +  ^  CaF.q. 

Die  letzte  Gleichung  zeigt,  dass  ri  die  Form:  a{x)  +  yß{x)  -{-  y^y{x) 
besitzt;  wird  aber  dieser  Ausdruck  in  die  erste  Gleichung  eingesetzt, 
so  kommt  augenblicklich: 

r 

j;(a;)  =  0,     c  =  0,     a{x)  =  ^CkFu(x). 

1 

Infolgedessen  ersetzen  wir  die  infinitesimale  Transformation:  p  -\-  riq 
durch: 

r 
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sodann  führen  wir  ein  neues   y  ein:  yi=  y  .  ip(x)  und  bekommen: 

also  wenn  wir:  i/>'+  /3^  =  0  machen,  einfach:  p.  Da  sich  die  übrigen 
infinitesimalen  Transformationen  bei  der  gemachten  Variabelnänderung 
nicht  wesentlich  verändern,  hat  unsre  Gruppe  jetzt  die  Form: 

F^{x)q,,..Fr{x)q,  p,  yq. 
Die  r  +  1  ersten  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  hier  offen- 
bar   eine   Untergruppe,   die   nach  dem  Vorhergehenden   die   Form  [5] 
besitzt;  demnach  erhalten  wir  die  Gruppe:  • 


[6] 

{k  =  l,2...l;  l>0) 

Jetzt  zu  den 

Gruppen : 

Es  ergiebt  sich 

{q,  p  +  riq)=^^q  =  {a  +  2hy  +  3cf)  q 

{ya,  p  +  m)=-  {y  ^y  —v)q  =  (^  +  ßy  +  ry')  q, 

wo  a,  h,  c,  a,  /3,  y  Constanten   sind.     Setzen  wir   in   die   zweite  Glei- 
chung den  aus  der  ersten  folgenden  Werth: 

rj  =  cp(x)  +  ay  +  hif  +  et/ 
ein,   so   kommt:   c  =  0,  9  (a?)  ==  const.,   mithin  ist   unsre  Gruppe  von 
den  vier  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


U]    I  Qy  yq,  y\',  p 

erzeugt. 


•o' 


§  11. 

Die  Curven:  Ä;  =  const.  werden  zweigliedrig  transformirt. 

Wir    haben    hier   zu  jeder  Gruppe    des    §  10    eine    infinitesimale 
Transformation  von  der  Form:  ocp  -{-  ri(Xyy)q  hinzuzufügen. 
Zuerst  betrachten  wir  die  Gruppe: 

p,xp  +  n{^>y)q 


und  finden; 


(jp,  ocp  +  riq)=p  +  ^q.. 


also   0^  =  0   oder:    "^  =  (p{y)'     Zwei  Fälle  sind    demnach    zu    unter- 
scheiden; entweder  ist  9)  =  0,  das  giebt  die  Gruppe: 
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[8] 


p,  xp 


oder  es  ist  9?  =[=  0.     Im  letzteren  Falle  fülireii  wir  2/1  =  ^(?/)  an  Stelle 
von  y  ein  und  bekommen: 

xp  +  (p{y)ci  =  xp  +  (p  .  ip'. g^; 
wählen    wir    daher    ^    so,   dass    (pip'=l    wird,    so    erhalten    wir    die 
Gruppe :  


[9]        p,xp  +  q 
Weiter  sind  die  Gruppen: 


» 


c^'^'q,  xe'^'^q,  .  .  .  ^"^/^"g,  p,  xp  +  v(^,y)^ 

(i^  =  l,2...) 

oder,  wie  wir  sie  zur  Abkürzung  schreiben  wollen,  die  Gruppen: 

F^(x)q,  .  .  .  Fr{x)q,  p,  xp  +  r]q    (r  >  0) 

zu  bestimmen. 

Die  Relationen: 

r 

{p,  xp-\-ri<l)=P  +  ^1  (l=P  +  Zj  ^'-^'^ 

r 

{xp  +  nq,  FS  =  {xF:{x)  -  J;.  g)  2  =  ^-  haF.q 


ergeben : 


g  =  9>'W,     g  =  *W 


also  i>'{x)  =  0  und: 

rj  =  cy  +  q)(x),     cp\x)  =  ^  «*-^*  W' 

1 

Setzen    wir    aber    in    die    Transformation:    (xFi'—eFi)q   für    Fi    den 

Ausdruck:  x^^e^""  ein,  so  bekommen  wir  die  Transformation: 

die  nur  dann  in  unsrer  Gruppe  enthalten  sein  kann,  wenn  «i  ver- 
schwindet. Die  r  infinitesimalen  Transformationen  F^q  haben  in  Folge 
dessen  die  einfache  Gestalt: 

g,  xq,  x^q,...x'-^q 
und  es  ist: 

r  — 1 

^  ==  c?/  +  ^  ^^^  x^-^^  +  const. 
0        "' 
oder,    weil    wir    vermöge    der  F^q    alle    übrigen   Glieder    wegschaffen 
können,  einfach: 
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Setzen  wir  niiD: 

so  bleibt  der  Inbegriff  aller  aus:  q,  xq,  .  .  .  x''-^q,  p  linear  ableitbaren 
infinitesimalen  Transformationen  ganz  ungeändert,  aber  es  wird: 
xp  +  r]q  =  xpi  +  [cy  +  (ccr  +  h)x'-}  q^ 

=  ^il\  +  [cVi  +  Q^  +  «*'  —  «c)  x\}q^. 
Ist   daber    c  =^  r ,    so    können    wir    durch    geeignete   Wahl   von    cc  die 
Gleichung:  h  -\-  a  (r  —  c)  =  0  befriedigen  und  bekommen  die  Gruppe: 


[10] 


g,  xq,.  ..x'-^q,  p,  xp  +  cyq 

(r>0) 


Ist  dagegen  c  =  r,  so  dürfen  wir  jedenfalls  voraussetzen,  dass  h  uicht 
verschwindet,  weil  wir  sonst  auf  die  eben  gefundene  Gruppe  zurück- 
kämen; wir  führen  daher:  x}/ h  als  neues  x  ein  und  finden  die 
Gruppe : 


[11]    1    Qy  ^^,'"^''~^q,  P,  XP+  {ry  +  x'-)q 

i  (r>0) 


Nunmehr  die  Gruppen: 

e^'^'^q,  xe^'^^'q,  .  . .  x'"^e"^''q,  yq,  p,  xp  +  tj  (x,y)q 

oder  kürzer  geschrieben: 

F^(x)q, .  .  .  Fr{x)q,  yq,  p,  xp  +  riq     (r  >  0). 
Man  bekommt: 

r 

(yq,  xp  +  nO)  =  [y  0^  -  v)  a  =  (^y^  +  2'  (^kF^q 

r 

{F,  q,  xp  +  nq)  =  (f<  g  -  xF/ix))  q  =  byq+  ^^  haF.q 
und  daraus  ohne  Schwierigkeit: 

1 
Ersetzt   man,    was    offenbar    erlaubt    ist,   xp  -\-  riq   durch   die   Trans- 
formation: xp-\-ya{x)qy  so  findet  man: 

{p,  xp  +  yaq)^p  +  ya^q 


=  p  +  cyq  +  ^CkFk(x)q, 


48 
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mithin  verschwinden  alle  Ck  und  es  wird:  a  =  ex  -\-  const.,  wo  die 
Integrationsconstante  ohne  Weiteres  weggelassen  werden  kann.  An 
Stelle  von  y  und  x  führe  man  jetzt:  yi  =  ye~'^^  und  x^^^x  ein, 
dann  erhält  man: 


P=Pi 


cye- 


q  =  e-'^^g'i 


Qi==Pi-  (^yiQi. 


e-'^^q^,  yq  =  y,q, 


q,  xq,  . 

'•^''-'qyyq^p^ocp 

(r>0) 

also  behalten  die  Transformationen  Fiq,  yq  im  Wesentlichen  ihre 
Form,  während: 

xp  ■\-  riq  =  xp  -\-  cxyq 

in  X-^p^  übergeht.  Wie  im  vorigen  Falle  sieht  man  nun  noch  ein, 
dass  F^q,  . .  .  Frq  die  Form:  q^  xq^  .  . .  x^~'^  q  haben  müssen,  man 
kommt,  somit  auf  die  Gruppe: 


[12] 


Schliesslich  bleiben  noch  die  Gruppen: 

a,  y^,  y\yP,  ^p  +  vi^^v)^- 

Von  den  Gleichungen: 

(q,  xp  +  fjq)  =  v,^-  q  =  {a  +  2hy  +  Scy^)  q 

{yq,  xp  +  riq)  =  [y  ^  -  Tj)  q  =  (a  -{-  ßy  +  yy^)  q 

ergiebt  die  erste: 

V  =  9{x)  -\r  ay  -{-  hy"  +  c^ 
und  die  zweite:  c  =  0,  9)  =  const.,  folglich  kann  i^  gleich  Null  gesetzt 
werden  und  unsre  Gruppe  hat  die  Form: 


[13] 


2;  y(i,  y  a,  p.  xp 


§  12. 

Die  Curven:   a;  ==  const.  werden   dreigliedrig  transformirt. 

Wir  haben  jetzt  zu  den  in  §  11  gefundenen  Gruppen  eine  Trans- 
formation von  der  Form:  x'^p  -{-  rj(x,y)q  hinzuzufügen. 
Bei  den  Gruppen: 

p,xp,  x^p  +  7i{x,y)q 

ergeben  sich  die  Gleichungen: 

(p,  x'p  +  riq)  =  2xp  +  -^q  =  2xp, 

{xp,  x^p  +  7]q)  =  x^p  +  X  ^  q  =  x'p  +  riq, 
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folglich  verschwindet   sowohl  ^  als  rj   selbst,   es  bleibt  also  nur  die 
Gruppe:  

[14] 


p,  xp,  x^p 


Für:  p^  xp  -]-  q  können  wir  schreiben:  jp,  xp  +  i/g,  indem   wir 

c'J   als  neues  y  einführen;  es  sind  daher  die  Gruppen  von  der  Form: 

p,  xp  +  ya,  x^p  +  ri{x,y)ci 
zu  bestimmen.     Wir  finden: 

{p,  x^p  +  if\q)  =  2xp  +  ^-f  g 

{xp  +  yq,  x'p  +  ^g)  =  ^'i>  +  (:r  ^  +  2/  ^  -  ^)  g, 
also  ist: 

das  heisst:  ri  muss  die  Form:  2xy  -\-  (p(y)  besitzen  und  zugleich  in 
X  und  y  homogen  vom  zweiten  Grade  sein :  7}  =  2xy  +  cy^.  Wenn 
nun  c  verschwindet,  führen  wir  Yy  als  neues  y  ein  und  finden  die 
Gruppe: 


[15]     1    p,  2xp  +  yq,     x'p  +  xyq 


Verschwindet  dagegen  c  nicht,  so  führen  wir  hy  als  neues  ?/ ein;  dabei 


behält    yq   seine   Form    und    y^q    geht   in    -^y'^q   über,   also  brauchen 


wir  blos  h  =  c  zu  wählen  und  bekommen: 


[16]     I    P,  xp  +  yq,     x'p  +  {2xy  +  y^)q  \  - 

Um  alle  Gruppen  von  der  Form: 

q,  xq,.,.  x'-^q,  p,  xp  +  eyq,  x^p  +  ri{x,y)q     (r  >  0) 
zu  finden,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

r  — 1 

{q,  x^p  +  7iq)=^^q^  ^^  a^x^q 

r-i 

(jp,  x^p  +  riq)==2xp  +  ^^q^  2xp  +  {2cy  +  ^  hx^j  g, 


aus  denen  sich  ergiebt: 


r  — 1 


7}  =  (p{x)  +  y  ^  ükX^ 


Ol 


=  ^{y)  +  2cxy  +  ^-  j^  x'+^ 


u 
Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III. 
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Durch  Vergleicliuiig  dieser  beiden  Ausdrücke  kommt: 

?• 

0 

oder,  da  g^y  g^  .  .  .  gr—i   ohne   Weiteres    gleich    Null    gesetzt    werden 
können: 

V  ==(foy  +  ^^^y  +  9^''- 

Nunmehr  wird: 

(xp  +  cyq,  x^p  +  rjg)  =  x^p  +  [2cxy  +  g{r  —  cjx"-}  q 

r  — 1 

=  x^p  -{-  rjq  -\-  ^  hk  x^q, 

0 

mithin : 

%=^^j   g(r  —  c  —  1)  =  0. 

Andrerseits  aber  ist: 

(x''-^q^  x^p  +  V^)  =  {{1  —  r)x*'  -{-  2cxr]  q 

r  —  l 

ü 
folglich:  r  —  1  =  2c,  das   heisst,   sobald  r  >  1  ist,   kann  r  —  c —  1 
nicht   verschwinden  und    es   wird  g  =  0.     Indem   wir  nun  die  beiden 
Fälle:    r>l    und:    r  =  l,g  =  0    zusammenfassen,    erhalten  wir   die 
Gruppe: 


[17] 


q,  xq,...x'-'q,  p,  2xp  +  (r—l)yq,  x^p  +  (^r—\)xyq 

(r>0) 


Im  Falle:  r  =  1,  ^=|=0  dagegen  erhalten  wir  die  Gruppe: 

q,  p,  xp,  x^p  +  gxq 

V 

oder,  wenn  wir  e^  als  neues  y  einführen,  die  Gruppe: 


[18]        yq,  p,  xp,  x^p  +  xyq 


Zur  Bestimmung   aller  Gruppen: 
q,  xq,..,x'—^q,  jp,  xp  +  (ry  +  x')q,  x^p  +  ri{x,y)q     (r  >  0) 
stellen  wir  die  Gleichungen  auf: 


r— 1 


(p,  x^p  +  rjq)  ^  2xp  +  ^  q  ^  2xp  +  2  (ry  +  x'-)q  +2  a^x^^q 

r  —  l 

(g,  x'p  +  m)^  Wy^^ 2 ^*^'^- 
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Aus  diesen  ergiebt  sich: 

rj  =  (p(oo)  +  y  ^^kX^ 

0 

r  —  1 

=  *(2/)  +  2  (rxy  +  ^)  +  2kTI  ^*"'' 
oder  durch  Vergleichung  beider  Ausdrücke: 

wo  wir  der  Kürze  wegen  die  überflüssigen  Glieder  mit  x^^  x^,  . .  .  x'^~^ 
weggeschafft  denken.     Ferner  bilden  wir  die  Gleichung: 

deren    rechte    Seite    augenscheinlich    die    Form:   x^p  -}-  rjq    annehmen 
muss,  also  kommt: 

Das  aber  ist  unmöglich,  weil  r  >  0  sein  muss,  es  giebt  demnach  über- 
haupt keine  Gruppen  von  der  hier  verlangten  Art. 

Jetzt  zu  den  Gruppen: 

q,  xq,...  x'—^q,  yq,  p,  xp,  x^p  +  r]  {x,  y)q     (r  >  0). 
Die  Gleichungen: 


r  — 1 


{p,  x'p  +  VQ)  =  ^^P  +  -^  q  =  ^xp  +  ^  akX'q  +  a 


yg 


0 
r  — 1 


{q,  x'p  +  riq)===  |^  2  =  2  ^^^'^  +  ßyQ 

0 
r—l 

(yq,  x'p  +  riq)  =  [y^-ri)q=  ^^  c^x^q  +  yyq 

zeigen,  dass  rj  nach  Wegschaffung  der  überflüssigen  Glieder  von  der 
Form:  E g^x^ -\- hy  die  Gestalt:  rj  =  ccxy  annimmt.  Weiter  findet 
man: 

(x^'-'^q^  x^p  +  axyq)  =  (1  —  r)  x"" q  +  ax^'q 

und  dieser  Ausdruck  muss  verschwinden,  weil  die  Gruppe  keiue  Trans- 
formation x^'q  enthält,  also  ist  a  =  7'  —  1.  Wir  haben  somit  die 
Gruppe: 


[19] 


q,  xq,...  x'-^q,  yq,  p,  xp,  x^p  +  (r  —  1)  xyq 

(r>0) 

4* 
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Endlich  sind  noch  die  Gruppen  von  der  Form: 

zu  finden.     Wir  bekommen: 

(g,  x'p  +  m)-'^^-(a  +  ^^y  +  3c2/^)g 
{yq,  x'p  +  rjq)  =  {y  ||  —v)a  =  (^  +  ßy  +  ^2/')^- 

Von  diesen  Gleichungen  zeigt  die  erste,  dass  rj  die  Form:  cp(x)  +  ay 
_|_  jjy^  _|-  ^2/^  besitzt,  die  zweite,  dass  c  verschwindet  und  q)(x)  eine  Con- 
stante  ist.     Es  ergiebt  sich  also  die  Gruppe: 


[20] 


2,  2/3',  y'Q,  P,  ^Pj  ^^p 


Damit  sind  alle  endlichen  imprimitiven  Transformationsgruppen 
der  Ebene  auf  gewisse  Normalformen  zurückgeführt. 

§  13. 

Wir  haben  nunmehr  auch  die  Bestimmung  aller  imprimitiven 
Gruppen  der  Ebene  soweit  gefördert,  dass  wir  sagen  können:  jede 
imprimitive  Gruppe  der  Ebene  ist  mit  einer  der  in  §  9 — 12  gefun- 
denen Gruppen  durch  eine  Punkttransformation  der  Ebene  ähnlich.  Das 
Ziel  aber,  das  wir  uns  auf  S.  29  gesteckt  haben,  ist  damit  für  die 
imprimitiven  Gruppen  noch  nicht  erreicht.  Es  kommt  uns  ja  darauf 
an,  für  jeden  Typus  von  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  einen  aber 
auch  nur  einen  Repräsentanten  zu  besitzen,  und  es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  in  den  §§  9  —  12  eine  ganze  Anzahl  Gruppentypen  durch  mehr 
als  einen  Repräsentanten  vertreten  sind. 

So  geht  z.  B.  die  Gruppe  [14]  durch  die  Transformation:  x^  =  x, 
yi  =  y  in  die  Gruppe  [3]  über;  beide  Gruppen  repräsentiren  also  den- 
selben Typus.  Ebenso  verwandelt  sich  die  Gruppe  [4]  bei  der  genann- 
ten Transformation  in  eine  der  Gruppen  [1],  die  Gruppe  [8]  in  eine 
der  Gruppen  [2]  und  so  weiter. 

Ferner  lässt  sich  zeigen,  dass  die  willkürlichen  Elemente,  die  in 
unsern  Gruppen  auftreten,  zum  Theil  weggeschafft  werden  können, 
dass  also  die  Zahl  der  verschiedenen  Gruppentypen  kleiner  ist,  als  es 
nach  der  Zahl  dieser  willkürlichen  Element^  den  Anschein  hat. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Gruppen  [1]  S.  39  und  suchen  wir 
festzustellen,  was  für  verschiedene  Gruppentypen  darunter  enthalten 
sind. 

Zu    diesem    Zwecke    müssen    wir    vor    allen    Dingen    sämmtliche 
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Punkttransformationen:    x^  =  a  (x,  ?/),    yi  =  ß  {x,  y)    bestimmen,    bei 
denen  der  Inbegriff  aller  Gruppen  [1]  invariant  bleibt,  bei  denen  also 
jede  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Form: 
(A)  F,{x)q,...F,{x)ci 

in  eine  von  der  Form: 

(B)  gl(^l)gn...Sr(^l)gi 

Übergeht.  Nun  verwandelt  sich  die  Gruppe  (Ä)  bei  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  ^1,2/1   ^^  ^i®  folgende: 

WO  man  sich  die  Coefficienten  von  p^  und  g^  durch  x^  und  y^  aus- 
gedrückt zu  denken  hat.  Die  Gruppe  (A')  aber  besitzt  dann  und  nur 
dann  die  Form  (B),  wenn  erstens  ay  identisch  verschwindet  und  wenn 
zweitens  ßy  eine  Function  von  x  allein  ist.  Demnach  lautet  die 
allgemeinste  Punkttransformation,  die  den  Inbegriff^ aller  Gruppen  [1] 
invariant  lässt,  folgendermassen: 

(C)  X,  =  cp{x),   2/1  =  y%  (^)  +  ^ (^) 

und  zwar  erhält  die  Gruppe  (A)  bei  dieser  Transformation  die  Gestalt: 
(A")  F,{x)x{x)q„...Fr{x)x{x)q„ 

WO  noch  X  vermöge  der  Gleichung:  x^=cp{x^  durch  x^  auszudrücken 
ist.     Man  sieht  hieraus,  dass  die  Function  il^  {x)  in  der  Transformation 

(C)  auf  die  Gestalt  der  transformirten  Gruppe  (A'')  gar  keinen  Ein- 
fluss  hat.  Wir  brauchen  daher  nicht  alle  Transformationen  (C)  zu 
berücksichtigen,  sondern  nur  die,  in  denen  il)  Qc)  gleich  Null  ist. 

Jetzt  denken  wir  uns  zwei  beliebige  r-gliedrige  Gruppen  von  der 
Form  [1]  vorgelegt,  etwa  (A)  und  (B).     Sollen  diese  beiden  Gruppen 
demselben  Typus  angehören,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
die  eine  mit  der  andern  durch  eine  Transformation  von  der  Form: 
(C)  x^=^(p{x),    tj,  =  y%{x) 

ähnlich  ist,  dass  also  die  Gruppe  (A"),  in  der  man  sich  natürlich 
noch  X  durch  x^^  ausgedrückt  zu  denken  hat,  durch  geeignete  Wahl 
von  93  (x)  und  %  (x)  mit  der  Gruppe  (B)  zusammenfällt.  Das  tritt 
dann  und  nur  dann  ein,  weim  vermöge  (C)  r  Relationen  von  der 
Form: 

r 

S*(^i)  ^1  =  ^'  %•  Fj  (x)  lipo)  q^      {k=i...r) 

1 

identisch  bestehen,  wo  die  Ckj  Constanten  bezeichnen,  deren  Determinante 
nicht  verschwindet      Die  Frage,  ob   die  beiden  Gruppen  (A)  und  (B) 
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demselben  Typus  angehören,  kommt  demnach  darauf  hinaus,  zu  ent- 
scheiden, ob  sich  die  r  Gleichungen: 

r 

(D)  %lc{x,)  =  x(x)^iC,jFj{x)      (A-=l...r) 

1 

dadurch  identisch  befriedigen  lassen,  dass  man  für  x^  und  %  gewisse 
Functionen  von  x  einsetzt  und  die  Constanten  Cj^j  so  wählt,  dass  ihre 
Determinante  nicht  verschwindet;  dabei  muss  natürlich  x^  eine  wirk- 
liche Function  von  x  werden,  während  %  sich  auch  auf  eine  von  Null 
verschiedene  Constante  reduciren  kann. 

Die  Erledigung  der  Frage,  ob  sich  die  Gleichungen  (D)  in  der 
angegebenen  Weise  befriedigen  lassen,  bietet  zwar  theoretisch  keine 
Schwierigkeiten,  praktisch  aber  im  Allgemeinen  recht  grosse,  nament- 
lich wegen  des  Auftretens  der  r'^  unbekannten  Constanten  Ckj.  Es  ist 
daher  nicht  überflüssig,  noch  eine  andere  Methode  zu  entwickeln,  die 
ebenfalls  zu  entscheiden  gestattet,  ob  die  beiden  Gruppen  (A)  und 
(B)  demselben  Typus  angehören,  die  aber  ohne  Einführung  der  Con- 
stanten Ckj  zum  Ziele  kommt. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation : 


^^ekFk{x)q  =  F(x)q 


der  Gruppe  (A)  sich  durch  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  r*®^ 
Ordnung  defiuiren  lässt,  denn  F(x)  ist  augenscheinlich  die  allgemeinste 
Lösung  einer  linearen  l^omogenen  Differentialgleichung  von  der  Form: 

(E)  ^  +  «,  (x)  ^  +■■■  +  ar-,{x)  ^  +  a,.  {x)F  =  0. 

Ebenso  ist  in  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation: 


1 
der  Gruppe   (B)    die    Function  '^{x^)    die    allgemeinste   Lösung    einer 
Differentialgleichung  von  der  Form: 

Nun  erhält  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  F(x)(i  bei 
Ausführung  der  Transformation  (C)  die  Gestalt:  F{x)%{x)q^  und  es 
kommt  alles  darauf  an,  ob  das  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  (B)  ist,  das  heisst,  ob:  F{x)%{x),  ausgedrückt 
als  Function  von  x^,  die  allgemeine  Lösung  der  Differentialgleichung 
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(G)  ist.  Demnach  werden  die  beiden  Gruppen  (A)  und  (B)  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  demselben  Typus  angehören,  wenn  es  eine  Trans- 
formation von  der  Gestalt: 

(H)  ^i  =  9^(^),     %-F.x{x) 

giebt,  vermöge  deren  die  Dififerentialgleichung  (E)  in  (G)  übergeht*). 
Ob  es  eine  solche  Transformation  giebt,  ist  theoretisch  nicht  schwer 
zu  entscheiden,  sobald  die  Gruppen  (E)  und  (G)  vorgelegt  sind.  Denn 
führt  man  die  Transformation  (H)  auf  die  Differentialgleichung  (E) 
aus  und  verlangt  man,  dass  die  entstehende  Gleichung  die  Form  (G) 
besitzen  soll,  so  erhält  man  für  (p{x)  und  i{x)  eine  Reihe  von  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichungen,  von  denen  man  stets  feststellen 
kann,  ob  sie  mit  einander  verträglich  sind  oder  nicht  und  ob  sie 
befriedigt  werden  können,  ohne  dass  sich  (p  auf  eine  Constante  reducirt. 

In  Folge  des  Gesagten  ist  nun  auch  die  Frage  nach  allen  ver- 
schiedenen Typen  von  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Form  [1]  auf 
ein  andres  Problem  zurückgeführt,  nämlich  auf  das  Problem  zu  unter- 
suchen, was  für  invariante  Eigenschaften  die  lineare  Differentialgleichung 
^ter  Ordnung  (E)  gegenüber  allen  Transformationen  von  der  Gestalt  (H) 
besitzt.  Wir  wollen  dieses  Problem  nicht  in  Angriff  nehmen,  da  uns 
das  zu  weit  führen  würde,  und  nur  bemerken,  dass  bei  seiner  Erledi- 
gung die  Frage  eine  grosse  Rolle  spielt,  ob  die  Differentialgleichung 
(E)  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Forna:  dx  ==l{x)dtj 
öF=  F .  fl(x)dt  gestattet,  in  der  J  von  Null   verschieden  ist. 

Dagegen  wollen  wir  eine  andere  Bemerkung  nicht  unterdrücken. 
Die  allgemeinste  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Form  [1]  enthält  r  will- 
kürliche Functionen,  dagegen  haben  wir,  um  die  Gestalt  dieser  Gruppe 
zu  vereinfachen,  in  der  Transformation  (C)  im  Ganzen  nur  zwei  will- 
kürliche Functionen  zur  Verfügung.  Es  ist  daher  von  vornherein  klar, 
dass  wir  von  den  r  willkürlichen  Functionen  der  Gruppe: 

(A)  F,(x)q,...FAa;)q 

zwei,  aber  auch  nur  zwei  fortschaffen  können.    In  der  That,  wenn  wir 

jP  f  sV  als  neues  y  einführen,  so  geht  die  Gruppe  (A)  über  in: 


*)  Der  erste,  der  sich  mit  der  Frage  beschäftigt  hat,  unter  welchen  Bedin- 
gungen die  Differentialgleichung  (E)  durch  eine  Transformation  von  der  Form  (H) 
in  (G)  übergeführt  werden  kann,  ist  Laguerre.  Nach  ihm  haben  mehrere  Mathe- 
matiker, besonders  Halphen,  die  Invariantentheorie  der  linearen  Dififerential- 
gleichung (E)  gegenüber  allen  Transformationen  (H)  behandelt.  Diese  Theorie 
hat  viele  Berührungspunkte  mit  der  allgemeinen  Theorie  der  endlichen  und  unend- 
lichen Transformationsgruppen, 
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^'  F,{x)^>  '  "  F^{x)^' 

F  (x^ 
ist  ferner  r>l,    so   können  wir   -jtj4,  das    sicher   keine   blose  Con- 

stante  ist,  als   neues  x  einführen   und   erhalten  eine  Gruppe  von  der 
Form: 

Wir  können  daher  die  Gruppen  [1]  durch  die  folgenden  ersetzen: 


[1']        q\  \     q,  xq,   0,{x)q,...Qr-2{x)q,      (->  2) 


Hier  sind  die  r  —  2  willkürlichen  Functionen  ^  in  gewissem  Sinne 
wesentlicli,  das  heisst,  es  lässt  sich  keine  von  ihnen  durch  Einführung 
neuer  Veränderlicher  fortschaffen. 

Die  für  die  Gruppen  [1]  gewonnenen  Ergebnisse  lassen  sich  ohne 
Weiteres  auf  die  Gruppen  [2],  S.  40  übertragen,  denn  der  Inbegriff 
dieser  Gruppen  bleibt  ebenfalls  bei  allen  Transformationen  von  der 
Form  (C)  invariant.  Wir  brauchen  uns  deshalb  bei  der  Frage  nach 
den  verschiedenen  Typen,  die  unter  den  Gruppen  [2]  vertreten  sind, 
nicht  aufzuhalten.  Bemerkt  sei  nur  noch,  dass  wir  die  Gruppen  [2] 
durch  die  nachstehenden: 


[^']       Qy  ya  a,  ^<i,  ^iW^,  •  •  •  Or-2(x)qy  yq,    (->2) 


ersetzen  können,   wo   die  r  —  2   willkürlichen  Functionen    O  in   dem 
oben  angegebenen  Sinne  wesentlich  sind. 

Auch  die  Form  der  Gruppen  [6],  S.  45  ist  noch  einer  Verein- 
fachung fähig.  Es  lässt  sich  nämlich  stets  erreichen,  dass  eine  Con- 
stante  a^  verschwindet.  In  der  That,  es  seien  alle  ak  =|=  0,  dann 
führen  wir  ye""'^  als  neues  y  ein,  dabei  gehen: 

e     qj  xe     qy .  .  .  X    e     q,  X  e  "  q 
über  in: 

g,  xq,  .  .  .  X    q,  X  e  '^         q, 

während  yq  unverändert  bleibt  und  p  die  Form:  p  —  «i^/^?  annimmt. 
Demnach  dürfen  wir  die  Gruppen  [6J  durch  diese: 


[6'] 
ersetzen. 


m  ai.x  ar.x  mr.    ai.x' 

qj  xq,  .  .  .  X  q,  e  *   g,   xe  ^  q,  . .  .  x  ^e  '^  q^  yq,   p 

(^■  =  1,2...?;     /  ^  0) 


Die  endlichen  Gruppen  der  Ebene. 
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Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  man  in  den  Gruppen  [5], 
S.  44  und  und  ebenso  in  den  Gruppen  [6']  stets  einen  der  nicht  ver- 
schwindenden Coefficienten  ak  gleich  1  machen  kann,  denn  ist  zum 
Beispiel  «i=f=^;  ^^  braucht  man  nur  a^x  als  neues  x  einzuführen. 

§  14. 
Im  nächsten  Kapitel  werden  wir  systematisch  untersuchen,  welche 
unter  den  Gruppen  der  §§  9  — 13  verschiedenen  Typen  angehören  und 
werden  dann  im  Stande  sein,  eine  Tabelle  aufzustellen,  in  der  für 
jeden  Gruppentypus  ein  und  nur  ein  Repräsentant  enthalten  ist.  Für 
jetzt  wollen  wir  uns  damit  begnügen,  unter  Berücksichtigung  der  in 
§  13  gemachten  Bemerkungen  die  verschiedenen  Typen  von  ein-,  zwei-, 
drei-  und  viergliedrigen  Gruppen  zusammenzustellen.     Hier  sind  sie: 


I.  Eingliedrige  Gruppen. 

II.  Zweigliedrige  Gruppen, 

a.  transitive:        \  P^  g,\      \  P,  ^P  -\~  y<l 


b.  intransitive:        Q,,  xq. 


Q,  yg.  i 


III.  Dreigliedrige  Gruppen. 
a.  transitive: 


(«  +  1,0) 


^Cij  xe^q,  p 


q,  e^g,  p  \  q,  xq,  p 


q,  p,  xp  +  cyq    | 


q,  p,  xp  +  (x  +  y)q 


p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq  p,  xp  +  yq,  x^p+ {2xy  +  y^)q 


b.  intransitive: 


q,  xq,  F(x)q 


q,  xq,  yq 


q,  yq,  y  q 


IV.    Viergliedrige  Gruppen. 
a.  transitive: 


^q,  ^"""q,  (^^""q,  p 


e^q,  x(fqy  e"^g,  p 

(«  +  0,  1) 


e^^,  xe^'q,  x^e^'q,  p 


g,  e^q,  e"^g,  p 

(«  +  0,  1) 


q^e^^q,  x^q,p 


q,  xq,  e^q,p        q,xq,x^q,p 
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a>e''q,yqyP 


q,  xq,  yq,p 


i  q,  yq>y^qyP 


q,  xqy  Py  ^p  +  oyq 


q,yq>p,  ^p 


q 

xq,  p, 

xp  +  (2y  + 

x')q 

yq> 

Py   ^P, 

x^p  +  xyq 

b.  intransitive: 


q,  xq,  F,{x)q,  F^{x)q 


q,  xq,  F{x)q,  yq 


Die  in  dieser  Tabelle  stehen  gebliebenen  willkürlichen  Constanten 
und  willkürlichen  Functionen  können  nicht  weggeschafft  werden;  man 
kann  sich  davon  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht  überzeugen.  Es  ist 
demnach  jeder  Typus  von  ein-,  zwei-,  drei-  und  viergliedrigen  Gruppen 
der  Ebene  in  unsrer  Tabelle  im  Wesentlichen  nur  durch  einen  Re- 
präsentanten vertreten. 


Kapitel  4. 

Klassification  der  endlichen  continuirlichön  Gruppen  von 
Punkttransformationen  der  Ebene. 

Im  vorigen  Kapitel  trennten  wir  zunächst  die  primitiven  Gruppen 
der  Ebene  von  den  imprimitiven.  Wir  wiesen  nach,  dass  es  blos  drei 
verschiedene  Typen  von  primitiven  Gruppen  giebt  und  stellten  für 
jeden  dieser  Typen  einen  Repräsentanten  auf;  dagegen  ist  uns  noch 
nicht  gelungen  zu  entscheiden,  wie  viele  Typen  von  imprimitiven 
Gruppen  es  giebt,  wir  wissen  nur,  dass  wir  für  jeden  Typus  von  im- 
primitiven Gruppen  mindestens  einen  Repräsentanten  besitzen.  Es 
liegt  das  daran,  dass  wir  im  vorigen  Kapitel  nicht  eine  wirkliche 
Klassification  der  imprimitiven  Gruppen  benutzt  haben,  sondern  nur 
eine  Eintheilung  dieser  Gruppen  in  Kategorien,  die  so  gewählt  sind, 
dass  eine  imprimitive  Gruppe  sehr  gut  zweien  unsrer  Kategorien  gleich- 
zeitig angehören  kann. 

In  der  That,  wir  gingen  davon  aus,  dass  jede  imprimitive  Gruppe 
der  Ebene  jedenfalls  eine  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lässt.  Unter 
den  bei  der  Gruppe  invarianten  Schaaren  von  oo^  Curven  wählten  wir 
lum  irgendeine  aus  und  rechneten  die  Gruppe  zur  ersten,  zweiten,  dritten 
oder  vierten  Kategorie,  jenachdem  sie  die  Curven  der  betreffenden 
Schaar  null-,  ein-,  zwei-  oder  dreigliedrig  transformirte.  Wenn  nun 
aber  eine  imprimitive  Gruppe  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  06^ 
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Curven  invariant  lässt,  so  kann  es  sehr  gut  vorkommen,  dass  sie 
zum  Beispiel  die  Curven  der  einen  Schaar  eingliedrig,  die  der  andern 
zweigliedrig  transformirt ,  dass  sie  also  nicht  blos  der  zweiten  sondern 
auch  der  dritten  Kategorie  angehört. 

Wir  müssen  uns  daher  nach  einem  Eintheilungsgrunde  umsehen, 
der  uns  gestattet,  die  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  in  Klassen  ein- 
zutheilen  derart,  dass  jede  imprimitive  Gruppe  einer  aber  auch  nur 
einer  dieser  Klassen  angehört.  Ein  solcher  Eintheilungsgrund  bietet 
sich  dar  in  der  Zahl  der  zur  Gruppe  gehörigen  invarianten  Schaaren 
von  je  oo^  Curven.  Untersuchen  wir  daher  zunächst,  wieviele  Schaaren 
von  je  oü^  Curven  bei  einer  imprimitiven  Gruppe  der  Ebene  invariant 
bleiben  können. 

§  15. 
Es  sei: 

^yt/"  =  ^k(x,  y)p    +   7jk(:J0,   y)q  (A  =  1  .  .  .  r) 

eine  r-gliedrige  imprimitive  Gruppe  und  x^,  y^  sei  ein  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage.  Wir  bilden  die  auf  S.  33  definirte  lineare  homogene 
Gruppe: 

%f=  {hx   +  iikV'jp'  +  ivkx'  +  Qky')q_' 

(Ä;  =  1  ,  .  .  r  —  m) , 

die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  oo^  Linienelemente  x' :  y'  durch  den 
Punkt  x^y  2/o  transformirt  werden,  sobald  mau  nur  solche  Transformatio- 
nen der  Gruppe:  XJ".  .  .  Xrf  mitnimmt,  die  diesen  Punkt  stehen  lassen. 

Da  wir  die  Gruppe:  XJ' .  ,  .  Xrf  als  imprimitiv  vorausgesetzt  haben, 
so  lässt  die  lineare  homogene  Gruppe:  ^^f .  .  .'^r—mf  mindestens  ein 
Linienelement  x  :  y'  durch  den  Punkt  x^,  y^  in  Ruhe  (vgl.  S.  32 f.).  Nach 
den  Entwickelungen  der  SS.  27  f.  sind  aber  noch  verschiedene  Fälle 
denkbar.  Es  kann  nämlich  die  Gruppe:  ^^Z"  .  . .  ^r-mf  entweder  nur 
ein  einziges  Linienelement  stehen  lassen,  oder  sie  kann  deren  zwei 
getrennte  oder  sie  kann  endlich  jedes  der  oo^  Linienelemente  durch 
den  Punkt  Xq,  y^  stehen  lassen;  giebt  es  nur  ein  einziges  invariantes 
Linienelement,  so  kann  insbesondere  noch  der  Fall  eintreten,  dass  dieses 
Linienelement  doppelt  zählend  ist,  dass  es  also  aus  zwei  zusammen- 
fallenden Linienelementen  besteht. 

Indem  wir  diese  verschiedenen  bei  der  Gruppe:  ^^f .  .  .  ^r—mf 
denkbaren  Möglichkeiten  auf  die  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  übertragen,  er- 
halten wir  Folgendes: 

Lässt  die   Gruppe:    '^^f .  .  .  ^r—jnf  blos    ein  Linienelement    durch 
den  Punkt  Xq,  y^  stehen,   so   lässt  die  Gruppe:  X-^f . .  .  Xrf  blos  eine 
gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung: 
a{x,  y)dy  —  ß(x,  y)dx  =  0 
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invariant  und  demnach  auch  blos  eine  einzige  Seh  aar  von  oo^  Curven: 
q)(^x,  y)  =  const.  Ist  insbesondre  jenes  invariante  Linienelement  doppelt 
zählend,  so  muss  auch  die  invariante  Differentialgleichung  und  die 
invariante  Curvenschaar  als  doppelt  zählend  gerechnet  werden;  die 
Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  lässt  dann  zwei  zusammenfallende  oder,  wenn 
man  will,  zwei  unendlich  benachbarte  Schaaren  von  je  oo^  Curven  in  Ruhe. 

Wenn  die  Gruppe:  ^^f .  .  .^r-mf  zwei  und  nur  zwei  getrennte 
Linienelemente  durch  den  Punkt:  Xq,  y^  festhält,  so  lässt  die  Gruppe: 
X^f..,Xrf  gerade  zwei  verschiedene  gewöhnliche  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  invariant  und  also  auch  gerade  zwei  verschiedene 
Schaaren  von  je  oo^  Curven. 

Lässt  endlich  die  Gruppe:  Di/*...  Dr-m/"  jedes  einzelne  Linien- 
element stehen,  das  durch  den  Punkt  x^,  y^  geht,  so  sind  zwei  Fälle 
zu  unterscheiden  jenachdem  die  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  transitiv  ist  oder 
nicht.  Im  ersten  Falle  nimmt  jedes  der  oo^  invarianten  Linienelemente 
bei  der  erweiterten  Gruppe:  X^'f...Xrf  (s.  S.  31)  gerade  oo^  Lagen 
an,  deren  Inbegriff  augenscheinlich  eine  bei  der  Gruppe:  X^f .  ,  .  Xrf 
invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung:  a{x,  y)dy  —  ß{Xj  y)dx 
==  0  bestimmt,  es  giebt  daher  bei  der  Gruppe:  X^f . .  .  Xrf  im.  Ganzen 
oü^  invariante  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

^(^'2/,  f|)  =  const., 

und  in  Folge  dessen  auch  gerade  oo'  verschiedene  invariante  Schaaren 
von  je  oo^  Curven.  Im  zweiten  Falle  dagegen  nimmt  jedes  der  oo^  in- 
varianten Linienelemente  bei  der  Gruppe:  X^f . ,  .Xrf  blos  <x^  ver- 
schiedene Lagen  an,  die  oo^  Linienelemente  der  Ebene  ordnen  sich 
daher  in  oo^  invariante  Schaaren,  die  durch  zwei  Gleichungen  von 
der  Form: 

%  (^;  2/,  I')  =  ^°^^*''         ^  (^^  2/;  1^)  =  const. 

dargestellt  werden;  dabei  sind  die  Functionen  %  und  ip  sicher  nicht  beide 

von  ^  frei,  weil  sonst  die  Gruppe:  XJ.  .  .  X^/"  jeden  Punkt  der  Ebene 

stehen  lassen  müsste.  In  diesem  Falle  giebt  es  oo"  verschiedene  bei 
der  Gruppe:  XJ.  .  .  Xrf  invariante  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung und  also  auch  ocT  verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  oo^  Cur- 
ven; die  betreffenden  invarianten  Differentialgleichungen  werden,  wie 
man  leicht  sieht,  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 


^{^{^'y'I%'  ^{^'y''S) 


=  0 
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dargestellt,    wo   die   Function  Sl   vollkommen   willkürlich   und   nur   so 

zu  wählen  ist,  dass  sie  von  ~  nicht  frei  wird. 
'  dx 

Hiermit  sind   alle  möglichen  Fälle   erschöpft.     Es  giebt  demnach 

vier  verschiedene  Klassen  von  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  und 

von  diesen  vier  zerfallt  die  erste  noch  in  zwei  Unterklassen.    Es  sind 

die  nachstehenden: 

I)  Eine  einzige  invariante  Schaar  von  oo^  Curven. 

a.  Diese  Curvenschaar  ist  einfach  zählend. 

b.  Diese  Curvenschaar  ist  doppelt  zählend. 

II)  Zwei  verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 

III)  cx)^  verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  cx>^  Curven. 

IV)  oo"^   verschiedene  invariante  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 

Wir  wollen  jetzt  noch  nicht  gleich  dazu  übergehen,  die  gewonnene 
Klassification  der  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  auf  die  im  vorigen 
Kapitel  gefundenen  Gruppen  anzuwenden.  Wir  wollen  vielmehr  die 
Frage  nach  den  Schaaren  von  je  oo^  Curven,  die  bei  einer  Gruppe  der 
Ebene  invariant  bleiben  können,  noch  einmal  und  zwar  rein  analytisch 
erledigen.  Wir  thun  dies,  weil  die  im  Vorstehenden  gegebene  Er- 
ledigung dieser  Frage  auf  begrifflichen  üeberlegungen  beruhte,  die 
vielleicht  manchem  Leser  zu  kurz  gefasst  sind,  dauu  aber  auch,  weil 
wir  auf  dem  neuen  Wege  die  Differentialgleichungen  erster  Ordnung, 
denen  diese  Curvenschaaren  genügen,  wirklich  hinschreiben  können 
und  das  ist  an  und  für  sich  wünschenswerth. 

§  16. 
Wir  denken  uns  eine  r-gliedrige  Gruppe: 

Xjcf  =  |yt(^,  y)p  +  rik(x,  y)q         ik  =  i...r) 
der  Ebene  vorgelegt  und  fragen  nach  allen  bei  dieser  Gruppe  invarianten 
Schaaren  von  je  oo^  Curven  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt  (s.  S.  30) 
nach  allen  Gleichungen  von  der  Form:  a(x,  y)y'—  ß(x,  y)x  =  0,  die 
bei  der  erweiterten  Gruppe: 

Xif=  IkP  +  nkq  +  Ikp'  +  rjkq'       {k  =  i...r) 

invariant  bleiben. 

Jede  der  gesuchten  Gleichungen  gestattet  ausser  den  infinitesi- 
malen Transformationen  X^f  offenbar  auch  noch  diese: 

Uf=xp+y'q. 
Nun   verschwinden,    wie    man   sich    leicht    überzeugt,    die   Ausdrücke: 
(Xkü)  alle  identisch,  andrerseits  lässt  sich  f//' sicher  nicht  aus  Z//".  . . 
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Xrf  linear  ableiten,  denn  sonst  müsste  es  ans  einer  infinitesimalen 
Punkttransformation:  l{x,  y)p  +  7](x,  y)q_  durch  Erweiterung  entstanden 
sein,  was  augenscheinlich  nicht  der  Fall  ist.  Demnach  sind  die  r  +  1 
infinitesimalen  Transformationen:  ^ 

(1)  x,r...xr,  Tjf 

von  einander  unabhängig  und  erzeugen  eine  (r  +  l)-gliedrige  Gruppe 
in  den  Veränderlichen  x,  ij,  x  ,  y' .  Unsre  Aufgabe  aber,  alle  Glei- 
chungen von  der  Form:  a{x,  y)y'  —  ß{oc,  y)x'  =  0  zu  bestimmen,  die 
bei  der  Gruppe:  X{f...Xrf  invariant  bleiben,  kann  nunmehr  auch 
so  ausgesprochen  werden:  es  sollen  in  den  Veränderlichen  x,  y,  x\  y 
alle  nicht  von  x'  und  y'  freien  Gleichungen  bestimmt  werden,  welche 
die  Gruppe  (1)  gestatten.  In  dieser  neuen  Form  kann  unsre  Aufgabe 
auf  Grund  der  Entwickelungen  des  Kap.  14  in  Abschn.  I  ohne  Schwierig- 
keit erledigt  werden. 

Wir  beginnen  mit  der  Betrachtung  des  Falles,  dass  die  {r  +  1)- 
gliedrige  Gruppe  (1)  in  den  Veränderlichen  x,  y,  x,  y'  transitiv  ist. 
Nach  den  Regeln  des  angeführten  Kapitels  haben  wir  da  zu  unter- 
suchen, ob  alle  vierreihigen  Determinanten  der  Matrix: 


(2) 


li     Vi     ii      Vi 


ir       Vr       Ir        Vr 

0     0     x      y' 


vermöge  einer  von  x'  und  y'  nicht  freien  Gleichung  zwischen  Xj  y,  x\  y' 
verschwinden  kömien.  Nun  sind  die  betreffenden  vierreihigen  Deter- 
minanten sämmtlich  ganze  homogene  Functionen  zweiten  Grades  von 
x'  und  y\  es  kommt  daher  blos  darauf  an,  festzustellen,  ob  diese  ganzen 
homogenen  Functionen  einen  von  x'  und  y'  nicht  freien  gemeinsamen 
Faktor  besitzen.  Ist  ein  solcher  gemeinsamer  Faktor  nicht  vorhanden, 
so  lässt  die  Gruppe:  XJ...Xrf  gar  keine  Schaar  von  oo^  Curven 
invariant,  sie  ist  primitiv.  Giebt  es  dagegen  einen  solchen  gemein- 
samen Faktor,  so  sind  verschiedene  Fälle  zu  unterscheiden.  Erstens 
nämlich  kann  es  vorkommen,  dass  dieser  gemeinsame  Faktor  in  x' 
und  y'  blos  linear  ist,  dann  lässt  die  Gruppe:  Xi/".  .  .  X/ nur  eine 
einzige,  einfach  zählende  Schaar  von  oo^  Curven  invariant.  Zweitens 
aber  kann  der  gemeinsame  Faktor  vom  zweiten  Grade  in  x'  und  y 
sein;  ist  er  dann  durch  das  Quadrat  einer  linearen  homogenen  Function 
von  x'  und  y  theilbar,  so  lässt  die  Gruppe:  XJ,..Xrfh\o^  eine, 
aber  eine   doppelt  zählende   Schaar  von   oo^  Curven  invariant;   ist  er 
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dagegen  nicht  durch  ein  solches  Quadrat  theilbar,  so  lässt  die  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xrf  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant. 

Um  diese  Entwickelungen  durch  ein  Beispiel  zu  erläutern,  wollen 
wir  sie  auf  die  Gruppe  [15],   S.  49: 

(3)  p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 

anwenden.    Die  Matrix  (2)  geht  für  diese  Gruppe  in  die  Determinante: 


1 

0 

0 

0 

2x 
x' 

y 

xy 

2x' 
2xx' 

y 

xy-\-  x'y 

=  - 

-  y'x'' 

0 

0 

r 

X 

y 

über,  also  ist:  x  =  0  die  einzige  invariante  Gleichung  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  und  x  =  const.  die  einzige  bei  der  Gruppe  (3) 
invariante  Schaar  von  cx)^  Curven,  aber  diese  Curvenschaar  ist  offenbar 
doppelt  zählend. 

Wir  kommen  zu  dem  Falle,  dass  die  Gruppe  (1)  in  den  Ver- 
änderlichen Xj  y,  x\  y'  intransitiv  ist,  dass  also  die  r  +  1  Gleichungen: 

(4)  ^17  =  0, ...  x;f=o,  Uf=0 

wenigstens  eine  gemeinsame  Lösung  besitzen. 

Es  sei  erstens  wenigstens  die  Gruppe:  XJ...Xrf  in  den  Ver- 
änderlichen X,  y  transitiv;  dann  lassen  sich  die  Gleichungen:  X//'=0, 
.  .  . ,  Xrf  =  0  nach  p  und  q  auflösen,  die  Gleichungen  (4)  sind  mithin 
nach  dreien  der  Differentialquotienten:  p,  q,  p\  q  auflösbar  und  be- 
sitzen  nur    eine    gemeinsame   Lösung,    welche    nothwendig   die   Form: 

%  (^?  y^  1^)  liat  und  von  K  nicht  frei  sein  kann.  Die  oo^  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung: 

^(^'2/,g)  =  const. 

bleiben  demnach  sämmtlich  bei  der  Gruppe:  X^f .  .  .  X,/ invariant,  sie 
sind  aber  zugleich  die  einzigen,  die  invariant  bleiben. 

Zweitens  sei  zwar  die  Gruppe:  XJ..,  Xrf  in  den  Veränderlichen 
Xj  y  intransitiv,  aber  die  Zahl  r  sei  grösser  als  1.  Dann  bestehen 
Relationen  von  der  Form: 

Xjcf  =  Qk{x,  y)  .  X^f  (i-  =  2 ,  3  .  .  .  r)  , 

also  ergiebt  sich: 

Da  nun  keiner  der  Ausdrücke: 
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identisch  verschwinden  kann  —  sonst  wären  ja  die  infinitesimalen 
Transformationen:  XJ.  .  .  Xrf  gar  nicht  von  einander  unabhängig  — 
so  können  die  r  +  1  Gleichungen  (4)  durch  die  drei  von  einander  un- 
abhängigen Gleichungen: 

ersetzt  werden;  diese  ihrerseits  sind,  weil  der  Ausdruck:  Ii2/'—  Vi^' 
nicht  identisch  null  ist,  mit  den  Gleichungen: 

äquivalent.  Mit  andern  Worten:  die  Gleichungen  (4)  haben  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  blos  eine,  aber  eine  von  x'  und  y'  freie 
Lösuno-:  (p{Xy  y)  gemein,  die  nichts  andres  ist  als  die  Invariante  der 
intransitiven  Gruppe:  XJ...Xrf  in  x,  y.  Hieraus  folgt,  dass  jede 
von  x'  und  y'  nicht  freie  Gleichung,  welche  die  Gruppe:  Xif...Xrfj 
Uf  gestattet,  durch  Nullsetzen  aller  dreireihigen  Determinanten  der 
Matrix  (2)  erhalten  werden  muss.  Bedenkt  man  ferner,  dass  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  Relationen  von  der  Form: 

(     r^^k  r  ^^k\ 

nk  =  Qk .  t?i ,   n^=Qkrii+ni  V  J^  +y  'hl) 

{k  =  2...r) 

bestehen,  so  erkennt  man,  dass  sich  durch  Nullsetzen  der  dreireihigen 
Determinanten  der  Matrix  (2)  die  folgenden  Gleichungen  ergeben: 

dabei  sind  solche  nicht  verschwindende  Faktoren,  die  nur  von  x  und  y 
abhängen,  bereits  weggelassen.  Eine  bei  der  Gruppe:  XJ...Xrf 
invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung  ist  demnach: 

lidy  —  ri^äx  =  0; 
die  oo^  Integralcurven  dieser  Differentialgleichung  werden  offenbar  durch 
die  Gleichung:  cp{x,  y)  =  const.  dargestellt  und  bleiben  sämmtlich  in- 
variant.    Ob  es  nun  noch  eine  zweite  invariante  Differentialgleichung 
giebt,  das  hängt  von  dem  Verhalten  der  Matrix: 

~dx    '   '    dx 
(^)  di^  dg, 

dy     '   '    dy 
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ab.  Verschwinden  nicht  alle  zweireihigen  Determinanten  dieser  Matrix 
identisch,  so  ist:  ^^dy  —  rj^dx  =  0  die  einzige  bei  der  Gruppe:  X^f .  .  . 
Xrf  invariante  Differentialgleichung  und  zwar  ist  diese  Differential- 
gleichung einfach  zu  zählen.  Verschwinden  dagegen  die  bewussten 
zweireihigen  Determinanten  sämmtlich,  so  können  zwei  Fälle  eintreten. 
Entweder  nämlich  giebt  es  ausser:  ^^dy  —  iq^dx  =  0  noch  eine  zweite, 
davon  verschiedene  invariante  Differentialgleichung  erster  Ordnung, 
nämlich  diese: 

cx  ^     cy     ^  ' 

oder  die  invariante  Differentialgleichung:  ^^dy  —  ri^dx^=0  ist  doppelt 
zu  zählen. 

Endlich  ist  noch  der  Fall  r  =  1  zu  erledigen.  Da  haben  die 
Gleichungen  (4)  augenscheinlich  zwei  unabhängige  Lösungen  gemein, 
als  deren  eine  wir  die  Invariante  (p{x,  y)  der  eingliedrigen  Gruppe: 
X^f  selbst   wählen   dürfen,   wäbrend   die   andere   nicht   von  x'   und  y' 

frei  sein  kann  und  daher  die  Form:   x\x,  ?/,  ^j  besitzt.     Alle   bei  der 

eingliedrigen  Gruppe:  X^f  invarianten  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  werden  daher  durch  eine  Gleichung  von  der  Form : 

dargestellt,  wo  5i  eine  willkürliche  Function  bezeichnet. 

Hiermit  sind  alle  Ergebnisse,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen 
durch  begriffliche  Ueberlegungen  gewonnen  haben,  analytisch  abgeleitet 
und  zugleich  nicht  unwesentlich  vervollständigt. 

§  17. 

Wir  gehen  nunmehr  dazu  über,  für  jede  der  im  vorigen  Kapitel 
gefundenen  imprimitiven  Gruppen  die  bei  ihr  invariant  bleibenden 
Schaaren  von  je  oo^  Curven  zu  bestimmen.  Dabei  könnten  wir  uns  der 
soeben  entwickelten  allgemeinen  Methode  bedienen,  denn  die  liefert 
alle  bei  einer  vorgelegten  Gruppe  invarianten  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  und  demnach  durch  Integration  auch  alle  invarianten 
Schaaren  von  je  oo^  Curven.  Da  aber  alle  Gruppen,  die  wir  zu  betrachten 
haben,  in  einfachen  Normalformen  vorliegen,  so  ziehen  wir  es  vor, 
einen  andern  etwas  kürzern  Weg  einzuschlagen. 

Gestattet  die  Curvenschaar:  q){x^  y)  =  const.  eine  infinitesimale 
Transformation  Xf,  so  kann  das  in  zwei  wesentlich  verschiedenen 
Weisen  geschehen.  Entweder  bleibt  jede  einzelne  Curve  der  Schaar 
invariant,    der   Ausdruck:    Xcp    verschwindet  also   identisch,    oder   die 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  5 


ß 
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Curven  der  Schaar  werden  unter  einander  vertauscht,  es  ist  also: 
X(p  =  Sl((p),  wo  die  Function  a  nicht  identisch  null  ist.  Im  zweiten 
Falle  kann  man,  indem  man: 

dg) 

als  neues  (p  einführt,  erreichen,  dass  Xcp  den  Werth   1  erhält. 

Hieraus  folgt,  dass  jede  Curvenschaar:  q)(x,  tj)  =  const^  die  bei 
der  infinitesimalen  Transformation:  q  invariant  bleibt,  entweder  der 
Gleichung:  (p\y)  =  0  oder  der  Gleichung:  (p\y)  =  1  genügt;  ausser 
der  Schaar:  x  =  const.  gestattet  also  auch  jede  Schaar  von  der  Form: 
y  ^  co(x)  =  const.  die  infinitesimale  Transformation  q,  unter  o(x)  eine 
willkürliche  Function  von  x  verstanden.  Damit  sind  aber  alle  bei  q 
invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven  gefunden. 

Soll  eine  von  der  Schaar:  x  =  const.  verschiedene  Curvenschaar 
ausser  q  auch  eine  Transformation  von  der  Form:  F{x)q  zulassen,  so 
muss  sie  die  Form:  y  +  g}{x)  =  const.  haben  und  überdies  muss  der 
Ausdruck: 

eine  Function  von:  y  +  (o{x)  Bllein  sein.  Da  das  nicht  angeht,  so 
ist:  x  =  const.  die  einzige  Schaar  von  oo^  Curven,  die  gleichzeitig  die 
beiden  infinitesimalen  Transformationen:  q,  F(x)q  zulässt  und  überhaupt 
die  einzige,  die  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form:  F^{x)q,  F^(x)q  gestattet. 

Die  infinitesimalen  Transformationen:  q  und  yq  lassen  beide  die 
Curvenschaar:  x  =  const.  invariant.  Jede  andere  bei  beiden  invariante 
Schaar  muss  die  Form:  «/  +  « (^)  ==  const.  besitzen  und  ausserdem  muss: 

y'^(y  +  ^(^))  =y 

eine  Function  von  y  +  g){oc)  allein  sein.  Demnach  ist  (o(x)  eine  Con- 
stante  und  es  sind:  a;  =  const.,  «/  =  const.  die  einzigen  gleichzeitig  bei  g 
und  yq  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven.  Ebenso  bleibt  bei  den 
beiden  Transformationen:  F(x)q,  yq  ausser:  x  =  const.  nur  noch  die 

Schaar:   ^^^  =  const.  invariant 

Soll  die  Schaar:  y  +  co(x)  =^  const.  die  infinitesimale  Transfor- 
mation p  gestatten,  so  muss  (o'{x)  eine  Function  von  y  +  (o{x)  allein 
und  also  eine  Constante  sein.     Die  Gleichung: 

ax  -{-  hy  =  const. 
mit  dem  willkürlichen  Parameter:  a  :  h  stellt  demnach  alle  bei  p  und. 
q  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven  dar. 
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Schliesslich  ist  noch  ein  Punkt  zu  erledigen.  Alle  imprimitiven 
Gruppen  des  vorigen  Kapitels  lassen  die  Curvenschaar:  x  ==  const.  in- 
variant. Giebt  es  nun  bei  einer  vorgelegten  Gruppe:  X^f .  . .  Xrf 
ausser  der  Schaar:  x  =  const.  keine  andre  invariante  Curvenschaar, 
so  bleibt  immer  noch  die  Frage  o£fen,  ob  die  Schaar:  x  =  const.  einfach 
oder  doppelt  zählend  ist.     Wie  entscheidet  man  darüber? 

Es  sei  also:  x  =  const.  die  einzige  Schaar  von  oo^  Curven,  die 
bei  der  vorgelegten  r-gliedrigen  Gruppe:  XJ...  Xrf  invariant  bleibt; 
dann   werden    alle   Transformationen   dieser   Gruppe,   die   einen   Punkt 


x^ 


0,  2/0  ^011  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  die  oo^  Linienelemente 
durch  diesen  Punkt  derart  transformiren,  dass  nur  das  Linienelement: 
X  =0  aber  kein  anderes  invariant  bleibt.  Soll  nun  insbesondre  die 
Curvenschaar:  x  =  const.  doppelt  zählend  invariant  bleiben,  so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  das  Linienelement:  x  =0  doppelt 
zählend  invariant  bleibt,  das  aber  tritt  (ygl.  Kap.  2,  S.  28)  dann  und 
nur  dann  ein,  wenn  die  auf  S.  33  definirte  lineare  homogene  Gruppe: 

{hCC'-{-  llky')p    +  {ykX'-\-  Qi.l/)q'  ik=l...r-m)  ^ 

die  zur  Gruppe:  XJ.  .  .  Xrf  gehört,  eine  der  beiden  Formen  hat: 

x'q+  oc{x'p+yqy^  x'q\  xp' +  yq\ 
wo  «  eine  beliebige  endliche  Constante  bezeichnet.  Demnach  wird  die 
Gruppe:  X^f , .  .  Xrf  die  Schaar:  x  =  const.  stets  dann  aber  auch  nur 
dann  doppelt  zählend  invariant  lassen,  wenn  alle  ihre  infinitesimalen 
Transformationen,  deren  Reihenentwickelungen  nach  Potenzen  von  x  —  x 
und  2/  —  2/0  i^i^  Gliedern  erster  Ordnung  beginnen,  entweder  aus  einer 
von  der  Form: 

(x  -  x,)q  +  a{(x-  x,)p  +  (y  -  y,)q]  +  .  • . 
oder  aus  zwei  von  der  Form: 

{x  ~  x,)q  +  .  .  .,    {x-  x,)p  +  {y-  y,)q  +  •  •  • 
linear  abgeleitet  werden  können;  dabei  wird  von  der  Form  der  Glieder 
zweiter  und  höherer  Ordnung,   die  in   diesen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen auftreten,  ganz  abgesehen. 

Nach  diesen  Vorbemerkungen  wollen  wir  die  im  vorigen  Kapitel 
gefundenen  imprimitiven  Gruppen  einzeln  durchgehen  und  die  bei  ihnen 
invarianten  Schaaren  von  00^  Curven  bestimmen.  Wir  machen  dabei 
auch  von  den  in  §  13  eingeführten  Vereinfachungen  Gebrauch. 

Was  zunächst  die  Gruppen  [1'],  S.  56  anbetrifft,  so  lässt  die 
eingliedrige: 

Q. 

00^  verschiedene  Curvenschaaren  invariant,  nämlich  ausser  der  Schaar: 

5* 
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X  =  const.  noch  jede  von  der  Form:  y+c){x)  =  const.,  dagegen  lassen 

die  Gruppen:  _ 

q,  xq,  F,  {x)q,  .  . .  Fr(x)q       (r->  o) 

nur  die  eine  Schaar:  x  =  const.  invariant,  diese  aber,  wie  man  leicht 

sieht,  doppeltzählend. 

Unter  den  Gruppen  [2'],  S.  56  lässt  die  zweigliedrige: 

zwei  Schaaren  invariant,  nämlich:  rr  =  const.  und:  t/  =  const.;  die 
übrigen  Gruppen  aber: 

q,  xq,  F^{x)q,  .  .  .  Frix)q,  yq       (r>  o) 
lassen  nur  die  Schaar:  x  ==  const.  invariant  und  zwar  einfach  zählend. 
Bei  der  Gruppe  [3],  S.  42: 

^,  ya^  y^a 

treten  nur  die  beiden  invarianten  Curvenschaaren: 
X  =  const.     und     y  ==  const. 
auf. 

Die  eingliedrige   Gruppe  p  S.  43   ist  mit  der  Gruppe  q  ähnlich 
und  braucht  daher  nicht  besonders  berücksichtigt  zu  werden. 

Wir  kommen  zu  den  Gruppen  [5],  S.  44,  welche  die  Form  haben: 

«7.»  ai.x  m^    aj^x 

e      q,  xe     q^  .  ..  X    e     q,  p 

(i  =  l,  2...0. 

Hat  eine  solche  Gruppe  mehr  als  zwei  Parameter,  so  lässt  sie  nur 
die  Schaar:  a;  =  const.  invariant,  diese  aber  doppeltzählend.  Hat  sie 
dagegen  blos  zwei  Parameter,  so  verhält  sich  die  Sache  anders.  Die 
Gruppe  hat  dann  nämlich  die  Form:  e"-^^,  p,  wo  a  entweder  ver- 
schwindet oder  gleich  1  gesetzt  werden  kann  (vgl.  S.  57).  Im  ersten 
Falle  haben  wir  die  Gruppe: 

mit  den  oo^  invarianten  Curvenschaaren:  ax  +  hy  =  const.  Im  zweiten 
Falle  haben  wir  die  Gruppe:  e^^,  p-,  diese  bringen  wir  zunächst,  indem 
wir  ye-""  als  neues  y  einführen,  auf  die  Form:  q,  p  —  yq,  endlich 
führen  wir  c"^  als  neues  x  ein  und  bekommen  die  Gruppe: 

Qy  ocp  +  yq. 
Bei  dieser    neuen  Gruppe  tritt  zunächst  die  invariante  Curvenschaar: 
X  =  const.  auf;  jede  andere  invariante  Schaar  muss  die  Form:  y+co(x) 
=  const.  haben  und  zwar  muss: 

^  i  (^  +  ^)  +  ^  Ä  ^^  +  "^^  ^  ^  "*"  '^'''  ^"^^ 

eine  Function  von:  y  +  co(x)  allein  sein,  demnach  hat  o{x)  die  Form: 
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G)(x)  =  ax  -{-  c  und  es   bleibt    also    auch   hier  jede  der  oo^  Curven- 
schaaren:  ax  -{-  hy  =  const.  invariant. 
Hat  die  Gruppe  [6'],  S.  56: 

qyxq,...xq,e     q,  xe     q,  .  .  .  x    e     q^  yq,  p 

{k  =  l,  2  ...l;  l^   0) 

mehr  als  drei  Parameter,  so  giebt  es  nur  die  eine  invariante  Schaar: 
X  =  const.,  die  überdies  blos  einfach  zählt;  hat  sie  dagegen  nur  drei 
Parameter,  so  besitzt  sie  die  Form: 

und  lässt  die  beiden  Schaaren:  x  =  const.,  y  =  const.  invariant. 
Die  Gruppe  [7],  S.  45: 

^;  ycLj  2/'g,  P 
lässt  nur  die  beiden  Schaaren:  ri;  =  const.   und:  ?/  =  const.  invariant. 

Die  Gruppen:  p^  xp  und:  py  xp  -\-  q  ([8]  und  [9]  auf  S.  46)  können 
unberücksichtigt  bleiben,  denn  die  erste  ist  mit  der  Gruppe:  q,  yq,  die 
zweite  mit  der  Gruppe:  q,  xp  +  yq  ähnlich. 

Wenn  r  >  0  ist,  giebt  es  ausser:  x  =  const.  keine  Curvenschaar, 
die  bei  der  Gruppe  [10],  S.  47: 

q,  xq,  ,..  x'-q,  p,  xp  +  cyq 

invariant  bleibt  und  zvrar  ist  die  Schaar:  x  ==  const.  einfach  zu  zählen, 
wenn  c  =j=  1  ist,  dagegen  doppelt  zu  zählen  im  Falle:  c  =  1.    Ist  r  =0 
so  haben  wir  die  Gruppe: 

q,  p,  xp  +  cyq, 
bei  der  wegen  des  Vorhandenseins  von  p  und  q  nur  invariante  Schaaren 
von  der  Form:  ax-^ly  =  Qon^i,  auftreten  können.    Welche  von  diesen 
Schaaren    wirklich   invariant    bleiben,    das    ergiebt    sich    aus    der  Be- 
dingung, dass: 

^  d^  (^^  +  ^^)  +  ^^  ä^  (^-^  +  ^2/)  -=cioc  +  chy 
eine  Function  von  ax  -f-  hy  allein  werden  muss.    Man  erkennt  sofort, 
dass  im  Falle:  c  =  l  jede   der   oo^   Schaaren:    ax -\- hy  =  con^t    in- 
variant bleibt,  während  es  im  Falle:  c  =4=  1  iiur  die  beiden  invarianten 
Schaaren:  x  =  const,  und:  y  =  const.  giebt. 
Bei  der  Gruppe  [11],  S.  47: 

q,  xq,  ...  x''-^q,  p,  xp  +  {ry  +  x'')q         (r>o) 

bleibt  nur  die  Schaar:  x  =  const.  invariant  und  zwar  doppeltzähleud, 
wenn  r  =  1,  sonst  blos  einfach  zählend. 
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Die  Gruppe  [12],  S.  48: 

g,  xq,  ...  x'-q,  yq,  p,  xp 
lässt,  wenn  r  >  0  ist,  nur  die  Schaar  x  =  const.  invariant,  wenn  aber 
r  ==  0  ist,  so  haben  wir  die  Gruppe: 

bei  der  ausserdem  noch  die  Schaar:  y  ==  const.  invariant  bleibt. 
Die  Gruppe  [13],  S.  48: 

q.y  yg.y  y\y  p,  ^p 

ergiebt  nur  die  beiden  Schaaren:  x  =  const.  und  y  ==  const. 

Die  Gruppe  [14]:  p,  xp,  x^p  ist  mit  der  Gruppe:  q,  yq,  y^q  ähn- 
lich und  kommt  daher  in  Wegfall. 

Von  der  Gruppe  [15],  S.  49: 

p,  2xp  +  yq,   x^p  +  xyq 
sahen  wir  schon  auf  S.  63,  dass  sie  blos  die  Schaar:  x  ==  const.  in- 
variant lässt,  diese  aber  doppeltzählend. 

Bei  der  Gruppe  [16],  S.  49: 

P,  scp  +  yq,  x^p  +  {2xy  +  y'')q 
können  nur  Curvenschaaren  von  der  Form:  ax  -\-  hy  =  const.  invariant 
bleiben,  denn  die  Untergruppe:  p,  xp  +  yq  lässt  alle   diese  Curven- 
schaaren,   aber  nur  sie  invariant  (vgl.  S.  68).     Es    muss   ferner   der 
Ausdruck: 

^^Tx^^^  +  ^2/)  +  (2^2/  +  2/')  j^  (a^  +  h)  =  (^^'  +  ^^^y  +  ^y^ 

eine  Function  von  ax  +  hy  allein  werden,  was  nur  eintritt,  wenn  ent- 
weder &  =  0  ist  oder  a  =  h.  Die  beiden  einzigen  bei  unsrer  Gruppe 
invarianten  Curvenschaaren  sind  demnach:  x  =;=  const.  und:  x  -\-  y 
=  const.  Indem  wir  noch  x  -\-  y  als  neues  y  einführen,  erhalten  wir 
aus  unsrer  Gruppe  diese: 

p  +  q,  xp  +  yq,  x^p  +  y^q, 
mit  den  beiden  invarianten  Curvenschaaren:  x  =  const.  und:  y  =  const. 
Die  Gruppe  [17],  S.  50: 

q,  xq,  ...  x^'q,  p,  2xp  +  ryq,  x^p  +  rxyq 

ergiebt,  wenn  r>0,  nur  die  Schaar:  x  =  const.  und  zwar  im  Falle 
r  =  2  doppelt  zählend,  sonst  einfach  zählend.  Ist'  dagegen  r  =  0,  so 
ist  die  Gruppe  mit  der  Gruppe:  g,  yq,  y^q,  p  ähnlich  und  kommt 
daher  in  Wegfall. 

Zu  der  Gruppe  [18],  S.  50: 

yq,  p,  xp,  X"p  +  xyq 
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gehört  nur  die  eine  invariante  Schaar:  x  ==  consi,  denn  wegen  des 
Vorhandenseins  von  ^  und  x'p  könnte  nur  noch  die  Schaar:  y  =  const. 
in  Frage  kommen,  die  aber  gestattet  die  infinitesimale  Transformation: 
x'^p  -\-  xyq  nicht.  Die  einzige  invariante  Schaar:  x  =  const.  ist  einfach 
zählend. 

Die  Gruppe  [19],  S.  51: 

q,  xq,  ...  x'-q,  yq,  p,  xp,  x^p  +  rxyq 
ergiebt,  wenn  r>0,  nur  die  eine  invariante  Schaar:  a;  =  const.,  die 
einfach  zählt.    Ist  r  =  0,  so  haben  wir  die  Gruppe:  g,  yq,  p^  xpy  x^p^ 
die  mit  der  Gruppe:  q,  yq,  y^q,  p,  xp  ähnlich  und  also  nicht  zu  berück- 
sichtigen ist. 

Zu  der  Gruppe  [20],  S.  52: 

gehören  endlich  die  beiden  invarianten  Schaaren:  x  =  const.  und: 
y  =  const. 

§  18.  • 

Nunmehr  können  wir  endlich  dazu  übergehen,  die  Tabelle  für  die 
einzelnen  Gruppen  der  Ebene  aufzustellen.  Auf  die  imprimitiven  Gruppen 
wenden  wir  dabei  natürlich  die  in  §  15  aufgestellte  Klassification  an. 
So  erhalten  wir  das 

Theorem  6.  Jede  endliche  continuirliehe  Gruppe  von  FunJct- 
transformationen  der  Ebene  x,  y  ist  durch  eine  FunMtrans- 
formation  mit  einer  und  im  Allgemeinen  nur  mit  einer  der 
nachstehend  aufgeführten  Gruppen  ähnlich: 

A)  Primitive  Gruppen: 


p,  q-,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 


B)  Imprimitive  (jruppen: 

1)   Gruppen  mit  einer  einzigen  invarianten  Schaar 

von  oo^  Curven.  , 

a)  Die  invariante  Schaar  zählt  blos  einfach. 


q,  xq,  p,  2xp  +  yq,  x^p  -\-  xyq 
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q,  xq,  .  .  .  x''q,  p,  2xp  +  ryq,  x  p  -\-rxyq 

(r>2) 


q,  xq,  .  .  .  x\,  yq,  p,  xp,  x  p-^  rxyq 

(r>0) 


2/2,  P,  xp,  x^p  +  xyq 


q,  xq,  . 

•  .  x^'q,  yq,  p,  xp 

(r>0) 

q,  xq,  .  .  .  x^'q,  p,  xp  +  cyq 

(r>  0;  c+l) 


g,  xq,  .  .  .  x''    ^q,  p,  xp  ^r  ir y  -\-  x^)q 


(r>l) 


q,  xq,.  .  .X   q,  e'^q,  xe"  q,  .  .  .  X  "e  "^  q,yq,  p 

(/fc  =  l,  2  ...l\  l'^O;  i  +  m  +  wiiH [-m^>0;  «1  =  1) 


q,  xq,  F,{x)q,  .  .  .  F^{x)q,  yq 


(r->0) 


b)  Die  invariante  Schaar  zählt  doppelt. 


q,  xq,  x^q,  p,  xp  +  yq,  x^p  +  'ixyq 

p,  2a?p  4-  yq,  x^p  -\-  xyq 

t 
i 

L 

q,  xq,  .  .  .  x^'q,  p,  xp  +  yq 
(r  >  0) 

q,  p,  xp  -\-  (x-{-  y)q 
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(«iK- 

e      q,  xe      q,  .  .  .  X     e      q,  p 

-1)=0,  k  =  l,2...l;  l>0;  l -\- mi-\ !-»*;>  1) 

q,  xq,  F^{x)q,  .  .  .  F^ix)q 
(r^O) 

• 

II)  Gruppen  mit  zwei  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 


2,  yq,  y  a^  p^  ^p^  ^  p 


p  -\-q,  xp-\-yq,  x^p  +  2/'g 


2,  2/2,  2/2.  Pi  ^V 


2,  2/2.  2/2,  P 


2.  2/2,  2/2 


2,  2/2,  Pi  ^P 


q,  p,  xp -{- cyq       (c  +  o,i)  j  q,  yq,  P 


2,  yä 


III)  Gruppen  mit  oo^  invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 


p,  q,  xp  +  yq 


2,  ^P  +  2/2 


i^,  2 


IV)  Gruppen  mit  cx)"^   invarianten  Schaaren  von  je  oo^  Curven. 


In  dieser  Tabelle  sind  die  Gruppen,  die  nur  eine  Curvenschaar 
invariant  lassen,  so  geordnet,  dass  zuerst  alle  Gruppen  stehen,  welche 
die  invariante  Curvenschaar  dreigliedrig  transformiren,  dann  folgen 
die,  welche  diese  Schaar  zweigliedrig  transformiren  und  so  weiter. 
Aehnlich  ist  die  Anordnung  der  Gruppen,  die  zwei  Curvenschaaren 
invariant  lassen. 

Von  den  willkürlichen  Parametern,  die  in  unsrer  Tabelle  vor- 
kommen, lässt  sich  keiner  fortschaffen,  denn  man  überzeugt  sich 
leicht,  dass  in  jedem  einzelnen  Falle  schon  die  Zusammensetzung  der 
betreffenden  Gruppe  diese  Parameter  enthält  und  dass  sie  aus  der 
Zusammensetzung  nicht  entfernt  werden  können.  Ebenso  lässt  sich 
von  den  auftretenden  willkürlichen  Functionen  keine  beseitigen.  Dem- 
nach ist  in  unsrer  Tabelle  jeder  Typus  von  Gruppen  der  Ebene  im 
Wesentlichen  nur  durch   einen  Repräsentanten  vertreten. 
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§  19. 


Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen 
der  Ebene  x^  y  lässt  sich  auch  als  eine  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen dieser  Ebene  auffassen  und  zwar  ist  sie  eine  reducible 
Gruppe  von  Berührungstransformationen.  Umgekehrt  kann  jede  redu- 
cible Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x,  y  stets 
durch  eine  Berührungstransformation  in  eine  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen dieser  Ebene  übergeführt  werden  (vgl.  Abschn.  II,  S.  390). 
Durch  unsre  Aufstellung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  x,  y  ist  demnach  zugleich  die  Be- 
stimmung aller  endlichen  continuirlichen  reducibeln  Gruppen  von  Be- 
rührungstransformationen dieser  Ebene  geleistet.  Erinnern  wir  uns 
schliesslich,  dass  wir  die  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  bereits  im  Abschnitt  II  aufgestellt  haben 
(s.  dort  das  Theor.  69,  S.  433),  so  bemerken  wir,  dass  uns  nunmehr 
überhaupt  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  bekannt  sind.  Immerhin  bleibt  noch  einiges 
zu  thun. 

Unsre  Tabelle  der  Gruppen  von  Punkttransformationen  der  Ebene 
enthält  zwar  für  jeden  Typus  von  reducibeln  Berührungstransforma- 
tionsgruppen  dieser  Ebene  sicher  einen  Repräsentanten,  aber  es  ist 
denkbar,  dass  ein  und  derselbe  Typus  von  Berührungstransformations- 
gruppeu  in  unsrer  Tabelle  durch  zwei  oder  noch  mehr  Repräsentanten 
vertreten  ist,  mit  andern  Worten:  es  können  sehr  gut  noch  gewisse 
unter  den  Gruppen,  die  unsre  Tabelle  aufzählt,  durch  Berühruugstrans- 
formationen  mit  einander  ähnlich  sein,  während  sie  doch  durch  Punkt- 
transformationen sicher  nicht  mit  einander  ähnlich  sind. 

Wann  können  nun  überhaupt  zwei  Gruppen  von  Punkttransfor- 
mationen einer  Ebene,  die  tiurch  Punkttransformation  nicht  mit  ein- 
ander ähnlich  sind,  doch  durch  eine  Berührungstransformation  ähnlich 
sein?  Offenbar  nur  dann,  wenn  jede  von  ihnen  mindestens  eine 
Schaar  von  oo^  Curven  der  Ebene  invariant  lässt.  Bei  jeder  wirk- 
lichen Berührungstransformation  der  Ebene  geht  nämlich  die  Schaar 
der  oo^  Punkte  dieser  Ebene  in  eine  Schaar  von  oc^  Curven  über  und 
umgekehrt  kann  rnan  jede  Schaar  von  oo^  Curven  der  Ebene  stets 
durch  eine  BerühruDgstransformation  in  die  Schaar  der  oo^  Punkte 
überführen  (s.  Abschn.  11,  S.  33  f.). 

Demnach  müssen  wir  zunächst  unter  den  auf  S.  71  ff.  zusammen- 
gestellten Gruppen  alle  die  aufsuchen,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^ 
Curven  invariant  bleibt;  diese  Gruppen  sind  die  einzigen,  unter  denen 
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sich  möglicherweise  solche  befinden,  die  durch  Berührungstransforma- 
tionen mit  einander  ähnlich  sind.  • 

Wir  bemerken  zuvörderst,  dass  eine  Gruppe  von  Punkttransfor- 
mationen, die  drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form: 

-^iW^;      F^ip)^,     Fsi^)^ 
enthält,  niemals  eine  Schaar  von  oo^  Curven   invariant  lässt;   bei   der 
dreigliedrigen  Untergruppe,  die  von  diesen  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugt  wird,  erhält  nämlich  jede  beliebige  Curve:  y  =  f{oo) 
die  cx)^  verschiedenen  Lagen: 

y  +  a,F,(x)  +  a,F,{x)  +  a,F,{x)  =  f{x) . 
Entsprechendes  gilt  von  allen  Gruppen,  die  drei  infinitesimale  Trans- 
formationen  von   der  Form:    q,  yq,  y^q  enthalten,    denn  bei  der  drei- 
gliedrigen Gruppe:    g,  yq^  y^q  wird  jede  Curve:    y  =  f(x)  in  die  oo^ 
verschiedenen  Lagen: 

übergeführt.      Endlich    machen     wir    darauf    aufmerksam,    dass    alle 
Gruppen,  die  Untergruppen  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

p,  q,  xp,  yp,  ooq,  yq,   x^p  +  xyq,   xyp  +  y^q 
sind,  die  Schaar  der  oo^  Geraden  invariant  lassen. 

Auf  Grund  der  eben  gemachten  Bemerkungen  kann  man  fast  bei 
allen  Gruppen  der  SS.  71 — 73  entscheiden,  ob  sie  eine  Schaar  von 
oo^  Curven  invariant  lassen  oder  nicht.  Zweifelhaft  bleibt  das  nur 
bei  den  sechs  Gruppen: 

q,  xq,  py  xp  -f  {2y  -f  x")  q         (B,  I,  a,  7  für  r  =  2) 

q,  e^q,  yq,  p  (B,  I,  a,  8  für  1=1;  m  =  m^  =  0) 


(B,I,b,5  für  1=  1,2) 


(6)  {  q,  e^2;  P',   ^""9.1  ^^3;  P 
e^^,  e«^.g,  p      (a  +  o,  1) 
p  +  q,  xp  +  yq,  x'p  +  y'q, 

weil  die  nicht  in  projectiver  Form  vorliegen. 

Unter  diesen  Gruppen  lässt  die  erste  keine  Schaar  von  oo^  Curven 
invariant.  Jede  bei  der  dreigliedrigen  Untergruppe:  q,  xq,  p  invariante 
Schaar  von  oo^  Curven  hat  nämlich  die  Form: 

y  =  a  -\-  hx  -\-  Cx^j 
wo  a  und  h  die  beiden  Parameter  der  Schaar  sind,  während  der  Werth 
des  Parameters  C  die  einzelne  invariante  Schaar  bestimmt;  von  diesen 
oo^  Schaaren  bleibt  aber,  wie  man  sich  leicht  überzeugt  (vgl.  Abschn.  T, 
S.  467),  keine  einzige  bei  der  infinitesimalen  Transformation: 
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^p  +  {^y  +  ^0  g. 

invariant. 

Dagegen  lässt  jede  von  den  fünf  übrigen  Gruppen  (6)  mindestens 
eine  Schaar  von  c»^  Curven  invariant,  denn  alle  diese  Gruppen  können 
in  projective  Gruppen  übergefülirt  werden. 

In  der  That,  die  Gruppe:  g,  e^g,  yq,  p  verwandelt  sich,  wenn 
man  e^  als  neues  x  einführt,  in  die  projective  Gruppe:  g,  xq,  yq,  X}), 
bei  derselben  Transformation  geht  zugleich  die  Gruppe:  g,  e^q^  p  in 
die  projective  Gruppe:  g,  xq,  xp  über.  Ferner  erhält  die  Gruppe: 
e^g,  ice^g,  p  bei  der  Transformation:  x^  =  —  x^  2/i  =  2/  •  ^~^  ^^®  P^^" 
jective  Form:  g^,  ^lö'i?  Pi  +  Vi^d  ebenso  die  Gruppe:  e^q,  e^^q^  p 
(a  =1=  0,  1)   bei  der  Transformation: 

x^  =  e(«-^)^,     2/i  =  ^~'"  •  y 
die  projective  Form: 

Qu  ^i<Zn     («  -  l)^ii>i  —  2/i^i     («  4=  0,  1)  . 

Endlich  ist  die  Gruppe:  p  -\-  q,  xp  +  yQ,  ^^P  +  y^Q.  durch  die  Trans- 
formation : 

_x-\-y  _xi 

^1—       2      '     2/i—    2 

mit  der  projectiven  Gruppe: 

Pi  +  ^1^1,    ^iPi  +  2«/igi,    (^1^  —  2/i)ä  +  ^12/1^1 
ähnlich. 

Wir  sprechen  zunächst  den  folgenden  bemerkenswerthen  Satz  aus, 
der  aus  den  bisherigen  Entwickelungen  folgt: 

Satz  1.  Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Piinkttransforma- 
tionen  der  Ebene  x,  y^  die  eine  Schaar  von  oo^  Curven  dieser  Ebene 
invariant  lässt,  Tiann  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  Xj  y  in 
eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 

Sodann  stellen  wir  alle  Gruppen  der  Ebene  zusammen,  die  eine 
Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lassen.  Nach  der  Gliederzahl  geord- 
net sind  es  die  folgenden: 

{%)      p,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

2;   m>   yay  Py  ^Py  ^^P  +  ^2/2 


m 
((^) 


p,  g,  xq,  xp  —  yq,  yp 

q,  xq,  p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 

g,  xq,  yq,  p,  xp 
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m 


m 


yq,  p,  xp,  x^p  +  xyq 
q,  xq,  p,  xp  +  cyq 
q,  xq,  yq,  p 

Q.,  e^a,  yq,  p  =  q,  xq,  yq,  xp 
q,  yq,  p,  xp 
(  p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 
p  +  q,   xp  +  yq,   x^p  +  y'^q  = 

^p+xq,   xp  +  2yq,     {x^  —  y)  p  +  xyq 
q,  p,  xp  +  {x  +  y)q 
q,  p,  xp  +  cyq        (cj^o,  i) 

Q,  p>  yo. 

q,  p,  xp  +  yq 

q,  xq,  p 

q,  e^q,  p  =  q,  xq,  xp 

eq,  xeq,  p  =  q,  xq,  p  +  yq 

e^q^  e^^q,  p^q,  xq^   {a  —  1)  xp  —  yq         (« :}: o,  i) 

q,  xq,  yq 


{  a.  p\  q^  xq 

\  ^,  xp  +  yq]     q, 


ya 


Bei  den  nicht  projectiven  Gruppen  sind  hier  jedesmal  projective 
Gruppen  hinzugefügt,  mit  denen  sie  ähnlich  sind. 

Nunmehr  können  wir  endlich  die  Aufgabe  erledigen,  von  der  wir 
ausgegangen  sind.  Nach  dem  auf  S.  74  Gesagten  ist  nämlich  klar, 
dass  irgend  zwei  der  in  Theorem  6  aufgezählten  Gruppen  nur  dann 
durch  eine  Berührungstransformation  mit  einander  ähnlich  sein  können, 
wenn  sie  zu  den  Gruppen  {%)  bis  (ßi)  gehören.  Es  bleibt  daher  nur 
noch  zu  untersuchen,  oh  zwei  unter  diesen  Gruppen  durch  Berührungs- 
transformation mit  einander  ähnlich  sein  können. 

Wir  wollen  diese  Untersuchung  nicht  im  Einzelnen  durchführen, 
da  das  bei  Benutzung  des  Theorems  52  auf  S.  311  von  Abschnitt  II 
keine  Schwierigkeit  hat.     Wir  thoilen  nur  ihr  Ergebniss  mit. 

Die  beiden  Gruppen  33,  1  und  33,  2  sind  durch  eine  Berührungs- 
transformation mit  einander  ähnlich  und  zwar  durch  eine  dualistische 
Transformation,  ebenso  ist  die  Gruppe  ^,  1  mit  der  Gruppe  (S,  2 
durch  eine  dualistische  Transformation  ähnlich,  ferner  die  Gruppe 
®,  4  mit  der  Gruppe  ^,  5,  die  Gruppen  @,  4  mit  den  Gruppen  @,  10, 
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sowie  @,  5  mit  @,  8  und  @,  6  mit  @,  11,  ausserdem  die  Gruppen  (S,  3 
mit  @,  9  und  endlich  5,1  mit  5,2  und  5,3  mit  5,4.  Hierzu 
kommt  noch,  dass  die  Gruppe  (S,  1  mit  der  Gruppe  (S,  2  durch  eine 
nicht  dualistische  Berührungstransformation  ähnlich  ist  (s.  Abschn.  IT, 
S.  312). 

Unsre  Tabelle  auf  S.  71  ff.  liefert  demnach  für  jeden  Typus  von 
reducibeln  Berührungstransformationsgruppen  der  Ebene  x^  y  einen 
und  im  Allgemeinen  auch  nur  einen  Kepräsentanten,  wenn  man  die 
Gruppen   33,2;  ©,  2;  ^,4;  ©,2,3,8,10,11;  5,2,4  weglässt. 

Damit  ist  auch  die  Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen 
Berührungstransformationsgruppen  einer  Ebene  zum  Abschluss  gebracht. 


Kapitel   5. 
Bestimmung  und  Klassificirung  aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene. 

Die  projectiven  Gruppen  der  Ebene  x,  y  sind  die  Untergruppen 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

(1)  i>,  9',  ^p,  yp,  x^,  y^L,  ^^p  +  ^y<ij  ^yp  +  y'^a 

dieser  Ebene.  Wie  überhaupt  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
der  Ebene,  so  theilen  wir  auch  die  projectiven  Gruppen  in  Typen  ein, 
aber  wir  rechnen  zwei  projective  Gruppen  nur  dann  zu  demselben 
Typus,  wenn  sie  durch  eine  projective  Transformation  mit  einander 
ähnlich,  wenn  sie  also  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
mit  einander  gleichberechtigt  sind.  Da  nun  jeder  Typus  von  projec- 
tiven Gruppen  durch  eine  einzige  ihm  angehörige  Gruppe  vollständig 
bestimmt  ist  und  durch  diese  Gruppe  repräsentirt  wird,  so  köimen 
wir  die  in  der  Ueberschrift  bezeichnete  Aufgabe  schärfer  so  aus- 
sprechen: 

Es  soll  für  jeden  Typus  von  projectiven  Gruppen  der  Ebene  ein  aber 
auch  nur  ein  Repräsentant  angegeben  werden. 

Bei  der  Lösung  dieser  Aufgabe  ist  es  nöthig  und  zugleich  in 
mancher  Beziehung  vortheilhaft,  auch  auf  die  dualistischen  Transfor- 
mationen der  Ebene  Rücksicht  zu  nehmen.  Die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  Ebene  geht  nämlich  bei  jeder  dualistischen  Transformation 
der  Ebene  in  sich  über,  sie  ist,  wie  man  es  auszudrücken  pflegt,  mit 
sich  dualistisch.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  jede  r-gliedrige  pro- 
jective Gruppe  der  Ebene  bei  Ausführung  einer  dualistischen  Trans- 
formation sich  stets  wieder  in  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe  ver- 
wandelt.    Bedenkt  man  ferner,  dass  die  allgemeinste  dualistische  Trans- 
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formation  der  Ebene  erhalten  wird,  wenn  man  zuerst  die  allgemeinste 
projective  Transformation  ausführt  und  sodann  irgend  eine  dualistische 
Transformation,  so  erkennt  man,  dass  die  Typen  von  projectiven 
Gruppen  der  Ebene  in  zwei  verschiedene  Arten  zerfallen.  Jeder  Typus 
der  ersten  Art  bleibt  bei  allen  dualistischen  Transformationen  der 
Ebene  invariant,  während  die  ihm  angehörigen  Gruppen  unter  einander 
vertauscht  werden.  Dagegen  ordnen  sich  die  Typen  der  zweiten  Art 
in  Paare  von  je  zweien  derart,  dass  die  beiden  Typen,  die  ein  Paar  bilden, 
bei  jeder  dualistischen  Transformation  unter  einander  vertauscht  werden. 
Gehört  eine  projective  Gruppe  einem  Typus  der  ersten  Art  an,  so 
lässt  sich  augenscheinlich  immer  eine  dualistische  Transformation  an- 
geben, bei  der  die  Gruppe  in  sich  übergeht,  die  Gruppe  ist  also  mit 
sich  dualistisch.  Die  Gruppen,  die  Typen  der  zweiten  Art  angehören, 
sind  natürlich  nicht  mit  sich  selbst  dualistisch,  aber  ihre  Bestimmung 
vereinfacht  sich  nicht  unwesentlich;  man  braucht  nämlich  bei  jedem 
Paare  zusammengehöriger  Typen  der  zweiten  Art  nur  für  einen  der 
beiden  Typen  einen  Repräsentanten  aufzusuchen,  einen  Repräsentanten 
des  andern  Typus  erhält  man  dann  durch  eine  beliebige  dualistische 
Transformation. 

Für  das  Folgende  ist  es  nützlich,  eine  dualistische  Transformation 
zu  kennen  und  zu  wissen,  wie  bei  ihr  die  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen  sich  ändern.  Wir  wollen  deshalb  die  betreffenden 
Formeln  für  die  dualistische  Transformation  aufstellen,  welche  durch 
die  Gleichung: 

^^1  +  2/2/1  +  1=0 

definirt  ist,  welche  also  jeden  Punkt  in  seine  Polare  in  Bezug  auf 
den  Kegelschnitt:  x^  -{-  y^  -\-  1  =  0  verwandelt  und  jede  Gerade  in 
ihren  Pol  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt. 

Die  in  Rede  stehende  dualistische  Transformation  ist  eine  Berüh- 
rungstransformation der  Ebene;  denken  wir  sie  uns  als  homogene 
Berührungstransformation  geschrieben,  so  werden  ihre  Gleichungen 
nach  Abschn.  II,  Theor.  15,  S.  150  aus: 

Sl=^xx^  +  yij^+l=0 

,  dsi      ^  ,  aß      ^ 

•^  ex  '      ^  dy 

^1  +  ^8^  =  0'     ff'+^ -2^  =  0 

durch  Fortschaffung  von  /l  und  Auflösung  nach  x^^^  y^,  p^,  q^  erhalten 
die  Transformation  lautet  daher: 
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\  Pi  =  x{xp  +  yq),      qi=-y  {xp  +  yq). 

Um  nun  die  neue  Form  zu  finden,  welche  die  infinitesimalen  projec- 
tiven  Transformationen  (1)  bei  unsrer  Berührungstransformation 
erhalten,  müssen  wir  bedenken,  dass  die  Ausdrücke  (1)  auch  als  die 
charakteristischen  Functionen  gewisser  homogener  infinitesimaler  Be- 
rührungstransformationen aufgefasst  werden  können  (a.  a.  0.  S.  265).  Dem- 
nach brauchen  wir  blos  in  die  Ausdrücke  (1)  vermöge  (2)  die  neuen 
Veränderlichen  x,,  y^,  p,,  q^  an  Stelle  von  x,  y,  p,  q  einzuführen 
(a.  a.  0.  S.  267,  Satz  2).     Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  die  Tabelle: 

P  =  oCi^Pi  +  ^iVi^u    g:  =  ^i2/iÄ +  2/i'9'i 
(3)         xp=  —  XiPi,    yp=-  —  x^q^,    ocq  =  —yiPiy    2/2  =  —  2/i^i 
x^p  -{-  xyq  =Pi,    xyp  +  y\  =  q^ 

mit  Hülfe  deren  man  zu  jeder  projectiven  Gruppe  der  Ebene  sofort 
die  dualistische  Gruppe  hinschreiben  kann,  in  die  sie  bei  unsrer  dua- 
listischen Transformation  übergeht. 

Zu  bemerken  ist  noch,  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe  (1) 
durch  unsre  dualistische  Transformation  isomorph  auf  sich  selbst 
bezogen  wird  und  zwar  genau  in  der  Weise,  die  uns  schon  in  Abschn.  I 
auf  S.  555.  begegnet  ist. 

Die  Wichtigkeit  der  Aufgabe,  deren  Erledigung  das  gegenwärtige 
Kapitel  gewidmet  ist,  lässt  es  wünschenswerth  erscheinen,  die  Behand- 
lung dieser  Aufgabe  von  dem  Früheren  möglichst  unabhängig  zu 
halten.  Deshalb  werden  wir  hier  von  der  in  Kap,  3  und  4  durch- 
geführten Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  keinen  Gebrauch  machen.  ' 

Dass  es  möghch  ist,  davon  Gebrauch  zu  machen,  zeigt  die  folgende 
üeberlegung:  Die  projectiven  Gruppen  der  Ebene  lassen  sich  auch  definiren 
als  die  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene,  bei  denen  die  Schaar  aller  oo''^ 
Geraden,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  gewöhnliche  Differential- 
gleichung zweiter  Ordnung:  y"  =  0  invariant  bleibt.  Kennt  man  daher 
alle  Typen  von  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene,  so  wird  man 
unter  diesen  zunächst  alle  die  auswählen,  deren  Repräsentanten  wenigstens 
eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lassen, 
denn  nur  solche  Gruppen  können  möglicherweise  in  projective  Gruppen 
übergeführt  werden.  Ist  G  der  Repräsentant  eines  der  ausgewählten  Typen, 
so  bestimme  man  alle  bei  G  invarianten  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung  und  bestimme  für  jede  dieser  Differentialgleichungen  eine  Punkt- 
transformation der  Ebene,  bei  der  sie  in  die  Gleichung  «/"=  0. übergeht,  vor- 
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ausgesetzt  nattlrlich,  dass  es  eine  solche  Transformation  giebt.  Dadurch 
erhält  man  eine  Keihe  von  Punkttransformationen,  vermöge  deren  G  in 
projective  Gruppen  übergeht  und,  wenn  man  diese  projectiven  Gruppen 
aufstellt,  bekommt  man  Repräsentanten  für  alle  Typen  von  projectiven 
Gruppen,  die  mit  G  durch  Punkttransformation  ähnlich  sind.  Indem  man 
die  angedeutete  Rechnung  für  alle  jene  ausgewählten  Typen  von  Gruppen 
der  Ebene  durchführt,  gelangt  man  zu  allen  Typen  von  projectiven  Gruppen 
der  Ebene. 

Lie  hat  durch  Anwendung  der  beschriebenen  Methode  alle  Typen  von 
projectiven  Gruppen  mit  mehr  als  zwei  Parametern  wirklich  aufgestellt  (in 
seinem  Archiv  Bd.  X,  S.  90—101,  Kristiania  1885).  Bei  den  zwei-  und 
eingliedrigen  projectiven  Gruppen  ist  die  Methode  nicht  gut  anwendbar. 
Die  in  §  20  ff.  benutzte  Methode  steht  im  Wesentlichen  a.  a.  0.  S.  102  ff. 

§  20. 

Es  ist  zweckmässig,  zuerst  die  verschiedenen  Typen  von  ein- 
gliedrigen projectiven  Gruppen  aufzustellen,  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  verschiedenen  Typen  von  infinitesimalen  projectiven 
Transformationen. 

Nach  Abschn.  I,  S.  585,  Satz  2  lässt  jede  infinitesimale  projective 
Transformation  der  Ebene  mindestens  einen  Punkt  und  eine  hindurch- 
gehende Gerade  invariant.  Denken  wir  uns  nun  die  invariante  Gerade 
durch  eine  projective  Transformation  ins  Unendliche  verlegt,  so  wird 
die  betrefi'ende  infinitesimale  projective  Transformation  linear,  sie  erhält 
also  die  Form: 

(ax  +  ßy  +  y)p  +  (ax  +  ß' y  +  y)q. 

Denken  wir  uns  ferner  durch  eine  lineare  Transformation  den  invarian- 
ten Punkt  auf  der  unendlich  fernen  Geraden  in  den  unendlich  fernen 
Punkt  der  «/-Axe  verlegt,  so  erhalten  wir  eine  infinitesimale  projective 
Transformation,  welche  die  Schaar  der  Geraden:  x  =  const.  invariant 
lässt  und  welche  daher  die  Gestalt: 

(4)  {ax  +  r)i)  +  {ax  +  ß'y  +  /)g 

besitzt.  Wir  brauchen  daher  nur  die  infinitesimalen  projectiven  Trans- 
formationen von  der  Form  (4)  zu  untersuchen  und  festzustellen,  was 
für  verschiedene  Typen  von  derartigen  Transformationen  es  in  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  (1)  giebt. 

Zunächst  seien  a  und  y  beide  gleich  Null.  Verschwinden  dann 
auch  noch  a  und  /3',  so  haben  wir  einfach 'die  infinitesimale  Trans- 
formation: qj  sonst  führen  wir  durch  eine  lineare  Transformation  von 
der  Form: 

^  =  ^1  +  «;      «/  =  2/i  +  &^1  +  C 

neue  Veränderliche  ein  und  erhalten   so  die  Transformation: 

Lie,  Theorie  der  Traiisformationsgruppen.    III.  ß 
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{(«'  +  hß')x,  +  ß'y,  +  (««'  +  cß'  +  /))  q, , 
die   durch  geeignete  Wahl  von  a,  h  und  c  stets  auf  eine  der  beiden 
Formen:  x^q^y  y^q^  gebracht  werden  kann.     Nun  aber  geht  x^q^  durch 
die  projective  Transformation: 

_  i  _  ^ 

in  ^2  über,   also  kommen  in  dem  gegenwärtigen  Falle   nur  die  beiden 
infinitesimalen  Transformationen : 


ygi 


in  Betracht.  Die  repräsentiren  auch  wirklich  zwei  verschiedene  Typen  • 
denn  q  ist  eine  infinitesimale  Translation  und  lässt  alle  Punkte  der 
unendlich  fernen  Geraden,  sowie  alle  Geraden  durch  den  unendlich 
fernen  Punkt  der  y-kxe  in  Ruhe,  dagegen  ist  yq  eine  infinitesimale 
perspective  Transformation,  bei  der  alle  Punkte  der  Geraden:  y  =  0 
und  alle  Geraden  durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ^/-Axe  in  Ruhe 
bleiben;  da  nun  der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-kxQ  nicht  auf  der 
Geraden:  y  =  0  liegt,  so  leuchtet  ein,  dass  die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen  q  und  yq  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  nicht  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Zweitens  sei  in  der  infinitesimalen  Transformation  (4)  zwar  a  =  0, 
nicht  aber  y,  so  dass  wir  also  y  =  1  wählen  können.  Wir  führen 
jetzt  durch  die  lineare  Transformation: 

Xi  =  ix,    tji==y  +  iix  +  v 

neue  Veränderliche  ein,  dann  erhält  unsre  Transformation: 

p  +  (ax  +  ß'y  +  y)q 
die  Form: 

^Pi  +  {^^^  ^1  +  ^'2/1  +  /  +  f*  -  vß'}  ^i . 
Verschwindet  ß'  nicht,  so  wählen  wir: 

«'_fi/3'=0,  y'-{-  ^-vß'=0,  X  =  ß' 
und  finden  die  Transformation:  i?i  +  «/i(Zi-  Ist  dagegen  /3'=0,  so 
können  wir  durch  geeignete  Wahl  von  A  und  f*  stets  eine  der  beiden 
Formen:  i^i  +  ^i^i,  i?i  erreichen.  Von  den  gefundenen  Transforma- 
tionen ist  die  letzte:  p^  mit  q  gleichberechtigt  und  daher  nicht  zu  be- 
rücksichtigen, dafür   repräsentiren   aber   die  beiden  Transformationen: 


v  +  yq.  p  +  ^q 


Äwei  neue  von  den  oben  erhaltenen  verschiedene  Typen.     Die  Trans- 
formation:  p  -\-  yq  lässt  nämlich  von  Punkten  nur  die  beiden  unend- 
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lieh  fernen  Punkte  auf  den  Coordinatenaxen  invariant  uud  von  Geraden 
ausser  der  unendlich  fernen  nur  noch  die  Gerade:  y  =  0.  Dagegen 
lässt:  p  +  xq  keine  andre  Gerade  stehen  als  die  unendlich  ferne 
und  keinen  andern  Punkt  als  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe. 
Es  sei  endlich  drittens  in  der  infinitesimalen  Transformation  (4) 
das  a  von  Null  verschieden  oder,  wie  wir  ohne  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  annehmen  dürfen,  es  sei:  a  =  1.  Durch  Einführung 
eines  neuen  x  können  wir  dann  zunächst  y  gleich  Null  machen.  In 
die  Transformation:  xp  +  {ax  +  ß' y  +  y)q  führen  wir  sodann  die 
neuen  Veränderlichen: 

^1  =  ^;     yi==  ^^  +  vy  +  Q 
ein  und  bekommen: 

^iPi  +  { (f*  +  ^«  -  f*/5')  ^1  +  ß'yi  +  vy  —  9ß'}  Qi^ 

Ist  ß'  weder  gleich  Null  noch  gleich  1,  so  wählen  wir: 
^{l-ß')  +  va=0,  vy~Qß'=0, 
was  die  Transformation:  x^p^  +  ß'y^q^  liefert.  Ist  /3'=  1,  so  machen 
wir:  vy  —  Q  =  0  und  ausserdem,  falls  a  nicht  verschwindet,  auch 
noch:  i;a  =  l,  also  finden  wir  die  zwei  Transformationen:  XiP^-\- 
+  (^1  +  2/i)  Qi ,  ^ii>i  +  2/1^1  •  Ist  /3'  =  0,  so  machen  wir:  ^i  +  va  =  0 
und,  sobald/  nicht  verschwindet,  noch  vy  =  1,  wodurch  wir  auf  die 
beiden  Transformationen:  x^p^  +  q^^  x^p^  geführt  werden. 

Von  den  so  gefundenen  fünf  Transformationen  sind  nun  die  beiden 
letzten  bezüglich  mit:  p  +  yq  und  yq  gleichberechtigt  und  liefern 
daher  keine  neuen  Typen.  Das  Gleiche  ist  mit  der  zweiten  und  dritten 
dieser  fünf  Transformationen  der  Fall,  denn  bei  Ausführung  der  pro- 
jectiven Transformation: 

_  1  _        2/i 

^^~x,^      2/2  —  -  - 

erhält  man: 

^iPi  +  (^1  +  Vi)  ^1  =  -  {x,p^  +  q^) ,     x,p,  +  y,q,  ==  —  x,p, . 
Demnach  sind  die  Transformationen  von  der  Gestalt: 


(5) 


xp  +  cyq    (c  +  o,  1) 


die  einzigen,  die  möglicherweise  neue,   von  den  bisher  erhaltenen  ver- 
schiedene Typen  repräsentiren. 

Jede  Transformation  von  der  Form  (5)  lässt  drei  Punkte  stehen, 
nämlich  den  Coordinatenanfang  und  die  beiden  unendlich  fernen  Punkte 
der  Coordinatenaxen,  zu  gleicher  Zeit  lässt  sie  natürlich  die  Seiten 
des  durch  diese  Punkte  bestimmten  Dreiecks  in  Ruhe.  Hieraus  folgt 
zunächst,  dass   die  Transformationen   (5)   ganz   neue,  von  den  bisher 

6* 
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gefundenen  verschiedene  Typen  repräsentiren.  Es  muss  aber  jetzt  noch 
untersucht  werden,  ob  nicht  etwa  der  Parameter  c  fortgeschafft  wer- 
den kann. 

Sollen  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (5) 
innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sein,  so 
kann  das  augenscheinlich  nur  vermöge  einer  projectiven  Transforma- 
tion geschehen,  die  das  vorhin  beschriebene  Dreieck  invariant  lässt. 
Die  projectiven  Transformationen  von  dieser  Beschaffenheit  sind  aber 
leicht  angebbar,  sie  bilden  nämlich  eine  Gruppe,  die  aus  mehreren 
getrennten  Schaaren  von  Transformationen  besteht  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  310  ff.).  Eine  dieser  Schaaren  wird  von  allen  Transformationen 
gebildet,  die  jede  einzelne  Seite  des  Dreiecks  stehen  lassen,  sie  hat 
offenbar  die  Form: 

(6)  ^1  =  Aa;,     2/i  =  f*2/; 

wo  A  und  II  willkürliche  Parameter  sind.  Die  Transformationen  der 
übrigen  Schaaren  vertauschen  die  Dreiecksseiten  unter  einander;  sie 
werden,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  erhalten,  indem  man  zuerst 
die  allgemeine  Transformation  der  Schaar  (6)  und  sodann  die  beiden 
Transformationen : 

(7)  ^1  =  2/;    2/i=^;     ^^^"x^    2/i  =  |- 

ein  oder  mehrmals  in  geeigneter  Reihenfolge  ausführt.  Nun  bleibt  bei 
den  Transformationen  (6)  jede  einzelne  der  Transformationen  (5)  in- 
variant, während  bei  den  Transformationen  (7)  die  infinitesimale  Trans- 
formation xp  +  cyci  bezüglich  in:  xp  +  -  yct  und:  xp  +  (1  —  c)  yc[ 
übergeht.  Demnach  werden  zwei  infinitesimale  Transformationen  von 
der  Form  (5),  die  bezüglich  die  Parameter  c  und  c^  haben,  nur 
dann  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt 
sein,  wenn  c.  einen  der  sechs  Werthe: 


1       .  _  1  c  —  1  c 

c?     ^       ^y     1— c'        c     '     c  — 1 


besitzt,  oder,   wie   aus   der  Theorie  des  Doppelverhältnisses   von  vier 
Punkten  bekannt  ist,  wenn  die  Gleichung  besteht: 

(c,^  -  c,  -f  1)^  „  (c^  -  c  -f  1)^ 
c,^  (c,  -  1)^  c'  (c  -  1)* 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  zwei  infinitesimale  Transformationen 
von  der  Form  (5)  nur  ausnahmsweise  mit  einander  gleichberechtigt 
sind,  dass  also  der  Parameter  c  nicht  beseitigt  werden  kann,  dass  er 
wesentlich  ist.  Die  Transformationen  (5)  repräsentiren  in  Folge  dessen 
unendlich  viele  verschiedene  Typen. 
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Im  Ganzen  giebt  es  also  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  Ebene  die  folgenden  verschiedenen  Typen  von  infinitesi- 
malen Transformationen: 

( 


(8) 


xp  +  cyq       (c+0,1) 


P  +  y^    \  p  +  xq 


yg. 


Die  Punkte  und  Geraden,  die   bei  diesen   infinitesimalen   Transforma- 
tionen in  Ruhe  bleiben,  bilden  der  Reihe  nach  die  folgenden  Figuren: 


Hier  ist  die  unendlich  ferne  Gerade  immer  ins  Endliche  verlest, 
überdies  ist  zu  beachten,  dass  jedesmal,  wenn  drei  verschiedene  Punkte 
auf  einer  Geraden  oder  drei  verschiedene  Gerade  durch  einen  Punkt 
invariant  bleiben,  stets  überhaupt  alle  Punkte  der  betreffenden  Geraden 
und  alle  Geraden  durch  den  betreffenden  Punkt  ihre  Lage  behalten. 

Wie  man  sieht,  gehört  zu  jedem  Typus  von  infinitesimalen  pro- 
jectiven Transformationen  der  Ebene  eine  ganz  bestimmte  Figur,  die 
von  den  invarianten  Punkten  und  Geraden  gebildet  wird.  Ist  daher 
eine  beliebige  infinitesimale  projective  Transformation  Xf  vorgelegt 
und  kennt  man  alle  bei  X/*  invarianten  Punkte  und  Geraden,  so  kann 
man  sofort  angeben,  welchem  Typus  Xf  angehört;  nur  wenn  Xf  ein 
nicht  ausgeartetes  Dreieck  invariant  lässt,  kann  der  Typus  nicht  mit 
solcher  Bestimmtheit  angegeben  werden,  denn  man  weiss  dann  nur, 
dass  Xf  mit  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation  von  der 
Form: 

xp  -f  cyq      (0^0,1) 

gleichberechtigt  ist,  es  muss  daher  noch  besonders  untersucht  werden, 
welchen  Werth  der  Parameter  c  für  die  vorgelegte  Transformation 
Xf  besitzt. 

Denkt  man  sich  zu  den  oben  gezeichneten  Figuren  die  dualistisch 
entsprechenden,  so  erhält  man  in  jedem  einzelnen  Falle  Figuren  mit 
genau  derselben  Vertheilung  der  Punkte  und  Geraden.  Hieraus  folgt 
sofort,  dass  die  vier  Typen,  deren  Repräsentanten: 

p  +  ya,  i>  +  ^(z,  y^,  g. 

sind,  bei  jeder  dualistischen  Transformation  in  sich  übergehen;  dem- 
nach ist  jede  infinitesimale  projective  Transformation,  die  einem  dieser 
Typen  angehört,  mit  sich   selbst  dualistisch   (vgl.  S.  79).     Andrerseits 
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geht  die  infinitesimale  Transformation:  xp  +  cyq  bei  der  dualistischen 
Transformation  (2)  über  in:  —  (x^p^  +  cy^q^y  sie  ist  also  ebenfalls 
mit  sich  selbst  dualistisch.     Wir  haben  daher  den 

Satz  1.  Jede  infinitesimale  projective  Transformation  der  Ehene  ist 
mit  sich  seihst  dualistisch,  das  heisst,  es  giebt  stets  dualistische  Trans- 
formationen, hei  denen  die  hetreffende  infinitesimale  Transformation  in 
sich  übergeht. 

§  21. 

Wir  wollen  die  gewonnenen  Ergebnisse  benutzen,  um  alle  Curven 
der  Ebene  zu  bestimmen,  die  eine  oder  mehrere  infinitesimale  projec- 
tive Transformationen  zulassen*).  Die  Kenntniss  dieser  Curven  wird 
uns  nachher  von  grossem  Nutzen  sein. 

Gestattet  eine  Curve  der  Ebene  eine  infinitesimale  projective 
Transformation,  so  muss  sie  durch  eine  projective  Transformation  in 
eine  Curve  übergeführt  werden  können,  die  bei  einer  der  infinitesi- 
malen Transformationen  (8)  invariant  bleibt.  Demnach  genügt  es, 
wenn  wir  alle  Curven  von  dieser  letzteren  Beschaffenheit  angeben. 

Bei  den  infinitesimalen  Transformationen  (8)  bleiben  zunächst 
invariant  die  jedesmaligen  Bahncurven,  die  der  Reihe  nach  durch  die 
folgenden  Gleichungen  dargestellt  werden: 

y  =  a.x^'^   y^a.e""'^   y  —  ~x^  =  a'^   x  =  a\   x  =  a, 

in  denen  a  eine  willkürliche  Constante  bezeichnet.  Allerdings  muss 
hinzugefügt  werden,  dass  zu  den  Bahncurven  im  ersten  Falle  auch 
noch  die  Gerade:  x  =  0  und  in  den  vier  ersten  Fällen  auch  noch  die 
unendlich  ferne  Gerade  gehört.  Jede  Curve,  die  bei  einer  der  infini- 
tesimalen Transformationen  (8)  invariant  bleibt  und  die  keine  Bahn- 
curve  ist,  muss  nach  Abschn.  I,  Theor.  15,  S.  117  in  der  Weise  in- 
variant bleiben,  dass  jeder  ihrer  Punkte  seine  Lage  behält.  Dieser 
Fall  tritt  aber  nur  bei  den  infinitesimalen  Transformationen  yq  und 
q  ein,  von  denen  die  erste  alle  Punkte  der  Geraden  y  =  0,  die  zweite 
alle  Punkte  der  unendlich  fernen  Geraden  stehen  lässt. 

Nun   kann  man  die  Curve:   y  —  ^x^  =  a  stets   durch   eine   pro- 
jective Transformation  in  die  Curve:  y  =  ^x^  überführen,  die  zu  den 
Curven  von  der  Form:   y  =  ax'^   gehört.     Ferner   kann    man   in    den 
Gleichungen: 
y  =  ax°'^    y  =  ae^ 

*)  Die  Frage  nach  allen  Curven  von  dieser  Beschaffenheit  ist  zum  ersten 
Male  erledigt  in  einer  Abhandlung  von  Klein  und  Lie  in  den  Mathematischen 
Annalen,  Bd.  4,  S.  50  ff.,  vgl.  auch  die  Comptes  Rendus  von  1870,  Bd.  70,  S.  1222  ff. 
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die  Constante  a,  wenn  sie  von  Null  verschieden  ist,  stets  durch  eine 
projective  Transformation  gleich  1  machen,  also  können  wir  sagen: 

Gestattet  eine  ebene  Curve  eine  infinitesimale  projective  Transfor- 
mation, so  ist  sie  entweder  eine  gerade  Linie  oder  sie  Jcann  durch  pro- 
jective Transformation  auf  eine  der  beiden  Formen: 

y  =  x^'j    y  =  e^ 

gebracht  werden  y  wo  der  Tarameter  c  einen  von  0  und  1  verschiedenen 
Werth  besitzt. 

Es  fragt  sich  jetzt,  ob  es  Curven  giebt,  die  mehr  als  eine  infini- 
tesimale projective  Transformation  gestatten. 

Zunächst  ist  klar,  dass  jede  Gerade  genau  sechs  unabhängige 
infinitesimale  projective  Transformationen  zulässt,  denn  wir  können 
jede  Gerade  durch  projective  Transformation  ins  Unendliche  verlegen, 
die  unendlich  ferne  Gerade  aber  gestattet  die  sechs  infinitesimalen 
Transformationen : 

Pj  Qiy  ^Q,  ^p  —  y<i,  yp,  ^a  +  yg.. 

welche  die  allgemeine  lineare  Gruppe  erzeugen,  dagegen  keine  von 
diesen  sechs  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformation. 

Soll  ferner  die  Curve :  y  =  x'^  die  infinitesimale  projective  Trans- 
formation : 

^f=  ^iP  +  m  +  h^p  +  ^^yp  +  ^h^g  +  ^^yo.  +  ^7  {^^p  +  ^2/ä)  + 

+  e^{xyp  +  %fq) 

gestatten,  so  ist  nach  Abschn.  I,  S.  109  nothwendig  und  hinreichend, 
dass  der  Ausdruck  X  (y  —  x'^)  bei  der  Substitution:  y  '^  x°  identisch 
verschwindet,  es  müssen  also  die  Constanten  e^  . .  .  e^  so  beschaffen 
sein,  dass  die  Gleichung: 

^2  +  ^5^  —  c^i^'~^  +  (^6  —  ^%)  ocP  +  {\  —  c)  erjXf+^  — 


^^)         [  —  ce^x'''-^  +  (1  —  c)  e^x^'  =  0 

für  alle  Werthe  von  x  identisch  besteht.  Da  die  Werthe  c  =  0  und 
c  ==  1  ausgeschlossen  sind,  so  kommen  in  dieser  Gleichung  sieben 
Potenzen  von  x  vor,  deren  Exponenten  folgendermassen  lauten: 

(9')  0,  1,  c  -  1,  c,  c+  1,  2c  —  1,  2c, 

Im  Allgemeinen  sind  diese  Exponenten  alle  von  einander  verschieden, 
im  Allgemeinen  kann  also  die  Gleichung  (9)  nur  dann  bestehen, 
wenn  e^,  65,  e^^  e^,  e^,  e^  verschwinden  und  eQ  =  ce^  ist,  das  heisst, 
wenn  die  infinitesimale  Transformation  Xf  die  bekannte  Form: 
xp  -\-  cyq  hat.  Es  giebt  aber  auch  Werthe  von  c,  für  welche  die 
sieben  Exponenten  (9')  nicht  mehr  von  einander  verschieden  sind;  die 
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einzigen  von  0  und  1  verschiedenen  Werthe  von  c,  für  die  dieser  Fall 
eintritt,  sind: 

c  =  2,   c  =  \,   c=-l 
und   zwar  giebt  es   für  diese  Werthe  von  c  jedesmal   unter  den  Ex- 
ponenten (9')  nur  fünf  von   einander  verschiedene,   so  dass  die  Glei- 
chung (9)  nur  fünf  unabhängige  Relationen  zwischen  e-^  ...  %  liefert. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  es  unter  den  Curven  von  der  Form: 

2/  =  ^C  (c  4:0,1) 

nur  drei  giebt,  die  mehr  als  eine  infinitesimale  projective  Transfor- 
mation zulassen,   es  sind  dies  die  drei  Kegelschnitte: 

von  denen  jeder  gerade  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transfor- 
mationen zulässt.  Da  übrigens  die  beiden  letzten  dieser  Kegelschnitte 
durch  die  projectiven  Transformationen  (7)  auf  S.  84  in  den  ersten 
übergehen,  so  ist  hiermit,  wenn  man  das  früher  Gesagte  berücksich- 
tigt, zugleich  der  bekannte  Satz  bewiesen,  dass  jeder  nicht  ausgeartete 
Kegelschnitt  durch  projective  Transformation  in  jeden  andern  über- 
gehen kann. 

In  ganz  ähnlicher  Weise  erkennt  man,  dass  die  Curve:  y  =  (^ 
keine  andre  infinitesimale  projective  Transformation  zulässt  als  die 
schon  bekannte:  p  ~{-  yq]  die  Rechnung  braucht  wohl  nicht  erst 
durchgeführt  zu  werden. 

Demnach  gilt  der 

Satz  2.  Gestattet  eine  Curve  der  Ebene  mehr  als  eine  infinitesimale 
projective  Transformation  dieser  Eheste,  so  gestattet  sie  entweder  sechs 
oder  drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  dieser  Art;  im 
ersten  Falle  ist  sie  eine  Gerade,  im  zweiten  ein  nicht  ausgearteter  Kegel- 
schnitt. Gestattet  eine  Curve  blos  eine  infinitesimale  projective  Transfor- 
mation,  so  kann  ihre  Gleichung  durch  projective  Transformation  entweder 
die  Form:  y  ==  x°  oder  die  Form:  y  ==  e^-  annehmen  und  zwar  hat  im 
ersten  Falle  die  Constante  c  einen  von  Oj  ^,  i,  3  und  —  1  verschiede- 
nen Werth. 

Die  drei  unabhängigen  infinitesimalen  projectiven  Transformationen, 
die  einen  nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  lassen,  erzeugen 
selbstverständlich  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe,  die  wir  auch 
wohl  kurz  als  die  Gruppe  des  betrefi'enden  Kegelschnitts  bezeichnen. 
Da  nun  jeder  nicht  ausgeartete  Kegelschnitt  durch  projective  Trans- 
formation in  jeden  andern  übergeführt  werden  kann,  so  gehören  die 
Gruppen  aller  nicht  ausgearteten    Kegelschnitte  einem  und  demselben 
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Typus  an.     Als  Repräsentanten  dieses  Typus   wählen  wir  die  Gruppe 
des  Kegelschnitts:  y  —  ^x^  =  0,  die  folgendermassen  lautet  (vgl.  S.  76): 


(10)  P  +  ooq,  xp  +  2yq,   {x^~y)p  +  xyq 


Da  jeder  nicht  ausgeartete  Kegelschnitt  mit  sich    dualistisch  ist,   ist 
es  auch  diese  Gruppe. 

§  22. 

Unter  allen  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  sind  am 
einfachsten  und  zugleich  für  das  Folgende  am  wichtigsten  die,  welche 
mit  der  infinitesimalen  Translation:  g  gleichberechtigt  sind. 

Die  infinitesimale  Translation:  q  lässt  alle  Punkte  der  unendlich 
fernen  Geraden  sowie  alle  Geraden:  x  =  const.,  also  alle  Geraden 
durch  den  unendlich  fernen  Punkt  der  ?/-Axe  in  Ruhe,  sie  ist  überdies, 
wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die  einzige  infinitesimale  projective 
Transformation,  die  das  thut,  sie  ist  mithin  durch  die  bei  ihr  inva- 
rianten Punkte  und  Geraden  vollständig  definirt.  Für  die  mit  q  gleich- 
berechtigten infinitesimalen  projectiven  Transformationen  muss  natür- 
lich entsprechendes  gelten:  jede  solche  Transformation  lässt  alle  Punkte 
einer  bestimmten  Geraden  und  alle  Geraden  durch  einen  bestimmten 
Punkt  dieser  Geraden  in  Ruhe,  und  sie  ist  durch  diese  invarianten 
Punkte  und  Geraden  vollständig  definirt.  Erinnern  wir  uns  daher 
des  in  Abschn.  JI  auf  S.  4  eingeführten  Begrifi*s  „Linienelement"  —  als 
Linienelement  bezeichneten  wir  ja  den  Inbegriff  eines  Punktes  und 
einer  hindurchgehenden  Geraden  —  so  können  wir  sagen: 

Zu  jeder  infinitesimalen  'projectiven  Transformation ,  die  mit  einer 
infinitesimalen  Translation  gleiciiberechtigt  ist,  gehört  ein  ganz  bestimmtes 
Linienelement  der  Ebene  und  umgekehrt  gehört  zu  jedem  Linienelement 
der  Ebene  eine  ganz  bestimmte  infinitesimale  projective  Transformation, 
die  mit  einer  infinitesimalen  Translation  gleichberechtigt  ist. 

Es  giebt  demnach  im  Ganzen  oo^  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen, die  mit  einer  infinitesimalen  Translation  gleichberech- 
tigt sind. 

Um  zu  einer  analytischen  Darstellung  dieser  cjo^  Transformationen 
zu  gelangen,  betrachten  wir  irgend  ein  Linienelement;  sein  Punkt 
möge  durch  die  Gleichungen: 

(11)  ex  —  «  =  0,    cg  ~  b  =  0 
dargestellt  sein,  seine  Gerade  durch  die  Gleichung: 

(12)  Xx-\-  ^y  +  v  =  0. 


(14)    { 
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Zwischen  den  homogenen  Parametern  a,  hj  Cj  k,  ^^  v  muss  hier  die 
Relation : 

(13)  Xa  +  iih  +  vc^O 

bestehen,  weil  ja  die  Gerade  des  Linienelements  durch  seinen  Punkt 
geht.     Soll  nun  eine  infinitesimale  projective  Transformation: 

^iP  +  ^2Ö  +  %^p  +  ^^yp  +  ^5^^  +  ^62/ s:  +  ^i{^^p  +  ^yi)  + 

alle  Punkte  der  Geraden  (12)  stehen  lassen,  so  müssen  die  Coefficien- 
ten  von  p  und  q^  durch:  Ix  +  [ly  -{-  v  theilbar  sein,  die  Transforma- 
tion muss  also  die  Form  haben: 

{Ix  +  iiy  +  v)  {{ax  +  ß)p  +  (ay  +  7)  g), 
sollen  ferner  alle  Geraden  durch  den  Punkt  (11)  ihre  Lage  behalten, 
so  müssen  sich  a  :  ß  :  y  verhalten  wie  c  :  —  a:  —  h,  demnach  lautet 
die  allgemeinste  infinitesimale  projective  Transformation,  die  mit  einer 
Translation  gleichberechtigt  ist,  folgendermassen: 
(15)  (koc-{- ^y -{-v)  {(ex  —  a)p-\- (cy  —  h)q}  f  Xa  +  ^b -{- vc  =  0^ 
sie  hängt  also  von  sechs  homogenen  Parametern  ab,  die  durch  die 
Relation  zweiten  Grades  (13)  verknüpft  sind. 

Vergleicht   man    den   Ausdruck  (15)   mit   der    allgemeinen   Form 

(14)  einer  infinitesimalen  projectiven  Transformation,  so  erhält  man 
die  Parameter  e^  .  . .  e^^  die  zu  der  allgemeinsten  infinitesimaleü  Trans- 
formation (15)  gehören,  als  bilineare  Functionen  der  sechs  homogenen 
Parameter  a,  &,  c,  A,  ft,  v  dargestellt: 

^j  ==  —  vttj  62  =  —  vh 
e^  =  VC  —  Xa,  e^  =  —  fia,  65  ==  —  A&,  6^  =  vc  —  ft& 
e,j  =  Ac,   ^8  ===  fic 
},a  +  iil  +  vc==0. 
Schafft  man  endlich  aus   diesen  Gleichungen   die   Parameter   A,  ^,  v, 
a,  h,  c  fort,  so  erhält  man  ein  System  von  vier  unabhängigen,  homo- 
genen, algebraischen  Gleichungen: 

(17)  ij,(|,...|)  =  0       (.-X..., 

zwischen  e^  , . .  e^  allein,  das  seinerseits  ebenfalls  den  Inbegriff  aller 
der  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  definirt,  die  mit  in- 
finitesimalen Translationen  gleichberechtigt  sind. 

Genau  genommen  ist  es  nicht  möglich  das  Gleichungensystem  (16) 
durch  ein  System  von  blos  vier  Gleichungen  zwischen  e^  .  .  .  eg  allein  zu 
ersetzen,  ebensowenig  wie  es  zum  Beispiel  möglich  ist  eine  Curve  dritter 
Ordnung  des   gewöhnlichen  Raumes   durch  blos    zwei   Gleichungen  zweiten 


(16) 
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Grades  zwischen  vier  homogenen  Coordinaten  darzustellen.  Denkt  man  sich 
die  Gleichungen  (16)  nach  den  neun  Grössen: 

Aa,  AZ>,  Xc^  (la^  (ib,  |tic,    va,  vh^  vc 

aufgelöst  und  schafft  man  dann  A,  |it,  v,  a,  5,  c  fort,  so  erhält  man  die 
folgenden  neun  Gleichungen  zweiten  Grades: 

'  86165  —  26363  4-  e^e^  =  0,  86364  —  2ei66  +  6^63  =  0 

Qe,e,  —  2e,'  —  e,e,  +  6/  =  0,     9626«  +  63^  -  636^  -  2  6^2  =  0 

(18)^  86168  —  6364  —  e^eQ  =  0,  86267  —  6365  —  6566  =  0 

86467  —  26363  +  6568  =  0,  86568  +  6367  —  26067  =  0 

9^4%  +  263^  -  56366  +  26/  =  0, 

unter  denen  sich  allerdings  nur  vier  von  einander  unabhängige  befinden. 
Ob  die  Gleichungen  (18)  in  ihrer  Gesammtheit  das  System  der  Gleichungen 
(16)  vollständig  ersetzen,  soll  hier  unerörtert  bleiben. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  es,  dass  sich  aus  den  Gleichungen 
(16)  keine  lineare  homogene  Relation  zwischen  61  .  . .  gg  allein  ableiten 
lässt.  Man  überzeugt  sich  davon  sehr  leicht.  Uebrigens  kann  man 
das  auch  daraus  erkennen,  dass  es  möglich  ist,  acht  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form  (15)  anzugeben,  die  von  einander 
unabhängig  sind.  Solche  infinitesimale  Transformationen  sind  zum 
Beispiel: 

i?,   q,  xq,  yp,  x^p  +  xyq,  xyp  +  ^fq, 
{x  +  Vfp  +  {x+  l)yq,   x(y-\-  l)p  +  (y  +  Ifq. 

§  23. 

Nach  Abschn.  I,  S.  211,  Satz  6  lässt  sich  jede  (8  —  m)  -  gliedrige 
projective  Gruppe  der  Ebene  durch  m  unabhängige  lineare  homogene 
Relationen; 

8 

(19)  ^caek'=0      (*  =  i,2...m) 

1 

zwischen  e^^  ,  .  .  e^  definiren;  diese  Relationen  bestimmen  die  allgemeinste 
in  der  Gruppe  enthaltene  infinitesimale  projective  Transformation  (14). 
Wünscht  man  nun  zu  wissen,  ob  es  in  der  Gruppe  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form  (15)  giebt,  so  braucht  man  nur  zu 
untersuchen,  ob  das .  bei  Vereinigung  von  (19)  und  (17)  entstehende 
Gleichungensystem  befriedigt  werden  kann,  ohne  dass  e^^  .  . .  e^  sämmt- 
lich  verschwinden.     Demnach  ergiebt  sich  ohne  Weiteres  der 

Satz  3.  Hat  eine  projective  Gruppe  der  Ebene  fünf  oder  mehr  Fara- 
meter^  so  enthält  sie  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation,  die  in 
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der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  mit  einer  infinitesimalen 
Translation  gleichberechtigt  ist. 

Bei  einer  projectiven  Gruppe  mit  weniger  als  fünf  Parametern 
kann  es  dagegen  sehr  gut  vorkommen,  dass  sie  keine  infinitesimale 
Transformation  von  der  Form  (15)  enthält,  zum  Beispiel  tritt  dieser 
Fall  bei  der  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe  (s,  S.  89): 

p  +  xq,  xp  +  2yq,  {x^  —  y)p  +  xyq 

des  Kegelschnitts:  y  —  ^x^  =  0  ein. 

Giebt  es  in  einer  projectiven  Gruppe  g  eine  Anzahl  infinitesimaler 
Transformationen  von  der  Form  (15),  so  muss  der  Inbegriff  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  bei  allen  Transformationen  der  Gruppe 
invariant  bleiben,  denn  eine  infinitesimale  Transformation  von  der 
Form  (15)  muss  bei  jeder  Transformation  der  Gruppe  wieder  in  eine 
von  der  Form  (15)  übergehen.  Denken  wir  uns  daher  zu  jeder  in  g 
enthaltenen  infinitesimalen  Transformation  von  der  Form  (15)  das 
Linienelement  gezeichnet,  das  nach  S.  89  zu  ihr  gehört,  so  erhalten 
wir  eine  Figur  von  Linienelementen,  die  ebenfalls  bei  g  invariant 
bleibt.     Hieraus  ergiebt  sich  Folgendes: 

Enthält  die  Gruppe  g  blos  eine  Anzahl  von  isolirten  infinitesi- 
malen Transformationen  (15),  so  lässt  sie  jedenfalls  ein  Linienelement 
in  Ruhe. 

Enthält,^  oo^  verschiedene  Transformationen  (15),  so  'sind  zwei 
Fälle  zu  unterscheiden,  denn  entweder  bilden  die  zugehörigen  oo^ 
Linienelemente  eine  Elementmannigfaltigkeit  (s.  Abschn.  II,  S.  14)  oder 
sie  thun  das  nicht.  Im  ersten  Falle  umhüllen  die  oo^  Linienelemente 
entweder  eine  bei  g  invariante  Curve  oder  einen  invarianten  Punkt. 
Im  zweiten  Falle  bilden  die  Punkte  der  oo^  Linienelemente  eine  in- 
variante Curve  und  ihre  Geraden  umhüllen  eine  invariante  Curve  oder 
einen  invarianten  Punkt. 

Kommen  in  g  oo^  infinitesimale  Transformationen  (15)  vor,  so 
bestimmen  die  zugehörigen  oo^  Linienelemente  eine  invariante  Schaar 
von  cx)^  Elementmannigfaltigkeiten  (s.  Abschn.  II,  S.  31),  also  entweder 
eine  invariante  Schaar  von  oo^  Curven  oder  eine  invariante  Schaar  von 
oo^  Punkten,  das  heisst  eine  invariante  Curve. 

Enthält  endlich  die  Gruppe  g  alle  (x>^  infinitesimalen  Transfor- 
mationen (15),  so  ist  sie  die  allgemeine  projective  Gruppe  selbst,  denn, 
wie  wir  auf  S.  91  gesehen  haben,  lassen  sich  acht  unabhängige  infini- 
tesimale projective  Transformationen  angeben,  welche  die  Form  (15) 
besitzen.  Dasselbe  ergiebt  sich  übrigens  auch  aus  dem  Umstände, 
dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 


Bestimmung  und  Klassificirung-  aller  projeetiven  Gruppen  der  Ebene.       93 
p,  q,  x'p  +  xyq,  xyp  +  t/q, 

die    der    Sehaar    (15)    angehören,    durch   paarweise    Combination    die 

Transformationen  : 

(p,   x^p  +  xyq)  =  2xp  +  ijq,     (q,  x~p  +  xyq)  ==  xq 

(p,  xyp  +  2/'iO  =  yp,  {q,  xyp  +  y''q)   =  xp  +  2yq^ 

liefern. 

Die  entwickelten  Betrachtungen  erlauben  uns,  zunächst  die  gröss- 
ten  Untergruppen  der  allgemeinen  projeetiven  Gruppe  zu  bestimmen 
und  sodann  einen  allgemeinen  Satz  aufzustellen,  der  die  Bestimmung 
aller  projeetiven  Gruppen  der  Ebene  wesentlich  erleichtert. 

Eine  siebengliedrige  projective  Gruppe  ^7  müsste  nothwendig  cx)^ 
infinitesimale  Transformationen  (15)  enthalten;  die  zu  diesen  Trans- 
formationen gehörigen  00'^  Linienelemente  würden  also  entweder  eine 
bei  g,j  invariante  Schaar  von  00^  Curven  oder  eine  einzelne  invariante 
Curve  bestimmen.  Der  zweite  Fall  ist  ausgeschlossen,  da  nach  Satz  2, 
S.  88  keine  Curve  der  Ebene  mehr  als  sechs  infinitesimale  projective 
Transformationen  zulässt.  Im  ersten  Falle  müsste  jede  Curve  der 
Schaar  eine  sechsgliedrige  projective  Gruppe  gestatten,  die  Schaar 
bestände  mithin  aus  lauter  Geraden,  die  eine  bei  g^  invariante  Curve 
oder  einen  invarianten  Punkt  umhüllten.  Auch  das  ist  unmöglich, 
demnach  enthält  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  überhaupt 
Jceine  siebengliedrige  Untergruppe. 

Eine  sechsgliedrige  projective  Gruppe  enthält  entweder  oo^  oder 
00^,  mindestens  aber  oo^  infinitesimale  Transformationen  (15).  Im 
ersten  Falle  bestimmen  die  zugehörigen  cx)^  Linien  demente  entweder 
eine  invariante  Curve  —  natürlich  eine  Gerade  —  oder  eine  invariante 
Curvenschaar ,  die  nothwendig  aus  Geraden  bestehen  und  einen  in- 
varianten Punkt  umhüllen  muss.  Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  ebenso, 
dass  entweder  eine  invariante  Gerade  oder  ein  invarianter  Punkt  vor- 
handen sein  muss.  Folglich  besteht  jede  sechsgliedrige  projective  Gruppe 
der  Ebene  entweder  aus  den  cx)^  projeetiven  Transformationen,  die  eine 
bestimmte  Gerade,  oder  aus  den  00^,  die  einen  bestimmten  FunJct  invariant 


Hat  eine  projective  Gruppe  der  Ebene  fünf  Parameter,  so  enthält 
sie  entweder  nur  eine  endliche  Anzahl  von  isolirten  Transformationen 
(15)  und  lässt  dann  jedenfalls  ein  Linienelement  in  Ruhe,  oder  sie  ent- 
hält 00^  oder  00^  Transformationen  (15).  Genau  wie  vorhin  sieht 
man  dann  ein,  dass  die  Gruppe  entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade 
invariant  lässt. 


94  Abtheilung  I.    Kapitel  5.   §  23,  24. 

Eine  projective  Gruppe  mit  vier  oder  drei  Pararaetern  ist  immer 
imprimitiv  (s.  S.  34)  und  lässt  daher  eine  Scliaar  von  oo^  Curveu  in- 
variant; die  einzelnen  Curven  dieser  Schaar  gestatten  jede  mindestens 
zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  und  sind  daher  ent- 
weder gerade  Linien  oder  Kegelschnitte.  Das  invariante  ümhüllungs- 
gebilde  der  Schaar  ist  demzufolge  entweder  ein  Punkt  oder  eine 
Gerade  oder  ein  Kegelschnitt;  ein  Kegelschnitt  kann  es  jedoch  nur 
dann  sein^  wenn  die  Gruppe  blos  dreigliedrig  ist. , 

Endlich  lässt  jede  zwei-  oder  eingliedrige  projective  Gruppe  der 
Ebene  mindestens  einen  Punkt  und  eine  hindurchgehende  Gerade  in- 
variant; bei  den  eingliedrigen  folgt  das  aus  Abschn.  I,  S.  585,  Satz  2; 
bei  den  zweigliedrigen  aus  dem  Satze  4,  S.  589  ebenda,  denn  jede 
zweigliedrige  projective  Gruppe  enthält  zwei  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen:  X^f  und  X^f,  die  in  der  Beziehung: 

stehen,   sie  hat  also  die  besondere  Zusammensetzung,  von  der  in  dem 

zuletzt  angeführten  Satze  gesprochen  wird. 

Fassen  wir  jetzt  alles  Gesagte  zusammen,  so  erhalten  wir  das 
Theorem  7.     Jede   Untergruppe   der  allgemeinen  projectiven 

Gruppe  der  Ebene  lässt  entweder  einen  PunM  oder  eine  Gerade 

invariant,  oder  sie  ist  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines 

nicht  ausgearteten  Kegelschnitts. 

§  24. 

Durch  die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  ist  die  Be- 
stimmung aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene  wesentlich  vereinfacht, 
denn  es  handelt  sich  jetzt  nur  noch  darum,  alle  projectiven  Gruppen 
der  Ebene  zu  finden,  die  jedenfalls  entweder  eine  Gerade  oder  einen 
Punkt  invariant  lassen;  ausser  diesen  giebt  es  ja  nur  noch  zwei  Arten 
von  projectiven  Gruppen,  nämlich  erstens  die  allgemeine  projective 
Gruppe  selbst  und  zweitens  den  Typus,  dessen  Repräsentant  die  drei- 
gliedrige projective  Gruppe  irgend  eines  nicht  ausgearteten  Kegel- 
schnitts ist. 

Wir  suchen  zunächst  alle  projectiven  Gruppen  der  Ebene,  die  eine 
Gerade,  aber  keinen  darauf  gelegenen  Punkt  invariant  lassen.  Aus 
diesen  Gruppen  finden  wir  dann  durch  dualistische  Transformation  alle 
die,  welche  einen  Punkt,  aber  keine  hindurchgehende  Gerade  invariant 
lassen.  Ist  beides  ausgeführt,  so  brauchen  wir  nur  noch  alle  projec- 
tiven Gruppen  zu  bestimmen,  bei  denen  ein  Punkt  und  eine  hindurch- 
gehende Gerade,  mit  andern  Worten  ein  Linienelement  invariant  bleibt. 
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Lässt^  eine  projective  Gruppe  eine  Gerade  invariant,  so  denken 
wir  uns  diese  Gerade  ins  Unendliche  verlegt  und  erhalten  eine  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 


[1] 


p,  g,  rrjo,  ijp,  xq,  yq 


Nach  dem  vorhin  aufgestellten  Programm  haben  wir  daher  jetzt 
alle  linearen  Gruppen  aufzusuchen,  bei  denen  kein  Punkt  der  unendlich 
fernen  Geraden  in  Ruhe  bleibt,  oder  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
alle  linearen  Gruppen,  bei  denen  die  Punkte  der  unendlich  fernen 
Geraden  dreigliedrig  transformirt  werden,  denn  würden  die  Punkte 
dieser  Geraden  zwei-  oder  wenigergliedrig  transformirt,  so  bliebe 
nach  S.  17  mindestens  einer  von  ihnen  invariant.  Alle  Gruppen  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  können  wir  aber  auf  Grund  von  Abschn.  I 
S.  572—574  sofort  hinschreiben;  es  giebt  ihrer  blos  vier  Arten  und 
zwar  -sind  das  erstens  die  allgemeine  lineare  Gruppe  [1]  selbst,  zwei- 
tens ihre  fünfgliedrige  invariante  Untergruppe: 


m 


p,q,  xq^   xp  —  yq,  yp 


und    ausserdem    alle    Untergruppen    von    [1],    die    innerhalb    [1]    mit 
einer  der  beiden  Gruppen: 


[3] 


xp,  yp,  xq,  yq 


[4] 


xq,  xp  —  yq,  yp 


gleichberechtigt  sind. 

Da  von  den  Gruppen  [1]  ...  [4]  offenbar  keine  zwei  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sind,  so  werden 
durch  sie  auch  vier  verschiedene  Typen  von  projectiven  Gruppen 
repräsentirt.  Jede  projective  Gruppe,  die  eine  Gerade,  aber  keinen 
darauf  gelegenen  Punkt  invariant  lässt,  ist  innerhalb  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  mit  einer  der  Gruppen  [1]  .  . .  [4]  gleichberechtigt. 

Wir  sind  übrigens  nunmehr  auch  im  Stande  anzugeben,  was  für 
Typen  von  primitiven  projectiven  Gruppen  es  in  der  Ebene  giebt. 
Nach  Theorem  7,  S.  94  lässt  nämlich  jede  projective  Gruppe  der 
Ebene,  wenn  sie  nicht  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  zusam- 
menfällt, entweder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  invariant,  oder  sie 
ist  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines  Kegelschnitts.  Nun  ist 
jede  dreigliedrige  Gruppe  der  Ebene  sicher  imprimitiv,  ebenso  ist  jede 
projective  Gruppe,  die  einen  Punkt  invariant  lässt,  imprimitiv,  primitiv 
können  daher  ausser  der  allgemeinen  projectiven  nur  solche  projective 
Gruppen   sein,   die   eine  Gerade,   aber  keinen  Punkt  invariant  lassen. 
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Die  beiden  einzigen  Gruppen   von  dieser  Beschaffenheit  sind   [1]   und 
[2]  und  die  sind  nach  Theorem  5,  S.  35  auch  wirklich  primitiv,  also: 
Theorem  8.     Ist  eine   Untergruppe  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe  der  Ebene  primitiv,  so  ist  sie  innerhalh  dieser 
Gruppe  entweder  mit  der  allgemeinen  linearen: 
p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 
oder  mit  der  speciellen  linearen: 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 
gleichberechtigt. 

Jetzt  müssen  wir  zu  [1]  ...  [4]  die  dualistischen  Gruppen  auf- 
stelleu,  dabei  brauchen  wir  aber  nur  die  Gruppen  [1]  und  [2]  zu  be- 
rücksichtigen, denn  [3]  und  [4]  liefern  bei  Ausführung  einer  dualisti- 
schen Transformation  keine  Repräsentanten  neuer  Typen,  sie  sind 
nämlicR  beide  mit  sich  selbst  dualistisch;  es  folgt  das  daraus,  dass 
diese  beiden  Gruppen  ausser  der  unendlich  fernen  Geraden  auch  noch 
den  im  Endlichen  gelegenen  Punkt:  x  =  y='0  invariant  lassen,  man 
erkennt  es  aber  auch  sofort  durch  Anwendung  der  dualistischen  Trans- 
formation (2),  S.  80.  Die  Gruppen  nun,  die  mit  [1]  und  [2]  dualis- 
tisch sind,  lassen  jede  einen  Punkt  invariant.  Wählen  wir  als  in- 
varianten Punkt  den  unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe  und  berück- 
sichtigen wir,  dass  mit  diesem  Punkte  zugleich  die  Geradenschaar: 
X  ==  const.  invariant  bleibt,  so  erhalten  wir  die  zu  [1]  dualistische 
Gruppe  in  der  Form: 


[5]  p,  q,  xq,  xp,  yq,  x^p  +  xyq 


die   zu    [2]  dualistische  wird  die  fünfghedrige  invariante  Untergruppe 
von  [5],  nämlich: 


[6]  p,  q,  xq,  2xp  +  yq,  x'p  +  xyq 


Damit  sind  alle  projectiven  Gruppen  gefunden,  die  einen  Punkt, 
aber  keine  hindurchgehende  Gerade  invariant  lassen;  jede  solche  Gruppe 
ist  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einer  der  Grup- 
pen: [5],  [6],  [3],  [4]  gleichberechtigt. 

Nunmehr  sind  blos  noch  die  projectiven  Gruppen  zu  bestimmen, 
die  ein  Linienelement  invariant  lassen.  Wir  denken  uns  natürlich  die 
Gerade  dieses  Linienelements  ins  Unendliche  und  seinen  Punkt  in  den 
unendlich  fernen  Punkt  der  y-Axe  verlegt,  so  dass  unsre  Aufgabe 
darauf  hinauskommt,  alle  Untergruppen  der  fünfgliedrigen  Gruppe: 


m 


p,  q,  xq,  xp,  yq 
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aufzusuchen.  Diese  Gruppe  ist  äugen sclieinlich  mit  sich  dualistisch, 
denn  sie  ist  ja  die  allgemeinste  projective  Gruppe,  die  ein  bestimm- 
tes Linienelement  invariant  lässt.    Wir  wollen  sie  turz  die  G^  nennen. 

Die  Untergruppen  der  G^  bestimmen  wir  in  der  Weise,  dass  wir 
jede  solche  Untergruppe  durch  eine  geeignete  endliche  Transformation: 
(20)  Xi  =  lx  + ii,     yi  =  vx  + ^y  +  Q 

der  G^  auf  eine  einfache  Normalform  bringen  und  dabei  für  alle 
Untergruppen,  die  innerhalb  der  G^  mit  einander  gleichberechtigt  sind, 
stets  nur  eine  Normalform  aufstellen.  Ist  das  geschehen,  so  müssen 
wir  noch  feststellen,  ob  es  unter  den  gefundenen  Gruppen  solche  giebt, 
die,  obwohl  sie  innerhalb  der  G^  nicht  gleichberechtigt  sind,  eä  doch 
innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  sind.  Von  zwei  oder 
mehreren  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander 
gleichberechtigten  Gruppen  ist  natürlich  jedesmal  nur  eine  beizube- 
halten. Haben  wir  so  alle  überflüssigen  Gruppen  beseitigt,  so  sind 
wir  sicher,  für  jeden  Typus  solcher  projectiver  Gruppen,  die  ein  Linien- 
element invariant  lassen,  einen  aber  auch  nur  einen  Repräsentanten 
zu  haben. 

Was  nun  die  Untergruppen  der  Gr,  anlangt,  so  müssen  wir  drei 
Fälle  unterscheiden;  eine  solche  Untergruppe  kann  nämlich  die  Ge- 
raden: X  =  const.  entweder  nullgliedrig  oder  eingliedrig  oder  zwei- 
gliedrig transformiren.  In  §  25  behandeln  wir  diese  Fälle  der  Reihe 
nach. 

§  25. 

I)  Die  Geraden:  x  =  const.  werden  nullgliedrig  transformirt. 

Die  allgemeinste  Untergruppe  von  dieser  Beschaffenheit  ist  die  in 
der  G^  invariante  G^: 


[8]      I    q,   xq,  yq 


jede  andre  hierher  gehörige  Gruppe  ist  in  dieser  G^  enthalten. 

Wenn  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^  die  Transformation  q 
enthält,  hat  sie  die  Form: 

g,   {yx  +  dy)q. 
Verschwindet  hier  d  nicht,   so  führen  wir  yx  -}-  dy  als  neues  y  ein; 
wir  erhalten  somit  die  beiden  Normalformen: 


[9] 


q,  xq 


[10] 


^7  ya 


Jede  zweigliedrige  Untergruppe  der  G^,  in  der  q  nicht  vorkommt, 
hat  die  Gestalt: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     III.  1^  7 
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oder  bei  geeigneter  Wahl  von  x  und  y: 


[11]      I  xq,  yq 


Eine  eingliedrige  Untergruppe:   {yx  +  <5//  -f  £)</  der  G^  lässt  sich 
stets  auf  eine  der  drei  Formen: 


[12]      ^1        \xq 


ya 


bringen,  wie  wir  schon  auf  S.  81  f.  gesehen  haben. 

II)  Die  Geraden:    x  =  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 

Jede  hierher  gehörige  r-gliedrige  Untergruppe  der  Gr,  enthält, 
wenn  r>  1  ist,  eine  (r —  l)-gliedrige  Untergruppe,  welche  die  Ge- 
raden: x  =  const.  nullgliedrig  transformirt  und  welche  daher  auf  eine 
der  unter  I)  gefundenen  Formen  gebracht  werden  kann.  Wir  haben 
demnach  zu  jeder  von  den  Gruppen  [8]  ...  [12]  in  allgemeinster 
Weise  eine  infinitesimale  Transformation: 

{ax  +  ß)p  -f  {yx  +  dy  +  8)q 
hinzuzufügen,    in   der   a   und  ß    nicht    beide    verschwinden^    haben    die 
Consianten  a,  /3,  7,  d,  s  in  jedem   einzelnen  Falle   so   zu  bestimmen, 
dass  eine  Gruppe  entsteht  und   sodann  die  gefundenen  Gruppen  durch 
geeignete  Transformationen  (20)  auf  Normalformen  zu  bringen. 

Wir  finden  zunächst  viergliedrige  Gruppen  von  der  Form: 
q,  xq,  yq,  {ax  +  ß)p. 
Ist  hier  a  nicht  gleich  Null,   so  führen  wir  ax  +  ß  als  neues  x  ein, 
mithin  ergeben  sich  im  Ganzen  zwei  Gruppenformen: 


[13]      I    q,  xq,  yq,  p  [14]        q,  xq,  yq,  xp 


Jetzt  zu  den  dreigliedrigen  Gruppen: 

q,  xq,  (ax  +  ß) p  +  öyq. 
Verschwindet    a,    nicht    aber    8,    so  führen  wir  -^   als  neues  x  ein; 
wir  bekommen  daher,  wenn  a  gleich  Null  ist,  die  beiden  Gruppen: 


[15]  q,   xq,  p  [16]         q,  xq,  p  +  yq 


Ist  dagegen  «  H=  0,  so  können  wir  ß  gleich  Null  machen;    das  liefert 
die  Gruppe: 

[17]      I    q,  xq,  xp  +  cyq 
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Der  darin  vorkommende  willkürliche  Parameter  c  lässt  sich  durch  die 
endlichen  Transformationen  (20)  der  6^5  nicht  fortschaffen. 
Bei  den  dreigliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 
g,  yq,  {ax  +  ß)p+yxq 
zeigt  die  Relation: 

{yq,  {ax  +  ß) p  +  yxq)  =  —  yxq, 
dass   y   verschwindet,    also    finden    wir    in    der   bekannten   Weise    die 
beiden  Normalformen: 


[18]         g,  yq,  p  [19]         q,  yq,  xp 


Endlich  kommen  wir  zu  den  Gruppen: 

xq,  yq,  {ccx  +  ß) p  +  sq. 
Hier  ergiebt  sich   aus  den  Relationen: 

{{ax  +  ß)p  +  sq,  yq)  =  sq,   {{ax  +  ß)p  +  eq,  xq)  =  {ax  +  ß)q, 
dass  £  =  ß  ==  0  sein  muss,  es  bleibt  daher  nur  die  Gruppe: 

[20]      I  xq,  yq,  xp    |. 

Wir  wenden   uns  zu   den  zweigliedrigen  Untergruppen   unsrer  Gr„ 
bei  denen  die  Geraden  x  =  const.  eingliedrig  transformirt  werden. 

In  den  Gruppen: 

q,  (ax+  ß)p  +  (yx+  dy)q 
können  wir   ß  stets   gleich  Null  machen,   wenn   a  nicht  verschwindet, 
wir  haben  daher  zwei  Hauptformen  zu  unterscheiden: 

(21)  qyP  +  (yx  +  ^y)  r,   ^,  ^p  +  ir^  +  ^y)  ^• 

Wird:  Ix  -\-  ^y    als   neues  y  eingeführt,    so   erhalten   wir   im    ersten 

Falle: 

g,  P+{(^y-Ad)^  +  ^2/  +  A}g. 

Ist  hier  ö  =|=  0,   so  machen  wir   ^y  —  Xd  =  0   und  führen  ausserdem 
noch  dx  als  neues  x  ein,  das  giebt  die  Gruppe: 

I 


[21]  q.  p-\-  yq 


Verschwindet   d,   aber  y  nicht,   so  machen  wir  ^y  =  1-^   es  kommen 
demnach  noch  die  beiden  Gruppen  hinzu: 


[22]         q,  P  +  ooq'  [23]     1  g,  p 


Im   zweiten   der  beiden  Fälle   (21)   ergiebt  sich  bei   der  vorhin  ange- 
wendeten Variabeinänderung: 

g,  xp+  {{iiy  —  lö  +  X)x  +  dy\q. 
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Hat  daher  d  einen  von  1  verscliiedenen  Werth^  so  machen  wir: 
X(d  —  1)  =  ^y.  Ist  d  =  1  und  y  ^  0,  so  machen  wir  |Liy  =  1;  end- 
lich kann  auch  noch  der  Fall:  d  =  1,  y  =  0  eintreten.  Also  bekom- 
men wir  zwei  Gruppenformen: 


[24] 


q,  xp  +  cyq 


[25]        q,  xp  +  {x  +  y)q 


wo  nunmehr  der  Parameter  c  auch  den  Werth  1  annehmen  kann. 
Dieser  Parameter  kann  übrigens  durch  Transformationen  von  der  Form 
(20)  nicht  beseitigt  werden. 

Bei  den  zweigliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 
xq,  {ax  +  ß)p  +  {dtj  +  e)q 
erhalten  wir  durch  Combination:  {ß  —  a)xq  —  ßq,  also  verschwindet 
ß  und  a  darf  gleich  1  gesetzt  werden.  Ist  ^  =f=  ö?  ^o  fähren  wir 
dy  -\-  £  als  neues  y  ein,  ist  dagegen  d  =  0,  so  machen  wir  f  =  1, 
wenn  es  nicht  verschwindet.  Es  ergeben  sich  also  die  zwei  Gruppen- 
formen : 


[26] 


xq,  xp+cyq 


[27]        xq,  xp  +  q 


Endlich  bleiben  noch  die  zweigliedrigen  Gruppen:  . 

yq,  {ax  +  ß)  p  +  {yx  +  e)q 

zu  behandeln.  Durch  Combination  ergiebt  sich  hier:  (yx  +  s)  q,  also 
verschwinden  y  und  s  beide  und  wir  finden  in  bekannter  Weise  die 
Gruppen : 

[28] 


y^,  p 


[29]        yq,  xp 


Die  eingliedrigen  Gruppen: 

(ax  +  ß)p  +  {yx  -\-äy  +  £)q, 

welche  die  Geraden:  x  =  const.  eingliedrig  transformiren,  können  nach 
S.  82  f.  stets  eine  der  sechs  Formen: 


p 


[30] 


p  +  yq 


p-\-xq 


xp  +  q 


xp-\-{x  +  y)  q- 


xp  +  cyq 


erhalten,  von  denen  keine  zwei  innerhalb  der  (rg  gleichberechtigt  sind. 

III)    Die   Geraden:   ic  =  const.    werden    zweigliedrig 
transformirt. 

Jede  hierher  gehörige  r-gliedrige  Untergruppe  g  der  Gr,  enthält  zwei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 
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p  +  (yx  +  dy  +  s)q,     xp  +  {y  x  +  ä' y  +  £)q. 
Es  liegt  daher  auf  der  Hand,  dass  die  Transformation: 
{22)  ^  +  ^y,o  +  dy  +  s)q 

zusammen  mit  den  in  g  enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen 
von  der  Form:  (y"a;  +  d''y  +  £')q  eine  (r —  l)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  von  g  erzeugt,  bei  der  x  eingliedrig  transformirt  wird. 
Wir  brauchen  daher  von  den  unter  II)  bestimmten  Gruppen  nur  die 
auszuwählen,  die  eine  Transformation  von  der  Form  (22)  enthalten 
und  müssen  dann  zu  jeder  solchen  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  eine 
Transformation; 

xp  +  {yx  +  d'y  +  e)q 

so  hinzuzufügen,  dass  wieder  eine  Gruppe  entsteht. 

Ausser   der  G^   selbst  erhalten   wir  so   zunächst   aus   der  Gruppe 
[15]  die  viergliedrige: 

[31]         q,  xq,  p,  xp  +  cyq 

aus  der  der  Parameter  c  nicht  fortgeschafft  werden  kann. 
Eine  viergliedrige  Gruppe  von  der  Form: 

^;  ^2;  p  +  yg.j  ^p  +  ^ygt 

giebt  es  nicht,  denn  die  müsste  auch  noch  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

{p  +  yq,  xp  +  dyq)=p 

enthalten,  was  nicht  angeht.  Auf  diesen  Widerspruch  würden  wir  im 
Folgenden  überall  stossen,  wenn  die  Transformation:  p  -\-  yq  auftritt, 
ohne  dass  p  und  yq  einzeln  vorhanden  sind.  Demnach  brauchen  wir 
die  Gruppe  [21]  und  die  zweite  der  Gruppen  [30]  gar  nicht  zu  be- 
rücksichtigen. 

Die  Gruppe  [18]  liefert  uns  viergliedrige  Gruppen  von  der  Form: 
q,  yq,  p,  xp  +  yxq, 
weil  sich  aber  durch  Combination  ergiebt: 

{yq,  xp  +  yxq)  =  —  yxq, 
so  verschwindet  y  und  es  bleibt  nur  die  Gruppe: 

[32]         g,  yq,  p,  xp 


Zu  dreigliedrigen  Gruppen  führen  die  Gruppen  [22],  [23]  und  [28]. 
Im  ersten  Falle  erhalten  wir  Gruppen  von  der  Form: 

q,  p  +  xq,  xp  +  {yx  +  dy)q, 
durch  Combination  der  beiden  letzten  Transformationen   ergiebt   sich 
aber : 
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P  +  ?(l  +  {^  —  1)^^. 
also  muss  d  deu  Wertli  2  haben.    Führen  wir  noch  y  -{-  yx  als  neues 
y  ein,  so  bekommen  wir: 

[33]      I     (j,    p  +  xq,    xp  +  2yq    |. 

I I 

Im  zweiten  Falle  haben  wir  es  mit  Gruppen  zu  thun  von  der  Form; 

q,  p,  xp  +  {yx  +  dy)q', 
indem  wir  hier  Ix  -^  ^ly  als  neues  y  einführen,  erkennen  wir  wie  auf 
S.  99  f.,  dass  sich  diese  Gruppen  auf  die  beiden  Formen: 


[34]         q,  p,  xp  +  cyq  [35]        q,  p,  xp  +  {x  +  y)q 


zurückführen  lassen.    Im  dritten  Falle,  bei  den  Gruppen  von  der  Form: 

yq,  p,  xp  +  {yx  +  s)q 

ergiebt  sich  durch  Combination  der  ersten  Transformation  mit  der 
letzten:  {yx -^  £)q,  also  müssen  y  und  s  beide  verschwinden  und  es 
bleibt  nur  die  Gruppe: 

[36]      i  yq,  p,  xp  \, 


Noch  sind  alle  zweigliedrigen  Untergruppen  der  G^  zu  bestimmen, 
die  X  zweigliedrig  transformiren. 

Hier  kommen  nur  die  beiden  Möglichkeiten: 

p,  xp  +  {yx  +  dy  +  e)  g;    p  +  xq,  xp  +  (yx  +  dy  +  s)q 

in  Betracht.  Im  ersten  Falle  ergiebt  sich  durch  Combination,  dass 
y  verschwinden  muss;  ist  d  von  Null  verschieden,  so  kann  e  gleich 
Null  gemacht  werden;  ist  endlich  d  =  0,  aber  £=[=0,  so  kann  s 
gleich  1  gemacht  werden.  Im  zweiten  Falle  ergiebt  sich  durch  Com- 
bination: 

also  muss  d  =  2  sein  und  y  verschwinden;  s  wird  gleich  Null,  wenn 
man  y  -{-  ^s  als  neues  y  einführt.  Wir  erhalten  demnach  nur  drei 
zweigliedrige  Gruppen: 


[37]     i  p,  xp  +  cyq 


[38]    \p,xp  +  q 


[39]    I    p  +  xq,  xp  +  2yq 


Hiermit  sind  alle  Untergruppen  der  G^  gefunden,  das  heisst  jede 
Untergruppe  der  G-^  ist  innerhalb  der  Gr,  mit  einer  der  Gruppen 
[8]  .  . .  [39]  gleichberechtigt.  Dagegen  giebt  es  unter  diesen  Gruppen 
keine    solchen,    die    mit    einander    innerhalb    der    G^    gleichberechtigt 
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wären.  Denn  dass  von  den  Gruppen  unter  I)  keine  mit  einer  der 
Gruppen  unter  II)  oder  III)  gleichberechtigt  sein  kann,  ist  an  und  für 
sich  klar,  dass  andrerseits  in  keiner  der  Abtheilungen  I),  II),  III) 
zwei  mit  einander  innerhalb  der  G^  gleichberechtigte  vorhanden  sind, 
sieht  man  in  jedem  einzelnen  Falle  sehr  leicht  ein. 

Es  bleibt  uns  jetzt  noch  zweierlei  zu  thun.  Erstens  müssen  wir 
untersuchen,  welche  von  den  Gruppen  [8]  .  .  .  [39]  innerhalb  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  gleichberechtigt  sind  und  zweitens  müssen 
wir  feststellen,  welche  unter  diesen  Gruppen  mit  einander  dualistisch 
sind.  Der  Erledigung  dieser  beiden  Aufgaben  ist  der  nächste  Para- 
graph gewidmet.  Dabei  brauchen  wir  natürlich  die  eingliedrigen  Grup- 
pen nicht  noch  einmal  zu  behandeln. 


§  26. 


Die  a^: 


p,  q,  xq,  xp,  yq 
ist  die  grösste  projective  Gruppe,  bei  der  ein  gewisses  Linienelement 
invariant  bleibt,  nämlich  das  Linienelement  X,  das  aus  der  unendlich 
fernen  Geraden  und  dem  unendlich  fernen  Punkte  der  ?/-Axe  besteht. 
Sollen  daher  zwei  Untergruppen  g^  und  (jc^  der  (rg,  die  innerhalb  der 
Gr,  nicht  gleichberechtigt  sind,  es  doch  innerhalb  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  sein,  so  müssen  sie  durch  eine  projective  Transfor- 
mation mit  einander  ähnlich  sein,  bei  der  das  Linienelement  L  nicht 
invariant  bleibt;  dieser  Fall  kann  aber  nur  dann  eintreten,  wenn  jede 
der  beiden  Gruppen  g^  und  g^  ausser  dem  Linienelemente  L  mindestens 
noch  ein  andres  Linienelement  invariant  lässt.  Hieraus  ergiebt  sich, 
wie  man  zu  verfahren  hat,  um  festzustellen,  welche  unter  den  Gruppen 
[8]  . .  .  [39]  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander 
gleichberechtigt  sind. 

Ist  g  irgend  eine  der  Gruppen  [8]  .  .  .  [39],  so  bestimme  man  alle 
Punkte  und  alle  Geraden,  die  bei  g  invariant  bleiben,  dann  kann  man 
sofort  auch  alle  bei  g  invarianten  Linienelemente:  L^,  Xg  .  .  .  angeben. 
Man  bestimme  ferner  für  jedes  dieser  Linienelemente  eine  solche  pro- 
jective Transformation,  bei  der  es  in  das  oben  besprochene  Linien- 
element L  übergeht,  und  führe  die  erhaltenen  projectiven  Transfor- 
mationen auf  die  Gruppe  g  aus.  Auf  diese  Weise  erhält  man  eine 
Anzahl  Untergruppen:  g^,  g^,---  ^^^  ^5;  <^ie  alle  innerhalb  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  mit  g  gleichberechtigt  sind.  Sucht  man 
nun  endlich  diejenigen  unter  den  Gruppen  [8]  . .  .  [39]  auf,  die  inner- 
halb der  (t5  mit  einer  der  Gruppen  ^i,  ^2  •  •  •  gleichberechtigt  sind, 
so    erhält   man   zugleich    alle   in    der   Reihe    [8]  . . .  [39]    enthaltenen 
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Gruppen,  die  innerlialb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  g 
gleichberechtigt  sind.     . 

Unter  den  Gruppen  [8]  ...  [39]  giebt  es  eine  Anzahl,  die  kein 
andres  Linienelement  als  das  oben  besprochene  L  invariant  lassen. 
Es  sind  das  von  einer  eingliedrigen  abgesehen  die  folgenden: 

[13],  [15],  [16],  [22],  [31],  [33],  [35],  [39]. 

Von  diesen  Gruppen  ist  augenscheinlich  keine  innerhalb  der  allgemei- 
nen projectiven  Gruppe  mit  einer  der  übrigen  Gruppen  [8]  . .  .  [39] 
gleichberechtigt. 

Nunmehr  müssten  wir  eigentlich  die  andern  Gruppen  alle  der 
Reihe  nach  durchgehen  und  für  jede  einzelne  die  oben  angedeutete 
Untersuchung  ausführen;  da  aber  das  zu  viel  Raum  beanspruchen 
würde,  wollen  wir  für  die  noch  übrigen  Gruppen  nur  die  Ergebnisse 
der  betreffenden  Untersuchungen  zusammenstellen. 

Von  den  Gruppen:  [8],  [9],  [14],  [23],  [29],  [32]  ist  keine  inner- 
halb der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einer  andern  der  Gruppen: 
[8]  . . .  [39]  gleichberechtigt. 

Jede  der  Gruppen:  [10],  [11],  [24],  [26],  [28],  [37]  ist  mit  einer 
von  den  oo^  Gruppen: 


[40] 


g,  axp  +  cyq 


gleichberechtigt,  dagegen  giebt  es  unter  den  Gruppen  [40]  keine  zwei, 
die  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind. 

Nimmt  man  zu  den  Gruppen  [17]  noch  die  Gruppe  [8]  hinzu,  so 
erhält  man  die  folgende  Schaar  von  oo^  Gruppen: 


[41] 


g,  xq,  axp  +  cyq 


Diese  Gruppen  sind  aber  paarweise  mit  einander  gleichberechtigt,  denn 
durch  Ausführung  der  projectiven  Transformation: 


1  y 

x.=  -.    y  =^ 


erhält  man  aus  (41)  die  Gruppe: 

^1,  x,q^,  ax^p,  +  {a  —  c)y,q^. 
Aehnliches  gilt  von  der  Schaar  der  <x>^  Gruppen: 


[42]      I  q,  p,  axp  +  cyq 


die    man   durch   Hinzunahme    der   Gruppe  [18]    zu    den  Gruppen   [34] 
erhält:   auch   die  Gruppen  [42]   ordnen  sich   in  cx)i  Paare  von  gleich- 
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berechtigten  Gruppen;  man  sieht  das,  wenn  man  in  [42]  die  Ver- 
änderlichen X  und  y  mit  einander  vertauscht. 

Die  Gruppe  [19]  ist  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
mit  den  beiden  Gruppen  [20]  und  [36]  gleichberechtigt,  ebenso  die 
Gruppe  [21]  mit  [38],  und  [25]  mit  [27]. 

Jetzt  wissen  wir  ganz  genau,  welche  unter  den  Gruppen  [8]  .  .  .  [39] 
dieselben  Typen  von  projectiven  Gruppen  repräsentiren,  wir  sind  daher 
im  Stande,  für  jeden  Typus  von  solchen  projectiven  Gruppen,  die  ein 
Linienelement  invariant  lassen,  einen  aber  auch  nur  einen  Repräsen- 
tanten anzugeben.  Uebrig  bleibt  nur  noch  eins:  wir  müssen  noch 
feststellen,  welche  unter  den  gefundenen  Gruppen  durch  dualistische 
Transformation  in  einander  übergeführt  werden  können. 

Zu  diesem  Zwecke  ist  es  wünschenswerth  eine  dualistische  Trans- 
formation zu  besitzen,  bei  der  die  Gruppe  [7]  in  sich  übergeht  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  dualistische  Transformation,  bei 
der  das  auf  S.  103  definirte  Linienelement  L  invariant  bleibt.  Eine 
solche  dualistische  Transformation  ist  aber  durch  die  Gleichun«-: 

2/  +  2/i  —  ^^1  =  0 

definirt,  denn  bei  dieser  Transformation  geht  jeder  Punkt  in  seine 
Polare  in  Bezug  auf  den  Kegelschnitt:  \j  —  \x^  ==  0  über  und  jede 
Gerade  in  ihren  Pol  in  Bezug  auf  diesen  Kegelschnitt;  das  Linien- 
element L  bleibt  daher  wirklich  invariant.  Die  Gleichungen  der  be- 
treffenden Transformation  lauten   (vgl.  S.  79): 

(23)  xi  =  —  ^,    2/i=-Y-!/,    Pi==xq,    q^=^  —  q. 

Bei  der  dualistischen  Transformation  (23)  gehen  nun  die  infini- 
tesimalen Transformationen  q,  p,  xq,  xp,  yq  über  in: 

?==  —  ?i.  P  =  Xiqu   xq  =i),,   xp  =  ~x,p„  yq  =  x^p,  +  y,qu 
man  kann  demnach   sofort  jede  der   gefundenen  Gruppen  in  eine  mit 
ihr  dualistische  überführen  und  insbesondere  feststellen,  ob  die  Gruppe 
mit  sich  selbst  dualistisch  ist. 

Die  Ausführung  dieser  Betrachtungen  im  Einzelnen  unterdrücken  wir. 

§  27. 

Endlich  sind  wir  soweit,  dass  wir  eine  Tabelle  aufstellen  können, 
in  der  für  jeden  Typus  von  projectiven  Gruppen  ein  und  nur  ein 
Repräsentant  enthalten  ist.  Wir  schliessen  in  dieser  Tabelle  jede  pro- 
jective  Gruppe,  die  mit  sich  dualistisch  ist,  in  einen  starken  Rahmen 
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ein;  zwei  Gruppen^  die  mit  einander  dualistisch  sind,  stellen  wir  neben 
einander,  indem  wir  sie  durch  das  Zeichen  ~  verbinden. 
Die  Tabelle  lautet  folgendermassen: 


Tabelle  aller  projectiven  Gruppen  der  Ebene. 
I)    Achtgliedrige  Gruppen. 


p,  a,  ^p,  ypy  ^(h  y(i,  ^^p  +  ^y(i,  ^yp  +  y'^i 


11)    Sechsgliedrige  Gruppen. 


_p,  g,  xp,  yp,  xq,  yq 


ih  q,  ^(ly  ^p,  y<i,  ^^p  +  ^ya  ■ 


III)    Fünfgliedrige  Gruppen. 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 


p,  q,  xq,   2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 


p,  q,  xq,  xp,  yq 


IV)    Viergliedrige  Gruppen. 


Qy  yq,  Py  ^P 


q,  xq,  xp,  yq 


q,  p,  xq,  axp  +  cyq 


q,  xq,   p,  {c  —  a)xp  +  cyq 


xp,  yp,  xq,  yq 


V)   Dreigliedrige  Gruppen. 


p  +  xq,  xp  +  2yq,   (x^  —  y)p  +  xyq 


xq,  xp  —  yq,  yp 


q,  p,  axp  +  cyq 


q,  xq,  (c  —  a)xp  +  cyq 


q,  yq,  xp 


q,  xq,  p 


q,  p  +  xq,  xp  +  2yq 


q,  xq,  p  +  yq 


(h  p,  ^p  +  (^  +  y)q   ' 
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VI)   Zweigliedrige   Gruppen. 

A)    Mit  nicht  vertauschbaren   infinitesimalen 
Transformationen. 


q,  axp  +  cyq 

(c  +  O) 


CLy  p-{-yq 


q,    (c  —  a)  xp  -\-  cijq 

(c+O) 

q,  xp-^  {oc  +  y)q 

p-\-  xq,   xp-\-  2ijq 


B)    Mit   vertauschbaren   infinitesimalen  Transformationen. 


3;  P 


q,  xq 


q,  p  +  xq 


q,  xp 


xp,  yq 


VII)    Eingliedrige   Gruppen. 


xp  +  cyq     (c+  0,1) 


p  +  yq 


p+  xq 


0 


In  dieser  Tabelle  sind  die  Gruppen  von  der  Form: 

qy  p,  xq,  axp  +  cyq 

und  die  von  der  Form: 

g,  axp  +  cyq 

zweimal  aufgeführt,  weil  die  Gruppen  dieser  beiden  Schaaren  sich 
paarweise  als  dualistisch  zusammenordnen.  Ferner  ist  zu  bemerken, 
dass  in  den  Fällen,  wo  ein  willkürlicher  Parameter:  aic  auftritt,  zwei 
verschiedenen  Werthen  dieses  Parameters  doch  zwei  mit  einander  gleich- 
berechtigte Gruppen  entsprechen  können.  Wann  dies  der  Fall  ist, 
kann  aus  der  nachstehenden  Ergänzungstabelle  entnommen  werden: 


q,  p,  axp  +  cyq       =      p,  q,  cxp  +  ayq 


q,  xq,  (c—  a)xp  +  cyq 


q,  xq,  (a  —  c)  x^o  +  <^2/3' 


xp  -j-  cyq 


cxp  +  yq 


xp  +  (1  —  c)yq 


(1  —  c)xp  +  yq 


cxp-\-{c  —  \)yq    ^    (c  —  \)xp  +  cyq 


Hier  bedeutet  das  Zeichen  ^,  dass  die  beiden  Gruppen,  zwischen  denen 
es  steht,  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander 
gleichberechtigt  sind. 
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§  28. 

Nicht  selten  kommt  man  in  die  Lage,  dass  eine  projective  Gruppe 
g  der  Ebene  vorgelegt  ist  und  dass  man  die  grösste  projective  Gruppe 
braucht,  in  der  g  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist.  Handelt 
es  sich  dabei  blos  um  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  in 
der  g  invariant  ist,  so  gelangt  man  mit  Hülfe  des  folgenden  Satzes 
leicht  zum  Ziel: 

Satz  4.  Lässt  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  eine  isolirte  PunM- 
figiir  invariant j  so  'behält  diese  Figur  ihre  Lage  überhaupt  hei  jeder  end- 
lichen continuirlichen  Gruppe,  in  der  die  betreffende  Gruppe  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze  3  auf 
S.  586  von  Abschn.  I;  wenn  nämlich  die  dort  betrachtete,  bei  der 
Gruppe  Gr—m  invariante  Punktfigur  M  isolirt  ist,  wenn  sie  also  keiner 
continuirlichen  Schaar  von  solchen  Punktfiguren  angehört,  die  sämmt- 
lich  bei  der  Gr—m  invariant  bleiben,  so  kann  sie  bei  den  Transfor- 
mationen der  Gr  keine  neuen  Lagen  annehmen,  sondern  sie  muss  auch 
bei  der  Gr  invariant  bleiben. 

Um  unsern  Satz  auf  den  vorliegenden  Fall  anzuwenden,  .denken 
wir  uns  alle  bei  der  Gruppe  g  invarianten  Punkte  und  Geraden  bestimmt, 
die  isolirt  liegen.  Diese  Punkte  und  Geraden  bilden  eine  bei  g  in- 
variante isolirte  Punktfigur  F.  Wir  haben  also  nur  noch  die  grösste 
continuirliche  projective  Gruppe  G  aufzusuchen,  bei  der  F  seine  Lage 
behält,  und  dann  die  grösste  continuirliche  Untergruppe  ©  von  G  zu 
bestimmen,  in  der  g  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist.  (5J  ist 
dann  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  in  der  g  invariant  ist. 

Ein  Beispiel  wird  die  Brauchbarkeit  dieser  Methode  darthun. 

Bei  der  eingliedrigen  Gruppe:  p  -\-  xq  bleibt  nur  eine  Gerade 
und  nur  ein  Punkt  invariant,  nämlich  die  unendlich  ferne  Gerade  und 
der  unendlich  ferne  Punkt  der  y-kxQ.  Das  auf  S.  103  beschriebene 
Linienelement  L  ist  demnach  die  einzige  bei  der  Gruppe:  p -\- xq  in- 
Variante  Punktfigur,  die  aus  isolirten  Punkten  und  Geraden  besteht. 
Die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  bei  der  L  invariant  bleibt, 

ist  die  bekannte  Gp^: 

p,  q,  xq,  xp,  yq, 

wir  haben  daher  noch  die   grösste   Untergruppe   der  Gp^   aufzusuchen, 
in' der   p -\- xq    als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  suchen  wir  die  allgemeinste  infinitesimale 
Transformation : 

^f=eiP  +  e.,q  +  e^xq  +  e^xp  +  e^yq, 
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die  so  beschaffen  ist,  dass  der  Ausdruck: 

{p  +  xq,  Xf)  =  (e,  -  e,)q  +  e,p  +  fe  _  e,)xq 
die  Form:  l(p  +  xq)  erhält.    Wir  finden,  dass  e,  ==  e,  und  e,  =  er-~e 
sein  muss,  demnach  ist:  ^4 

p  +  xq,  q,   xp  +  2yq 

die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  in  der  p  +  xq  als  in- 
variante Untergruppe  enthalten  ist,  es  ist  das  die  Gruppe,  die  unter 
V  an  siebenter  Stelle  steht. 

Tn  dieser  Weise   kann  man  leicht  für  jede  der  im  vorigen  Para- 
graphen   aufgezählten    Gruppen    die    grösste    continuirliche    projective 
Gruppe  aufstellen,  in  der  sie  invariant  ist.    Beispielsweise  ergiebt  sich 
dass  die  nachstehenden  Gruppen:  ' 

T,  1;   II,  1  und  II,  2;  III,  3;   IV,  1,  2,  5;  V,  1,  5,  7;  VI,  A5  und  B5 
die  einzigen   sind,   die   nicht  in   grösseren    continuirlichen    projectiven 
Gruppen  als  invariante  Untergruppen  enthalten  sind. 

Hat  man  einmal  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe  G 
in  der  eine  vorgelegte  projective  Gruppe  g  als  invariante  Untergruppe 
enthalten  ist,  so  kann  man  ohne  Schwierigkeit  auch  die  grösste  nicht- 
continuirliche  projective  Gruppe  angeben,  in  der  g  invariant  ist  - 
wenn  es  überhaupt  eine  nicht-coutinuirliche  Gruppe  von  dieser  Be- 
schaffenheit giebt.  Wir  wollen  jedoch  auf  die  hierzu  nöthigen  Ueber- 
legungen  nicht  eingehen. 


Kapitel  6. 


Bestimmung  aUer  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei    ^ 
Veränderliehen. 

Die  allgemeine  lineare  homogene  Gruppe  in  den  drei  Veränder- 
lichen X,  y,  z  ist  neungliedrig  und  soll  deshalb  im  Folgenden  kurz 
„die  6^9"  genaunt  werden.     Sie  hat  die  Form: 

(1)  ^  ^  ""^'^  +  ""''^  +  ""^'^^     y  ^  ""^i^  +  ci,,y  +  a^^z, 

und  ist  von  den  neun  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
(^)  ^Py  yPy  ^i>;  ^Ö';  Vly  ^g,  XT ,  yr^  zr 

erzeugt,    wo,   unsrer  sonstigen  Schreibweise    entsprechend,   r   für   ^ 
geschrieben  ist.  ^^ 

Wir   wollen    alle   Untergruppen    der  G,    bestimmen.     Zu    diesem 
Zwecke  theilen  wir,  wie  gewöhnlich,  die  Untergruppen  der  G,  in  Typen 
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ein,  indem  wir  zwei  Untergruppen  stets  dann  aber  auch  nur  dann  zu 
demselben  Typus  rechnen,  wenn  sie  innerhalb  der  Gq  gleichberechtigt 
sind.  Dann  kommt  unsre  Aufgabe  darauf  hinaus,  dass  für  jeden  Typus 
von  Untergruppen  der  G^  eine  einzige  ihm  angehörige  Gruppe,  also 
ein  Repräsentant  aufgestellt  werden  soll. 

Die  Erledigung  dieser  Aufgabe  ist  nach  Abschn.  I,  Kap.  28  von 
grosser  Wichtigkeit  für  die  Klassification  und  die  Bestimmung  aller 
Gruppen  von  Punkttransformationen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes. 

§  29. 

Unsre   G^  enthält  nach  Abschn.  I,  Theor.  98,  S.  561    blos    zwei 

invariante  Untergruppen,  nämlich  erstens  die  achtgliedrige  specielle 
lineare  homogene:  ^ 

(3)  ^ih  H,  ^9.1  ^v  -  ya,  ypy  ^p  -  ^^>  ^^'  f^ 

und  zweitens  eine  eingliedrige,  die  von  der  ausgezeichneten  infinitesi- 
malen Transformation: 

xp  +  yq  +  ^r  =  U 

der  Gq  erzeugt  ist. 

Die  erste  dieser  beiden  invarianten  Untergruppen  ist  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  holoedrisch  isomorph  (a.  a. 
0.  S.  558,  Theor.  96),  ja  sie  ist  geradezu  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  Ebene,  nur  geschrieben  in  drei  homogenen  Veränderlichen 
X,  y,  z.  Deutet  man  nämlich  x,  y,  z  als  rechtwinklige  Coordinaten 
im  dreifach  ausgedehnten  Räume,  so  kann  man  sie  zugleich  als  homo- 
gene Coordinaten  der  oo^  Geraden  durch  den  Punkt:  x  =  y^z==^ 
auffassen;  diese  oo^  Geraden  werden  offenbar  von  der  Gruppe  (3) 
unter  einander  vertauscht  und  zwar  durch  die  allgemeine  projective 
Gruppe  der  zweifach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Will  man  den 
Zusammenhang  zwischen  der  Gruppe  (3)  und  der  allgemeinen  projec- 
tiven Gruppe  der  Ebene  genauer  verfolgen,  so  braucht  man  nur: 

-  =  £,    ^  =  ^ 
zu   setzen    und   zu   berechnen,  wie    £    und    \)    bei    den   infinitesimalen 
Transformationen  (3)  transformirt  werden,  man  erhält  auf  diese  Weise 
(a.  a.  0.  S.  579)  die  folgende  Tabelle: 

^i)  =  p,  ^g  =  q,  x(i=.lo^,  2/i>  =  ^P 
pi)-2/2  =  SP-^^'  xp-zr  =  2t^  +  ^%  ^g^0r  =  3Cp  +  2t)q 
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mit  Hülfe  deren  man  jede  infinitesimale  projective  Transformation 
der  Ebene,  die  in  den  nicht  homogenen  Veränderlichen  £,  t)  vorliegt, 
sofort  in  den  homogenen  Veränderlichen  x,  y,  z  schreiben  kann  und 
umgekehrt. 

Wie  die  Gruppe  (3)   mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 
(ö)  P;  q,  £^  t)^,  jq,  tiq,  f^  +  jtiq,  £^p  +  tj^q 

der  Ebene  gleichzusammengesetzt  ist,  so  ist  die  G^  augenscheinlich 
mit  der  neungliedrigen  Gruppe: 

(ß)  P;  q;  £^  t)^;  Sq,  ^q;  £'^  +  Jtiq,  jt|^  +  ^^^^^  ^ 

in  den  drei  Veränderlichen  i,  t),  §  gleichzusammengesetzt.  Wir  können 
daher  zunächst  alle  Untergruppen  der  Gruppe  (6)  bestimmen,  was  gar 
keine  Schwierigkeiten  hat,  da  wir  im  vorigen  Kapitel  alle  Untergruppen 
der  Gruppe  (5)  gefunden  haben.  Kennen  wir  aber  erst  alle  Unter- 
gruppen von  (6),  so  kennen  wir  zugleich  auch  alle  Untergruppen  der 
6^9  5  um  sie  zu  erhalten  brauchen  wir  ja  nur  in  den  Untergruppen  von 
(6)  mit  Hülfe  der  Tabelle  (4)  jede  infinitesimale  Transformation  in 
£,  t)  durch  die  entsprechende  in  x,  y,  z  zu  ersetzen  und  ausserdem 
noch  für  r  zu  schreiben:  xp  -\-  yq^-\-  zr. 

Die    Untergruppen    der  Gruppe    (6)    zerfallen   in   zwei    getrennte 
Kategorien,   nämlich    in   solche    Untergruppen,    die    die   infinitesimale 
Transformation  r  enthalten  und  in  solche,  die  r  nicht  enthalten.    Jede 
der  ersten  Kategorie  angehörige  Untergruppe  hat  die  Form- 
et) 3e,/-...^„/,  r, 
jede  der  zweiten  angehörige  hat  die  Form: 

W  3e,/'  +  ^,r,...,X,/+«,,r, 

wo  beide  Male:  lj.,.limf  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe 

(5)  ist,  während  a^  . . .  ar  Constanten  bezeichnen. 

Nun  enthält  die  Gruppe  (6)  eine  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformation,  nämlich  r,  ihre  adjungirte  Gruppe  ist  daher  blos  acht- 
gliedrig  und  fällt  mit  der  adjungirten  Gruppe  von  (5)  zusammen. 
Hieraus  folgt,  dass  zwei  Untergruppen  g,  und  g^  von  (6)  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  innerhalb  dieser  Gruppe  gleichberechtigt  sind,  wenn 
die  eine  durch  eine  Transformation  der  Gruppe  (5)  in  die  andre  über- 
gehen kann;  zugleich  ergiebt  sich,  dass  g^  und  g^  jedenfalls  nur  dann 
mnerhalb  der  Gruppe  (6)  gleichberechtigt  sein  können,  wenn  sie 
erstens  entweder  beide  die  Form  (7)  oder  beide  die  Form  (8)  besitzen 
und  wenn  zweitens  die  zu  g^  gehörige  Gruppe:  IJ...I,,f  mit  der  zu 
^2  gehörigen  Gruppe:  IJ...  1,J  innerhalb  der  Gruppe  (5)  gleich- 
berechtigt ist. 
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Durch  diesen  Umstand  wird  die  Bestimmung  aller  Untergruppen 
von  (6)  ganz  wesentlich  erleichtert.  Wir  können  nämlich  in  (7)  und 
(8)  die  Gruppe:  dl^f .  .  .  dCmf  von  vornherein  durch  eine  Transformation 
der  Gruppe  (5)  auf  eine  der  in  §  27  angegebenen  Formen  bringen. 
Sind  nun  Qi  und  Q^  zwei  verschiedene  unter  den  Gruppen  des  §  27 
und  wählen  wir  als  Gruppe:  ?ij...  ?ß,nf  einmal  g^,  das  andere  Mal 
02,  so  erhalten  wir  zwei  Gruppen  von  der  Form  (7),  die  sicher  inner- 
halb (6)  nicht  gleichberechtigt  sind  und  ebenso  zwei  nicht  mit  ein- 
ander gleichberechtigte  Gruppen  von  der  Form  (8).  Um  alle  Unter- 
oTuppen  von  (6)  zu  finden,  haben  wir  demnach  folgendermassen  zu 
verfahren. 

Wir  setzen  in  (7)  und  (8)  für:  IJ...'^„/  der  Reihe  nach  die 
Gruppen  des  §  27  ein.     Die  Gruppen  von  der  Form: 

(7)  aej . . .  ?^,nf,  X 

sind  dann  sicher  keiner  Vereinfachung  mehr  fähig.  Dagegen  müssen 
wir  bei  jeder  Gruppe  von  der  Form: 

(8)  ^if+  «1^;    •    '       >  ^mf+  CCraX 

noch  besonders  untersuchen ,  welche  Werthe  die  Parameter  cxj  . .  .  «„, 
haben  können  und  ob  es  nicht  möglich  ist,  die  willkürlich  bleibeuden 
unter  diesen  Parametern  fortzuschaffen ;  dabei  brauchen  zur  Fortschaf- 
fung dieser  Parameter  nur  solche  Transformationen  benutzt  zu  werden, 
die  der  Gruppe  (5)  angehören  und  ausserdem  die  Gruppe:  '^J .  .  .Umf 
invariant  lassen. 

Es  sei  also:  3e/ . . .  3E./  eine  der  Gruppen  des  §27.  Dami  be- 
stehen Relationen  von  der  Form: 

m 

1 
Andrerseits  ergiebt  sich: 

demnach  werden  die  infinitesimalen  Transformationen  (8)  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  ebenfalls  eine  m-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  wemi 
«^  .  .  .  a„,  den  Bedingungen: 

m 
(9)  ^'Ca^«^==0  0-,A:=l...m) 

1 

genügen.  Ist  daher  l  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  unter 
den  Gleichungen  (9),  so  bleiben  m  —  l  von  den  a  vollkommen  will- 
kürlich, während  die  übrigen  l  sich  als  lineare  homogene  Functionen 
dieser  m  —  l  darstellen  lassen. 
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Man  kann  es  insbesondere  stets  so  einrichten,  dass  l  von  den  a 
gleich  Null  werden ,  während  die  übrigen  m  —  l  willkürlich  bleiben. 
Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  nämlich  l  auch  die  Anzahl 
der  von  einander  unabhängigen  unter  den  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: {^iHk).  Es  lassen  sich  daher  '^J,..lmf  so  wählen,  dass 
alle  {^iHk)  schon  aus:  B^j/'.  ..  3£/ linear  abgeleitet  werden  können: 


(10)  {^i^,)==^^Ci,,^,f 


{i,k  =  l.  ..m)j 


dass  aber  dabei  nicht  alle  Z- reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

Cikl   •  .  •  Ciiii 
{i,k  =  l  .  .  .m)    i 

identisch  verschwinden.  Thut  man  das,  so  ergiebt  sich  aus  den  Glei- 
chungen (9),  dass  a^  .  .  .  ai  sämmtlich  gleich  Null  sein  müssen,  wäh- 
rend aij^i  .  .  .  a.n  willkürlich  bleiben. 

Bei  den  in  §  21  aufgezählten  Gruppen  sind  die  infinitesiuialen 
Transformationen  stets  schon  in  der  eben  beschriebenen  Weise  ge- 
wählt. 

Wir  haben  nunmehr  eine  Gruppe  von  der  Form: 
(80  '^J  . . .  Ulf]  3Ei+i/'+  «z+ir,  . . .,  ^„J  +  a,nX, 

wo  H^f ..  .  Imf  in  den  Beziehungen  (10)  stehen,  und  wir  müssen  jetzt 
noch  untersuchen,  wie  sich  die  willkürlichen  Parameter  ai^i  .  .  .  a,r, 
ändern,  wenn  man  auf  die  Gruppe  (8')  die  allgemeinste  in  (5)  enthal- 
tene Transformation  ausführt,  bei  der  die  Gruppe:  BCj/".  . .  dc„f  invariant 
bleibt.  Wir  wollen  ausführlich  auseinandersetzen,  wie  man  diese  Auf- 
gabe erledigen  kann,  weil  die  betreffende  Methode  überhaupt  bei  allen 
ähnlichen  Untersuchungen  anwendbar  ist.  An  und  für  sich  wäre  im 
vorliegenden  Falle  die  Entwicklung  einer  solchen  allgemeinen  Methode 
nicht  nöthig,  weil  da  die  Verhältnisse  noch  sehr  einfach  liegen. 

Es  sei  zunächst:  IJ...  I„if,  Qif  ...  Qhf  die  grösste  continuir- 
liche  Untergruppe  von  (5),  in  der  die  Gruppe:  '^^f  .  .  .  I„f  als  in- 
variante Untergruppe  enthalten  ist.  Unter  dieser  Voraussetzung  ist 
nach  Abschn.  I,  S.  262^  Satz  7  auch  die  von  allen  (3E^,3Ev)  erzeugte 
Gruppe,  also  in  unserm  Falle  die  Gruppe:  dc^f  .  .  .  dcif  in  der  Gruppe: 
^if  .  .  .  36/,/,  Q^f  .  .  .  3//  invariant,  es  bestehen  also  Relationen  von 
der  Form: 

(11)  (36;.3/)  =  2'  ßus'3csf       a=i . . .  ^;  /=i . . . ;o . 

1 

Dagegen  werden  sich  die  (36z+^o  30  ^^  ^er  folgenden  Weise  aus- 
drücken : 

Lie,  Theorie  der  Transformation sgruppen.     III.  8 
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l  m—l 


02) 


1  1 

{u  ==1  ...»(  —  /;?•  =  1  ...  Ä). 


WO  die  y  jedenfalls  nicht  alle  verschwindeD. 

Führen  wir  nun  auf  die  Gruppe  (8')  eine  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen dcif  .  ,  .  dlinf  aus,  so  geht  jede  infinitesimale  Transforma- 
tion der  Gruppe  (8')  in  eine  unendlich  benachbarte  infinitesimale 
Transformation  dieser  Gruppe  über,  die  Gruppe  (8')  selbst  dagegen 
bleibt  invariant.  Anders,  wenn  wir  auf  die  Gruppe  (8')  eine  der  in- 
finitesimalen Transformationen  3//"  ausführen:  da  verwandelt  sich  die 
Gruppe  (8')  allerdings  in  eine  Gruppe  von  derselben  Form,  aber  ihre 
Parameter  «;+i  .  .  .  a,n  erleiden  unendlich  kleine  Aenderungen.  Führen 
wir  nämlich  auf:  9Ei+u/'+ a;+/tt  die  infinitesimale  Transformation  Qif 
aus,  so  erhalten  wir  nach  Abschn.  I,  S.  141  eine  infinitesimale  Trans- 
formation von  der  Gestalt: 

Ii-^^,f+  «/+,»r  +  dt  {?ßi+^J+  «/+^.r,  3,/), 
die  bei  Weglassung  der  von  ÜJ...  Hif  abhängigen  Glieder  so  lautet: 

m — l 

9£/+,„  f  +  ciij^^i  X  -\-  Öt  y^i'  yi-^u , /, v'^i-\-v  f- 
1 

Demnach  verwandelt  sich  die  Gruppe  (8')  bei  Ausführung  von  3//"  in 

eine  unendlich  benachbarte  Gruppe  von  derselben  Form  und  diese  neue 

Gruppe  ist  von  den  infinitesimalen  Transformationen: 

erzeugt,  wo  öai^^^c  den  folgenden  Werth  hat: 


dai+^u  =  —  ^  ri+.^'. ',  -'  «^+''  •  ^^*      ^^'  = 


m  —  /) 


Mit  andern  Worten:  wenn  wir  auf  die  Gruppe  (8')  die  infinitesimale 
Transformation  Qif  ausführen,  so  hat  das  dieselbe  Wirkung,  als  ob 
wir  auf  die  Parameter  cci^i  ..  .  «^  die  infinitesimale  Transformation: 


in — i  Hl — 1/ 


of 


^^1+,. 


ausführten. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  die  h  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: kj' .  .  .  A//  eine  Gruppe  erzeugen.  Diese  Gruppe  giebt  an, 
in  welcher  Weise  die  Parameter  a^+i  . .  .  «^  transformirt  werden,  wenn 
man  auf  die  Gruppe  (8')  die  Gruppe  dcj...^mf,  QJ  • --  Qnf  aus- 
führt, sie  ist  daher  augenscheinlich  mit  dieser  letzteren  Gruppe  meroe- 
drisch  isomorph. 
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Nunmehr  ist  es  leicht  zu  entscheiden,  unter  welchen  Bedingungen 
zwei  Gruppen  von  der  Form  '(8')  durch  eine  Transformation  der 
Gruppe:  BEj/'.  .  .  Hrnfy  Qif  •  '  '  Qhf  mit  einander  ähnlich  sind. 

Wir  deuten,  um  uns  bequemer  ausdrücken  zu  können,  «;_|_i  ...«„» 
als  rechtwinklige  Coordinaten  in  einem  (m  —  ?)-fach  ausgedehnten 
Räume  Bm-ij  so  dass  also  jede  Gruppe  (8')  durch  einen  Punkt  dieses 
Raumes  dargestellt  wird  und  umgekehrt  jeder  im  Endlichen  gelegene 
Punkt  des  B^-i  das  Bild  einer  Gruppe  von  der  Form  (8')  ist.  Die 
Punkte  des  Rm-i  denken  wir  uns  durch  die  Gruppe:  fK^f  ...  A//  trans- 
formirt  und  denken  uns  alle  kleinsten  bei  dieser  Gruppe  invarianten 
Mannigfaltigkeiten  bestimmt  (s.  Abschn.  I,  S.  225);  dazu  sind  nur  aus- 
führbare Operationen  erforderlich,  weil  die  Gruppe:  A^f  . .  .  A^/*  linear 
und  homogen  ist.  Zwei  Gruppen  von  der  Form  (8')  sind  nun  offen- 
bar stets  dann  aber  auch  nur  dann  durch  eine  Transformation  der 
Gruppe:  IJ .  .  .  Irnfj  8if -- -  Qhf  ähnlich,  wenn  ihre  Bildpunkte  im 
Rm—i  auf  einundderselben  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeit  liegen. 

Wünscht  man  unter  den  Gruppen  (8')  eine  luswahl  zu  treffen 
in  der  Weise,  dass  von  allen  Gruppen  (8')  die  mit  einander  durch 
Transformationen  der  Gruppe:  dlj.  . .  I^f,  QJ.  .  .  Qj,f  ähnlich  sind, 
jedesmal  nur  eine  als  Repräsentant  angegeben  werden  soll,  so  kann 
man  auch  das  jetzt  ohne  Schwierigkeit  ausführen.  Man  braucht  näm- 
lich nur  auf  jeder  kleinsten  invarianten  Mannigfaltigkeit  des  R,u—h  die 
nicht  ganz  im  Unendlichen  liegt,  je  einen  Punkt  auszuwählen;  die 
Gruppen  (8'),  deren  Bilder  diese  Punkte  sind,  erfüllen  dann  die  ge- 
stellte Forderung. 

Schliesslich  ist  noch  der  Fall  zu  erwähnen,  dass  die  grösste  Unter- 
gruppe von  (5),  in  der  die  Gruppe:  ?ßj^f .  .  .  3£„/  als  invariante  Unter- 
gruppe steckt,  nicht  continuirlich  ist,  sondern  aus  mehreren  discreten 
Schaaren  von  Transformationen  besteht.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  kann 
es  sehr  gut  vorkommen,  dass  einzelne  unter  den  Gruppen  (8'),  die 
man  nach  der  vorhin  gegebenen  Anleitung  ausgewählt  hat,  durch 
Transformationen  der  Gruppe  (5)  ähnlich  sind.  Man  wird  jedesmal  noch 
besonders  zu  untersuchen  haben,  ob  etwas  derartiges  vorkommt  oder 
nicht. 

Um  die  vorstehenden  allgemeinen  Entwickelungen  durch  ein  Bei- 
spiel zu  erläutern,  wählen  wir  als  Gruppe:  B^j /" .  .  .  36,,/  die  Gruppe 
VI,  B,  1  des  §  27.  Es  handelt  sich  darum,  welche  unter  den  Gruppen 
von  der  Form: 

(13)  p  +  «it,    q  -f  a^x 

innerhalb  der  Gruppe  (6)  gleichberechtigt  sind. 
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Die  infinitesimalen  Transformationen  (13)  erzeugen  stets  eine  zwei- 
gliedrige Gruppe,  welche  Werthe  aucli  die  Parameter  c/^  und  a^  haben 
mögen. 

Nach  den  oben  aufgestellten  Regeln  haben  wir  nun  zunächst  die 
grösste  Untergruppe  von  (5)  aufzusuchen,  in  der  die  Gruppe:  p,  q 
invariant  ist;  diese  Untergruppe  ist  sechsgliedrig  und  lautet: 

P;  q,  £q,  £p  -  ^q,  9.P;  i'P  +  ^q- 

Sodann    haben  wir  in  «^  und   a^  die  Gruppe   Aj/' .  .  .  A//  aufzustellen; 
diese  wird  in  unserm  Falle  viergliedrig   und  hat  die  Form: 


df 

-  ^2  da. 


df     ,         df 


'1  da. 


da,' 


df 
1  da 


df 


1  'da,^ 


sie  lässt  den  Punkt:  a^  =  a^  =  0  invariant,  sonst  aber  keine  im  End- 
lichen gelegenen  Punktfigur.  Demnach  ist  jede  Gruppe  von  der  Form 
(13)  innerhalb  der  Gruppe  (6)  entweder  mit  der  Gruppe:  )3,  q  oder 
mit  der  Gruppe:  ^,  q  +  r  gleichberechtigt. 

In  dieser  Weise  kann  man  nun  alle  Untergruppen  der  Gruppe 
(6)  bestimmen  und  auf  einfache  Normalformen  bringen.  Wir  unter- 
drücken die  dazu  erforderlichen  Rechnungen,  die  keinerlei  Schwierig- 
keit darbieten,  und  stellen  im  folgenden  Paragraphen  sogleich  die 
linearen  homogenen  Gruppen  in  x^  y^  z  zusammen,  die  man  ja  nach 
S.  111  sofort  hinschreiben  kann,  sobald  man  alle  Untergruppen  der 
Gruppe  (6)  kennt.  Für  xp  +  yq  +  zr  benutzen  wir  dabei  die  auf 
S.  HO  eingeführte  Abkürzung:   JJ . 

§  30. 

Tabelle   aller  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei 
Veränderlichen. 


-i. 

zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  xr,  yr,  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  2/2,  ypj  xr,  yr,  xp  —  zr 

IL 


zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  -\-  yq  -\- aU 


zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr 


zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  yq+aU  zp,  zq,  xq,  xr,  xp,  yq,  zr 


Bestimmung  aller  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen.     117 

III. 


zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp  zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,   U 


zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr 


I,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,    U 


zp,  zq,  xq,  xp  -\-  ccU,   yq  -{-  ßU 


zp,  zq,  xq,  xp,  yq,  zr 


IV. 


zp,  zq,  xp  -\-  aU,   yq  +  ßU 


zp,  zq,  xp,  yq,  zr 


zq,  xq,  xp  -\-  aU,   yq^  ßU  zq,  xq,  xp,  yq,  zr 


zp,  zq,  xq,   axp  -\-  cyq  -{-  aU  zp,  zq,  xq  -\-  ü,  xp  -j-  yq-\-DcU 


zp-\-  U,  zq,  xq,  yq-\-ocU  zp»,  zq,  xq,  axp  +  cyq,   U 


xq,  xp  —  yq,  yp,  xp-{-yq-\-  all 


xq,  yp,  xp,  yq,  zr 


V 


li    '-t--,'^    1^^    u 


WnVHAv  (wA-  t  VWV.I 


,i.  i1 


zp  -\-  xq,  yq  —  zr,  xr  +  yp 


zp  +  xq,  yq  —  «r,  xr  +  yp,   U 


xq,  xp  —  yq,  yp 


xq,  xp  —  yq,  yp,  U 


zp,  zq,  axp  -\-  cyq  -{-  aU 


^Pt  ^9.-\-  ^i  ocp  -\-  uU 


zp,  zq,  axp  +  Gyq,    ü 


zq,  xq,  axp  -{-  cyq  -{-  aU  \ 


zq,  xq  -{-  U,  xp-{-  yq-]-  all 


zq,  xq,  axp  -\-  cyq,   U 


q,  xp  -{-  aU,  yq  +  ßü 


'.q,  xp,  yq,  zr 


zq,   xq,   zp 


'.q,  xq  +  U,  zp-\-U 


zq,   xq  +  U,   zp 
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zq_,  X(l,  zjß-\-  U  zq,  xq,  zp,   U 


^9.1  ^P  +  ^2»  2/2  —  zr  -{•  uTJ  zq^  zp  +  xq,  yq  —  zr,    U 


zq,  xq,    zj)  +  yq  +  ccU  zq,  xq,  zp  +  yq,   ü 


zp,  zq,  xp-]-{x  -{-y)q-\-  ccU 


zp,  zq,  xp  +  (x  -\-  y)q,  U 


VI. 


zq,  axp  +  cyq  -\-  aU        ■  \  zq -\-  U,  xp  -{■  all  \  zq,  axp  +  cyq,   U 


^9,  zp  +  ya  +  o^U  zq,  zp  +  yq,   Ü 


q,  xp  -\-  {x-\-  ij)q'\-  all  zq,  xp  -\-  {x  -\-  y)  q,   U 


zp  -\-  xq,  yq  —  zr  -\-  aU  ^p  -\-  ^<Z»  2/2  ~  '^**5   ^ 


zp,   zq  zp,  zq+  U  zp,  zq,   U 


zq,  xq 


q,  xq  +  U  \  zq,  xq,   U 


zq,  zp  +  xq 


zq  -\-  U,   zp  -{- xq-\- aU  zq,  zp  -\-  xq  +  U 


zq,  zp  -{-  xq,   U 


zq,  xp-\-  aU  zq-\-  U,  xp  -\-  aU 


zq,   xp,   U 


xp  -j-  ccU,   yq  -\-  ßU  xp,   yq,  zr 
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VII. 


xp  -{-  cyq-\-  a 

U 

x^ 

)  +  c; 

5/^, 

U 

^p  +  yq-\-  o^u 

1 

zp-\-yq,  ü 

{c  ^  0,  1) 

».U   +    U,    i.) 

' 

zp-^  xq 

zp-\-  xq-\-  ü 

zp-{-xq,    U\       \  yq  -{■  ccU 

\  y(i,  u  i 

zq 

Zq+U 

zq,  u  j. 

VIII. 


u 


Bei  dieser  Tabelle  ist  zu  bemerken,  dass  die  beiden  Parameter 
a  und  c,  die  in  mehreren  Gruppen  auftreten,  niemals  gleichzeitig  ver- 
schwinden dürfen,  denn  es  kommt  stets  nur  auf  das  Verhältnis^  dieser 
beiden  Parameter  an,  nicht  auf  ihre  absoluten  Zahlenwerthe. 

Ferner  beachte  man,  dass  wir  die  linearen  homogenen  Gruppen 
nicht  nach  ihrer  Gliederzahl  geordnet  haben;  die  Anordnung  der 
Gruppen  ist  vielmehr  so  getroffen,  dass  unter  jeder  Nummer  alle  linea- 
ren homogenen  Gruppen  zusammengefasst  sind,  welche  die  oo^  Geraden 
durch  den  Punkt:  x  ==  y  =  0  =  0  durch  eine  projective  Gruppe  von 
derselben  Gliederzahl  trän sfor mir en.  Diese  Anordnung  empfiehlt  sich 
aus  verschiedenen  Gründen,  namentlich  im  Hinblick  auf  die  etwaige 
Verwendung  der  linearen  homogenen  Gruppen  zur  Klassification  der 
Gruppen  des  Raumes  Xy  «/;  ^  (s-  Abschn.  I,  Kap.  28). 

§  31. 
Mit   wenigen  V^orten  wollen  wir  noch   einer  andern  Methode  ge- 
denken, die  zur  Bestimmung  aller  Untergruppen  der  Gruppe: 

(6)  p,  q,  i'p,  l)P,  ?q,  t)q,  TP  +  l'^q,  £9P  +  ^'^^  ^ 

führt. 

Man  kann   nämlich  die  Untergruppen   von  (6)   auch  eintheilen  in 
solche,  die  zugleich  Untergruppen  der  Gruppe: 
(5)  p,   q,  SP,  l)p,  £q,  ^q,  fP  +  l^(\>  £^P  +  ^'q 

sind  und  in  solche,  die  das  nicht  sind.  Alle  Untergruppen  der  ersten 
Art  kennen  wir  aus  §  27,  folglich  bleiben  nur  noct  die  der  zweiten 
Art  zu  bestimmen. 

Ist  gm-{.i  eine  {m  +  1)'- gliedrige  Untergruppe  von  (6),  so  enthält 
^„,+1  m-f  1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 
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wo  3Ei/" .  . .  li>nt\  3/  ^^r  Crruppe  (5)^  angehören.  Man  bemerkt  nun 
sofort,  dass  2iJ^  .  .  .  9£„/  ihrerseits  eine  m-gliedrige  Untergruppe 
von  (5)  erzeugen  und  zwar  eine,  die  in  g„^+i  als  invariante  Unter- 
gruppe enthalten  ist.  Verstehen  wir  daher  unter:  ^\/"  .  .  .  3£;y/, 
3i/^  •  •  •  3/'/  wieder  die  grösste  Untergruppe  von  (5),  in  der  die 
Gruppe:  ü^f .  .  .  Umf  invariant  ist,  so  hat  ^„,4.1  noth wendig  die  Form: 
(14)  Hj...  dc^J,  X  +  a,Qj+  .  .  .  +  «,3,/, 

wo  die  ßc  Parameter  bedeuten. 

Wir  dürfen  nun  offenbar  von  vornherein  voraussetzen,  dass  die 
Gruppe:  H^f  .  .  .  ü.nf  bereits  eine  der  Formen  des  §  27  besitzt.  Es 
handelt  sich  dann  nur  noch  darum,  diese  verschiedenen  Formen  der 
Gruppe:  HJ  . .  .  lirnf  der  Reihe  nach  durchzugehen  und  in  jedem  ein- 
zelnen Falle  durch  Transformationen  der  Gruppe:  \f.  . .  3£„/,  ^J'.  . . 
3a/"  möglichst  viele  von  den  Parametern  a^  .  . .  au  wegzuschaffen. 

Führen  wir  die  infinitesimale  Transformation  3*/*  auf  die  Gruppe 

(14)  aus,  so  erhält  diese  die  Form: 

n  ^  h 

(15)  U,f  +  6t{l,^,),    r+^«..3,/+d<(t+>/«,8,/,  3,/-) 

1  1  ^§ 

(/<  =  1  .  ..  vi). 

Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bestehen  aber  Relationen  von 
der  Gestalt: 

m 

1 

h  m 


1 

also  lautet  die  Gruppe  (15)  so: 

1  1 

sie  hat  dieselbe  Form  wie  die  Gruppe  (14),  aber  ihre  Parameter  unter- 
scheiden sich  von   denen   der  Gruppe   (14)    um   die  unendlich   kleinen 

Grössen : 

h 

dai=:  dt .  ^»  yskiCCs       {i  =  i..,h). 
1 

Hieraus  schliessen  wir  Folgendes: 

Wird  die  allgemeinste  Transformation  der  Gruppe:  dcj...2c,jf 
3i/  •  •  •  3//  ^^f  <^ie  Gruppe  (14)  ausgeführt,  so  werden  die  Parameter 
«1  .  . .  «A   durch  die  Gruppe: 
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h  h 

^f^f  =  ^'   {  ^'  TskiCCs}  ö-f       (k  =  l...h) 

1         1  '■ 

trausformirt,  die  mit  der  Gruppe:  IJ.  .  .  dc,J\  QJ.  .  ,  3,/'  ineroedrisch 
isomorph  ist. 

Die  Frage,  wieviele  von  den  Parametern  cc^  . .  .  a^  aus  der  Gruppe 
(14)  fortgescha£Ft  werden  können,  ist  hierdurch  auf  die  Bestimmung 
aller  kleinsten  Mannigfaltigkeiten  zurückgeführt,  welche  die  Gruppe: 
Ai/'  .  .  .  A/,/'  in  dem  A-fach  ausgedehnten  Räume  a^  .  .  .  a^  invariant 
lässt. 

Mit  diesen  Andeutungen  wollen  wir  uns  begnügen.  Erwähnt  sei 
noch,  dass  die  eben  auseinandergesd;zte  Methode  zur  Bestimmung  aller 
Untergruppen  der  Gruppe  (6)  diese  Untergruppen  nach  ihrer  Glieder- 
zahl geordnet  liefert.  Im  Allgemeinen  steht  diese  ueue  Methode  der 
des  §  29  an  Bequemlichkeit  nach;  sie  ist  insbesondere  sehr  unbequem, 
wenn  die  Zahl  m  den  Werth  1  hat. 

Die  beiden  hier  auseinandergesetzten  Methoden  zur  Bestimmung 
aller  linearen  homogenen  Gruppen  in  drei  Veränderlichen  hat  Lie  schon 
1884  in  seinem  Archive  angegeben*). 

*)  Die  betreffende  schon  auf  S.  29  und  81  angeführte  Abhandlung  befindet 
sich  im  ersten  Hefte  des  zehnten  Bandes,  das  am  Schlüsse  des  Jahres  1884  er- 
schienen ist.  Danach  ist  die  S.  29  und  81  angegebene  Jahreszahl  1885  zu  be- 
richtigen. 


Abtheilung  IL 
Die  endlichen  continuirliclien  Gruppen  des  gewöhnlichen  Raumes. 

Wollten  wir  in  derselben  Weise  wie  bei  der  Ebene  auch  alle 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  gewöhnlichen,  dreifach  ausge- 
dehnten Raumes  bestimmen,  so  würden  wir  ganz  unverhältnissmässig 
viel  Platz  gebrauchen.  Wir  werden  deshalb  die  primitiven  Gruppen 
des  gewöhnlichen  Raumes  sämmtlich  aufstellen,  denn  deren  Kenntniss 
ist  augenscheinlich  von  der  grössten  Wichtigkeit;  die  imprimitiven 
Gruppen  dagegen  theilen  wir  in  drei  Kategorien,  von  denen  wir  die 
beiden  ersten  erschöpfend  behandeln,  während  wir  bei  der  dritten  blos 
kurz  andeuten,  wie  man  die   zu   ihr   gehörigen  Gruppen  finden  kann. 


Kapitel  7. 

Bestimmung  aller  primitiven  Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten 

Raumes. 

Die  in  der  Ueberschrift  bezeichneten  Gruppen  können  wir  zum 
Theil  auf  Grund  von  Entwickelungen  der  beiden  ersten  Abschnitte 
sofort  angeben,  nur  einige  von  den  primitiven  Gruppen  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  erfordern  zu  ihrer  Bestimmung  neue  Unter- 
suchungen. Wir  werden  bei  diesen  Untersuchungen,  abweichend  von 
unserm  sonstigen  Brauche,  die  Monge  sehe  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  in  drei  Veränderlichen 
wenigstens  theilweise  als  bekannt  voraussetzen.  Wir  thun  das  aus 
zwei  Gründen,  erstens  weil  die  mit  Hülfe  der  Monge  sehen  Theorie 
entwickelte  Methode  an  und  für  sich  äusserst  lehrreich  ist  und  zwei- 
tens* weil  wir  Wiederholungen  vermeiden  wollen.  In  einem  spätem 
Kapitel  werden  wir  nämlich  für  den  w-fach  ausgedehnten  Raum  ge- 
wisse Untersuchungen  durchführen,  die  im  Falle  n  =  3  sofort  die  hier 
in  Frage  kommenden  primitiven  Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten 
Raumes  liefern;    wir   werden   dabei    die   in  Kap.  28   des  Abschnitts  I 
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entwickelte  Methode  benutzen  und  ziehen  deshalb  jetzt  eine  andre 
Methode  vor*). 

§  S2. 
Ist  die  m-gliedrige  Gruppe  G,^  des  Raumes  Xj  y,  2  primitiv,  so 
ist  sie  nach  Abschn.  I,  S.  221  zugleich  transitiv,  sie  enthält  daher 
gerade  m  —  3  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  einen 
beliebig  gewählten  Punkt  x^,  y^,  Zq  von  allgemeiner  Lage  invariant 
lassen.  Diese  m  —  3  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine 
{m  —  3)-gliedrige  Untergruppe  G^-^  der  G,,,  (a.  a.  0.  S..205,  Satz  2) 
und  haben  die  Form; 

Ykf=  {  hl  {x  —  x^)  +  h2  (y  -  ^Jo)  +  h3  (^  —  ^o)}p  + 
+  { iiki  (x  —  Xo)  +  ^^-2  (2/  -  !/o)  +  ^ks  {s  —  ^o) }  q  + 
+  {  Vki  {x  —  Xq)  +  vj,2  {y  -  yo)  +  Vk3  iß  —  "''ü) }  ^  +  •  •  • 

{k  =  l.  .  .m  —  'd), 

WO  die  weggelassenen  Glieder  in  x  —  ^^^  y  —  Vo^  ■^~^o  ^^^  ^^^*  zweiten 
und  von  höherer  Ordnung  sind. 

Wie  wir  in  Abschn.  I,  S.  599  ff.  gesehen  haben,  erzeugen  auch  die 
m  —  3  infinitesimalen  Transformationen: 

'Skf=  {hix  +  h2y  +  h3^')p  +  (^kiOo'+  iik^y  +  iikis)(j[  + 

+  {ykix  +  Vk2y  +  Vk^z)r' 

(Jt  =  1  .  .  .  ??i  —  3) 

in  den  Veränderlichen  x,  y  z  eine  Gruppe  (55.  Diese  Gruppe,  die 
linear  und  homogen  und  mit  der  Gm—z  isomorph  ist,  hat  eine  sehr 
einfache  Bedeutung.  Wir  können  nämlich  (a.  a.  0.  S.  600)  x,  y\  z 
als  homogene  Coordinaten  der  oo^  Richtungen  durch  den  Punkt  x^^  y^^^Q 
auffassen;  die  Gruppe  @  giebt  dann  an,  in  welcher  Weise  diese  00^ 
Richtungen  bei  der  Gruppe  (xm-3  transformirt  werden.  Besonders 
hervorheben  wollen  wir  noch,  dass  @  durch  die  Glieder  erster  Ord- 
nung in  den  Reihenentwickelungen  von  Y^f .  .  .  Yi^.—s/' vollständig  be- 
stimmt ist  und  dass  man  umgekehrt  die  Glieder  erster  Ordnung  in 
der  Reiheflentwickelung  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 
von  Gm— 3  sofort  hinschreiben  kann,  wenn  man  die  infinitesimalen 
Transformationen   von  %  kennt. 

Die  Gruppe  (SJ  transformirt  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit der  Richtungen  durch  den  Punkt  a?o?  2/oj  ^0  projectiv,  nach  Theor.  7, 
S.  94  sind  daher  vier  Fälle  denkbar: 


*)  Die  Entwickelungen  des  gegenwärtigen  Kapitels  hat  Lie  dem  Wesen  der 
Sache  nach  schon  im  X.  Bde.  seines  norwegischen  Archivs  auf  S.  124flF.  ausein- 
andergesetzt (Kristiania  1884). 
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1)  &  transformirt  die  bewussten  oo^  Richtungen  in  allgemeinster 
Weise,  das  heisst  achtgliedrig. 

2)  (B  transformirt  diese  Richtungen  dreigliedrig  und  zwar  durch 
die  allgemeinste  Gruppe,  die  einen  gewissen  nicht  ausgearteten  Kegel 
zweiten  Grades  von  Richtungen  invariant  lässt. 

3)  (3  lässt  ein  ebenes  Büschel  von  oo^  Richtungen  durch  den 
Punkt  Xq,  y^,  0^  in  Ruhe,  dagegen  keine  einzelne  Richtung  durch  diesen 
Punkt. 

4)  (55  lässt  mindestens  eine  Richtung  durch  den  Punkt  Xq,  y^,  z^ 
in  Ruhe. 

Der  letzte  Fall  ist  hier  ausgeschlossen.  Liesse  nämlich  %  eine 
Richtung  durch  den  Punkt  x^,  y^^,  0^  invariant,  so  gäbe  es  augen- 
scheinlich ein  simultanes  System  von  gewöhnlichen  Differentialglei- 
chungen : 

dx        dy        dz 

a(^,  2/,  ^)  ~  ß  (^,  y,  ^)  ~  Y  i^,  2/.  ^) ' 
das   bei   unsrer  G„i   invariant   bliebe;    die  Gm  wäre    also  gegen  unsre 
Voraussetzung  imprimitiv. 

Von  den  drei  übrigen  Fällen  ist  der  erste  durch  die  Entwicke- 
lungen  des  Kap.  29  in  Abschn.  I  erledigt.  Transformirt  nämlich  (3  die 
oo^  Richtungen  durch  den  Punkt  Xqj  i/o?  ^o  ^"  allgemeinster  Weise,  so 
ist  nach  dem  angeführten  Kapitel  die  Gruppe  Gm  durch  Punkttrans- 
formation ähnlich  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 


[1] 


p,  q,  r,  xp,  yp,  zp,  xq,  yq,  zq,  xr,  yr,  zr 
x^p  -{-  xyq  -}-  xzr,  xyp-\-  y^q  +  yzr^  xzp-\-  yzq  +  ^^^ 


oder  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 
[2] 


p>  Q,  ^,  ^p,  yp,  ^p^  ^^?  y^>  ^^?  ^^>  y^y  ^^ 


oder  endlich  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 
[3] 


p,  q,  r,  xq,  xp  —  yq,  yp,  zp,  zq,  xp  —  zr,  xr,  yr 


des  Raumes  Xy  y,  z. 

Wir  kommen  zum  dritten  Falle,  wo  %  ein  ebenes  Büschel  von 
oo*  Richtungen  durch  den  Punkt  Xq,  y^,  Zq  invariant  lässt.  Da  Xq,  y^,  Zq 
ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  können  wir  schliessen,  dass 
hier  bei  der  Gruppe  Gm  überhaupt  mit  jedem  Punkte  von  allgemeiner 
Lage  ein  ebenes  Büschel  von  oo^  hindurchgehenden  Richtungen  in- 
variant verknüpft  ist;  es  giebt  in  Folge  dessen  eine  gewisse  Pfaff- 
sche  Gleichung: 
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(1)  « {x,  tj,  0)dx  +  ß  {x,  y,  s)dy  -{-y  {x,  y,  z)  dz  =  0, 

die  bei  unsrer  G„^  invariant  bleibt.  Diese  totale  Gleichung  darf  nicht 
integrabel  sein,  besässe  sie  nämlich  ein  Integral  (p(x,y,0)^  so  bliebe 
die  Schaar  der  co^  Flächen:  (p(x,y,z)  ==  const.  bei  der  Gm  invariant, 
unsre  G„,  wäre  somit  imprimitiv.  Ist  aber  die  Gleichung  (1)  nicht 
integrabel,  so  lässt  sie  sich,  wie  wir  wohl  als  bekannt  voraussetzen 
dürfen,  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  j,  t),  §  auf  die  Form: 

(2)  di-t)dic  =  0 

bringen;  bei  Einführung  dieser  neuen  Veränderlichen  geht  dann  G,n 
in  eine  Gruppe  Q^rn  über,  die  (2)  invariant  lässt  und  die  in  Folge 
dessen  auch  als  eine  r-gliedrige  Berührungstransformationsgruppe  der 
Ebene  j,  §  aufgefasst  werden  kann.  Es  handelt  sich  demnach  jetzt 
darum,  alle  Berührungstransformationsgruppen  der  Ebene  g,  g  zu 
finden,  die  als  Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Raumes  £,  5,  t) 
primitiv  sind. 

Nach  Abschn.  II,  S.  394  liefert  jede  reducible  Gruppe  von  Berüh- 
rungstransformationen der  Ebene  eine  imprimitive  Gruppe  des  Raumes. 
Andrerseits  (a.  a.  0.  Theor.  73,  S.  445)  sind  unter  den  irreducibeln  Be- 
rührungstransformationsgruppen  der  Ebene  j,  §  nur  die  zehngliedrigen 
als  Gruppen  des  Raumes  £,  §,  t)  primitiv,  während  die  sechs-  und  die 
siebengliedrigen  ebenfalls  imprimitiv  sind.  Da  nun  jede  zehugliedrige 
irreducible  Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  £,  §  als  Gruppe 
des  Raumes  £;  §,  ^  durch  eine  Punkttransformation  dieses  Raumes  in 
die  zehugliedrige  projective  Gruppe  eines  linearen  Complexes  über- 
geführt werden  kann  (a.  a.  0.  Theor.  74,  S.  449),  so  ergiebt  sich  Fol- 
gendes : 

Ist  eine  m-gliedrige  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  z  primitiv  und 
werden  ausserdem,  wenn  man  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest- 
hält, die  cx)^  Richtungen  durch  diesen  Punkt  derart  transformirt,  dass 
ein  ebenes  Büschel  von  00^  Richtungen  invariant  bleibt,  so  ist  m  =  10 
und  die  betreffende  Gruppe  ist  durch  Punkttransformation  ähnlich  mit 
der  zehngliedrigen  projectiven  Gruppe: 


[4] 


P  —  yr,  a  +  ^r,  r,  xq^j  xp  —  yq^  yp,  xp  +  yq  +  2zr 
zp  —  y  (xp  +  yq-\-  zr),    zq  +  x  {xp  -]-yqJ^  zr) 
0{xp  +  yq  +  zr) 


die  den  linearen  Complex: 

dz  -\-  xdy  —  ydx  ==  0 
invariant  lässt. 
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§   33. 


Es  bleibt  noch  der  zweite  der  oben  unterschiedenen  vier  Fälle  zu 
erledigen.  Wir  suchen  also  jetzt  alle  primitiven  Gruppen  des  Raumes 
X    \k    z    die   so    beschaffen   sind,   dass    bei  Festhaltung   eines   Punktes 


von  allgemeiner  Lage  die  oo^  Richtungen  durch  diesen  Punkt  drei- 
gliedrig transformirt  werden  und  zwar  durch  die  allgemeinste  Gruppe, 
die  einen  gewissen  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  invariant 

lässi 

Eine  Gruppe  Gm  von  der  hier  verlangten  Beschaffenh-eit  enthält 
augenscheinlich  mindestens  sechs  Parameter  und  lässt  ausserdem  eine 
Gleichung  zweiten  Grades  von  der  Form: 

(3)  a^^dx^  +  «22^2/^  +  «33^'^^  +  2^12^^ ^2/  +  ^f^iz ^^ dz  +  2a^.^dy dz  =  0 
invariant,  wo  die  neun  Coefficienten :  «/jt  ==  ccy,  Functionen  von  x^  y,  z 
sind  deren  Determinante  sicher  nicht  identisch  verschwindet.  Mit  der 
Gleichung  (3)  bleibt  dann  bei  unsrer  Gm  zugleich  auch  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  und  zweiten  Grades  invariant, 
nämlich  die  folgende: 


0 

dz 

dx 

dz 
dy 

—  1 

(4) 

dz 
dx 
dz 
dy 

«11 

«21 

«12 

«22 

«13 

«23 

=  0; 

—  1 

«ni 

«r,2 

«:;3 

• 

sie    wird   erhalten,   ^ 

pvenn 

man 

den 

geometrischen 

demente: 

X,  y 

,  ^, 

dz      dz 
dx"*  dy 

Ort   aller   Flächen- 


des Raumes  x,  y,  z  aufsucht,  die  mit  ihrer  Ebene  den  ihrem  Punkte 
zugeordneten  Kegel  zweiten  Grades  von  Richtungen  berühren  (vgl. 
Abschn.  II,  S.  71  fl:). 

Wir  setzen  nunmehr  die  Mongesche  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  als  bekamit  voraus. 

Nach  Monge  gehören  zu  der  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  (4)  oo^  Curven,  ihre  Charakteristiken.  Durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  gehen  oo^  von  diesen  Charakteristiken,  die  dem  Punkte 
genau  denselben  Kegel  zweiten  Grades  von  Richtungen  zuordnen,  wie 


die    Gleichung    (3).      Der 


Inbegriff 


aller    oo^  Charakteristiken   bleibt 


mit   (4)    zugleich   invariant   und    gestattet   daher    ebenso    wie   (4)    die 
Gruppe  Gm- 
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Bilden  wir  die  oo^  Charakteristiken  als  Punkte  in  einem  neuen 
Räume  j,  t),  g  von  drei  Dimensionen  ab,  so  erhalten  wir  in  diesem 
neuen  Räume  eine  mit  G^  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  (3m,  die  an- 
giebt,  in  welcher  Weise  die  cx)^  Charakteristiken  von  (4)  bei  der  Gm 
unter  einander  vertauscht  werden.  Holoedrisch  isomorph  mit  Gm  ist 
(^m  deshalb,  weil  jede  Punkttransformation  des  Raumes  x^  y,  ^,  die 
alle  oo^  Charakteristiken  in  Ruhe  lässt,  gleichzeitig  auch  alle  Punkte 
X,  y,  0  stehen  lassen  muss  und  also  mit  der  identischen  Transfor- 
mation zusammenfällt.  Bei  dieser  (^m  bleibt  eine  gewisse  nicht  in- 
tegrable  Pf  äff  sehe  Gleichung: 

invariant,  die  ausdrückt,  dass  sich  die  beiden  unendlich  benachbarten 
Charakteristiken:  £,  t),  g  und  l-\-di,  t)  +  c?t),  ä  +  ^S  der  Differential- 
gleichung (4)  in  einem  Punkte  schneiden.  Da  nun  durch  jeden  Punkt 
des  Raumes  x,  y,  z  <x^  Charakteristiken  hindurchgehen,  so  entsprechen 
den  oo^  Punkten  des  Raumes  x^  y,  z  im  Räume  g,  ^,  §  augenschein- 
lich oo^  Curven,  die  alle  die  Pf  äff  sehe  Gleichung  (5)  befriedigen  und 
deren  Inbegriff  ebenfalls  bei  der  (^m  invariant  bleibt. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  von  vornherein  uns  die  Ver- 
änderlichen £,  ^,  §  so  gewählt  denken,  dass  die  Pf  äff  sehe  Gleichung 

(5)  die  Gestalt: 

(6)  di-\)di=^^ 

erhält  —  das  ist  ja  immer  möglich.  Die  Gruppe  %„l  lässt  sich  dann 
auch  auffassen  als  eine  Gruppe  von  Berührungstransformationen  der 
Ebene  g,  §.  Ebenso  lassen  sich  die  oo^  Curven  des  Raumes  j;,  Ij,  §, 
die  den  <x>^  Punkten  des  Raumes  ^^^  entsprechen,  als  Curven  der 
Ebene  auffassen,  denn  jeder  Curve  des  Raumes  1^1,^  die  der  Pfaff- 
schen  Gleichung  (6)  genügt,  entspricht  eine  ganz  bestimmte  Element- 
M^  der  Ebene  i^  i  (s.  Abschn.  II,  S.  393  f.),  den  genannten  oo^  Curven 
des  Raumes  £,  t),  §  entsprechen  daher  oo^  Element-ÜS^^L  und  demnach 
oo^  Curven  der  Ebene  j,  §.  Wir  erkennen  hieraus,  dass  unsre  %m, 
aufgefasst  als  Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  je,  §,  eine 
Schaar  von  oo^  ebenen  Curven: 

(7)  ^{i,i',x,y,z)^^ 

invariant  lässt;  die  drei  Parameter  dieser  Curvenschaar  nennen  wir 
X,  «/,  ^,  weil  jedem  Punkte  des  Raumes  x^  y,  z  eine  Curve  der  Schaar 
(7)  zugeordnet  ist.  Endlich  ist  noch  zu  erwähnen,  dass  die  Gleichung 
(3)  für  die  Curvenschaar  (7)  eine  sehr  einfache  Bedeutung  hat,  sie  ist 
nämlich    augenscheinlich    die   Bedingung   dafür,   dass   sich    die   beiden 
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unendlicli  benachbarten  Curven:  x,  y,  z  und  x  +  dx,  y  +  dy,  z  +  dz 
der  Schaar  (7)  berühren. 

Die  eben  durchgeführten  Betrachtungen  liefern  uns  sofort  eine 
Methode  zur  BestimmuDg  aller  primitiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z 
die  eine  Gleichung  (3)  mit  nicht  verschwindender  Determinante  in- 
variant lassen*). 

Jeder  m-gliedrigen  Gruppe  Gm  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
entspricht  nämlich,  wie  wir  gesehen  haben,  eine  gewisse  m-gliedrige 
Berührungstransformationsgruppe  @,,,  der  Ebene  J,  J?  "^^  ^^^^  ^^^^^ 
diese  Gruppe  @„,  eine  Schaar  von  oo^  Curven  der  Ebene  l,  §  invariant. 
Da  nun  die  Gruppe  Gr,^  nach  S.  126  mindestens  sechs  Parameter  ent- 
hält, so  haben  wir  folgendermassen  zu  verfahren: 

Wir  bestimmen  zunächst  alle  Berührungstransformationsgruppen 
der  Ebene,  die  mindestens  sechs  Parameter  haben  und  die  wenigstens 
eine  Schaar  von  oo^  Curven  dieser  Ebene  invariant  lassen.  Ist  ® 
eine  der  betreffenden  Gruppen  und  ist: 

(8)  ^(i%ä;  x,y,z)  =  0 

mit  den  drei  Parametern  Xj  «/,  ^  eine  bei  %  invariante  Schaar  von 
oo^  Curven,  so  stellen  wir  die  Bedingung: 

(9)  '*¥{x,  y,  z,  dx,  dy,  dz)  =  0 

dafür  auf,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Curven  der  Schaar  (8) 
sich  berühren.  Hat  die  Bedingung  (9)  nicht  die  Form  (3),  lässt  sich 
also  W  nicht  so  wählen,  dass  es  eine  ganze  homogene  Function  zweiten 

*)  Die  hier  auseinandergesetzte  Methode  kann  übrigens  auch  benutzt  wer- 
den, um  alle  nicht- linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 

zu  bestimmen,  die  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen 
des  Raums  gestatten.  Jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Berührungstrans- 
formationen der  Ebene  £,  §,  die  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  dritter 
Ordnung  zwischen  j  und  g  invariant  lässt,  liefert  eine  derartige  Gruppe  des 
Raumes  ic,  y,  z  und  auf  diese  Weise  findet  man  sie  alle,  wie  Lie  in  seinem  Archive 
(Bd.  X)  ausgeführt  hat.  Da  Lie  nicht  allein  alle  Gruppen  der  Ebene,  sondern  auch 
alle  zugehörigen  invarianten  Differentialgleichungen  bestimmt  hatte,  verlangte  die 
Durchführung  dieses  Gedankens  nur  gewisse  Rechnungen.  Diese  wurden  auf 
Lies  Anregung  von  de  Tannenberg  in  seiner  These  (s.  Ann.  de  la  Fac.  de 
Toulouse  1891)  durchgeführt.  Es  ergab  sich,  dass  es  sieben  verschiedene  Typen 
von  nicht-linearen  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  giebt,  die  eine 
Gruppe  von  Punkttransformationen  mit  mindestens  vier  Parametern  gestatten. 
Herr  de  Tannenberg,  dessen  Arbeit  sich  durch  ihre  vortreffliche  Redaktion  aus- 
zeichnet, erhielt  hierbei  das  schöne  Resultat,  dass  bei  geeigneter  Wahl  der  Verän- 
derlichen die  Tangenten  an  die  Charakteristiken  der  betreffenden  Differential- 
gleichungen Liniencomplexe  bilden. 
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Grades  von  dx,  dy,  dz  wird,  so  führt  die  Curvenschaar  (8)  sicher  zu 
keiner  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Wenn  dagegen  (9) 
die  Form  (3)  besitzt,  so  bestimmen  wir  nach  Anleitung  von  Abschn.  I, 
Kap.  23  die  Gruppe  G,  durch  welche  die  Parameter  x,  y,  z  der  Schaar 
(8)  bei  der  Gruppe  %  transformirt  werden.  G  ist  dann  eine  Gruppe 
von  der  verlangten  Beschaffenheit,  wenn  es  primitiv  ist  —  das  aber 
lässt  sich  leicht  entscheiden. 

In  dieser  Weise  behandeln  wir  der  Reihe  nach  jede  Berühruno-s- 
transformationsgruppe  %  von  der  oben  definirten  Beschaffenheit  und 
jede  bei  einer  solchen  Gruppe  invariante  Schaar  von  oo^  Curven;  die 
primitiven  unter  den  Gruppen  (r,  die  wir  dadurch  finden,  sind  dann 
überhaupt  die  einzigen  primitiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z,  die 
eine  Gleichung  von  der  Form  (3)  invariant  lassen. 

Die  hiermit  beschriebene  Methode  wollen  wir  jetzt  wirklich  durch- 
führen; zuerst  erledigen  wir  den  Fall,  dass  die  Gruppe  @  reducibel 
dann  den  Fall,  dass  sie  irreducibel  ist. 

§  34. 

Nach  Abschn.  II,  S.  376  lässt  sich  jede  reducible  Berührungs- 
transformationsgruppe  der  Ebene  £,  §  durch  eine  Berührungstransfor- 
mation in  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  dieser  Ebene  über- 
führen. Nun  aber  haben  wir  auf  S.  71  ff.  alle  Gruppen  von  Punkttrans- 
formationen der  Ebene  aufgezählt.  Wir  müssen  daher  zunächst  unter 
diesen  Gruppen  alle  die  aufsuchen,  die  eine  Schaar  von  oo^  Curven 
der  Ebene  invariant  lassen  und  dabei  mindestens  sechs  Parameter 
enthalten. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  j,  §  lässt  keine 
Schaar  von  oo^  Curven  invariant,  denn  jede  Curve  einer  solchen  Schaar 
müsste  oo5  Collineationen  gestatten  und  daher  (s.  S.  88,  Satz  2)  eine 
Gerade  sein,  gerade  Linien  giebt  es  aber  überhaupt  nur  oo^ 

Auch  die  allgemeine  lineare  Gruppe: 

^;   ^;   £P;   IV,   E^,   Jt 

der  Ebene  i,  §  lässt  keine  Schaar  von  oo^  Curven  invariant.  Jede 
Curve  einer  solchen  Schaar  müsste  nämlich  oo^  Collineationen  gestat- 
ten, bei  denen  zu  gleicher  Zeit  die  unendlich  ferne  Gerade  invariant 
bliebe,  die  Schaar  könnte  daher  sicher  nicht  aus  Kegelschnitten  son- 
dern nur  aus  Geraden  bestehen  und  das  ist,  wie  eben  gezeigt  wurde, 
ausgeschlossen. 

In  derselben  Weise  ergiebt  sich,   dass  auch  die  Gruppe: 
V,  ^;  £P,  Er,  §r,  f)^  +  iix 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  n 
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keine  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lässt,  diese  Gruppe  besteht  ja 
aus  allen  Collineationen,  bei  denen  der  unendlich  ferne  Punkt  der  j-Axe 
in  Ruhe  bleibt. 

Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  eine  Schaar  von  <x>^  Cur- 
ven der  Ebene  j,  §  niemals  vier  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Form: 

^i(Ör,   ^2(£)t-.   ^sfe:^!-;   ^iit)^ 
gestatten  kann.     Enthält  nämlich  eine  Curvenschaar,   die   bei   diesen 
vier    infinitesimalen    Transformationen    invariant    bleibt,    die    Curve: 
j  ==  f(jc)j  so  enthält  sie  zugleich  die  oo*  Curven: 

h  =  f(l)  +  «1  ^1  (Ö  +  ^2  ^2  (Ö   +  «^3  ^3  (Ö  +  «^4  ^4  (Ö; 

wo  die  a  willkürliche  Constanten  bezeichnen. 

Unter  den  auf  S.  71  fi".  aufgezählten  Gruppen  bleiben  jetzt  nur 
noch  vier  übrig,  die  mehr  als  fünf  Parameter  enthalten,  es  sind  dies 
die  folgenden: 

(A)  r,  jt,  fx,  sr,  ^,  icp 

(B)  r,  jr,  fx,  ^,  ip  +  IX,  f)?  +  2or 

(C)  r,  jr,  iH,  p,  £p,  §r,  fp  +  2j§r 

(D)  r,  sr,  iH,  p,  £P,  j^^. 

Wir  suchen  zunächst  alle  Schaaren  von  oo^  Curven,  die  bei  einer 
der  drei  ersten  Gruppen  invariant  bleiben. 

Es  sei  l  =  f{l)  irgend  eine  bestimmte  Curve,  die  einer  solchen 
invarianten  Schaar  angehört,  dann  gehören  der  Schaar  nothwendig 
auch  alle  Curven  an,  die  man  aus:  §  =  /"(?)  durch  Ausführung  der 
eingliedrigen  Gruppen:  r,  jr,  l^x  erhält,  die  betreffende  Schaar  hat 
daher  die  Form: 

(10)  l^f{l)  +  a  +  hl  +  ci\ 

wo  a,  6,  c  willkürliche  Parameter  sind,  die  natürlich  in  der  Function 
f{l)  nicht  vorkommen.  Nun  muss  unsre  Schaar  auch  noch  die  in- 
finitesimale Transformation  Ip  gestatten,  es  muss  also  mit  der  Curve 
(10)  stets  auch  die  unendlich  benachbarte  Curve: 

j  =  /•(£)  +  a  +  hi  +  cf  +  8t  [fil)  +  l  +  2ci] 
der  Schaar  angehören.     Demnach  ist: 

und: 

f{l)  =  A  +  aj  +  vf  +  Qf, 

wo  X,  [ly  V,  Q  Constanten  sind,  die  von  den  Parametern  a,  h,  c  nicht 
abhängen.  Hieraus  folgt,  dass  jede  Schaar  von  oo^  Curven,  die  bei 
einer  der  Gruppen  (A),  (B),  (C)  invariant  bleibt,  die  Form: 
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(11)  5  =  «  +  6j  +  cj^  +  Qf 
besitzt,  unter  q  eine  bestimmte  Zahl  verstanden. 

Um  die  möglichen  Werthe  der  Zahl  q  zu  bestimmen,  gehen  wir 
davon  aus,  dass  jede  der  drei  Gruppen:  A,  B,  C  die  infinitesimale 
Transformation:  ^p  +  Jt  enthält,  dass  also  die  Schaar  (11)  auch  die 
eingliedrige  Gruppe:  icp  +  ^x  gestatten  muss.  Nun  geht  die  Schaar 
der  cx)^  Curven  (11)  bei  Ausführung  dieser  eingliedrigen  Gruppe  über  in: 

s  =  |  +  &i'  +  c^.£^  +  (>^^£^ 

sie  bleibt  also  nur  dann  invariant,  wenn  die  Gleichung: 

für  jeden  Werth  von  t  besteht,  das  heisst,  wenn  q  verschwindet. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Schaar: 

(12)  h  =  oc  +  2yic  +  ^f 

mit  den  drei  Parametern  x^  y,  0  die  einzige  Schaar  von  oo^  Curven 
ist,  die  möglicherweise  bei  einer  der  drei  Gruppen  A,  B,  C  invariant 
bleibt.  Man  überzeugt  sich  schliesslich  leicht,  dass  diese  Schaar  sogar 
bei  jeder  einzelnen  der  Gruppen  A,  B,  C  invariant  bleibt. 

Die  Bedingung  für  die  Berührung  zweier  unendlich  benachbarter 
Curven  der  Schaar  (12)  hat  die  Form  (3),  sie  lautet  nämlich: 

(13)  dy^  -dxds^^O. 

Nach  den  Auseinandersetzungen  auf  S.  129  brauchen  wir  daher  jetzt 
nur  noch  die  Gruppen  aufzustellen,  durch  welche  die  Parameter  x.y^z 
der  Schaar  (12)  bei  den  Gruppen  A,  B,  C  transformirt  werden,  und 
dann  zu  untersuchen,  ob  diese  Gruppen  in  ^,  «/,  2  primitiv  sind  oder 
nicht. 

Zur  Aufstellung  der  bezeichneten  Gruppen  stützen  wir  uns  auf 
die  Entwicklungen  des  Kapitels  23  in  Abschnitt  I.     Ist  nämlich: 

eine  infinitesimale  Transformation  in  £,  §,  bei  der  die  Schaar  (12) 
invariant  bleibt,  so  transformirt  Hf  die  Parameter  x^  y,  2  durch  eine 
infinitesimale  Transformation: 

Xf=  J  {x,  y,  0)p  +  ri  {x,  y,d)ct  +  t,{x,  y,  s) r. 
Man  findet  dieses  Xfj  wenn  man   |,  '»?,  ^  derart   als  Functionen  von 
Xj  y,  0   allein   bestimmt,    dass    die   Gleichung   (12)   in   den   fünf  Ver- 
änderlichen j,  5,  X,  yj  0  die  infinitesimale  Transformation: 

gestattet.  Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  bei  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 
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die  Parameter  x,  y^  z  der  Reihe  nach  durch  die  folgenden  infinitesi- 
malen Transformationen  transformirt  werden: 

Py  \Q.y  ^   xp  +  yq-^zr,   ^(2yp  +  zq),    —(yq  +  ^^r),  xq  +  2yr. 

Wir  können  daher  jetzt  sofort  für  die  drei  Gruppen  A,  B,  C  die  zu- 
gehörigen Gruppen:  A',  B',  C  angeben,  durch  welche  die  Parameter 
X.  y,  z  der  Schaar  (12)  transformirt  werden. 

Die  Gruppe  A'  brauchen  wir  gar  nicht  erst  hinzuschreiben.  Da 
nämlich  r  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  von  A  ist,  so  ist 
p  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe  von  A'.  Die  Gruppe  A' 
lässt    demnach  die  lineare  partielle  Differentialgleichung: 

dx 
invariant  und  ist  in  Folge  dessen  sicher  imprimitiv. 

Die  Gruppen  B'  und  C  lauten  wie  folgt: 
(B')  p,  q,  r,  2yp  +  zq,  xp  —  zr,  xq  +  2yr 

(C)     p,  q,  r,  2yp  +  zq,  xp  —  zr,  xq  +  2yr,  xp  -\-  yq  +  zr, 

sie  lassen  natürlich  beide  die  Gleichung  (13)  invariant.  Hält  man 
einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  werden  bei  beiden  Gruppen 
die  oo^  Richtungen  dx  :  dy :  dz  durch  diesen  Punkt  durch  die  allge- 
meinste projective  Gruppe  transformirt,  die  den  Kegel  zweiten  Grades: 
dy"^  —  dxdz  =  0  invariant  lässt,  also  sind  beide  Gruppen   primitiv. 

Führen  wir      ^      als  neues  x  und      77     als  neues  z  ein,  so  ver- 
wandelt  sich  die  Gleichung  (13)  in: 
(14)  dx^  +  dy'  +  dz'  =  0, 

und  gleichzeitig  gehen  die  Gruppen  B'  und  C  über  in: 


[5]     Pi  a^  ^;  yp  —  ^g,  ^<i  —  y*',  ^r  —  zp 


[61        P>  Qf  »%  yp  —  ^Qy  ^g.  —  yr,  xr  —  zp,  xp  +  yq  +  zr 


Diese   neuen  Gruppen   lassen   beide  die  Gleichung  (14)  invariant;  die 

erste  von  ihnen  ist  augenscheinlich  die  Gruppe  aller  Bewegungen  des 

Euklidischen  Raumes,  die  zweite  besteht   aus   allen  Euklidischen  Be- 
wegungen und  Aehnlichkeitstransformationen. 

Wir  kommen  jetzt  zu  der  Gruppe: 
(D)  r,  sr,  iH,  )J,  jp,  t>? 
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und  suchen  zunäclist  wieder  alle  bei  ihr  invarianten  Schaaren  von  c»^ 
Curven. 

Ist:  5  =  f(j)  eine  Curve,  die  einer  solchen  Schaar  angehört,  so 
enthält  diese  Schaar  zugleich  alle  Curven,  die  aus:  5  =  f(^^  durch  die 
Transformationen  der  dreigliedrigen  Gruppe:  r,  jr,  §^r  hervorgehen,  die 
Schaar  besteht  also  aus  den  00^  Curven: 

Wir  differentiiren  diese  Gleichung  dreimal  nach  j : 

und  erhalten  durch  FortschafPung  von  a^h^c  eine  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  von  der  Lagrange- Schwarz  sehen  Form: 

(16)  ^'^"'-Ji^-F{i)  =  0. 

Da  (16)  die  Curven  der  Schaar  (15)  zu  Integralcurven  hat,  so  ge- 
stattet es  die  infiuitesimalen  Transformationen:  x,lx,fXj  und  es  bleibt 
in  Folge  dessen  nur  noch  übrig  die  Function  -Z^(£)  in  allgemeinster 
Weise  so  zu  bestimmen,  dass  (16)  auch  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: p,   £^,  J^p  zulässt. 

Soll  die  Differentialgleichung  (16)  die  infinitesimale  Transforma- 
tion :p  gestatten,  so  muss  nothwendig  F'  {i)  =  0,  also  F{i)  =  const. 
=  A  sein.  Soll  sie  ausserdem  auch  noch  jp  gestatten,  so  muss  die 
Gleichung: 

(H)  ä'ä"'_|j"^_Af  =  0 

in  den  Veränderlichen  £,S>5^S':5"  ^i^  infinitesimale  Transformation: 

gestatten,  die  aus  jlp  durch  Erweiterung  entsteht  (s.  Abschn.  I,  §  132, 

S.  549  f.).     Hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  der  Ausdruck: 

V{W  -  \r  -  Aä'O  =  -  U"  +  2Aä'^  +  6ä"^  -  3j'ä"' 

vermöge  (17)  verschwindet,  es  muss  also  A  gleich  Null  sein.  End- 
lich haben  wir  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Gleichung: 

(18)  ä'r-ir  =  o 

die  infinitesimale  Transformation  j^|)  gestattet.  Wir  finden,'  dass  sie 
es  wirklich  thut,  denn  aus  j^p  ergiebt  sich  durch  Erweiterung  die 
Transformation: 
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und  der  Ausdruck: 

vii'i"-  i-n  =  -  ■2u'h"'+  mr+  H'f~  ^uT-  e^'ä" 

verschwindet  vermöge  (18). 

Damit  ist  bewiesen*),  dass  (18)  die  einzige  Differentialgleichung 
dritter  Ordnung  ist,  die  bei  der  Gruppe  D  invariant  bleibt;  die  oo^ 
Integralcurven : 

(19)  ä  =  f~+v* 

von  (18)  bilden  daher  die  einzige  bei  der  Gruppe  D  invariante  Schaar 

von  oo^  Curven. 

Wir  schreiben  die  Curvenschaar  (19)  folgendermassen: 

(20)  u  +  ^i  +  n  +  ^==o, 

indem  wir  wie  früher  die  drei  Parameter  der  Schaar  Xy  y^  s  nennen. 
Die  Bedingung  dafür,  dass  sich  zwei  unendlich  benachbarte  Curven 
unsrer  Schaar  berühren,  erscheint  dann  in  der  Gestalt: 

(21). dz^  +  y'^dx'  +  x^dy^  +  iAz~2xy)dxdy  —  2xdy  dz  — 2ydsdx^0, 
sie  hat  also  die  Form  (3)  und  ihre  Determinante: 
2/^  2s  —  xy     —  y 

20  —  xy  x^  —  X 

—  y  —  X        1    I 

verschwindet  auch  nicht  identisch.  Nunmehr  suchen  wir  die  Gruppe 
D',  durch  welche  die  Parameter  x^  y,  s  der  Schaar  (20)  bei  der  Gruppe 
D  transformirt  werden,  und  finden  in  der  auf  S.  131  angegebenen  Weise, 
dass  D'  die  Form  hat: 


=  —  4:(z  —  xyY 


\    9.  +  ^^;  yO.  +  ^r,   {xy  —  z)  p  +  y'q  +  yzr 

\  p  -\-  y^'y  xp  +  ^^,  x^p  +  i^y  —  ^)q.  +  x^'^ 


Diese  Gruppe  lässt  natürlich  die  Gleichung  (21)  invariant,  ausserdem 
lässt  sie  auch  noch  die  Fläche  zweiten  Grades:  s  —  xy  =  0  invariant, 
ja  sie  ist  sogar  die  grösste  projective  Gruppe  des  Raumes  x,  y^  2,  bei 
der   diese  Fläche  in   sich   übergeht.     Hieraus   folgt  unmittelbar,    dass 


*)  Die  Theorie  der  Differentialinvarianten  (s.  Abschn.  I,  Kap.  25)  führt  in 
einfacherer  Weise  zur  Bestimmung  aller  Differentialgleichungen,  die  bei  einer 
vorgelegten  Gruppe  von  Punkttransformationen  der  Ebene  j,  §  invariant  bleiben. 
Später  soll  das  auch  näher  ausgeführt  werden,  hier  wollten  wir  aber  von  der 
Theorie  der  Differentialinvarianten  noch  keinen  Gebrauch  machen. 
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die  Gruppe  [7]  primitiv  ist;  man  kann  dies  jedocli  auch  dadurch  ein- 
sehen, dass  man  untersucht,  wie  die  Richtungen  durch  einen  fest- 
crehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  transformirt  werden;  ein  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  ist  dabei  jeder  Punkt,  der  nicht  auf  der  Fläche: 
s  —  o;«/  =  0  liegt. 

Der  Fall,  dass  die  auf  S.  128  f.  mit  %  bezeichnete  Gruppe  redu- 
cibel  ist,  wäre  hiermit  erledigt,  von  jetzt  ab  wollen  wir  daher  vor- 
voraussetzen, dass  %  irreducibel  ist. 

§  35. 
Nach   Abschn.  II,  Theor.  69,  S.  433   ist  jede   irreducible   Berüh- 
rungstransformationsgruppe  der  Ebene  j,  l  entweder  sechs-,  oder  sieben- 
oder   zehngliedrig  und  kann  stets   durch   eine    geeignete  Berührungs- 
transformation auf  eine  der  drei  Formen: 

(E)  ^,  q  +  ?r,  r,  jq  +  \tx,  Jp  -  t)q,  t)l3  +  \\)H 

(F)  p,  q  +  P,  r,  jq  +  \tx,  ?p  —  ^q,  t)P  -f  \\)H,  ?p  +  ^q  +  2st 

P,  q  +  ?r,  r,  jq  +  ijc%  ?p  —  ^q,  t)p  +  i^^r 
(H)   Up  +  t|q  +  2är^  (5- £^)^-i5'q  -  i^^^'^^  iS'P  +  Sq  +  ilt 

l  (?5  -  i?^9)^  +  ÖS  -  hlf)^  +  ^t  ~  i£'^')^ 

gebracht  werden;  dabei  sind  j,  t),  %  die  Coordinaten  der  Linienelemente 
in  der  Ebene  J,  5. 

Wir  wissen  ferner  (a.  a.  0.  Theor.  71,  S.  439),  dass  jede  irredu- 
cible Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  £,§  nur  eine  Schaar 
von  00^  Curven  invariant  lässt  und  dass  diese  Schaar  für  die  Gruppen 
E,  F,  H  die  uns  schon  geläufige  Form: 
(;22)  5  ==  a;  -f  2^£  +  zf 

besitzt.  Wir  müssen  daher  jetzt  die  Gruppen  E',  F'  und  H'  auf- 
stellen, durch  welche  die  Parameter  x^  y,  0  der  Schaar  {22)  bei  den 
Gruppen  E,  F,  H  transformirt  werden  und  müssen  untersuchen,  ob 
E',  F',  H'  primitiv  sind  oder  nicht. 

Die  Gruppen  E'  und  F'  brauchen  wir  gar  nicht  aufzustellen,  denn 
wir  können  schon  so  einsehen,  dass  sie  imprimitiv  sind.  In  der  That, 
die  Gruppen  E  und  F  enthalten  beide  eine  eingliedrige  invariante 
Untergruppe,  nämlich  r,  hieraus  aber  ergiebt  sich  wie  auf  S.  132, 
dass  die  Gruppen  E'  und  F'  in  den  Veränderlichen  x^  t/,  z  beide  die 
lineare  partielle  Differentialgleichung: 

'S  =  0 

ex 
invariant  lassen,  dass  sie  also  wirklich  beide  imprimitiv  sind. 
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Um  die  Gruppe  H'  zu  finden  bemerken  wir  zunächst,  dass  unter 
den  infinitesimalen  Transformationen  von  H  die  folgenden  sechs: 

(23)  r,  q  +  jr,  j:q  +  ^jfx,  p,  jp  —  t;q,  ^^  +  t)q  +  2^x 
aus  den  infinitesimalen  Punkttransformationen: 

t;  U,  ifr,  P,  ?p;  SP  +  2§r 
der  Ebene   i,  §   durch  Erweiterung  entstanden   sind.     Auf  Grund  von 
S.  131  f.  können  wir  daher  unmittelbar  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen angeben,  durch  welche  die  Parameter  x,  tj,  z   der  Schaar  (22) 
bei  den  Transformationen  (23)  transformirt  werden,  sie  lauten: 

(24)  p,   ig,   \r,    -(2yp  +  zq),   —{yq-{-2zr),  2xp  +  yq. 
Es  sei  andrerseits: 

^f=  a(£,  \),  ^)p  +  b(£,  t),  5)q  +  c(£,  9,  §)r 
eine   der  Gruppe   H    angehörige   wirkliche   infinitesimale   Berührungs- 
transformation, die  nicht  durch  Erweiterung  einer  infinitesimalen  Punkt- 
transformation  der  Ebene  j,  §  entstanden  ist.     Um  die  infinitesimale 
Transformation : 

Xf==  ^(x,  y,  s)p  -\-n(x,  y,  ^)q  +  i(oo,  y,  z)r 
zu  finden,  durch  welche  die  Parameter  der  Schi^ar  (22)  bei  '^f  trans- 
formirt werden,  schreiben   wir  die  Curvenschaar  (22)  als  eine  Schaar 
von   oo^  Element -üfj   der  Ebene   j,  g,   also   wie   folgt  (s.  Abschn.  II, 

S.  12  ff.): 

l  =  x  +  2yi  +  zf 


(25) 

l^=  22/  +  2^£ 

sodann  bestimmen  wir  ?,i?,  J  derart  als  Functionen  von  x^y^s  allein, 
dass  das  Gleichungensystem  (25)  in  den  sechs  Veränderlichen  j,  \),  §, 
Xj  y,  z  die  infinitesimale  Transformation: 

If-^Xf 
gestattet. 

Wählen  wir  zum  Beispiel:  3£/'=  t)p  +  ^tl'^^r,  so  müssen  1,  r?,  ^ 
solche  Functionen  von  x,  y^  z  allein  werden,  dass  die  beiden  Glei- 
chungen: 

\\f  =  2y\)  +  2z^t)  -f  S  +  2rj^  +  if 
0    ^2zt)  +  2ri  +  2i^ 
vermöge  (25)  zu  Identitäten  werden,  es  ergiebt  sich  also: 

Xf^  -  2  (y^p  +  yzq  +  z'r). 
In  derselben  Weise  finden  wir,  wenn 

..^^     .  ,  ^/'=i£'p  +  äq  +  or 

gewählt  wird: 

•        Xf=^{xi  +  2yr). 
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Die  zwei  noch  fehlenden  infinitesimalen  Transformationen  von  H' 
brauchen  wir  nicht  in  dieser  Weise  zu  berechnen,  denn  wir  können 
sie  aus  den  schon  bekannten  Transformationen  durch  Klammeropera- 
tion erhalten,  ebenso  wie  wir  in  Abschn.  II  auf  S.  432  die  beiden 
letzten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  H  fanden. 

Schliesslich  erkennen  wir,  dass  die  Gruppe  H'die  folgende  Form  hat: 
'  Pj   a,  ^',    ^yP  +  ^q,    xp  —  ^r,  xq  +  2yr,  xp  +  yq -{-  sr, 
(H')  x^p  +  xyq  +  t/r,  y'p  +  y^q  +  ^V 

2xyp  -f  {y^  ^  xz)q  +  2yzr ; 
dass  sie  primitiv  ist,  folgt  schon   daraus,   dass  sie   die  beiden  primi- 
tiven Gruppen  (B')  und  (C)  als  Untergruppen  enthält. 

Die  Gruppe  W  lässt  natürlich  die  bekannte  Gleichung: 

(13)  dy'  -  dxd0  =  O 

invariant.     Führen  wir  daher  wie  auf  S.  132  ^^  als  neues  x  und 

-Yf-  als  neues  z  ein,  so  erhalten  wir  aus  H'  eine  neue  zehngliedrige 
Gruppe,  bei  der  die  Gleichung: 

(14)  dx'  +  dy'  +  dz'==^0 
invariant  bleibt.     Diese  neue  Gruppe  lautet: 


JP;    ^; 

r, 

xq- 

yp,  yr 

-  sq 

,  0p  — 

xr,  U 

2x 

U- 

-  Sp, 

2yU- 

-Sq, 

20Ü- 

-Sr 

ü  = 

xp 

+  yq 

+  zr, 

S  = 

x'  +  f 

+  z' 

[8] 


sie  besteht  aus  allen  Euklidischen  Bewegungen,  allen  Aehnlichkeits- 
transformationen  und  endlich  aus  allen  Transformationen  durch  reci- 
proke  Radien  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt*),  sie  besteht  aus 
allen  conformen  Punkttransformationen  des  Raumes  x,  y,  z,  wir  nen- 
nen sie  deshalb  die  conforme  Gruppe  dieses  Raumes. 

Uebrigens  hätten  wir  auch  unmittelbar  zu  der  Gruppe  [8]  kom- 
men können,  ohne  vorher  die  Gruppe  H'  aufzustellen;  ein  Verfahren 
hierzu  haben  wir  bereits  in  Abschnitt  II  auf  S.  458  ff.  auseinander- 
gesetzt. 

Wir  haben  die  Gruppe  H  im  Vorhergehenden  als  eine  Gruppe  von 
Berührungstransformationen  der  Ebene  j,  §  aufgefassfc  und  sind  zu  der 
Gruppe  H'  dadurch  gelangt,  dass  wir  untersuchten,  in  welcher  Weise  H 
die  oo^  Curven  der  invarianten  Schaar  (22)  unter  einander  vertauscht.    Wir 

*)  Liouville  hat  zuerst  gezeigt,  dass  sich  die  allgemeinste  conforme  Trans- 
formation de»  Raumes  x,  y^  z  aus  den  genannten  Transformationen  zusammen- 
setzen lässt. 
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können  aber  H  auch  als  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  Rau- 
mes j,  l),  5  deuten.  Legen  wir  diese  Deutung  zu  Grunde,  so  stellt  das 
Gleichungensystem  (25)  eine  Schaar  von  cx)^  Curven  des  Raumes  ^,  l),  5 
dar,  die  bei  der  Gruppe  H  invariant  bleibt;  von  der  Gruppe  H  gelangen 
wir  zu  H',  indem  wir  die  00^  Curven  des  Raumes  J,  l),  5  als  Punkte  in 
einem  neuen  dreifach  ausgedehnten  Räume  x^  y^  z  einführen.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  beiden  Gruppen  H  und  H'  durch  eine  Berührungs- 
transformation zwischen  den  beiden  Räumen  j,  l),  §  und  x^  y^  2  mit  ein- 
ander ähnlich  sind  und  zwar  durch  die  Berührungstransformation,  die  von 
dem  Gleichungensysteme : 

(25)  |ä  =  ^'  +  2^£  +  ^£' 

definirt  wird  (s.  Abschn.  II,  S.  52  f.). 

Nun  geht  die  Gruppe  H  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

über  in  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  des  linearen  Complexes: 

(26)  dl,  +  l,d\),  -^if^Xi  =0 

(a.  a.  0.  S.  445f.).  Andrerseits  verwandelt  sich,  wie  wir  vorhin  gesehen 
haben,  die  Gruppe  H'  bei  Einführung  der  neuen  Veränderlichen: 

X  —  z  x~\-  z 

^i  =  -2-^    2/1  ==2/,    h=^-^i- 

in  die  conforme  Gruppe  des  Raumes  x^^  y,,  Zy.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
die  Gruppe  [4]  des  linearen  Complexes  und  die  conforme  Gruppe  [8]  eben- 
falls durch  eine  Berührungstransformation  des  dreifach  ausgedehnten  Rau- 
mes mit  einander  ähnlich  sind.  Diese  Berührungstransformation  ist  durch 
das  Gleichungensystem: 

/27)  f  5i  =  ^1  +  ^h  +  Vih 

I  ^1=2/1-  (^1  —  ^^1)  li 

definirt,  wo  Ji,  ^1,  5i  der  Raum  des  linearen  Complexes,  x^^  y^,  z,  der 
Raum  der  conformen  Gruppe  ist;  sie  verwandelt  die  Punkte  des  Raumes 
£n  ^n  h  i^  ^iö  Geraden  des  Raumes  x,^  2/1 »  hi  welche  den  Kugelkreis 
treffen,  umgekehrt  verwandelt  sie  die  Complexgeraden  des  Raumes  Jj,  l)i,  §1 
in  die  Punkte  des  Raumes  iCj,  y,,  %.  Besonders  wichtig  ist  aber  diese 
Berührungstransformation  dadurch,  dass  sie  die  Geraden  des  Raumes  Si,l)i,5i 
in  die  Kugeln  des  Raumes  x^^  «/j,  ^j  überführt  und  auf  diese  Weise  die 
Plückersche  Liniengeometrie  in  eine  Kugelgeometrie  verwandelt*). 


*)  Die  im  Text  erwähnte  Berührungstransformation  entdeckte  Lie  im  Jahre 
1870  und  begründete  auf  dieselbe  eine  Kugelgeometrie  und  einen  merkwürdigen 
Zusammenhang  zwischen  Linien-  und  Kugelgeometrie,  sowie  zwischen  projectiver 
und  metrischer  Geometrie.  Da  einige  Verfasser  diese  wichtigen  Entdeckungen  als 
Ausführungen  von  Ideen  des  Herrn  Noether  darstellen,  soll  hier  der  factische 
Zusammenhang  angegeben  werden.  Im  Anfange  des  Jahres  1869  veröffentlichte 
Lie  in  den  Verh.  d.  G.  d.  W.  zu  Christiania  eine  Darstellung  des  Imaginären  in 
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§  36. 

Wir  kennen  nunmehr  alle  primitiven  Gruppen  des  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  und  dürfen  daher  das  folgende  Theorem  aus- 
sprechen : 

Theorem  9.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des 
dreifach  ausgedehnten  Baumes  primitiv j  so  ist  sie  durch  eine 
PunJcttransformation  dieses  Baumes  mit  einer  von  acht  gewis- 
sen Gruppen  ähnlich;  diese  acht  Gruppen  sind: 

1)  die  fünfsehngliedrige  allgemeine  projective  Gruppe  des 
dreifach  ausgedehnten  Baumes  ([1]  auf  S.  124); 

2)  die  zwölf gliedr ige  allgemeine  lineare  Gruppe  dieses  Bau- 
mes ([2]  auf  S.  124); 

3)  die  elfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe  ([3]  auf  S.  124); 

4)  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausge- 
arteten linearen  Complexes  ([4]  auf  S.  125); 

5)  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
arteten Fläche  zweiten  Grades  oder,  was  auf  dasselbe  hinaus- 
Icommty  die  Gruppe  aller  Bewegungen  des  nicht- eiMidischen  Bau- 
mes  ([7]  auf  S.  134); 

6)  die  sechsgliedrige  Gruppe  aller  EiMidischen  Bewegun- 
gen ([5]  auf  S.  132); 


der  ebenen  Geometrie.  Die.  Anwendung  derselben  auf  die  Dualität  führte  ihn  zu  der 
Abbildung  gewisser  Liniencomplexe  auf  den  Punktraum.  In  einer  im  Herbst  1-869 
erschienenen  Fortsetzung  beschäftigte  sich  Lie  u.  a.  eingehend  mit  derjenigen 
Abbildung,  welche  der  symmetrischen  Dualität  (d.  h.  Theorie  der  reciproken 
Polaren)  entsprach.  In  einer  damals  angekündigten  Fortsetzung  wollte  er  die 
Abbildungen  untersuchen,  welche  der  nicht  symmetrischen  Dualität  entsprechen; 
unter  diesen  Abbildungen  findet  sich  die  Abbildung  des  linearen  Complexes  auf 
den  Punktraum,  welche  somit  factisch  von  Lie  im  Februar,  wenn  auch  nur 
implicite,  veröffentlicht  worden  war.  Herr  Noether  stellte  später  im  Laufe  des- 
selben Jahres  ganz  beiläufig  wesentlich  dieselben  Gleichungen  zur  Abbildung  des 
linearen  Complexes  auf;  seine  Note  deutet  aber  keine  einzige  Anwendung  dieser 
Abbildung  an.  Das  ist  der  Sachverhalt  in  historisch  richtiger  Darstellung  (s.  Math. 
Ann.  Bd.  V,  S.  165  u.  166).  Die  hiermit  in  Widerspruch  stehenden  Angaben  auf 
S.  251,  Z.  6 — 15  V.  0.  ebd.  sind  falsch  und  während  der  Korrektur  in  Folge  eines 
Missverständnisses  hinzugefügt  worden. 

Zu  der  von  Lie  im  Jahre  1870  begründeten  Kugelgeometrie  haben  später 
Klein  und  besonders  Darboux  in  den  zu  seiner  im  Jahre  1869  eingereichten  Preis- 
schrift später  (1873)  zugefügten  Noten  wichtige  Beiträge  geliefert.  Herrn  Reyes 
ausführliche  Untersuchungen  über  diesen  Gegenstand  enthalten  kaum  etwas 
wesentlich  Neues,  haben  jedoch  zur  Verbreitung  dieser  Theorien  beigetragen.  Unter 
den  späteren  Verfassern  auf  diesem  Gebiete  verdient  Herr  Loria  besonders  ge- 
nannt zu  werden. 
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7)  die    siehengliedrige    Gruppe    aller    EuMidisehen    Bewe- 
gungen und  aller  AehnlichJceitstransformationen  ([6J  auf  S.  132); 

8)  die  zehngliedrige  Gruppe  aller  Transformationen  durch 
reciproJce  Radien  ([8]  auf  S.  137). 

Unter   den   acht  in  diesem   Theoreme   aufgezählten  Gruppen  ent- 
halten vier,  nämlich  die  zweite,  dritte,  sechste  und  siebente  die  Gruppe: 


aller  Translationen  als  invariante  Untergruppe.  Die  fünfte  enthält 
zwei  zu  einander  reciproke  einfach  transitive  Gruppen  als  invariante 
Untergruppen,  es  sind  das  die  beiden  Gruppen: 


q  +  xr,  yq  +  zr ,   {xy  —  z) p  +  y\  +  yzr 

und: 

p  -f-  yrj   xp  +  zr^  x^p  +  {xy  —  ^)q  -{-  ^^^ 

von  denen  die  erste  alle  Erzeugenden:  x  =  a,  z  =  ayj  die  zweite  alle 
Erzeugenden:  y  =  1),  z  =  hx  der  Fläche:  z  —  xy  =  0  in  Ruhe  lässt. 

Einfache  Gruppen  giebt  es  unter  unsern  acht  nur  drei,  nämlich 
die  erste  (s.  Abschn.  I,  Theor.  97,  S.  560),  die  vierte  (s.  Abschn.  II, 
Theor.  70,  S.  437)  und  die  achte,  die  mit  der  vierten  durch  eine  Be- 
rührungstrausformation des  Raumes  Xy  y^  z  ähnlich  und  daher  auch 
mit  ihr  gleichzusammengesetzt  ist. 

Auf  Grund  der  gewonnenen  Ergebnisse  gelangen  wir  ohne  Schwie- 
rigkeit noch  zu  dem  nachstehenden 

Theorem  10.  Im  dreifach  ausgedehnten  Baume  gieht  es  nur 
dreierlei  einfache  Gruppen  von  PunJcttransformationen^  die  mit 
Iceiner  Gruppe  von  Punhttr  ans  form  ationen  auf  der  Ebene  oder 
auf  der  Geraden  gleichzusammengesetzt  sind.    Es  sind  das: 

1)  die  allgerneine  projective  Gruppe^ 

2)  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines  linearen  Com- 
plexes, 

3)  die  zehngliedrige  Gruppe  der  reciproken  Badien  und 
alle  mit  diesen  drei  durch  Punkttransformationen  ähnlichen 
Gruppen. 

Unter  den  genannten  drei  Gruppen  sind  die  beiden  letzten 
mit  einander  gleichzusammengesetzt  und  ausserdem  durch  eine 
Berührungstransformation  des  dreifach  ausgedehnten  Baumes 
ähnlich. 


BestimmuDg  imprimitiver  Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes.      141 

Kapitel   8. 

Bestimmung   gewisser   imprimitiver   Gruppen   des   dreifach 
ausgedehnten  Raumes. 

Im  gewöhnlichen  Räume  x^y.z  kann  man  im  Ganzen  drei  Arten 
von  imprimitiven  Gruppen  unterscheiden.     Es  sind  das  die  folgenden: 

I.  Gruppen,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  (p{x,  y,  ^) 
=  const.  invariant  bleibt^  die  sich  nicht  in  eine  invariante  Schaar  von 
cx3^  Curven  zerlegen  lässt;  es  darf  also  bei  einer  derartigen  Gruppe 
keine  Curvenschaar  von  der  Form: 

cp  (a;,  y,  z)  =  const.,     ^  {x,  y^  0)  ==  const. 
invariant  bleiben. 

IL    Gruppen,  bei  denen  eine  Schaar  von  oo^  Curven: 
(p  {x,  y,  z)  ==  const.,     1^  {x,  ?/,  z)  =  const. 
invariant    bleibt,   die   sich   nicht    in    eine    invariante    Schaar    von    c3o^ 
Flächen  anordnen  lässt;  bei  einer  solchen  Gruppe  darf  keine  Fläch en- 
schaar  von  der  Form: 

ß  (9?  {x,  y,  0),    ifj  (x,  2/,  ^))  =  const. 
invariant  bleiben. 

III.  Gruppen,  die  eine  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lassen 
und  die  Curven  dieser  Schaar  imprimitiv  transformiren;  bei  jeder 
solchen  Gruppe  bleibt  also  eine  Curvenschaar:  9  =  const.,  t  =  const. 
invariant  und  zugleich  auch  mindestens  eine  Flächenschaar  von  der 
Form:    Sl{g),tli)  =  const. 

Jede  imprimitive  Gruppe  des  Raumes  x,  y,  0  gehört  nothwendig 
zu  einer  von  diesen  drei  Arten;  es  kann  aber  auch  vorkommen,  dass 
ein  und  dieselbe  Gruppe  zu  gleicher  Zeit  zwei  verschiedenen  unsrer 
drei  Arten  angehört,  zum  Beispiel  werden  wir  finden,  dass  eine  Gruppe 
der  ersten  Art  unter  Umständen  auch  zur  zweiten  gehören  kann. 
Eine  wirkliche  Klassification  der  imprimitiven  Gruppen  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  ist  also  durch  unsre  Unterscheidung  der  drei 
Arten  nicht  gewonnen. 

Wir  wollen  uns  damit  begnügen,  alle  Gruppen  von  der  ersten 
und  zweiten  Art  zu  bestimmen.  Die  Aufstellung  aller  Gruppen  der 
dritten  Art  bietet  zwar  keine  grundsätzlichen  Schwierigkeiten,  erfor- 
dert aber  ziemlich  weitläufige  Rechnungen;  wir  werden  uns  deshalb 
mit  der  Bestimmung  dieser  Gruppen  nicht  aufhalten,  sondern  uns  auf 
einige  allgemeine  Bemerkungen  über  sie  beschränken. 


142  f  Abtheilung  IL    Kapitel  8.    §  37,  38. 

I.   Gruppen,  die  eine  Flächenscliaar :   9  =  const.,  aber  keine  Curven- 
scliaar  von  der  Form:  9  =  const.,  t  =  const.  invariant  lassen. 

§  37. 

Wir  führen  vor  allen  Dingen  die  Function  (p{x^y,  z)  als  neues  ^ 
ein,  unsre  Aufgabe  kommt  dann  darauf  hinaus,  alle  Gruppen  des 
Raumes  oc,y,2  zu  bestimmen,  bei  denen  die  Ebenensehaar:  ^  =  const., 
dagegen  keine  Curvenschaar  von  der  Form:  0  =  const.,  if  (o;, !/,  ^)  =  const. 
invariant  bleibt. 

Ist  Gin  eine  m-gliedrige  Gruppe  von  dieser  Beschaffenheit,  so 
wird  die  Veränderliche  z  bei  Gm  für  sich  transformirt  und  zwar 
(s.  Theor.  1,  S.  6)  höchstens  dreigliedrig;  zugleich  kann  man  0  stets 
so  wählen,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G„i  die 
Form: 

annehmen. 

Zunächst  betrachten  wir  die  grösste  in  Gm  enthaltene  Untergruppe, 
bei  der  alle  Ebenen:  0  =  const.  in  Ruhe  bleiben.  Diese  Untergruppe, 
die  nach  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  5  in  der  Gm  invariant  ist,  sei 
w^l-gliedrig  und  heisse  Gm^-  Wir  behaupten,  dass  auch  bei  der  Gm, 
keine  Curvenschaar:  ^  =  const.,  f  (x ,  y ,  0)  ==  const  invariant  bleibt. 
I5ewiesen  werden  muss  das  natürlich  nur,   wenn  m>mi. 

In  der  That,  gäbe  es  eine  isolirte  Curvenschaar:  0  ==  const., 
il;(Xy  y,  0)  =  const.,  die  bei  der  Gm,  invariant  bliebe,  so  müsste  diese 
Schaar  bei  jeder  Transformation  der  Gm  wieder  in  eine  bei  der  Gm, 
invariante  Schaar  übergehen  (s.  Abschn.  I,  S.  586,  Satz  3),  sie  würde 
also,  da  sie  isolirt  ist,  nothw endig  auch  bei  der  Gm  invariant  bleiben; 
die  Gm  wäre  somit  gar  keine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Blieben  andrerseits  bei  der  Gm,  unendlich  viele  Curvenschaaren 
von  der  Form:  ^  =  consi,  cp  (x ,  y ^  0)  ==  const.  invariant,  so  blieben 
gleichzeitig  in  jeder  Ebene:  0  =  a  unendlich  viele  Schaaren  von  je  00^ 
Curven  invariant,  es  würden  also  (vgl.  S.  59  ff.)  die  oo"*^-^  oder  oo'^'i-i 
Transformationen  der  Gm,j  die  einen  Punkt  Xq,  «/o?  ^0  ^^n  allgemeiner 
Lage  festhalten,  zugleich  jede  der  00^  in  die  Ebene  0  =  0^  fallenden 
Richtungen  durch  x^^y^j  0q  stehen  lassen.  Nun  ist  m  —  m^  <  3  und  die 
Gm  ist  sicher  transitiv,  sie  enthält  daher  höchstens  cx)"'i  Transforma- 
tionen, die  a?o>  2/0;  ^0  invariant  lassen;  diese  Transformationen  würden 
unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  oo^  besprochenen  Richtungen 
durch  den  Punkt  Xq,  2/0;  ^0  höchstens  zweigliedrig  transformiren  und  in- 
folgedessen (s.  S.  28)  mindestens  eine  von  diesen  Richtungen  in  Ruhe 
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lassen;  dann  aber  gäbe  es  eine  bei  der  Gm  invariante  Curvenschaar 
von  der  Form :  0  =  const.,  i^  (x,  y^  z)  =  const.,  was  doch  nicht  sein  darf. 

Damit  ist  unsre  Behauptung  bewiesen,  ausserdem  aber  eröffnet 
sich  uns  auch  ein  Weg,  uüfe  alle  Gruppen  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit aufzustellen: 

Wir  bestimmen  zuerst  alle  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit, bei  denen  die  Ebenen:  s  =  const.  alle  invariant  bleiben  oder,  wie 
wir  es  ausdrücken,  nullgliedrig  transformirt  werden.  Ist  G^  eine  der 
gefundenen  Gruppen,  so  fügen  wir  in  allgemeinster  Weise  eine  solche 
infinitesimale  Transformation: 

i{x,  y,  0)p  +  'ri(x,  y^z)q  +  r 
hinzu,   dass   eine  {m  +  l)-gliedrige    Gruppe   entsteht,   in   der   die  G^ 
als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist:  auf  diese  Weise  erhalten  wir 
alle  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  bei  denen  die  Ebenen: 
z  =  const.  eingliedrig  transformirt  werden,  u.  s.  w. 

§  38. 

Die  Ebenen:  ^  ==  const.  werden  nullgliedrig  transformirt. 

Jede  m-gliedrige  Gruppe  Gm  von  der  hier  gesuchten  Art  hat  die 
Form: 

(1)  ^k(x,  y,  s)p  +  rik{x,  y,  d)q      {k  =  i...m). 

Da  sie  keine  Curvenschaar:  z  ==  const.,  ipixj  y,  d)  =  const.  invariant 
lassen  darf,  so  muss  sie  die  Punkte  jeder  Ebene:  z  =  a  von  allge- 
meiner Lage  primitiv  transformiren,  das  heisst,  die  infinitesimalen 
Transformationen  (1)  müssen,  wenn  z  als  Constante  betrachtet  wird, 
eine  primitive  Gruppe  in  den  beiden  Veränderlichen  x  und  y  erzeugen. 
Nun  ist  nach  Theorem  5,  S.  35  jede  primitive  Gruppe  in  zwei  Ver- 
änderlichen entweder  acht-  oder  sechs-  oder  fünfgliedrig  und  jenachdem 
entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  oder  mit  der  allgemeinen 
linearen  oder  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe  ähnlich,  folglich 
ergiebt  sich,  dass  unsre  Gm  in  den  drei  Veränderlichen  x,  y^  z  durch 
eine  geeignete  Transformation  von  der  Gestalt: 

x^  =  a  {x,  y,  0),  y,  =  ß{x,  y,  s),   z^=z 

entweder  auf  die  Form: 

Xa/=  Zkip  +  Zk^q  +  Zk^xp  +  Zk^yp  -f  Zk^^xq  +  Z^^yq  + 
(A)  -f  Ziciix^p  +  xyq)  +  Zks{xyp  +  y^q) 

(k=l...m) 

oder  auf  die  Form: 
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(B)   I 


(C)     j 


(A  =  1  . .  .  m) 

oder  endlich  auf  die  Form: 

Xa/==  Zkip  +  Zk2q  +  Zj,^xq  +  Zj,^{xp  —  yq)  +  Zj^r^yp 

{k  =  l...  m) 

gebracht  werden  kann.  Hier  ist  von  den  neuen  Veränderlichen  der 
Index  wieder  fortgelassen;  die  Z  sind  Functionen  von  z  allein  und 
zwar  dürfen  im  Falle  (A)  nicht  alle  achtreihigen  Determinanten  der 
Matrix: 

('2)  \  Zk\  ...  Zk^ 

verschwinden,  im  Falle  (B)  nicht  alle  sechsreihigen  Determinanten  der 
Matrix: 

Zkl    .    .    •    ZkQ 
(A  =  1  .  .  .  m) 


(3) 
im 
(4) 


im  Falle  (C)  nicht  alle  fünfreihigen  der  Matrix; 

I  Zki  .  .  .  Zkb 

I       (k  =  l...m) 


Es  sei  Gm  zunächst  eine  m-gliedrige  Gruppe  von  der  Form  (A). 

Unter  den  Transformationen  von  Gm  wählen  wir  alle  die  aus,  bei 
denen  alle  Punkte  einer  bestimmten  Ebene:  ^  =  ^^  von  allgemeiner 
Lage -invariant  bleiben.  Diese  Transformationen  bilden  eine  (m  —  8)- 
gliedrige  Gruppe  Gm-^,  die  bei  jeder  Transformation  von  Gm  in  eine 
Gruppe  von  derselben  Beschaffenheit  übergeht;  da  nun  die  Ebene:  z  =  z^^ 
bei  Gm  invariant  bleibt,  so  ergiebt  sich,  dass  Gm—i  eine  invariante 
Untergruppe  von  Gm  ist. 

Betrachten  wir  jetzt  irgend  eine  andere  Ebene:  z=z^  von  allge- 
meiner Lage.  Die  Punkte  dieser  Ebene  werden  bei  der  Gm  durch  eine 
achtgliedrige  Gruppe  g^  transformirt,  die  mit  der  Gm  isomorph  ist,  bei 
der  Gruppe  Gm-s  werden  sie  durch  eine  mit  Gm—^  isomorphe  Gruppe 
y  transformirt.  Da  Gm—^  in  der  Gm  invariant  ist,  so  muss  y  in  der 
g^  invariant  sein;  berücksichtigen  wir  überdies,  dass  die  g^  als  die 
allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene:  z  =  z^  einfach  ist,  so  er- 
kennen wir,  dass  y  entweder  mit  der  g^  zusammenfällt  oder  blos  aus 
der  identischen  Transformation  besteht.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass 
die  Gm—s  entweder  nur  die  identische  Transformation  enthält  oder  die 
Punkte  jeder  Ebene:  z  =  a  von  allgemeiner  Lage  achtgliedrig  trans- 
formirt und  zwar  natürlich  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe 
dieser  Ebene;  im  zweiten  Falle  ist  die  Gm-%  demnach  eine  Gruppe  von 
derselben  Beschaffenheit  wie  die  G^- 
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ludern  wir  die  eben  durchgeführten  Betrachtungen  auf  die  (t„,_s 
anwenden  und  in  derselben  Weise  fortfahren,  finden  wir,  dass  die  Gnc 
eine  Reihe  von  invarianten  Untergruppen: 

enthält.  Die  letzte  dieser  Untergruppen  besteht  blos  aus  der  iden- 
tischen Transformation,  so  dass  also  m  ein  ganzes  Vielfaches  von  acht 
ist;  jede  der  übrigen  Untergruppen  ist  in  allen  vorhergehenden  in- 
variant und  transformirt  die  Punkte  einer  jeden  Ebene:  ^  =  a  von 
allgemeiner  Lage  achtgliedrig,  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe 
dieser  Ebene. 

Unter  den  erwähnten  Untergruppen  giebt  es  eine  achtgliedrige  G^^ 
die  mit  der  Gruppe: 

(5)  p^  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  ^/q 

holoedrisch  isomorph  ist  und  die  Punkte  jeder  Ebene:  0  =  a  von  all- 
gemeiner Lage  durch  die  allgemeine  projective  Gruppe  dieser  Ebene 
transformirt.  Halten  wir  jetzt  in  der  Ebene:  0  ==  0q  einen  Punkt  fest, 
so  werden  die  Punkte  jeder  andern  Ebene:  0  =  a  durch  eine  sechs- 
gliedrige  Gruppe  Gq  transformirt,  die  nach  Seite  93  entweder  einen 
Punkt  oder  eine  Gerade  invariant  lässt.  Da  die  Continuität  gewahrt 
bleiben  muss,  ergiebt  sich,  dass  die  Gq  stets  einen  Punkt  invariant 
lässt,  es  ist  demnach  jedem  Punkte  der  Ebene:  0  =  0q  in  jeder  Ebene 
z  =  a  eindeutig  umkehrbar  ein  Punkt  zugeordnet.  Denken  wir  uns 
nunmehr  für  einen  Punkt  der  Ebene:  0=0^  in  jeder  Ebene:  0  ==-  a 
den  zugeordneten  Punkt  construirt,  so  erhalten  wir  eine  Curve,  und 
denken  wir  uns  dasselbe  für  alle  00^  Pmikte  der  Ebene:  0  =  0q  aus- 
geführt, so  erhalten  wir  eine  Schaar  von  csd^  Curven,  die  augenschein- 
lich bei  unsrer  G^  invariant  bleibt.  Diese  Curvenschaar  wird  durch 
zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

A  (Xf  z)  =  const.,  ii{y,z)  =  const. 
dargestellt,  die  nach  x  und  nach  y  auflösbar  sind;  wir  können  daher  X 
als  neues  x  und  ^i  als  neues  y  einführen.  Thun  wir  das,  so  verwan- 
delt sich  die  G^  in  eine  Gruppe  G^y  die  nur  noch  die  Veränderlichen 
X  und  y,  dagegen  z  gar  nicht  mehr  enthält;  die  Gruppe  G^  endlich 
ist  als  achtgliedrige  primitive  Gruppe  in  zwei  Veränderlichen  mit  der 
Gruppe  (5)  durch  eine  Punkttransformation  ähnlich,  es  ergiebt  sich 
also,  dass  unsre  G^  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x,  ?/,  z 
auf  die  Form: 


[1]     I  p,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  x'p  +  xyq,  xyp  -f  y^q 


gebracht  werden  kann. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III,  10 
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Führen  wir  die  neuen  Veränderlichen  x,  y,  0,  in  denen  die  G^  die 
Form  [1]  erhalten  hat;  in  die  Gm  ein,  so  müssen  die  infinitesimalen 
Transformationen  dieser  Gruppe  wieder  die  Form  (A)  annehmen,  denn 
die  Gm  transformirt  ja  die  Punkte  jeder  Ebene:  ß  =  a  genau  so  wie 
die  (rg.  Da  nun  die  G^  in  der  G^  invariant  ist,  so  müssen  wir  jetzt 
noch  alle  Gruppen  von  der  Form  (A)  aufsuchen,  in  denen  [1]  als  in- 
variante Untergruppe  enthalten  ist.  Durch  Combination  der  infini- 
tesimalen Transformationen  [1]  mit  denen  von  der  Form  (A)  finden 
wir  aber  sofort,  dass  [1]  nur  daim  in  einer  Gruppe  von  der  Form  (A) 
invariant  ist,  wenn  alle  Z^  Constanten  sind,  wenn  also  die  Gruppe 
(A)  mit  [1]  zusammenfällt. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  jede  Gruppe  von  der  Form  (A),  die  keine 
Curvenschaar:  ;^  =  const.,  il^  (x ,  y ,  2)  ==  const  invariant  lässt,  durch 
eine  Punkttransformation  des  Raumes  x^y^z  mit  der  Gruppe  \1\  ähn- 
lich ist. 

Wir  suchen  jetzt  alle  Gruppen  von  der  Form: 
iXjJ=Z,ip+  Z,2q  +  Zk.xq  +  Zu^ipcp  -  yq)  +  Z^AIP 

(^)  \  (/t=l...m), 

die  von  der  Form  (B)  werden  wir  nachher  sehr   leicht  finden. 

Es  leuchtet  ein,  dass  mit  den  Xj,f  zugleich  auch  die  verkürzten 
infinitesimalen  Transformationen : 

X,f  ==  Zk^xq  +  Zi,^{xp  —  yq)  +  Z,r,yp     {k  =  i...  »o 
eine  Gruppe  erzeugen;    diese  letztere  braucht  allerdings  nicht   immer 
m-gliedrig  zu  sein,  da  aber  nach  S.  144  nicht  alle  fünfreihigen  Deter- 
minanten der  Matrix  (4)  verschwinden,    so  ist  jedenfalls  sicher,    dass 
nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix: 

^n\  ^kZ      Zk^      Zkh 

gleich  Null  sind.  Nun  ist  die  Gruppe:  xq,  xp  —  yq,  yp  holoedrisch 
isomorph  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe:  p,  —2l\\  —  fp 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  JC  (vgl.  S.  19),  andrerseits 
haben  wir  in  Kap.  3  auf  S.  40  ff.  geseheu,  dass  jede  Gruppe  von  der 
Form :  _ 

für  die  nicht  alle  dreireihigen  Determinanten  der  Matrix  (6)  verschwin- 
den, blos  dreigliedrig  ist  und  durch  eine  Transformation  von  der 
Gestalt: 

*1—  «(0)-l-t^(^) 
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in  die  Gruppe:  Ip^,  £1^1?  Ji^Pi  übergeführt  werden  kann.  Es  ergiebt 
sich  daher  ganz  in  derselben  Weise  ^  dass  die  Gruppe:  X^f  .  .  .  Xmf 
auch  blos  dreigliedrig  ist  und  durch  eine  Transformation  von  der  Ge- 
stalt : 

^1  =  «(^)^  +  ß(^)y,  2/1  =  y{^)oo  +  £{2)y 

auf  die  Form:  x^q^,  x^p^ — y^q^,  y^p^   gebracht  werden  kann. 

Führen  wir  die  neuen  Veränderlichen  x^,  y^  in  die  Gruppe  (C) 
ein  und  lassen  wir  sodann  den  Index  fort,  so  erhält  diese  Gruppe  die 
Form: 

Zkip  +  Zk2q      (i  =  4...7/o. 

Hier  führen  wir  x  +  ^21  ^^^  neues  x  und  y  —  Z22  als  neues  y  ein, 
wodurch  die  zweite  infinitesimale  Transformation  unsrer  Gruppe  die 
einfache  Form:  xp  —  yq  bekommt,  während  die  andern  Transfor- 
mationen ihre  Gestalt  entweder  gar  nicht  oder  doch  nicht  wesentlich 
ändern.     Durch  Klammeroperation  ergiebt  sich  weiter: 

{xp  —  yq,     xq  +  Z,^p  +  Z^^^)  =  2xq  —  Z^,p  +  Z.^q 
(xp  —  yq,  2xq  ~  Z^,p  +  Z^^Q)  =  ixq  +  Z^,p  +  Z.^q, 

also  enthält  unsre  Gruppe  auch  die  Transformation  xq  und  ebenso 
natürlich  yp.     Ferner  wird: 

{Zkip  +  Zk2q,  xp  —  yq)  =  Z^ip  —  Zk2q, 
es  treten  mithin  Z^ip  und  Zkzq  für  sich  auf;  endlich  kommt: 

(Zkip,  xq)  =  Zjciq,    {Zk2q,  yp)  =  Zk2P, 
demnach  hat  unsre  Gruppe  die  Form: 


[2]         xq,  xp  —  yq,  yp,  Z^p,  .  .  .  Zip,   Z^q,  .  .  .  Z^q 


Hier  bedeuten  Z^  .  .  .  Zi  Functionen  von  z,  die  ganz  beliebig  sind,  nur 
darf  zwischen  ihnen  keine  lineare  homogene  Relation: 

c^iZ,-\ [-aiZ,==0 

mit  Constanten  Coefficienten  bestehen.  Die  Zahl  l  muss  selbstverständ- 
lich grösser  als  Null  sein,  denn  die  Gliederzahl  m  =  2?  +  3  unsrer 
Gruppe  muss  mindestens  den  Werth  fünf  haben. 

Bemerkenswerth  ist,   dass   man   von   den  l  Functionen  Z^  . , .  Zi 

eine  gleich  1  setzen  kann;  führt  man  nämlich  -y-  als  neues  x  und 
-~-  als  neues  y  ein,  so  ergiebt  sich  die  Gruppe: 

xq,  xp  -  yq,  yp,  p,  -^  p,  .  .  ,   ^p,  q,   ^'  g,  .  •  .  ^  g. 
/j^  -^1  '^i  -^1 

10* 
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Nachdem  wir  alle   Gruppen  von   der  •  Form  (C)   gefunden   haben, 
suchen  wir  noch  alle  von  der  Form: 


(B)    I 


Xa/==  Zkip  +  Zk2q  +  Zksxp  +  Zk4.yp  +  Zk^xq  +  Zkßtjq 

Aus  Abschnitt  I,  S.  261,  Satz  6  wissen  wir,  dass  der  Inbegriff 
aller  infinitesimalen  Transformationen  {XiXk)  eine  Gruppe  erzeugt,  die 
in  der  Gruppe  (B)  invariant  ist.  Diese  neue  Gruppe  hat  augenschein- 
lich die  Form  (C)  und  transformirt  auch  die  Punkte  jeder  einzelnen 
Ebene:  0  =  0q  fünfgliedrig,  sie  kann  daher,  wie  wir  soeben  gezeigt 
haben,  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  auf  die  Form: 
[1]  xq,  xp  —  yq,  yp,  Z^p  .  .  .  Zip,  Z^q  .  .  .  Ziq 

gebracht  werden.  Die  Gruppe  (B)  ihrerseits  hat  bei  Einführung  der 
neuen  Veränderlichen  ihre  Form  im  Wesentlichen  bewahrt,  sie  wird 
also  erhalten,  indem  man  zu  der  Gruppe  [1]  noch  eine  oder  mehrere 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

Xf^%p  +  SQq  +  ^xq  +  S  {xp  -  yq)  +  ^yp  +  %  {xp  +  yq) 

hinzufügt,  unter  51,  33  ...  3  Functionen  von  z  verstanden. 

Um  die  Form  der  Functionen  ^  .  .  .  g  zu  bestimmen,  bilden  wir 
die  Transformation: 

(X/-,  xp  -  yq)  ^'äp  —  ^q  —  2^xq  +  2(iyp. 

Da  diese  der  Gruppe  [1]  angehören  muss,  so  können  wir  schliessen, 
dass  alle  vier  Transformationen: 

^p,  'i&q,  ^xq,  ^yp 
der  Gruppe  [1]  angehören  und  wir  dürfen  infolgedessen  in  der  Trans- 
formation Xf  die  Coefficienten  31,  $8,  ©,  ($  gleich  Null  setzen.     Nach- 
dem das  geschehen  ist,  bilden  wir  die  Transformation: 

{Xf,  xq)  =  2%xq 

und  erkennen  in  derselben  Weise,  dass  wir  auch  ^  gleich  Null  setzen 

dürfen.     Endlich  muss  auch  die  Transformation: 

{ZkP,  %{xp  +  yq))==^Zk%p 

der  Gruppe  [1]  angehören,  ferner  die  Transformation: 

{Zk%p,  %{xp  +  yq))==Zk%'p, 

die  Transformation:  Zk%^p  und  so  weiter,  da  aber  die  Gruppe  [1] 
nicht  unendlich  viele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ent- 
halten kann,  so  ergiebt  sich,  dass  g  eine  blose  Constante  ist. 

Wir   sehen   hieraus,   dass  jede   Gruppe  von   der  Form  (B)   durch 
geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  die  Form: 
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[3]        xci,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  Z^p  .  .  .  Zip,  Z,q  .  ,  .  Ziq 


erhalten  kann;  es   versteht  sich  von  selbst,   dass   man  auch  hier  eine 
der  l  Functionen  Z-^  .  .  .  Zi  gleich  1  setzen  darf. 

Jetzt  sind  die  in  der  Ueberschrift  des  gegenwärtigen  Paragraphen 
bezeichneten  Gruppen  alle  gefunden,  wir  haben  daher  den 

Satz  1.  Lässt  eine  Gruppe  von  FimUtransformationen  des  Baumes 
Xy  y,  s  alle  Ebenen  der  Schaar:  z  =  const.  in  Miihe,  lässt  sie  dagegen 
Jceine  Ciirvenschaar  von  der  Form:  0  =  const,  (p(Xj  y,  0)  =  const  in- 
varianty  so  Jcann  sie  durch  eine  Funkttransformation  des  Baumes  Xy  y^  z 
auf  eine  der  drei  Formen:  [1],  S.  145,  [2],  S.  147,  [3],  S.  149  gebracht 
werden. 

§  39. 

Die  Ebenen:  s  =  const.  werden  eingliedrig  transformirt. 

In  Uebereinstimmung  mit  dem  auf  S.  143  Gesagten  fügen  wir 
zunächst  zu  der  Gruppe: 

[1]    p,  q,  xpy  yp,  xq,  yqy  x^p  +  xyq,  xyp  +  y'q 
in  allgemeinster  Weise  eine  solche  infinitesimale  Transformation: 

Xf=r  +  l  {x,  yy  0)p  +  fi  (Xy  y,  0)  q 
hinzu,  dass  eine  neungliedrige  Gruppe  entsteht,  in  der  [1]  als  invariante 
Untergruppe  enthalten  ist. 

Die  infinitesimalen  Transformationen: 

(p,  ^f)  =  ixP  +  nxg. 
{xpy  Xf)  =  {xl^  —  i)p  +  xri^cgt 

müssen  der  Gruppe  [IJ  angehören,  es  muss  also  |  von  z  frei  sein; 
ebenso  ergiebt  sich,  dass  ri  die  Veränderliche  z  nicht  enthält.  Be- 
stimmt man  |  und  ri  wirklich,  was  gar  keine  Schwierigkeiten  macht 
so  findet  man,  dass  ^p  -\-  iiiq  eine  infinitesimale  Transformation  der 
Gruppe  [1]  ist.    ünsre  neungliedrige  Gruppe  hat  demzufolge  die  Form: 


[4]        py  q,  xpy  yp,  xq,  yq,  x^p+xyq,  xyp  +  y^q,  r 


Zweitens  fügen  wir  zu  der  Gruppe: 

[2]    xq,  xp  —  yq,  yp,  Z^p  .  , .  ZiPy  Z^q  .  .  ,  Ziq 

eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

Xf=r  +  l{x,  y,  z)p  +  ri (x,  yy  z) q 
hinzu. 

Da  die  infinitesimalen  Transformationen: 
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(Zi^y,  Xf)  =  Z.^yp  +  (Z,ri,  -  Z;)q 
{xq,Xf)=    xljp  +  {xr},  —  ^)q 

der  Gruppe  [2J  angehören  müssen,  so  ergiebt  sich: 

i 

1 

i 

xly  =  ax  +  h'y  +  ^  CkZk, 

1 

also  ist: 

i  i 

x[ax  +  hy  +  ^  c,Z,)  =  Z,  [ax  +h'y  +  ^^  c'.Zj)  , 
1  1 

woraus  folgt ,  dass  a  =  c^  ist,  während  die  übrigen  Constanten  alle 
verschwinden.  Wir  haben  nunmehr:  ^y  =  c^  und:  ^  =  c^y  -\-  (p{x,z), 
hier  aber  können  wir  c^  ohne  Weiteres  gleich  Null  setzen,  weil  unsre 
Gruppe  die  infinitesimale  Transformation  yp  enthält;  demnach  wird  | 
frei  von  y  und  natürlich  ebenso  rj  frei  von  x. 
Durch  Bildung  der  Transformationen: 

(Z,p,  Xf),     {xp  -  yci,  Xf) 

erkennen  wir  jetzt,  dass  Gleichungen  von  der  Form: 

i 

Z^l:c-  Z;=='(iX-^^ZkZk 

1 
l 

xi^-  s  =o:x+'^t'i,Zk 
1 

bestehen.     Durch  Verbindung  dieser  Gleichungen  ergiebt  sich,  dass  a 
gleich  Null  ist  und  dass  |  die  Form: 

l  =  a{z)x  +  ß{^) 
besitzt;  in  derselben  Weise  erhalten  wir  für  ri  die  Form: 

Ferner  muss  auch  die  Transformation: 

{xq,  Xf)  =  {y{z)x  -  a{z)x  —  ß{z)]  q 
der  Gruppe  [2]  angehören,  es  muss  also  y{z)  —  a{s)  gleich  einer  Con- 
stanten sein,  während  ß{/)  und  ebenso  £{z)  die  Form: 


( 
^CA 


haben  muss.    Wir  können  infolgedessen  Xf  ohne  Weiteres  in  der  Form: 
Xf^r-\-  a{z)  [xp  +  yq] 
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voraussetzen.     Hier   führen  wir  endlich  f{ß)x  als  neues  x  und  f{ß)y 
als  neues  y  ein,  indem  wir  f{z)  aus  der  Differentialgleichung: 

bestimmen-,  dadurch  wird  X/*  einfach  =r. 

Die  gesuchte  Gruppe  hat  nunmehr  die  Gestalt: 

xq,  xp—yq,  ypy  Z^p  ...  Zip,  Z^q  •  "  Ziq,  r, 
wo   noch   die   Functionen   Z^  . .  .  Zi   zu   bestimmen   sind.      Zu   diesem 
Zwecke  bilden  wir  die  infinitesimale  Transformation: 

(r,  Zkp)  =  ZicP 
die  noth wendig  die  Form: 

2^'hyZrP, 
1 

besitzen  muss.     Hieraus   ergiebt  sich,  dass  die  Zk  den  l  Differential- 
gleichungen: 


Z'k  =  ^'IkvZv        (A  =  1...0 


genügen;  Differentialgleichungen  von  dieser  Form  sind  uns  aber  schon 
auf  S.43  begegnet;  wir  finden  daher,  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form: 


[5] 


xq,  xp  —  yq,  yp,  r 


e^'q,   se^'q, 


z  "  e  ''  p 
/"'e-^'q 


(k=  1,  2  ...h;  h>0) 


besitzt.  Hier  sind  m^,  m^  .  .  .  rrih  positive  ganze  Zahlen,  deren  Summe 
gleich  l  —  h  sein  muss,  dagegen  sind  A^,  Ag  .  .  .  h  ganz  beliebige  Zahlen, 
unter  denen  nur  keine  zwei  einander  gleich  sein  dürfen. 

Drittens  haben  wir  zu  der  Gruppe: 

[3]     xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  Z^p Zip,  Z^q,  , . ,  Ziq 

eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 
r  +  i{x,  y,  z)p  +  n{^,  y,  ^)9. 
hinzuzufügen.     Wir  finden  durch  genau  dieselben  Rechnungen  wie  im 
zweiten  Fall  die  Gruppe: 


[6] 


xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  r 

e'^'p,  z/''p,...z"''e'''p 


Xi.z 


XhZ 


q,   06'^  q,  ...  Z 

(i=l,2...A;  Ä>0) 


.^k  Jk' 


152  Abtheilung  II.    Kapitel  8.    §  39,  40. 

Hiermit  sind  alle  Gruppen  gefunden,  bei  denen  die  invariante 
Ebenenschaar:  z  =  const.  eingliedrig  transformirt  wird  und  bei  denen 
keine  Curvenschaar  von  der  Form:  ^  =  const.,  tp  {x ,  y ^  z)  =  const. 
invariant  bleibt. 

§  40. 

Die   Ebenen:   z  =  const.   werden   zwei-   oder   dreigliedrig 

transformirt. 

Zunächst  müssen  wir  zu  den  Gruppen  [4],  [5J,  [6J  je  eine  infini- 
tesimale Transformation: 

hinzufügen. 

Aus  der  Gruppe  [4J  ergiebt  sich  auf  diese  Weise  ohne  Schwierig- 
keit die  Gruppe: 


[7]        p,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  x^p  +  xyq^  xyp  +  y^q,  r,  zr 


Soll   zweitens   aus  der   Gruppe   [5]   durch  Hinzufügung   von  X^f 
eine  Gruppe  entstehen,  so  können  wir  X^f  jedenfalls  in  der  Form: 

XJ-  =  ZT  +  a{z){xp  +  yq) 
voraussetzen;  das  ergiebt  sich  genau  so  wie  in  §  39.     Weiter  bekom- 
men wir: 

{r,  XJ)  =^  r  +  a\,)(xp  +  yq), 

also  muss  a  {z)  verschwinden  und  a{s)  von  ä  frei  sein: 

XJ^  zr  +  a{xp  +  yq). 
Nunmehr  wird: 

(^"*.  e^'p,  XJ)  =  { («  -  m,)  ^"*  e'^'  -  A,/"*+^'^^ )  p 
und  diese  Transformation  muss  der  Gruppe  [5]  angehören,  was  offen- 
bar nur  dann  der  Fall  ist,  wenn  Xk  verschwindet. 
Wir  bekommen  demnach  die  Gruppe: 


[8] 


Der  willkürliche  Parameter  a  lässt  sich  hier  nicht  fortschaffen. 

Soll  drittens  aus  der  Gruppe  [6]  durch  Hinzufügung  von  X^/*  eine 
Gruppe  entstehen,  so  können  wir  wiederum  annehmen,  dass  XJ'  die 
Form  hat: 

XJ==zr  +  a{z)  {xp  +  yq) . 


xq,  xp 

-  yQ,  yPy  ^,  ^r  +  a(xp  +  yq) 

P>  ^P>   ^^Py    .  .  •   ^""P 

q,  zq,  Z^q,  , .  .  z^q 
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Aus  der  Gleichung: 

lässt  sich  aber  jetzt  nur  schliessen,  dass  a  (z)  eine  Constante  ist  und 
dass  a{z)  die  Form:  as  -{-h  besitzt,  wo  h  ohne  Weiteres  gleich  Null 
gesetzt  werden  kann.     Nunmehr  ist: 

XJ=zr  +  az{xp  +  yq), 
wir  bekommen  also: 

Diese  Transformation  muss  der  Gruppe  [6]  angehören,  es  müssen  also 
alle  Xk  gleich  a  sein,  so  dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form  hat: 
xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  r,  zr  +  as(xp  +  yq) 
e'p,  se'^'pj  . . .  s'^e'^'p,  ef^'q,  ze'^'q,  . . .  s'^e'^'q. 

Hier  führen  wir  endlich:  xe~^'  als  neues  x  und  ye-^''  als  neues  y  ein 
und  bekommen  die  Gruppe: 


[9] 


Jetzt  bleibt  uns  noch  übrig  zu  den  Gruppen  [7],  [8],  [9J  je  eine 
Transformation: 

XJ  =  z'r  +  l  {x,  y,  z)p  +  r]  {x,  y,  s)  q 
hinzuzufügen. 

Aus  der  Gruppe  [7]  erhalten  wir  die  nachstehende: 


xq, 

xp 

— 

y^y 

yih 

xp 

+  y(ii 

r,  zr 

Pi 

0p, 

z^p 

.  z^p 

2, 

zq, 

z\ 

.  z'^q 

[10] 


i>,  q,  xp,  yp,  xq,  yq,  x'p  +  xyq,  xyp  +  ifq 

r,  zr,  z^r 


Fügen  wir  zweitens  zur  Gruppe  [8]  die  Transformation  X^f  hinzu,  so 
erkennen  wir  zunächst,  wie  in  §  39,  dass  wir  X.^f  in  der  Form: 

XJ=  z'r  +  a(z)  (xp  +  yq) 
annehmen  dürfen.     Ferner  bekommen  wir: 

(r,X,f)==2zr  +  a\z)(xp  +  yq), 
also  wird:    a'(^)  =  2a   und   a(z)  =  2az  -^  h.     Nunmehr  ergiebt  sich: 

(z'^p,  XJ)  =  hz'^p  +  (2a  —  m^z^'-^^p, 
mithin  muss  2a  ==  m  sein;  weiter  ist: 

{z7-  +  ~-  (xp  +  yq),  X^f)  =  z^r  +  mz  (xp  +  yq) 

und   da   xp  -\-  yq  nicht   vorkommen   darf,   so  hat  h  den  Werth  Null. 
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Die  von  uns  gesuchte  Gruppe  kann  in  Folge  dessen  die  nachstehende 
Form  erhalten: 


[11] 


xq,  xp  —  yq^  yp,  r,  2zr  +  m{xp  +  yq)j  z^r +  ms{xp-^yq) 

p,  2p,  ...  z"'p,  q,  zq,  ...  z'^q, 


Ebenso  ergiebt  sich  aus  der  Gruppe  [9]  die  Gruppe: 
[12] 


xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  rzr,  z^r  +  mz{xp  +  yo) 
p,  zp,  ..  .  z^'^p,  q,  zq,  ...  z^^'q 


Damit  ist  die  in  §  37  gestellte  Aufgabe  erledigt  und  wir  können 
den  Satz  aussprechen: 

Satz  2.  Lässt  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Baumes 
X,  y,  z  eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  (p(x,  y,z)  =  const.  invariant, 
dagegen  Iceine  Curvenschaar  von  der  Form:  q)(x,y,z)  =  const,  i;(x,y,z) 
=  const,  so  kann  sie  stets  durch  eine  Punkttransformation  auf  eine  der 
zwölf  Formen:  [1]  .  .  .  [12]  gebracht  werden. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  aller  Gruppen,  die  der 
zweiten  unsrer  auf  S.  141  unterschiedenen  drei  Arten  angehören. 

IL  Gruppen  die  eine  Curvenschaar:  (p  =  const.,  ^  =  const.  invariant 
lassen,  nicht  aber  eine  Flächenschaar  von  der  Form:  Sl{(p,ip)  =  const. 

§  41. 

Es   sei  ö^,„  eine   m-gliedrige  Gruppe,   bei   der   die  Curvenschaar: 
q)  =  const.,   t/j  =  const.   invariant   bleibt;   wählen   wir   g)  als  neues  x 
und  ^  als  neues  y,  so  erscheint  diese  Gruppe  in  der  Form: 
Xkf  =  h (^,  y)p  +  Vk(oc-,y)q  +  tk  {oc,  y,  z) r 

(i-  =  1 ,  .  .  .  m)  . 

Soll  nun  die  Gm  insbesondere  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit sein,  so  darf  sie  keine  Flächenschaar  von  der  Form: 
Sl{x,  y)  =  const.  invariant  lassen,  sie  muss  also  die  <x>^  Curven: 
X  =  const.,  y  =  const.  primitiv  transformiren  oder,  was  auf  dasselbe 
hinauskommt,  die  verkürzte  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  4): 

x,f  =  h {x,  y)p  +  Vk{xyy)q   (^-  =  ^ •  •  •  -) 

in  den  Veränderlichen  x,  y  muss  primitiv  sein.  Diese  Bedingung  ist 
noth wendig  und  zugleich  hinreichend,  denn  die  verkürzte  Gruppe  giebt 
an,  in  welcher  Weise  die  oo^  Curven:  x  =  const.,  y  =  const.  bei  der 
Gm  transformirt  werden.  _ 

Da  die  verkürzte  Gruppe:  'XJ  .  .  .  Xrr,f  primitiv  sein  muss,  so 
ist   sie   (s.  Theorem  5,  S.  35)   entweder    fünf-    oder    sechs-  oder   acht- 
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gliedrig  und  kann  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x,  y  auf 

eine  der  drei  Formen: 

(51)  i),  q,  xq,  xp  -  yq,  yp 

(33)  p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

(S)       p,  q,  xq,  xp  -  yq,  yp,  xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y^q 

gebracht  werden.    Verstehen  wir  daher  unter  h  eine  beliebige  der  drei 

Zahlen:  fünf,  sechs,  acht  und  unter: 

'^kf=lk{x,y)p  +  Yik{x,y)q     {k  =  i...h) 
die  Ä-gliedrige  der  drei  Gruppen  §1,  fß,  S,  so  ist: 

^if+  ti{x,  y,  s)r,  .  .  .,  Xnf+  ih{x,  y,  8)r 
F,{x,  y,  z)r,  .  .  .,  Fm-h{x,  y,  0)r 
die  allgemeine  Form  einer  m-gliedrigen  Gruppe  Gm  von  der  verlang- 
ten Beschaffenheit. 

Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gm  giebt  es 
m — h  unabhängige,  die  jede  einzelne  Gerade  der  Schaar:  a?  =  consi, 
y  =  const.  in  Ruhe  lassen.     Diese  m  —  h  Transformationen  haben  die 

Form: 

F,  {x,  y,  z)r,  .  .  .  Fm-h{x,  y,  0)r, 

sie  erzeugen  nach  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  5  eine  (m  — /i)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  Gm-h  unsrer  G^.  Wir  müssen  zunächst  unter- 
suchen, was  für  verschiedene  Formen  diese  Gm-h  haben  kann. 

Die  Gm-h  lässt  jede  Gerade:  x=Xq,  y=yo  invariant,  transformirt 
aber  die  c»^  Punkte  der  Geraden  und  zwar  (s.  Theor.  1,  S.  6)  entweder 
null-,  oder  ein-  oder  zwei-  oder  dreigliedrig.  Der  erste  Fall  tritt  nur 
ein,  wenn  die  Gm-h  auf  die  identische  Transformation  zusammen- 
schrumpft, wenn  also  h  =  m  ist.  In  den  drei  übrigen  Fällen  führt 
genau  dieselbe  Methode  zum  Ziel,  die  wir  auf  S.  38  ff.  in  der  Ebene 
zur  Bestimmung  aller  m-gliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 

0^(x,  y)q,  .  .  .  0,nlx,  y)q 
benutzt  haben.     Es  ergiebt  sich  nämlich,  dass  man  im  zweiten  Falle 
die  Gm-h  stets  auf  die  Form: 
(^)  F,{x,y)r,  .  .  ,  Fm-h{x,y)r 

bringen  kann,    indem  man   eine    geeignete   Function   von  x,  y,  z   als 
neues  z  einführt.     Im  dritten  Falle  kann  man  die  Form: 
(@)  F,{x,  y)r,  .  .  .  Frn-h-i(x,  y)r,  0r 

erreichen.     Im  vierten  Falle   endlich  ist   die  Gm-h  immer  dreigliedrig 
und  lässt  sich  auf  die  Form: 
(5)  r,  zr,  z^r 

bringen. 
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Es  liegt  jetzt  auf  der  Hand,  wie  wir  verfahren  müssen,  um  alle 
m-gliedrigen  Gruppen  G^  von  der  verlangten  Beschaffenlieit  zu  finden. 

Wir  beginnen  mit  der  Bestimmung  aller  Gruppen  Gmy  bei  denen 
die  Curven:  x  =  const.,  y  ==  const.  fünfgliedrig  transformirt  werden, 
bei  denen  also  die  Zahl  A  =  5  ist  und  die  Gruppe:  X^f  .  .  .  Xhf  die 
Form  (51)  besitzt.  Unter  diesen  Gruppen  suchen  wir  zuerst  die  fünf- 
gliedrigen,  deren  invariante  Untergruppe  Gm-7i  hlos  aus  der  identischen 
Transformation  besteht,  sodann  suchen  wir  der  Reihe  nach  alle  die, 
deren  invariante  Untergruppe  eine  der  Formen:  ^,  @,  JJ  besitzt. 

Haben  wir  in  dieser  Weise  alle  Gruppen  Gm  bestimmt,  bei  denen 
die  Curven  x  =  const.,  y  =  const.  fünfgliedrig  transformirt  werden,  so 
fügen  wir  zu  jeder  der  gefundenen  Gruppe  in  allgemeinster  Weise  eine 
solche  infinitesimale  Transformation: 

^p  +  yq.  +  5(^,  y,  ^)r 

hinzu,   dass  wieder  eine  Gruppe  entsteht.     Endlich   fügen  wir  zu  den 
so  erhaltenen  Gruppen  noch  zwei  infinitesimale  Transformationen: 

x'p  +  xyq  +  tii^y  y,  ^)r 

^yp  +  y^q  +  ?2(^;  y,  ^)^ 

hinzu  und  bestimmen  Jj  und  Jg  ^^  allgemeinster  Weise  derart,  dass 
wir  eine  Gruppe  erhalten. 

§  42. 
Die  Curven:   ic  =  const.,  ?/  =  const.  werden  fünfgliedrig 

transformirt. 

Zuerst  sind  alle  fünfgliedrigen  Gruppen  von  der  Form: 
p  +  ccr,  q  +  ßr,  xq  +  ^^r,  ^j?  —  yq  +  Jgr,  yp  +  Jgr 
zu  bestimmen,  unter  a,  ß,  J^,  Jg»  &  Functionen  von  x^y^  z  verstanden. 
Der  Ausdruck: 

(P  +  (^r,  q-\-  ßr)  =  {ß^  +  aß,  -  a,j  —  ßa,)r 
muss  identisch  verschwinden,  da  eine  infinitesimale  Transformation  von 
dieser  Form  in  der  Gruppe  nicht  vorkommen  darf;   die  beiden  Diffe- 
rentialgleichungen : 

ex    ^       dz  ^      oy    '    ^  dz 

haben  daher  eine  Lösung  gemein,  die  von  z  sicher  nicht  frei  ist 
(s.  Abschn.  I,  S.  91,  Theor.  12).  Führen  wir  diese  Lösung  als  neues 
0  ein,  so  werden  «  und  ß  gleich  Null,  während  die  übrigen  infinitesi- 
malen Transformationen  unsrer  Gruppe  ihre  Form  nicht  wesentlich 
ändern. 
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Ferner  ergiebt  sich: 

{p,  xq  +  ^,r)  =  g  +  II  r,   {q,  xq  +  J,r)  =  ||  r, 

also  muss  J^  und  ebenso  t^  und  J3  von  x  und  y  frei  und  eine  Function 
von  z  allein  sein.  Ist  nun  J^  4=  ö,  so  bringen  wir  durch  Einführung 
eines  neuen  z  die  Transformation:  xq  +  ^^r  auf  die  Form:  xq  -{-  r-^ 
sodann  ergiebt  sich: 


{xq  +  r,  xp  —  yq+  t,r)  =  —  2rr^  +  ||  •  r, 


J^--^>     fe=-2^  +  a, 


wo  die  Constante  a  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden  kann. 
Schliesslich  finden  wir  noch:   J3  =  —  ^2  ^^^  haben  somit  die  Gruppe: 

[13]         P,  Q,  X(l  +  ^,    ^.P  —  yq  —  2zr,  yp  —  ^V 


Ist  andrerseits  t,^  =  0,  so  erkennen  wir  durch  Combination,  dass  auch 
I2  und  J3  verschwinden,  wir  bekommen  also  die  Gruppe: 

[14]     I  p  q^  xq,  xp  —  yq,  yp   \ 


die  übrigens  schon  unter  den  auf  S.  147  gefundenen  Gruppen  [2]  ent- 
halten ist. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zu  den  Gruppen  von  der  Form: 

P  +  ?i^,   a  +  i2^,  ^q  +  t^r,  xp  —  yq  +  y-,   yp  +  y^ 


(7) 

F,(x,tj)r,  .  .  .  Fi(x,y)r', 

es  sind  das  die,  bei  deren  invarianter  Untergruppe: 

F,(x,  y)r,  .  .  .  Fi(x,  y)r 

die   Punkte  jeder  Geraden:    x  =  y^,   y  =  y^^   eingliedrig   transformirt 
werden. 

Zunächst  sei  Z  =  1 . 

Wir  führen  ein  neues  z  ein,  so  dass  die  Transformation:  F^r 
die  einfache  Form  r  annimmt,  ünsre  Gruppe  erscheint  dann  in  der 
Gestalt : 

(8)      r,  p+  y,  q  +  J^r,  xq  +  y,  xp  —  yq  +  y,  yp  +  y. 
Durch  Combination  mit  r  finden  wir  jetzt,  dass  5*  die  Form  hat: 

ik  =  cikZ  +  Qk{x,  y)      (4  =  1...  5)^ 
es  ist  aber: 

{p  +  {a,z  +  Q,)  r,  xp-  yq  +  {a^s  +  ^^)  ^)  =^  _[_  ^  (^^  2/)  r, 
also  muss  a^  verschwinden  und  in  derselben  Weise  lässt  sich  einsehen, 
dass  auch  a^  .  .  .  a.  null  sind.     Führen  wir   nunmehr:  s  —  fq^dx  als 
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neues  z  ein,  so  gelit  die  infinitesimale  Transformation:  i?  +  ^i>'  über 
in:  p  und  die  Transformation:  g  +  ft^*  bekommt  in  Folge  dessen  die 
Form: 

wo  aber  die  Function  %(\j)  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden 
kann:  wir  brauchen  zu  diesem  Zwecke  blos:  s—f%dij  als  neues  z 
einzuführen.     Die  Gruppe  (8)  lautet  demnach  jetzt: 

(8')    r,  p,  q+Cxr,  xq  +  Qs(x,y)r,  xp  —  yq  +  Q^{x,y)r,  yv  +  Qr,{x,^j)r. 
Durch  Combination  mit  p  erkennen  wir,  dass  q^  die  Form  hat: 
Qi  =  ax-\-(p{y), 
andrerseits  bekommen  wir: 

{q  +  Gxr,  xp  —  yq  +  (ax  +  (p)r)  =  —  r/  +  (cp' (y)  —  Cx) r, 

also  ist  (p\y)  constant  =  h  und  (p(y)  =  hyy  wenn  von  der  hier  über- 
flüssigen Integrationscon stauten  abgesehen  wird.  Führen  wir  noch: 
12 ax  -{-hy  als  neues  z  ein,  so  bekommen  wir  einfach  die  Trans- 
formation: xp  —  yq,  während:  r^  p  und  q  +  Cxr  sich  nicht  wesent- 
lich ändern.     Ferner  wird: 

(p,  xq  +  Q,r)  =  q  +  ||  r,   (q  +  Cxr,  xq  +  Q,r)  =  ff  ^' ; 

also  ist,  von  einer  überflüssigen  Integrationsconstanten  abgesehen: 

Q^  =  \Cx^  +  hy', 
aus  der  Gleichung: 

{xp  —  yq,  xq  +  (^Cx^  +  hy)r)  =  2xq  +  (6V  -  ]cy)r 
erdebt   sich   überdies,    dass   die   Constante   Tc   verschwindet.     Endlich 
finden  wir  in  ganz  ähnlicher  Weise,  dass  ^5  =  ^Cy^  ist. 

Jetzt    sind    wir    am   Ziele.     Entweder    nämlich    ist    C  =  0,    dann 
haben  wir  die  Gruppe: 


[15]     i  r,  p,  q,  xq,   xp  —  yq,  yp 


oder  es  ist   04=0,   dann  führen   wir  ^z  als  neues  z  ein  und  finden 
die  Gruppe: 


[16]        r,  p,  q  +  xr,  xq  +  ^x^r,  xp  -  yq,   yp  +  W^ 


Von  diesen  beiden  Gruppen  ist  die  erste  unter  den  Gruppen  [5] 
auf  S.  151  enthalten,  die  zweite  ist  uns  schon  aus  Abschn.  II,  S.  419f. 
bekannt  und  zwar  als  eine  irreducible  Berührungstransforniationsgruppe 
der  Ebene  x,  z. 

In  der  Gruppe  (7)  sei  nunmehr  l>  1. 
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Wir  combiüiren  die  Transformation:  F-^_{x,  y)r  mit:  ^  +  t^^r  und 
bekommen: 

\    ^  ^^  dxl     ' 

hier  muss  der  Factor  von  r  eine  Function  von  x  und  y  allein  sein, 
also  ergiebt  sich: 

^^==cc^{x,y)2  +  ß,{x,  y) 

und  in  gleicher  Weise  überhaupt: 

ik  =  €ik{x,y)z  -]r  ßk{x,y)    (i-  =  i...5). 

An  Stelle  von  z  führen  wir  jetzt  die  neue  Veränderliche: 

^1  =9'(^;  y)z  +  i}{x,  tj) 
ein;  dabei  wird: 

i>  +  («1^  +  ßi)r=p  +  {((Px  +  cx^(p)^  +  ^.r  +  i^i^}  r,, 

wir  können  demnach   über  (p  und  xp  so  verfügen,   dass  der  Coefficient 
von  r^  verschwindet,  mit  andern  Worten:    wir   dürfen  in  der  Gruppe 
(7)  von  vornherein  f ^  =  0  annehmen. 
Weiter  bekommen  wir: 

(p,  q  +  («,.  +  ft)  r)  =  (^  «  +  ■!&)  r 

und  schliessen  daraus,  dass  «g  von  ä^  frei  ist;  indem  wir  noch  %{y)s 
als  neues  z  einführen  und  %\y)  +  «2%  =  ^  wählen,  erreichen  wir  über- 
dies, dass  «2  verschwindet. 

Durch  Combination  von  p  und  q  -f  ß^ix,  y)r  mit: 


xp  -yq+  («4^  +  i^^)^ 

erkennen  wir,  dass  «3,  «^  und  «5  Constanten  sind,  und  sodaim  durch 
paarweise  Combination  der  Transformationen  (9),  dass  diese  Constan- 
ten verschwinden.     Unsre  Gruppe  (7)  hat  demnach  jetzt  die  Form: 

P,  ^  + A(^;2/)^ 

m  +  ßi{^,y)'^,  ^p  —  y^  +  ß4(x,y)ry   yp  +  ßdx,y)r 

F,{x,y)r,  ..  .  Fi{x,y)r. 

Zur  Bestimmung  der  Functionen  F^  ...  Fi  bilden  wir  die  Trans- 
formation: 

(p,  Fkr)=  ^-r. 


(70 


die  zeigt,  dass  Fk  einer  Diiferentialgleichung  von  der  Form; 

1 


(10)  S  =  5^-^' 
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genügt,  wo  die  Ckr  Constanten  sind.    Durch  Combination  mit:  yp  +  ßr,r 
bekommen  wir  ebenso  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(10')  yj^  =  2i'^^^- 

Durch   Verbindung   der  Gleichungen   (10)  und  (10')  ergiebt  sich  jetzt 
leicht,  dass  jeder  der  2  +  1  Ausdrücke: 


cx^'   ^  dx^'   ^    dx''        ^    dx' 


sich  in  der  Form:  C^F^  +  ■  -  ■  +  CiFi  mit  constanten  Coefficienten  C 
darstellen  lässt;  es  muss  mithin  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(«0  + «!!/  +  ••• +  «'2/0  -^=^ 

bestehen,  in  der  die  Constanten  a  nicht  sämmtlich  verschwinden.  Daraus 
aber  folgt,  dass  Fk  eine  ganze  Function  von  x  ist  und  zwar  höch- 
stens vom  (l  —  lY""  Grade.  Genau  in  derselben  Weise,  durch  Com- 
bination mit:  2  +  ftr  und  mit  xq  +  fcr,  ergiebt  sich,  dass  Fk  auch 
eine  ganze  Function  von  y  ist  und  zwar  ebenfalls  höchstens  vom 
{l  —  1)^«^  Grade. 

Wir    wollen    den  —    von    Null    verschiedenen   —  Grad,    den    die 

Function:    e^^F^  + \-  CiFi    mit    den    l    willkürlichen    Parametern: 

e^  .  .  .  ei  in  x  und  y  zusammen  besitzt,  mit  h  bezeichnen,  dann  hat: 
2JekFk  jedenfalls  die  Form: 

i 
^  e,F,  =  Kx^^  +  Kx^^-^y  +  •  •  •  +  h-xxy^'-^  +  A,«/'*  +  '  • ', 

1 
wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  (/i  —  1)*""  und  von  niedrigerer 
Ordnung  sind  und  wo  die  Constanten  X^  .  .  .  Xh  sicher  nicht  alle  ver- 
schwinden.    Combiniren  wir  jetzt  die  Transformation: 

i 

^  ei^Fu  .  r 
1 

eine  genügende  Anzahl  von  Malen  mit:  xq_  +  ftr  und  mit:  yp  +  ßr,r 

so    erkennen   wir,   dass    unsre   Gruppe    eine   Transformation    von    der 

Form: 

x^y'^r 

enthält,  wo  q  und  6  positive  ganze  Zahlen  sind,  deren  Summe  den 
Werth  Ä  besitzt.     Durch  fortgesetzte  Combination  mit: 

xq  +  A^-,  yi^  +  A^';  ih  a  +  ß2^' 


(7") 


Bestimmung  imprimitiver  Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes.      161 

ergiebt  sich  schliesslich,  dass  unsre  Gruppe  überhaupt  jede  Transfor- 
mation von  der  Form: 

enthält;  es  ist  mithin:  UßkFk  die  allgemeinste  ganze  Function  7i*®" 
Grades  von  x  und  y. 

Wir  sind  damit  zu  der  folgenden  Form  unsrer  Gruppe  (7)  gelangt: 
Tj  xr^  yTj  x^r^  xyr,  y^r,  .  .  . 
.  .  .  x^r,  x^~^yr,  .  .  .  y^'r         (ä>o) 

^Q  +  ß'6(^,y)r,   ^p-yq  +  ßi{x,y)r,    yp  +  ß,(x,y)r. 
Durch  Combination  mit  p  zeigt  sich,  dass  q  +  ß^r  die  Form  hat: 
(11)  q  +  {a,x^+^  +  a.x'y  H f-  a^xy'  +  r)r; 

hier  sind  in  dem  Coefficienten  von  r  alle  Glieder  von  /i*"  und  niedri- 
gerer Ordnung  in  x  und  y  weggelassen,  weil  die  überflüssig  sind. 
Y  ist  eine  Function  von  y  allein,  kann  aber  ohne  Weiteres  gleich  Null 
gesetzt  werden,  denn  führt  man:  0—fYdy  als  neues  0  ein,  so  ver- 
schwindet Y  und  die  übrigen  Transformationen  unsrer  Gruppe  ändern 
sich  entweder  gar  nicht  oder  nur  unwesentlich. 

Wir  finden  weiter,  dass  xq  +  ß^r  nach  Weglassung  überflüssiger 
Glieder  die  Form  besitzt: 


(12) 


xq 


+  1^0  ^qp^  +  a,^3j^2/  +  ---+a;,  1-2/^+0(2/)  + 


Hier  dürfen  die  Constanten  b  alle  gleich  Null  gesetzt  werden;  um  das 
einzusehen,  braucht  man  nur: 

,Ä+1 


z  —  %x^y  —  \x^'-^  V b, 


y 


h  +  l 

als  neues  s  einzuführen,   wobei   die  übrigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Gruppe  ihre  Gestalt  nicht  wesentlich   ändern. 

Combiniren  wir  jetzt  die  beiden  Transformationen  (11)  und  (12) 
mit  einander,  nachdem  wir  vorher  Y  und  die  B  gleich  Null  gesetzt 
haben,  so  bekommen  wir  eine  Transformation  von  der  Gestalt: 

+  Äa.a-l)^Y-V+^'(2/)}^, 

die  unsrer  Gruppe  angehören  muss.    Da  nun  /^  >  0  ist,  so  können  wir 
schliessen,  dass  Oj  .  . .  tt/i  verschwinden;  ferner  muss  ^' {y)  eine  ganze 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   IH.  H 
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Function  7i**^  Grades  von  y  sein,  wir  können   daher    mit  Weglassung 
der  Glieder  von  h^^""  und  niedriger  Ordnung  ^(y)  =  hy^'^^  setzen. 
Die  Transformationen  (11)  und  (12)  lauten  nunmehr: 

indem  wir  sie  mit:  xp  —  yq  +  ß4^{x,y)r  combiniren,  finden  wir  die 
Transformationen: 

—  2xq  +  {x^-^-  a,a^'+'  +  {h  +  l)hf+')r, 
es  müssen  also  Gleichungen  von  der  Form: 

II  -  Qi  +  1)  ao^'+^  -  -  Oo^'-^'  +  ö^ä(^,  y) 

^  II  _  a,x^+'  +(h+l)  hf+'  =  _  2ao  1^  -  2hy'+'  +  ®.  {x,  y) 

bestehen,  unter  Gh  und  @a  ganze  Functionen  7i*«^  Grades  von  x  und  y 
verstanden.  Diese  Gleichungen  zeigen  zunächst,  dass  b  verschwindet 
und  dass  %,  durch  x  theilbar  ist;  weiter  lassen  sie  erkennen,  dass 
auch  %  den  Werth  Null  hat  und  dass  Gh  die  Veränderlichen  x  und  y 
höchstens  im  (h  —  1)*®"  Grade  enthält.  Hieraus  wiederum  ergiebt 
sich,  dass  ß^j  wenn  von  überflüssigen  Gliedern  abgesehen  wird,  eine 
Function  von  x  allein  ist;  durch  Combination  mit  p  zeigt  sich  über- 
dies,   dass    ß^=  csd"-^^    gesetzt    werden    kann.     Führen    wir    endlich: 

g —  c  -^-r—  als  neues  z  ein,  so  wird  auch  c  gleich  Null. 

Um  die  noch  übrige  Transformation:  yp  +  hi^iV)'^'  ^u  bestim- 
men, combiniren  wir  sie  mit: 

p,  q,  xq,  xp  -  yq 
und  überzeugen  uns  zunächst,  dass: 

J^y    dy'  ^  dy^  ^  dx         y  dy^^P' 
sämmtlich  ganze  Functionen   von  x,  y  sind   und  zwar  höchstens  vom 
Grade  h.     Das   aber  ist  offenbar  nur  möglich,    wenn  die  Differential- 
quotienten : 

dx  ^     dy 
höchstens   vom   (/i  —  1)*«°  Grade    sind,   wenn    also   ft   selbst   den  7^*«^ 
Grad  nicht   übersteigt.     Infolge   dessen  können   wir  ß^  ohne  Weiteres 
gleich   Null    setzen    und   erhalten   für   unsre   Gruppe    (7)   die   einfache 
Form : 
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p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xUfr 

(^-f(r  =  0, 1,  2. .  .Ä) 


Hierin  soll  die  ganze  positive  Zahl  h  allerdings  zunächst  >0  sein, 
doch  erhalten  wir  auch  im  Falle  h  =  0  eine  Gruppe,  nämlich  die 
früher  aufgestellte  [15]. 

Wir  kommen  zu  den  Gruppen  von  der  Form: 

P  +  ii^,  q  +  ^2^,  xq  +  t^r,  xp-yq  +  t^r,  yp  +  ^^ 


(13) 

'  F,{x,y)r,...Fi{x,y)r,  zr, 

also  zu  denen,  deren  invariante  Untergruppe: 

Fx{x,y)r,..  .  Fi{x,y)r,  zr 
die  Punkte  jeder  Geraden:  x  =  x^^,  2/  =  2/o  zweigliedrig  transformirt. 

Durch   Combination   mit:    F^{x,y)r  bekommen   wir   Gleichungen 
von  der  Form: 

dt  ^ 

Fl (x, y)  -—  --%k(x,y)  =  akZ+  ^  CkvFr{x,  y) 

1 

(^  =  1  .  .  .  5) , 

es  ist  also: 

U  =  cck{x,  y)  s"  +  ßk{x,  y)0  +  y^ix,  ?/) ; 

auf  der  andern  Seite  ergiebt  sich  durch  Combination  mit  ^r: 

^  ^7  -  ik  =  aiz  +  ^  CkrF,{x,  y), 

folglich  verschwinden  die  ak,  die  yk  aber  haben  die  Form: 

i 

yfc=  —  ^'CkvF,(x,y) 
1 

und  können  demnach  gleich  Null  gesetzt  werden. 

Nun  erzeugen  augenscheinlich  die  sechs  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: 

^r,  p  +  ßt  {x,  y)  sr,  g  +  ft  {x,  y)  sr 


(14) 

\^Q.  +  ß^{^>y)^r,   xp  —  yq  +  ß^{x,y)2r,    yp  +  ßr,{x,y)zr 

eine  sechsgliedrige  Untergruppe  der  Gruppe  (13).  Diese  Untergruppe 
nimmt,  wenn  man  z^  =  Iz  an  Stelle  von  z  einführt,  die  Form  (8)  auf 
S.  157  an;  wir  können  daher  die  damaligen  Auseinandersetzungen 
über  die  Gruppe  (8)  sofort  auf  die  Gruppe  (14)  übertragen  und  können 
schliessen,  dass  die  Gruppe  (14)  auf  die  Form: 
ZTj  Pj  q  -\-  CxZTy   xp  —  yq 

xq  +  ^Cx^zr,  yp  +  \Cy^zr 

11* 
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gebracht  werden  kann,  wenn  man  einen  geeigneten  Ausdruck:  zcp{x,y) 
als  neues  z  einführt.     Die  übrigen   infinitesimalen  Transformationen: 

F^{x,y)r  ...  Fi(x,y)r 
der  Gruppe  (13)  ändern  dabei  ihre  Form  nicht  wesentlich. 

Die  Bestimmung  der  Functionen  Fj^  .  .  .  Fi  würde  sehr  einfach 
sein,  wenn  die  Constante  (7  =  0  wäre  und  wirklich  —  es  lässt  sich 
nachweisen,  dass  C  keinen  von  Null  verschiedenen  Werth  haben  kann. 

Combiniren  wir  nämlich  FkT  mit  p  und  mit  yp  +  ^Cy^zr^  so 
ergeben  sich  Gleichungen  von  der  Form: 


(15) 


SF, 


wo  die  a  und  b  Constanten  sind;  hieraus  folgt  sofort: 

\Cy'F,  =  y^  dkrF,  -  ^  t),v-F.. 
1  1 

Wäre  0=1=  0;  so  würden  überhaupt  für  jede  ganze  positive  Zahl  r  >  1 

l  Relationen  von  der  Form: 

i  i 

y'Fj,=y^^  atkvF,  +  ^-htkvF,    (a  =  i...o 
1  1 

bestehen,   das   aber  ist  nur  möglich,   wenn  F^  ...  Fi  sämmtlich  ver- 
schwinden, was  ausgeschlossen  ist.     Folglich  muss  0=0  sein. 

Da  C  verschwindet,  erkennen  wir  aus  den  Gleichungen  (15)  genau 
so  wie  auf  S.  159  f.,  dass  die  Fk  ganze  Functionen  von  x  sind,  über- 
haupt lässt  sich  die  damalige  Entwickelung  zur  Bestimmung  der  Fk 
Wort  für  Wort  auf  den  gegenwärtigen  Fall  anwenden.  Kurz,  wir 
finden,  dass  unsre  Gruppe  (13)  die  Form  erhält: 


[18] 


p,  q,  xq,  xp  -  yq,  yp,  zr,  x^y^r 

(^  +  a  =  0, 1,2..  .A)  


WO  h  eine  positive  ganze  Zahl  >0  bezeichnet.  Ist  insbesondere  h  =  0, 
so  gehört  die  Gruppe  [18]  zu  den  auf  S.  152  gefundenen  Gruppen  [8], 
sie  wird  erhalten,  wenn  man  dort  a  und  m  gleich  Null  setzt. 


Uebrig  bleiben  nur  noch  die  Gruppen  von  der  Form: 

'xq-jr  Sa^;  ^P 

r,  0r,  z^'Y 


(16)  \x^  +  ?3^;  ^jp  —  «/^  +  iji  yp  +  fe^ 
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deren   invariante   Untergruppe:    r,  zr^  z^r   die  Punkte  jeder  Geraden: 
x  =  Xq,  y  =  yo  dreigliedrig  transformirt. 

Um    5i  . .  .  J5  zu  bestimmen,   combiniren   wir  mit  r  und  zr  und 
bekommen  Relationen  von  der  Form: 


^h 


^-^  —  ik  =  ai  +  hk0  +  CkZ^y 


hieraus  aber  folgt  sofort,  dass  Ja  von  x  und  y  frei  und  eine  ganze 
Function  zweiten  Grades  von  0  ist;  wir  können  demnach  alle  5^  =  0 
setzen  und  erhalten  die  Gruppe: 


[19] 


Pf  ^,  xq,  xp  -  yciy  yp,  r,  zr,  0'r 


also  die  Gruppe  [11]  auf  S.  154  für  m  =  0. 


§  43. 

Die  Curven:   ir  =  const.,  y  ==  const.  werden   sechsgliedrig 

transformirt. 

Wir  müssen  jetzt  zu  jeder  der  Gruppen  [13]  . .  .  [19]  in  allgemein- 
ster Weise  eine  solche  infinitesimale  Transformation: 

Xf==xp  +  yq+  l{x,y,z)r 
hinzufügen,  dass  eine  Gruppe  entsteht. 

Soll  Xf  zu  der  Gruppe  [13]  hinzutreten,  so  muss  g  eine  blose 
Constante  sein,  das  ergiebt  sich,  wenn  man  Xf  der  Reihe  nach  mit 
p,  q  und  xq  +  r  combinirt.     Ferner  wird: 

(xp  —  yq  —  20r,   Xf)  =  2ir, 
also  muss  S  =  0  sein  und  wir  bekommen  die  Gruppe: 


[20]        p,   q,  xq  +  r,  xp  —  yq-  2zr,  yp  —  ^V,  xp  +  yq 


Im  Falle  der  Gruppe  [14]  erkennen  wir  durch  Combination  mit 
p  und  q^  dass  J  eine  Function  von  z  allein  ist.  Verschwindet  g,  so 
haben  wir  die  Gruppe: 


[21]        p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 


ist   dagegen   t,=^0,  so  können   wir   durch  geeignete  Wahl  von  ;?  er- 
reichen, dass  die  gesuchte  Gruppe  die  Form: 


[22]       p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  r 
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annimmt.  Von  diesen  beiden  Gruppen  haben  wir  die  erste  schon  ein- 
mal gefunden,  sie  gehört  nämlich  zu  den  Gruppen  [3]  auf  S.  149. 

Die  Gruppe  [15]  brauchen  wir  nicht  besonders  zu  behandeln,  weil 
sie  unter  den  Gruppen  von  der  Form  [17]  enthalten  ist.  Wir  fügen 
daher  gleich  zu  [17]  die  Transformation  Xf  hinzu. 

Durch  Combination  mit  p,  q,  xq  und  yp  ergiebt  sich,  dass: 

dx'   dy^      dy^^dx 
ganze  Functionen  von  x  und  y  sind  und  zwar  höchstens  vom  Grade  /<, 
folglich  hat  ^  die  Form; 

t,===(p{z)  -\-  ^  üikx'y^, 
i,k 

wo  die  ttik  ohne  Weiteres  gleich  Null  gesetzt  werden  können.  Um 
(p(/)  zu  bestimmen,  combiuiren  wir  mit  r  und  finden,  dass  ip  eine 
lineare  Function  von  0  ist.  Demnach  lautet  die  gesuchte  Gruppe  fol- 
gendermassen: 


[23] 


jp,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  asr,  x^y^r 

(?+ 0^  =  0,  1,2...//) 


Der  willkürliche  Parameter  a  kann  nicht  fortgeschafft  werden;  ist 
dieser  Parameter  insbesondere  gleich  Null  und  verschwindet  überdies 
hj  so  gehört  die  Gruppe  [23]  unter  die  von  der  Form  [6]  auf  S.  151. 
Ist  a=^0  aber  li  =  0,  so  ist  die  Gruppe  [23]  unter  denen  von  der 
Form  [8]  auf  S.  152  enthalten. 

Soll  aus  der  Gruppe  [16]  durch  Hinzufügung  von  Xf  eine  Gruppe 
entstehen,  so  muss  J  die  Form:  2z  -\-  ax  -\-  hy  besitzen  —  das  zeigt 
sich,  wenn  man  X/*  der  Reihe  nach  mitj9,  r,  q-^  xr  combinirt-,  durch 
Combination  mit  xp  —  yq  erkennt  man  aber  sofort,  dass  a  und  h 
Null  sind.     Man  gelangt  also   zu  der  Gruppe: 


[24]    I  r,  p,  q  +  xr,  xq  +  ^x^r,  xp  —  yq,  yp+^y^r,  xp+yq+2sr  | 

die   uns   schon  in  Abschn.  II  auf  S.  425   als  irreducible   Berührungs- 
transformationsgruppe  der  Ebene  x,  z  begegnet  ist. 

Aus  der  Gruppe  [18]   erhalten  wir  sehr  leicht  die  nachstehende: 


[25] 


p,  q,  xq,  xp  - 

yQy 

yp 

(a  +  ^,  =  0,  1 ,  2 

xQf 

-.4) 

r 

die,   sobald   h  den  Werth  Null    hat,  zu  den  Gruppen  [9]    auf  S.  153 
gehört.     Aus  der  Gruppe  [19]  endlich  ergiebt  sich  diese: 
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P; 

2; 

xp 

r, 

ypy 

xp 

+  yQ. 

[26] 


die  mit  der  Gruppe  [12]  auf  S.  154  zusammenfällt,  wenn  m  =  0  ist. 

§  44. 
Die   Curven:   x  =  const.,   y  =  const.   werden   achtgliedrig 

transformirt. 
Zu  jeder  von  den  Gruppen  [20]  .  .  .  [26]  müssen  jetzt  noch  zwei 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Gestalt: 

XJ=x^p  +xyq  +  i,(x,y,z)r 
XJ^xyp  +  y'q  +  ?2(:r,  y,  z)r 
hinzugefügt  werden. 

Bei  der  Gruppe  [20]  erhalten  wir: 

(i>,  XJ)==2xp  +  yq  +  ^-^r 

und  dieser  Ausdruck  muss  die  Form: 

l{xp  +  yc[)  +  \{xp  — yci  —  2zr) 

besitzen,  es  ist  also:  -—-==  —  s. 

'  ex 

Andrerseits  ergiebt  sich  durch  Combination  mit  q\ 


dy 


=  1, 


so  dass  wir  finden: 

X/=  x'p  +  xyq  +  {y  —  xs  +  i/^(^))r. 
Nun  aber  ist: 

{xp  +  yq,  XJ)  =  x^p  +  xyq  +  {y  —  xz)r, 
folglich  verschwindet  V^;  endlich  erhalten  wir: 

{yp  —  z^r,   XJ)  ==  xyp  +  fq  +  2{y-  ooz)r 

Die  gesuchte  Gruppe  lautet: 


[27] 


P,  a,  ^a  +  ^;  xp  —  yq  —  2zr,  yp  —  z^r,  xp  +  yq 
x^p  +  xyq  +  {y  —  xz)  r,   xyp  +  y^q  +  ^(y  —  ooz)r 


Aus  den  Gruppen  [21]  und  [22]  erhalten  wir,  indem  wir  XJ  der 
Reihe  nach  mit  p,  q,  xp  —  yq  und  yp  combiniren,  ohne  Schwierig- 
keit die  folgenden  zwei: 

[28] 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,   xp  +  yq,  x^p  +  xyq,  xyp  +  y'q 


[29] 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  r 
x^p  +  xyq  +  ixr,   xyp  +  y'q  +  ^yr   j 


von  denen  die  erste  keine  andre  ist  als  die  Gruppe  [1]  auf  S.  145. 
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Um  die  Gruppe  zu  finden,  die  aus  der  Gruppe  [23]  durch  Hin- 
zufüguüg  von  X^f  und  X^f  entsteht,  combiniren  wir  X^f  zunächst  mit 
x^r  und  mit  y^r.     Das  liefert  uns  zwei  Gleichungen  von  der  Form: 

(17)      X"  II  -  ha:f+^  ^G,{x,y),,/^-^-  hxy"  ==  G,  (x,  y) , 

WO  Gl  und  G2  ganze  Functionen  h^^""  oder  niedrigeren  Grades  von  x  und 
y  sind.    Durch  Verbindung  dieser  beiden  Gleichungen  erkennen  wir,  dass: 

(18) 

ist,  wo  h  eine  Constante  bezeichnet. 

Nunmehr  combiniren  wir  X^f  der  Reihe  nach  mit  p,  q  und  xq 
und  erhalten  Gleichungen  von  der  Form; 

^  =  ^^+G,{x,y),    l^-  =  G,ix,y) 


5=^^+6 


(19) 


dy 


=  G-d^>y)> 


unter  (rg,  6^4,  G^  wieder  ganze  Functionen  h^^^  oder  niedrigeren  Grades 
von  X  und  y  verstanden.  Aus  (19)  folgt  unmittelbar,  dass  G4^  höchstens 
vom  {Ji  —  l)*®""  Grade  in  x  und  y  ist  und  dass  G^  die  Form  besitzt; 


i,  k 


kX'y^, 


Aus  (18)  und  (19)  zusammengenommen  ergiebt  sich  ferner:  a  =  ^h  und; 

wo  die  Glieder  von  Ä*®'  und  niedrigerer  Ordnung  in  x  und  y  als  über- 
flüssig weggelassen  sind. 

Endlich  combiniren  wir  X^f  mit  xp  —  yq  und  bekommen: 


dx 


i  +  k^h 


setzen  wir  hier  für  f^^  den  vorhin  gefundenen  Werth  ein,  so  erkennen 
wir,  dass  h  verschwindet  und  dass  X^f  die  Form  hat: 

Xj/"«  x^p  +  xyq  +  hx0r  +  cxr, 
wo  c  immer  =  0  ist,  wenn  h=^0]  zugleich  wird: 

(yp,  XJ)  =  xyp  +  y^q  +  hyzr  +  cyr  ==  X^f . 
Ist  /i  =1=  0  oder  h  =  0  und  c  =  0,  so  haben  wir  die  Gruppe: 


[30] 


Py  a. 

xq,  xp  — 

y^, 

yp,  xp  +  yq+^^0r 

x^p 

+  xyq  +  hx0r, 

xyp  +  y^a  +  ^^^ 

XQyOr 

(Q  + 

0  =  0,1,2  ...Ä) 
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die  für  h  =  0  mit  der  Gruppe  [4],  S.  149   zusammenfällt.     Ist   aber 

z 

h  =  0  und  c=f=0,  so  fähren  wir:  e^  als  neues  0  ein  und  erhalten  die 
Gruppe: 


[31] 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  zr 
x^p  +  xyq  +  x^'^i    ooyp  +  y^q  +  y^r 


Aus  der  Gruppe  [24]  kann  durch  Hinzufügung  von  X^f  und  X^f 
keine  Gruppe  entstehen,  denn  durch  Combination  von  X^f  mit  p  und 
r  zeigt  sich,  dass  g^  zwei  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

^  =  3^  +  a,    -^  =  & 

genügen  müsste,  was  offenbar  unmöglich  ist. 

Fügen  wir  X^f  und  Xg/"  zu  der  Gruppe  [25]  hinzu,  so  ergeben 
sich  durch  Combination  von  X^f  mit  x^r  und  y^r  zwei  Gleichungen 
von  der  Form: 


a^ 


dz 


/iajÄ+i  ^  Gr^{x,  y)-\-  a^s 


wo  (tj  und  G^2  dieselbe  Bedeutung  haben  wie  in  den  Gleichungen  (17) 
auf  S.  168.  Wir  schliessen  hieraus,  dass  a^  und  a^  verschwinden  und  dass: 

|fc.  =  Äa;  +  & 

dz  ' 

ist.    Ferner  bekommen  wir  durch  Combination  mit  zr  eine  Gleichung: 


i  +  *<Ä 


1-7-^1=   Va.-.^y  +  ^g^, 


es  wird  also: 


1,/t 


fj  =  /ja;^  +  &^  —  «g;^  —  ^  «a^;»?/* 


WO  aber  die  Constanten  &,  «g  und  a,i  ohne  Weiteres  gleich  Null  ge- 
setzt werden  können.     Endlich  wird: 

{yp,  XJ)  =  xyp  +  y'^q  + 
es  entsteht  also  die  Gruppe: 


[32]. 


die  für  Ä  =  0  mit  der  Gruppe  [7]  auf  S.  152  zusammenfällt. 


p,   q,   xq,  xp  - 

yQ, 

yp, 

xp 

+  y^ 

x^p  +  xyq  +  hxsf 

,  xyp  + 

fQ 

+  hyzr 

\              zr,  x^y'^r 

iQ  +  c 

r  =  0,l 

,2.. 

.h) 

p, 

Q: 

xq, 

^p  —  y(i,  yp> 

xpAr 

VQ 

x^p 

+  xyq,  xyp  + 

y\ 
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Endlich  haben  wir  noch  X^f  und  X^f  zu  der  Gruppe  [26]  hin- 
zuzufügen; durch  Combination  mit  r  und  zr  finden  wir  sofort,  dass 
^1  und  ^2  vo°  ^  u^^  y  f^®^  ^^^^  ganze  Functionen  zweiten  Grades  von 
z  sein  müssen.     Die  so  erhaltene  Gruppe: 


[33] 


haben  wir  schon  auf  S.  153  als  Gruppe  [10]  kennen  gelernt. 

Die  Aufgabe,  die  wir  uns  in  §  41  gestellt  haben,  ist  nunmehr 
erledigt.     Es  gilt  der 

Satz  3.  Lässt  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Baumes  x^y,  z 
eine  Curvenschaar  : 

(p  {Xy «/,  z)  ==  const.,     ip  {x,  y,  z)  ==  const. 
invariant y  dagegen  heine  Flächenschaar  von  der  Form: 
Sl  ((p  (x,  y,  z)j  ^  (x,  y,  z))  =  const., 
50  ist  sie  durch  eine  PunUtransformation  des  Raumes  x,  y^  z  mit  einer 
der  Gruppen:  [13]  ...  [33]  ähnlich. 

§  45. 
Allgemeine  Bemerkungen  über  die  noch  fehlenden  imprimi- 
tiven Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z. 

Es  fehlen  jetzt  noch  alle  Gruppen  des  Raumes,  bei  denen  eine 
Curvenschaar:  g?  =  const.,  ^  ==  const.  invariant  bleibt,  deren  Curven 
in  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Flächen:  ^^(g?,  t^)  =  const.  zusam- 
mengefasst  werden  können.  Wählen  wir  die  Veränderlichen  ic,  i/,  z 
so,  dass  die  invariante  Flächenschaar  die  Form:  o;  ==  const.  und  die 
invariante  Curvenschaar  die  Form:  x  =  const.,  y  =  const.  erhält,  so 
lauten  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jeden  m-gliedrigen 
Gruppe  Gm  von  der  betreffenden  Art  folgendermassen : 

/20)  (  ^*/"=  ^^  W^'  +  ^*(^^  2/)  Q.  +  S*(^;  yi  ^)  ^ 

^       ^  1  {lc  =  l...m). 

Es  würde  sich  also  darum  handeln,  alle  Gruppen  von  dieser  Form  zu 
bestimmen. 

Wir  begnügen  uns,  wie  schon  auf  S.  141  angekündigt  wurde,  mit 
einigen  Andeutungen. 

Zu  der  Gruppe  Gm  gehört  eine  gewisse  verkürzte  Gruppe  in  den 
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zwei  Veränderlichen  x  und  y.  Diese  verkürzte  Gruppe  wird  von  den 
m  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

erzeugt,  sie  ist  mit  der  Gm  isomorph  und  giebt  an,  in  welcher  Weise 
die  oü^  Geraden:  x  =  consi,  y  =  const.  bei  der  Gm  transformirt  wer- 
den, sie  ist  überdies  augenscheinlich  imprimitiv.  Insbesondere  kann 
es  sogar  vorkommen,  dass  die  verkürzte  Gruppe  auf  die  identische 
Transformation  zusammenschrumpft. 

In  Kapitel  3  und  4  haben  wir  alle  imprimitiven  Gruppen  in  zwei 
Veränderlichen  auf  gewisse  Normalformen  zurückgeführt,  wir  können 
uns  daher  die  Veränderlichen  x  und  y  von  vornherein  so  gewählt 
denken,  dass  die  verkürzte  Gruppe:  X^f  ,  . .  Xmf  eine  der  damals 
gefundenen  Normalformen  erhält.  Thun  wir  das  und  nehmen  wir 
etwa  an,  dass  die  verkürzte  Gruppe  ?-gliedrig  ist,  so  lassen  sich  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  Gm  folgendermassen  schreiben: 
Xjcf=  ik(x)p-\-rik(x,y)q+  tk(oc,y,0)r  ik  =  i...i) 
Xi+jf=  Fj(x,y,0)r    o  =  i...m-o, 

wo  nunmehr  die  l  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 


(21)        j 


(22)  Xjcf=^h(x)p  +  rik(x,y)q     (a  =  i...o 

in  den  Veränderlichen  x  und  y  von  einander  unabhängig  sind  und  eine 
?-gliedrige  imprimitive  Gruppe  erzeugen,  die  eine  der  auf  S.  71  if. 
angegebenen  Normalformen  besitzt. 

Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen  erhellt,  dass  die  Aufgabe, 
alle  Gruppen  von  der  Form  (20)  zu  bestimmen,  in  eine  Reihe  von 
einzelnen  Aufgaben  zerfällt;  um  alle  diese  Gruppen  zu  finden,  muss 
man  nämlich  für  die  verkürzte  Gruppe  (22)  der  Reihe  nach  alle  auf 
S.  71  fi".  zusammengestellten  imprimitiven  Gruppen  in  x  und  y  ein- 
setzen und  muss  jedesmal,  wenn  man  die  Gruppe  (22)  gewählt  hat, 
alle  Gruppen  von  der  Form  (21)  aufsuchen. 

Es  fragt  sich  jetzt  noch,  wie  man  alle  Gruppen  von  der  Form 
(21)  findet,  wenn  man  die  verkürzte  Gruppe  (22)  in  bestimmter  Weise 
gewählt  hat. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  gehen  wir  davon  aus,  dass  die 
m  —  l  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

(23)  Xi+jf==Fj(x,y,0)r    (i  =  i...m-o 

eine  (m  —  Q-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (21)  erzeu- 
gen, nämlich  die  grösste  Untergruppe  dieser  Gruppe,  bei  d  ;r  alle  oo^ 
Geraden:  ic  =  const.,  ?/  =  const.  in  Ruhe  bleiben.  Wir  sind  bereits 
auf  S.  155  Gruppen   von   der  Form  (23)   begegnet  und   haben  damals 
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gezeigt,  dass  vier  Fälle  zu  unterscheiden  sind.  Erstens  nämlich  kann 
die  Gruppe  (23)  blos  aus  der  identischen  Transformation  bestehen;  das 
tritt  ein,  wenn  m  —  l  den  Werth  Null  hat.  In  den  drei  übrigen 
Fällen  kann  man  die  Gruppe  (23)  stets  dadurch  auf  eine  gewisse  ein- 
fache Form  bringen,  dass  man  eine  geeignete  Function  von  x,  y,  z  als 
neues  z  einführt,  und  zwar  kann  man  im  zweiten  Falle  stets  die  Form: 

Fi{x,y)r,  . ..  Fm^i{x,y)r     im-i>o) 
erreichen,  im  dritten  Falle  die  Form: 

Fi{x,y)r,  .  ..  Fm-i-i(x,y)r,  zr      (m-^^i), 
im  vierten  Falle  endlich  die  Form: 

r^  zVj  z^r. 
Entsprechend  diesen  vier  Fällen  müssen  wir  auch  bei  der  Gruppe 
(21)  vier  Fälle  unterscheiden,  wenn  die  verkürzte  Gruppe  (22)  gegeben 
ist.     Im  ersten  Falle  hat  die  Gruppe  (21)  die  folgende  Gestalt: 
(24)  lAx)'p-^n^(x,y)(i-^U{x,y,z)r     (*  =  !... o 

im  zweiten  diese: 


^     ^  \  Fj{x,y)r  (i=i...Ä) 

wo  /i  >  0  ist,  im  dritten  Falle  diese: 


^    ^  {  zr,  Fj{Xjy)r  (;  =  i...a), 

wo   ebenfalls   /^  >  0   sein   muss,    endlich   im   vierten  Falle    lautet  die 

Gruppe  (21)  so: 

\lic{x)p  +  riic{x,y)q  +  ik{x,y,z)r    (*=i...o 
^     "^  [  r,  zr^  z^r. 

Es  kommt  demnach  jetzt  alles  darauf  an,  die  Functionen  5i . . .  & 
und  F^, ,  .Fh  in  jedem  Falle  in  allgemeinster  Weise  so  zu  bestim- 
men, dass  eine  Gruppe  entsteht,  und  dann  diese  Gruppe  durch  geeig- 
nete Wahl  der  Veränderlichen  z  auf  eine  möglichst  einfache  Form  zu 
bringen. 

Die  Rechnungen,  die  hierzu  erforderlich  sind,  bieten  keine  grund- 
sätzlichen Schwierigkeiten.  Zum  Beispiel  können  wir  alle  Gruppen 
von  der  Form  (27)  sofort  hinschreiben;  in  diesem  Falle  ergiebt  sich 
nämlich  durch  Combination  mit  r  und  zr^  dass  5i  . . .  5;  von  x  und  y 
frei  und  ganze  Functionen  zweiten  Grades  von  z  sind,  wir  dürfen 
daher  Si  .  . .  5?  gleich  Null  setzen  und  finden,  dass  zu  jeder  verkürzten 
Gruppe  (22)  blos  eine  Gruppe  von  der  Form  (27)  gehört,  nämlich 
diese: 
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Weitläufiger  gestalten  sich  die  Rechnungen  in  den  übrigen  Fällen,  aber 
sie  lassen  sich  immer  wirklich  durchführen. 

Man  kann  auch  noch  eine  andere  Methode  anwendeo,  um  die  hier 
besprochenen  Gruppen  zu  bestimmen. 

Ist  %rn  eine  m-gliedrige  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit;  so  giebt  es  mindestens  eine  bei  ^^  invariante  Schaar  von  oo^ 
Flächen.  Bringen  wir  diese  Flächenschaar  auf  die  Form:  z  =  const. 
und  führen  wir  dann  noch  eine  geeignete  Function  von  z  als  neues  z 
ein,  so  erscheint  %m  in  der  Form: 

«A:  {x,  y,  z)p  +  ßk  (x,  y,z)q  +  (a^  +  hz  +  c^z^)  r 

(.k  =  l...m). 

ünsre  ^m  enthält  eine  invariante  Untergruppe: 

(28)  Xjf  =  ^j{x,  y,  z)p  +  rjj(x,  y,z)q     0  =  i . . .  o, 

bei  der  jede  der  oo^  Ebenen:  z  =  const.  invariant  bleibt  und  deren 
Parameterzahl  ?  mindestens  gleich  m  —  3  ist.  Da  überdies  die  (3m 
mindestens  eine  Curvenschaar  von  der  Form:  ^  =  const.,  (p{x,y)  =  const. 
invariant  lässt,  so  ist  klar,  dass  die  Gruppe  (28)  jede  der  cx)^  Ebenen: 
z  =  const.  imprimitiv  transformirt.  Umgekehrt  folgt  aus  den  Betrach- 
tungen auf  S.  142  f.,  dass  die  &m  nur  dann  eine  Curvenschaar  von  der 
Form:  ^==  const.,  9? (^,  i/)  =  const.  invariant  lässt,  wenn  ihre  invariante 
Untergruppe  (28)  jede  der  00^  Ebenen:  ;8;  =  const.  imprimitiv  trans- 
formirt. Demnach  ergiebt  sich,  dass  auch  das  folgende  Verfahren  zur 
Bestimmung  der  hier  gesuchten  Gruppen  führen  muss: 

Man  sucht  zunächst  alle  Gruppen  von  der  Form  (28),  bei  denen 
jede  der  00^  Ebenen:  z  =  const.  imprimitiv  transformirt  wird,  und 
bringt  sie  durch  geeignete  Transformationen  von   der  Gestalt: 

(29)  .  ^1  =  Z  {x,  y,  z)y   2/1  =  ^  {x,  y,  z),  z^  =  z 

auf  möglichst  einfache  Normalformen.  Zu  jeder  der  gefundenen  Grup- 
pen fügt  man  in  allgemeinster  Weise  eine  infinitesimale  Transforma- 
tion von  der  Form: 

derart  hinzu,  dass  wieder  eine  Gruppe  entsteht  und  bringt  diese 
Gruppe  durch  Transformationen  (29)  auf  Normalformen.  Zu  den  so 
gefundenen  Gruppen  fügt  man  wieder  eine  Transformation: 

zr  +  «1  {x,  y,  z)p  +  ft  {x,  y,  z)  q 
hinzu  und  endlich  fügt  man  drittens  noch   eine  Transformation: 

^''r+  a,(x,y,z)p  +  ß^(x,y,z)q 
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hinzu.  Dabei  darf  man  übrigens  den  Fall  nicht  vergessen,  dass  die 
Gruppe  (28)  auf  die  identische  Transformation  zusammenschrumpft. 

Wie  findet  man  aber  die  Gruppen  von  der  Form  (28)? 

Da  die  Gruppe  (28)  jede   der  oo^  Ebenen:  <?  =  const.   imprimitiv 
transformirt,  so  verwandelt  sie  sich,  wenn  man  dem  ^  einen  constanten 
Werth  c  ertheilt,  in  eine  imprimitive  Gruppe: 
(30)  36/  =  ij{x,  y,  c)p  +  rjj  (x,  y,c)q     O'  =  i  •  • .  0 

in  den  zwei  Veränderlichen  Xj  y  und  zwar  ist  die  Gruppe  (30)  augen- 
scheinlich mit  der  Gruppe  (28)  isomorph.  Die  Gruppe  (30)  kann  nun 
durch  geeignete  Wahl  von  x  und  y  in  eine  der  imprimitiven  Gruppen 
übergeführt  werden,  die  auf  S.  71 — 73  zusammengestellt  sind.  Ver- 
stehen wir  daher  unter: 

Ukf=Uk{x)p  +  Vk(x,y)q     (a  =  i...ä) 

eine  gewisse  unter  den  imprimitiven  Gruppen  auf  S.  71  fi^.,  so  leuchtet 
ein,   dass   die  Gruppe   (28)   stets   durch   eine  Transformation   (29)  auf 

die  Form: 

h 

(28')  Xjf^2^Zj,U,f  (.^i.-.o 

1 

gebracht  werden  kann,  unter  den  Zjt  Functionen  von  0  allein  ver- 
standen. 

Um  daher  alle  Gruppen  von  der  Form  (28)  zu  finden,  bei  denen 
jede  Ebene:  13  =  const.  imprimitiv  transformirt  wird,  muss  man  in 
(28')  für  TJ^f .  .  .  ühf  der  Reihe  nach  jede  einzelne  der  imprimitiven 
Gruppen  auf  S.  71  —  73  einsetzen,  sodann  muss  man  in  jedem  einzel- 
nen Falle  die  Zjt  in  allgemeinster  Weise  derart  als  Functionen  von 
2  allein  bestimmen,  dass  eine  Gruppe  entsteht,  deren  Gliederzahl  min- 
destens gleich  h  ist,  endlich  muss  man  die  Gruppe  (28')  durch  Trans- 
formationen von  der  Form  (29)  auf  möglichst  einfache  Normalformen 
bringen;  dabei  darf  man  jedoch  nur  solche  Transformationen  von 
der  Form  (29)  benutzen,  die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Gruppe: 
Ulf  . . ,  Uhf  bei  der  Transformation: 

(29')  ^i=%(^,2/;C),    2/i=^(^;2/;C) 

mit  dem  willkürlichen  Parameter  c  invariant  bleibt. 

Auch  diese  Rechnungen  lassen  sich  immer  durchführen;  besonders 
einfach  gestalten  sie  sich  dann,  wenn  die  Gruppe:  U^f .  .  .  ühf  der 
Ebene  x,  y  die  00^  Curven  x  =  const.  dreigliedrig  transformirt,  wir 
wollen  daher  auf  diesen  Fall  etwas  näher  eingehen. 

Wenn  die  Gruppe:  ü^f .  .  .  Uhf  die  Curven:  x  =  const.  dreigliedrig 
transformirt,  so  hat  sie  die  Form: 
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(31) 


(32) 


(t  =  l.  .  .A  — 3). 

Hier  erzeugen  W^f  . . .  Wh—if  eine  (h  —  3) - gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe der  ganzen  Gruppe,  ausserdem  kann  man  es,  wie  leicht  zu 
erkennen  ist,  stets  so  einrichten,  dass  V^f,  Fg/",  V^f  für  sich  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  von  der  bekannten  Zusammensetzung  (s.  S.  13): 

(Vi  n)  =  Vif,  {y.  Vs)  =  2  r,f,  (F,  n)  =  rj 

erzeugen. 

Die  Gruppe  (28')  erhält  in  unserm  Falle  die  Form: 

A  — 3 

Xjf=  Zj,  rj+  Zj,  rj+  Zj,  r,f+2^  Zj,,+,  w,f 

1 

wo  die  Z  solche  Functionen  von  z  allein  sind,  dass  nicht  alle  Ä- reihigen 
Determinanten  der  Matrix: 

Zji  . . .  Zji 
(j  =  i...h) 
verschwinden. 

Um   die  Form  der  Gruppe   (32)   zu   vereinfachen,    bemerken  wir, 

dass  die  l  verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

(33)  Xjf^Zj,rj+Zj,v,f+Zj,r,f  u=i...o 

eine  mit  der  Gruppe  (32)  isomorphe  Gruppe  erzeugen.  Auf  diese  ver- 
kürzte Gruppe  können  wir  die  Betrachtungen  von  S.  40  f.  anwenden 
und  erkennen  so*),  dass  sie  dreigliedrig  ist.  Bedenken  wir  überdies, 
dass  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch  die  infinitesimalen 
Transformationen: 

^JlP  +  ^J2  ^P  +  ^J3  ^^P     U  =  ^---i) 
eine  dreigliedrige  Gruppe  erzeugen  und   dass   diese   (s.  S.  41  ff.)  durch 
eine  Transformation  von  der  Form: 


V{Z)X  -\-  Q  {Z)  ' 


3,    =  Z 


auf  die  Form:  ^9^,  x^p^^  ^iPi  gebracht  werden  kann,  so  erkennen  wir 
unmittelbar,  dass  die  Gruppe  (33)  durch  eine  Transformation  von  der 
Gestalt: 

*)  Zu  demselben  Ergebnisse  gelangt  man  durch  Üeberlegungen,  wie  wir  sie 
auf  S.  144  f.  angewendet  haben. 
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die  Form:  Fj/*,  F2/',  V^f  erhalten  kann;  man  findet  diese  Transfor- 
mation (34)  offenbar,  wenn  man  in  der  allgemeinsten  endlichen  Trans- 
formation: 

der  Gruppe:  Fj/",  Fg/",  Fg/*  die  Parameter  A,  fi,  v,  ^  in  geeigneter 
Weise  als  Functionen  von  z  bestimmt. 

Wenden   wir  nunmehr  die   Transformation   (34)  auf   die   Gruppe 
(32)  an,  so  erhält  diese  die  Form: 


(32') 


1 
A— 3 


1 

(Ä:  =  l,  2,  3;  v  =  l  .  .  .  i  — 3), 


WO  die  Z'  und  Z  wieder  Functionen  von  z  allein  sind.  Hier  aber 
erkennt  man  in  jedem  einzelnen  Falle  leicht,  dass  die  Z'  sämmtlich 
gleich  Null  gemacht  werden  können,  dass  also  die  Gruppe  (32')  die 
einfache  Form  erhalten  kann: 

A— 3 

(32")  VJ,VJ,TJ,^Z,^W4    (.  =  !.. .<-3,. 

1 

Durch  paarweise  Combination  dieser  Transformationen  bestimmt  man 
endlich  die  Z  leicht  in  allgemeinster  Weise  so,  dass  eine  Gruppe  mit 
mindestens  Ifi  Parametern  herauskommt. 

Hat  zum  Beispiel  die  Gruppe   TJJ...  Uhf  die  Form: 
ycLy  Pf  ^Pi  x^p  +  ooyq 
(die  dritte  Gruppe  auf  S.  72),  so  setzen  wir: 

VJ  =  Pf    VJ=2xp  +  yq,    VJ=x^p  +  xyq 
WJ^yq, 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  zeigen  dann,  dass  die  Gruppe  (32) 
bei  einer  geeigneten  Transformation  von  der  Form  (34)   die  Gestalt: 

ip,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 
^^^^  \  ZM,...Z,^,yq 

annimmt.  Dabei  muss  l  >  3  sein;  die  Z  sind  ganz  beliebige  Func- 
tionen von  Zj  die  keine  Relation: 

C^Z^^ VCi-zZi-^^Q 

mit  Constanten  Coefficienten  befriedigen. 
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Etwas  umständlicher  sind  die  Rechnungen,  wenn  die  Gruppe 
U^f  . .  .  Uhf  die  Curven  x  =  const.  nicht  dreigliedrig  transformirt, 
doch  sind  sie  auch  da  immer  durchführbar. 

Natürlich  wird  man  bei  der  grossen  Zahl  der  zu  bestimmenden 
Gruppen  nicht  blos  eine  der  beiden  hier  entwickelten  Methoden  zu 
ihrer  Bestimmung  anwenden,  sondern  man  wird  die  Rechnung  nach 
jeder  von  beiden  Methoden  durchführen,  um  sicher  zu  sein,  dass  man 
keine  Gruppe  übersehen  hat. 

Wir  halten  uns  mit  diesen  Rechnungen  nicht  weiter  auf.  Nur 
eins  wollen  wir  erwähnen.  Es  zeigt  sich  nämlich,  dass  jede  transitive 
Gruppe  des  Baumes  x,  y,  0  auf  eine  solche  Form  gebracht  tverden  Jcann^ 
dass  die  Coefficienten  von  p,  q  und  r  ganze  Functionen  von  x,  y,  z  und 
von  gewissen  Exponentialausdrüchen :  ^^,  e^^^ .  .  .  werden,  unter  k^,  /lg . . . 
lineare  Functionen  von  x,  y,  s  verstanden*).  Höchst  wahrscheinlich 
ist,  dass  ein  ähnliches  Gesetz  auch  für  die  transitiven  Gruppen  des  Rau- 
mes von  n  Dimensionen  gilt. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  die  Rechnungen  der 
§§  37 — 44  sich  ohne  Schwierigkeit  auf  Räume  von  beliebig  vielen 
Dimensionen  ausdehnen  lassen. 

Ist  nämlich  G  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Raumes 
x^...Xny  die  eine  Schaar  von  00^  ebenen  {n  —  l)-fach  ausgedehnten 
Mannigfaltigkeiten  invariant  lässt,  etwa  die  Schaar:  Xn-\-i  =  const.  und 
ist  g  die  invariante  Untergruppe  von  G,  die  jede  einzelne  Mannigfal- 
tigkeit :  Xn-\-i  =  const.  festhält,  so  kann  man  G  stets  auf  gewisse  ein- 
fache Normalformen  zurückführen,  wenn  g  die  Punkte  jeder  Mannig- 
faltigkeit:' Xn-\-i  =  const.  entweder  durch  die  allgemeine  projective 
oder  durch  die  allgemeine  lineare  oder  durch  die  specielle  lineare 
Gruppe  in  n  —  1  Veränderlichen  transformirt.  Die  betreffenden  Nor- 
malformen   sind   Verallgemeinerungen   der   Gruppen   [1]  .  .  .  [12]    auf 


*)  Lie  hat  die  Bestimmung  aller  imprimitiven  Gruppen  des  Raumes  x^  2/1  ^t 
allerdings  durch  ausserordentlich  weitläufige  Rechnungen,  schon  in  den  Jahren 
1878  und  1879  durchgeführt  und  dabei  den  mitgetheilten  Satz  über  die  transi- 
tiven Gruppen  gefunden.  Durch  die  hier  entwickelten  Methoden,  die  Lie  erst 
während  dieser  Rechnungen  fand,  ist  die  Bestimmung  aller  imprimitiven  Gruppen 
des  Raumes  a;,  2/,  z  ungemein  erleichtert,  denn  durch  diese  Methoden  ist  die 
ganze  Aufgabe  in  eine  grosse  Anzahl  von  einzelnen  Aufgaben  zerlegt,  deren  jede 
für  sich  erledigt  werden  kann,  ohne  dass  man  vorher  die  übrigen  erledigt  zu 
haben  braucht.  Der  Leser  ist  durch  die  Entwickelungen  des  Textes  in  den  Stand 
gesetzt,  jede  Kategorie  von  imprimitiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y-,  z^  deren 
Kenntniss  ihm  wünschenswerth  ist,  ohne  Schwierigkeit  zu  bestimmen. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     HI.  12 
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S.  145—  154  und  werden  durch  genau  dieselben  Rechnungen  gefunden 
wie  diese.  Aehnliche  Rechnungen  führen  zum  Ziele,  wenn  g  die  Punkte 
jeder  Mannigfaltigkeit  durch  irgend  eine  andre  'primitive  Gruppe  in 
n  —  \  Veränderlichen  transformirt. 

Ist  andrerseits  ÖJ  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  J?„,  bei 
der  die  Schaar  der  oo"-^  Geraden: 
(36)  x^  =  const.,  .  .  .,  Xn-i  =  const. 

invariant  bleibt,  so  kann  man  %  stets  auf  einfache  Norraalformen 
zurückführen,  wenn  es  diese  00«-^  Geraden  entweder  durch  die  allge- 
meine projective  oder  durch  die  allgemeine  lineare  oder  durch  die  spe- 
cielle  lineare  Gruppe  des  Bn-i  transformirt.  Die  betreffenden  Normal- 
formen entsprechen  den  Gruppen  [13]  .  .  .  [33]  auf  S.  157—170  und 
ergeben  sich  durch  dieselben  Rechnungen*).  Aehnliches  gilt,  wenn  @ 
die  oo«-i  Geraden  (36)  durch  irgend  eine  andre  primitive  Gruppe  des 
Mn-^i  transformirt. 

*)  Man  beachte,  dass  diese  Rechnungen  im  Falle  w  =  2  mit  den  Rechnungen 
der  §§  10-12  (S.  42  fif.)  übereinstimmen,  dass  sie  also  für  n  =  2  alle  transitiven 
imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  liefern. 


Abtheilung  III. 

Die  projectiven  Gruppen  des  gewöhnlichen  Raumes. 

Es  ist  nicht  uusre  Absicht,  die  projectiven  Gruppen  des  gewöhn- 
lichen dreifach  ausgedehnten  Raumes  ebenso  erschöpl^nd  zu  behandeln, 
wie  die  der  Ebene.  Wir  werden  zwar  die  primitiven  sämmtlich  auf- 
stellen, die  Bestimmung  der  imprimitiven  dagegen  nur  soweit  durch- 
führen, dass  man  übersieht,  in  welcher  Weise  die  noch  fehlenden  unter 
ihnen  gefunden  werden  können;  was  alsdann  zu  thuu  übrig  bleibt, 
wenn  man  wirklich  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  aufstellen 
will,  ist  nicht  viel  und  blos  Sache  der  Geduld. 

Was  den  Gang  der  Untersuchung  anbetrifft,  so  ist  Folgendes  zu 
bemerken:  Wir  suchen  zunächst  alle  Curven  und  Flächen  des  Raumes, 
die  möglichst  viele  unabhängige  infinitesimale  projective  Transforma- 
tionen gestatten  (Kap.  9).  Unter  den  projectiven  Gruppen,  zu  denen 
wir  so  gelangen,  betrachten  wir  zwei  näher,  nämlich  die  Gruppe  der 
Fläche  zweiten  Grades  und  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen, 
von  diesen  beiden  Gruppen  bestimmen  wir  insbesondere  alle  Unter- 
gruppen (Kap.  10  und  11).  Nunmehr  wenden  wir  uns  zur  Aufstel- 
lung aller  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  und  führen  sie 
in  Kapitel  12  durch  unter  Benutzung  der  Ergebnisse  von  Kapitel  9 
bis  11.  In  Kapitel  13  endlich  entwickeln  wir  zwei  Methoden  zur  Be- 
stimmung aller  imprimitiven  projectiven  Gruppen  und  geben  eine 
grosse  Anzahl  dieser  Gruppen  wirklich  an. 

Man  kann  übrigens  die  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Rau- 
mes auch  direkt  bestimmen,  ohne  sich  auf  die  Untersuchungen  der 
Kapitel  9 — 11  zu  stützen.  Man  kann  nämlich  auf  Grund  des  S.  123  f. 
Gesagten  von  vornherein  über  die  Form  der  infinitesimalen  Transfor- 
formationen der  primitiven  projectiven  Gruppen  nähere  Angaben 
machen;  durch  einfache  Rechnungen  gelingt  es  dann,  die  betreffenden 
Gruppen  auf  Normalformen  zu  bringen.  Wir  ziehen  trotzdem  das  hier 
gewählte  Verfahren  vor  und  zwar  um  W^iederholungen  zu  vermeiden, 
denn  wir  werden  später  ganz  ähnliche  Rechnungen  in  n  Veränderlichen 
durchführen,  wo  sie  sich  nebenbei  bemerkt  viel  bequemer  gestalten. 

12* 
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Kapitel  9. 

Curven  und  Plächen   des   gewöhnlichen  Raumes,   die   projective 
Gruppen   gestatten. 

Durch  jede  Curve  oder  Fläche,  die  überhaupt  eine  continuirliche 
Seh  aar  von  projectiven  Transformationen  gestattet,  ist  stets  eine  ganz 
bestimmte  projective  Gruppe  definirt,  die  Gruppe  nämlich,  die  von 
dem  Inbegriff  aller  projectiven  Transformationen  gebildet  wird,  bei 
denen  die  betreffende  Curve  oder  Fläche  invariant  bleibt.  Diese. Gruppe 
braucht  allerdings  nicht  continuirlich  zu  sein,  sie  kann  aus  einer  An- 
zahl getrennter  Schaaren  von  Transformationen  bestehen,  aber  unter 
diesen  Schaaren  giebt  es  nach  Abschn.  I,  Kap.  18  stets  eine  und  nur 
eine,  die  für  sich  eine  continuirliche  Gruppe  bildet,  das  ist  dann  die 
grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  bei  der  die  bewusste  Curve 
oder  Fläche  ihre  Lage  behält;  auch  sie  ist  offenbar  durch  die  Curve 
oder  Fläche  vollständig  definirt. 

Besonders  wichtig  ist  der  Fall,  dass  die  invariante  Curve  oder 
Fläche,  durch  welche  die  projective  Gruppe  definirt  ist,  isolirt  liegt, 
also  in  keiner  continuirlichen  Schaar  gleichfalls  bei  der  Gruppe  in- 
varianter Curven  oder  Flächen  enthalten  ist;  die  Definition  der  Gruppe 
durch  Angabe  der  invarianten  Curve  oder  Fläche  besitzt  ja  dann  allen 
andern  möghchen  Definitionen  gegenüber  etwas  ausgezeichnetes,  was 
offenbar  nicht  der  Fall  ist,  wenn  unendlich  viele  Curven  oder  Flächen 
gleichzeitig  bei  der  Gruppe  ihre  Lage  behalten. 

Wir  werden  nun  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  alle  projectiven 
Gruppen  des  Raumes  aufstellen,  die  dadurch  definirt  sind,  dass  sie  eine 
isolirte  Curve  oder  Fläche  invariant  lassen;  zugleich  werden  wir  alle 
Curven  und  Flächen  bestimmen,  die  mehr  als  zwei  unabhängige  in- 
finitesimale projective  Transformationen  gestatten.  Wir  behandeln 
zunächst  die  Gruppen,  bei  denen  eine  Curve  und  dann  die,  bei  denen 
eine  Fläche  invariant  bleibt. 

§  46. 

Die  Curven  des  Raumes  zerfallen  in  drei  Klassen,  deren  eine  von 
den  geraden  Linien  gebildet  wird,  die  zweite  besteht  aus  den  ebenen 
krummen  Curven,  die  dritte  aus  den  gewundenen  Curven.  Wir  gehen 
diese  drei  Klassen  der  Reihe  nach  durch. 

Jede  der  cx)*  Geraden  des  Raumes  bleibt  bei  einer  elfgliedrigen 
projectiven  Gruppe  invariant,  die  durch  Angabe  der  betreffenden  Ge- 
raden vollständig  definirt  ist. 
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Betrachten  wir  ferner  eine  beliebige  ebene,  aber  krumme  Curve. 
Jede  projective  Gruppe,  die  diese  Curve  invariant  lässt,  muss  zugleich 
die  Ebene  der  Curve  in  Ruhe  lassen;  denken  wir  uns  daher  diese 
Ebene  ins  Unendliche  verlegt,  so  verwandelt  sich  die  Gruppe  in  eine 
Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

Py  a,  ^  XP,  yp,  ^P,  ^q,  yq,  ^q,  ocr,  yr,  sr. 

Nun  enthält  diese  letztere  gerade  vier  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen : 

Py  qy  ^y  ^p  +  yq  +  ^r, 

die  alle  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  stehen  lassen  und  diese 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  viergliedrige  Gruppe. 
Wir  sehen  also,  dass  jede  ebene  krumme  Curve  eine  viergliedrige  pro- 
jective Gruppe  gestattet,  bei  der  freilich  alle  Punkte  der  Curve  und 
überhaupt  alle  Curven  der  zugehörigen  Ebene  invariant  bleiben. 

Es  sei  jetzt  G  die  grösste  prüjective  Gruppe,  bei  der  eine  vor- 
gelegte ebene,  aber  krumme  Curve  C  invariant  bleibt;  die  Ebene  der 
Curve  sei  wie  vorhin  ins  Unendliche  verlegt.  Unter  diesen  Voraus- 
setzungen werden  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  bei  G  durch 
eine  meroedrisch  imorphe  Gruppe  g  transformirt,  die  genau  vier  Para- 
meter weniger  enthält  als  G  und  die  offenbar  die  grösste  projective 
Gruppe  der  Ebene  ist,  bei  der  die  Curve  C  invariant  bleibt.  Nun 
wissen  wir  (S.  88,  Satz  2),  dass  eine  krumme  Curve  der  Ebene,  die  über- 
haupt eine  infinitesimale  projective  Transformation  zulässt,  entweder 
blos  eine  oder  gerade  drei  unabhängige  Transformationen  dieser  Art 
gestattet,  also  ergiebt  sich,  dass  (x,  wenn  es  nicht  mit  der  Gruppe 
jj,  g,  r,  X])  -jr  yq  -{-  0r  zusammenfällt,  entweder  fünf-  oder  sieben- 
gliedrig  ist. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  gewisse  Normalformen  anzugeben,  auf  die 
G  gebracht  werden  kann,  jenachdem  es  fünf-  o'der  siebengliedrig  ist. 
G  enthält  nämlich  entweder  eine  oder  drei  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen,  die  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe: 

0p,  zq,  xg^,  xp  —  yq,  yp,  xp  —  sr,  xr,  yr 
angehören  und  die,  für  sich  genommen,  eine  mit  der  oben  definirten 
Gruppe  g  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  g'  erzeugen.  Beachtet  man, 
dass  X,  «/,  z  auch  als  homogene  Coordinaten  der  Punkte  der  unendlich 
fernen  Ebene  aufgefasst  werden  können,  so  erkennt  man,  dass  g'  nichts 
andres  ist  als  die  Gruppe  g,  nur  geschrieben  in  den  drei  homogenen  Ver- 
änderlichen x^y,  z.  Um  daher  für  G  Normalformen  zu  finden,  braucht 
man  nur  die  verschiedenen  Normalformen  von  g,  die  aus  Kap.  5  be- 
kannt sind,  in  drei  homogenen  Veränderlichen  zu  schreiben  und  jedes- 
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mal  die  vier  infinitesimalen  Transformationen:  p,  q,  r,  xp  -\-  yq  -{-  zr 
hinzuzufügen. 

Ist  g  eingliedrig,   so  kann  es  nach  S.  86—88  in  zwei  nichthomo- 
genen Veränderlichen  j,  t)  geschrieben,  eine  der  beiden  Formen: 

jcp  +  ctiq;  p  +  t)q 
erhalten,  wo  der  Parameter  c  keinen  der  Werthe:  0,  +1,  +2,  +^ 
annehmen  darf,  denn  sonst  Hesse  g  nur  gerade  Linien  oder  Kegel- 
schnitte invariant  und  wäre  durch  keine  seiner  invarianten  Curven 
definirt.  Demnach  kann  jede  fünfgliedrige  projective  Gruppe  G  des 
Raumes,  die  eine  ebene  krumme  Curve  invariant  lässt  und  durch  diesen 
Umstand  definirt  ist,  auf  eine  der  beiden  Formen: 

p,  q,  r,  xp  +  yq  +  0r,  xp  +  cyq 

(0^:0,     ±1,4-2,+^) 

und: 

p,  q,  r,  xp  +  yq  +  zr ,  zp  +  yq 

gebracht  werden  (vgl.  S.  110  f.). 

In  beiden  Fällen  lässt  G  oo^  verschiedene  Curven  der  unendlich 
fernen  Ebene  invariant,  unter  denen  es  entweder  drei  oder  zwei  gerade 
Linien,  dagegen  keinen  Kegelschnitt  giebt;  durch  jede  der  bei  G  in- 
varianten krummen  Curven  ist  die  Gruppe  vollständig  definirt. 

Uebrig  bleibt  der  Fall,  dass  g  dreigliedrig  ist  und  also  aus  allen 
projectiven  Transformationen  der  Ebene  besteht,  die  einen  nicht  aus- 
gearteten Kegeschnitt  invariant  lassen.  Wählen  wir  diesen  Kegel- 
schnitt so,  dass  er  in  homogenen  Coordinaten  die  Gleichung: 

^'  +  2/'  +  '2'  =  0 
erhält,  so  bekommt  G  die  Form: 

p,  q,  r,  xp  +  yq  +  zr,   xq  —  yp,  yr  —  zq,  0p  —  xr. 

Es  ist  das  die  siebongliedrige  Gruppe  •  aller  projectiven  Transforma- 
tionen des  Raumes,  die  den  Kugelkreis  invariant  lassen,  mit  andern 
Worten:  die  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegungen  und  Aehnlich- 
keitstransformationen. 

Die  eben  gefundene  Gruppe  ist  die  einzige  projective  Gruppe  des 
Raumes,  die  dadurch  definirt  ist,  dass  sie  eine  isolirte  ebene  krumme 
Curve  invariant  lässt. 

Wir  kommen  zu  den  gewundenen  Curven,  die  infinitesimale  pro- 
jective Transformationen  gestatten. 

Hätten  wir  die  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  des 
Raumes  bereits  auf  verschiedene  Typen  zurückgeführt,  wie  seinerzeit 
die  der  Ebene  (s.  S.  85),  so  würde  es  sehr  leicht  sein,  überhaupt  alle 


Curven  n.  Flächen  des  gewöhnl.  Raumes,  die  projective  Gruppen  gestatten.     183 

gewundenen  Curven  anzugeben,  die  mindestens  eine  infinitesimale  pro- 
jective Transformation  gestatten;  wir  brauchten  dann  nur  unter  den 
betrefifenden  Typen  alle  die  aufzusuchen,  die  gewundene  Ourven  in- 
variant lassen,  und  hätten  die  betreffenden  Curven  zu  bestimmen. 
Hier  wollen  wir  uns  aber  damit  begnügen,  alle  gewundenen  Curven 
zu  bestimmen,  die  mindestens  zwei  unabhängige  infinitesimale  projec- 
tive Transformationen  gestatten,  das  können  wir  nämlich  durchführen, 
ohne  erst  jene  verschiedenen  Typen  aufzustellen. 

Es  ist  von  vornherein  klar,  dass  eine  infinitesimale  projective 
Transformation  des  Raumes,  die  eine  gewundene  Curve  invariant  lässt, 
niemals  alle  Punkte  dieser  Curve  stehen  lassen  kann,  denn  bleiben 
alle  Punkte  einer  gewundenen  Curve  in  Ruhe,  so  giebt  es  sicher  fünf 
feste  Punkte,  von  denen  niemals  je  vier  in  einer  Ebene  liegen,  dieser 
Fall  tritt  aber  bei  keiner  andern  projectiven  Transformation  des  Rau- 
mes ein,  als  bei  der  identischen.  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  jede 
m-gliedrige  projective  Gruppe,  die  eine  gewundene  Curve  invariant 
lässt,  auch  die  Punkte  der  Curve  m-gliedrig  transformirt;  da  aber 
diese  Punkte  eine  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden,  so  folgt 
nach  Theorem  1,  S.  6  weiter,  dass  m  höchstens  gleich  drei  sein  kann 
und  dass  die  betreffende  Gruppe  niemals  zwei  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  enthält,  die  vertauschbar  sind.  Jede  gewundene 
Curve  von  der  verlangten  Beschaffenheit  gestattet  mithin  sicher  zwei 
unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  X^f  und  X^fy 
die  eine  zweigliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung: 

{X,X,)^X,f 

erzeugen.  Diese  Gruppe:  XJ,  X^f  lässt  dann  (s.  Abschn.  I,  S.  589, 
Satz  4)  mindestens  einen  Punkt  TT,  eine  hindurchgehende  Gerade  V 
und  eine  durch  beide  gehende  Ebene  E  invariant. 

Es  sei  ferner  TT'  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  auf  unsrer  in- 
varianten Curve,  das  heisst  ein  solcher,  der  bei  der  Gruppe  X^f,  X^f 
nicht  invariant  bleibt,  und  in  dessen  Umgebung  sich  die  Gleichungen 
der  Curve  in  der  Form  darstellen  lassen,  dass  zwei  von  den  Veränder- 
lichen X,  2/?  ^  durch  die  dritte  vermittelst  gewöhnlicher  Potenzreihen 
ausgedrückt  werden.  Unter  dieser  Voraussetzung  enthält  die  Gruppe 
X^f,  X^f  sicher  eine,  aber  auch  nur  eine  infinitesimale  Transformation: 
c^XJ+c^XJy  die  den  Punkt  n'  in  Ruhe  lässt. 

Die  eben  definirte  Transformation:  c^X^f -\- c^X^f  Yis^i  natürlich 
mit  TT'  auch  die  zugehörige  Tangente  f  und  die  zugehörige  Schmie- 
gungsebene  E'  unsrer  Curve  invariant,  ausserdem  aber  lässt  sie  von 
vornherein  den  Punkt  TT,   die   Gerade   V  und   die  Ebene   E   in  Ruhe. 
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Hieraus   folgt,   wie   wir   zeigen  werden,  dass   bei   c^  X^ /*  +  Cg  Xg Z'  ein 
nicht  ausgeartetes  Tetraeder  seine  Lage  behält. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  fällt  der  Punkt 
TT'  sicher  nicht  mit  TT  zusammen,  ausserdem  liegt  er  als  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  einer  gewundenen  Curve  sicher  nicht  auf  der  Ebene 
E;  ferner  können  die  Tangenten  einer  gewundenen  Curve  niemals 
eine  feste  Gerade  schneiden,  also  trifft  die  Tangente  V  der  Curve 
sicher  die  Gerade  f  nicht;  endlich  können  die  Schmiegungsebenen 
einer  gewundenen  Curve  nicht  alle  durch  einen  Punkt  gehen,  also 
geht  die  Ebene  E'  sicher  nicht  durch  den  Punkt  TT.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass  wirklich  die  Ebenen  E  und  E'  zusammen  mit  den  beiden 
Ebenen,  die  durch  TT  und  f  und  durch  TT'  und  f  bestimmt  sind,  ein 
nicht  ausgeartetes  Tetraeder  bilden,  das  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation CiXJ-\-  c^X^f  invariant  bleibt. 

Wir  wählen  das  eben  gefundene  Tetraeder  zum  Coordinaten- 
tetraeder  und  zwar  so,  dass  TT'  die  Coordinaten  x  =  y  =  z  =  0  erhält, 
dass  die  Gleichungen  der  Tangente  f  und  der  Schmiegungsebene  E' 
bezüglich:  y  =  s^=0  und  z  =  0  werden,  während  E  mit  der  unendlich 
fernen  Ebene  zusammenfällt  und  V  und  TT  auf  E  durch  die  Ebene 
x  =  0  und  durch  die  Gerade  o?  =  «/  =  0  ausgeschnitten  werden. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  erscheinen  zunächst  die  Gleichungen 
unsrer  Curve  in  der  Form: 

y  =  a^x^  +  a^oc^  -\ 


^^^  U  =  h^x^  +  \x^  + 

wo  die  rechten  Seiten  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  sind  und  wo 
die  Constanten  a^  und  h^  sicher  nicht  verschwinden,  denn  x  =  y  =  0  =  O 
sollte  ja  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  auf  der  Curve  sein.  Ferner 
erhält  die  infinitesimale  Transformation:  c^X^f  +  a^X^f,  weil  sie  das 
Coordinatentetraeder  invariant  lassen  muss,  die  Form: 
c,XJ+c,X,f=  axp  +  ßyq  +  yzr, 

wo   keine    der    Constanten    cc,  ß,  y   und    auch   keine    der    Differenzen 
a  ~  ßj   a  —  y,   ß  —  Y   verschwinden  darf,  denn  sonst  Hesse 

c,X,f+c,X,f 
gar  keine  gewundenen,  sondern  nur  ebene  Curven  invariant. 

Wir  haben  jetzt  noch  zu  berücksichtigen,  dass  unsre  Curve  (1) 
die  infinitesimale  Transformation:  c^XJ  +  CgXg/"  gestatten  soll.  Diese 
Forderung  kommt  analytisch  darauf  hinaus,  dass  die  beiden  Gleichungen: 

ßy  =  2a^ax^ +  'da^ciX^  +  ■  ' ' 
yz  =  3&3«ä;*  +  4:\ax^  +  '  " 
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vermöge  (1)  bestehen  müssen^  da  aber  «g  ^^^  ^3  beide  von  Null  ver- 
schieden sind,  so  ist  das  nur  möglich,  wenn  ß  =  2a  und  ^  ==  3a  ist 
und  wenn  ausserdem  die  Gleichungen  (1)  die  einfache  Form: 

(2)  y  =  ö^2^%  ^  =  h^^ 

besitzen.     Hier  dürfen   wir  endlich   a^  und  63  ohne  Weiteres   gleich  1 

setzen,  denn  bei  der  projectiven  Transformation: 


^1  =  ^,    2/1  =-2/;     ^i=&;^ 
bleibt  unser  Coordinatentetraeder  invariant,  während  die  Gleichungen 

(2)  die  Form: 

2/1  =  0^1%     ^1  =  ^1' 
erhalten.  ^ 

Giebt  es  also  überhaupt  eine  gewundene  Curve,  die  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  projective  Transformationen  des  Raumes  gestattet, 
so  ist  sie  nothwendig  eine  rationale  Raumcurve  dritter  Ordnung,  deren 
Gleichungen  durch  eine  geeignete  projective  Transformation  xlie  Gestalt: 

(3)  y  =.x^j    ä  =  X^ 

erhalten  können    (vgl.  Klein  und  Lie,  Comptes  Rendus  1870). 

Wir  kennen  bereits  eine  infinitesimale  projective  Transformation, 
bei  der  die  Curve  (3)  invariant  bleibt,  nämlich:  xp  +  2yci  +  ?>sr\  wir 
müssen  nunmehr  noch  untersuchen,  was  für  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  dieser  Beschaffenheit  ausserdem  vorhanden  sind. 

Die  Bestimmung  dieser  infinitesimalen  Transformationen  könnte 
man  ähnlich  durchführen  wie  auf  S.  87  die  Bestimmung  aller  infini- 
tesimalen projectiven  Transformationen  der  Ebene,  bei  denen  die  Curve: 
y  =  x'^  invariant  bleibt,  man  müsste  dann  die  allgemeine  infinitesi- 
male projective  Transformation: 

»ii>  +  «22  +  «^8^  +  «4^i>  H h  0^15  ip^^'P  +  y^9.  +  ^^^) 

des  Raumes  x,  y^z  aufschreiben  und  die  Coefficienten  a^  .  .  .  a^^  in  all- 
gemeinster Weise  so  bestimmen,  dass  die  Gleichung  (3)  invariant 
bleibt.     Bequemer  ist  jedoch  das  folgende  Verfahren: 

Soll  die  Curve  (3)  bei  der  infinitesimalen  projectiven  Transfor- 
mation : 

xf^U^.y, z) li  +  n(^,y.^)l^  +  U^^  2/,  ^)  ä( 

invariant  bleiben,  so  muss  es  eine  Function  g){u)  von  solcher  Be- 
schafi'enheit  geben,  dass  das  Gleichungensystem: 

(3')  x  =  u,  y  =  w^  z  =  n^ 

in  den  vier  Veränderlichen  x,  y,  0^  u  die  infinitesimale  Transformation: 
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gestattet;  diese  Bedingung  ist  nothwendig,  aber  offenbar  auch  hin- 
reichend. Die  Function  a(u)^  die  zu  jeder  einzelnen  infinitesimalen 
Transformation  Xf  von  der  betreffenden  Beschaffenheit  gehört,  ist  da- 
durch bestimmt,  dass  die  Gleichungen: 

^(x, «/,  0)  =  (o(u),  ri(x,  y,  z)  =  2wo(w),  l{x,  y,  z)  ==  ^u^(o{u) 

bei  der  Substitution  (3')  zu  Identitäten  werden  müssen;  da  nun  |,  t^,  J 
ganze  Functionen  von  x,  y,  z  sind,  so  ist  g}{u)  nothwendig  eine  ganze 
Function  von  w,  für  Xf  =  xp  +  2yq  +  ozr  findet  man  insbesondere: 
(o(u)  ==  u. 

Versuchen  wir  jetzt,  ob  (o(u)  nicht  auch  die  beiden  Werthe  1  und 
u^  erhalten  kann. 

SoH  (d(u)  =  1  sein,  so  müssen  die  Gleichungen: 

^{x,y,z)=l,   7i(x,y,z)  =  2u,    i{x,y,z)  =  3u^ 

bei  der  Substitution  (3')  zu  Identitäten  werden,  es  ist  also:  S  =  1, 
rj  =  2x  und  5=3«/;  da  nämlich  Xf  eine  infinitesimale  projective 
Transformation  ist,  so  kann  f  kein  Glied  mit  x^  enthalten.  Wirklich 
lässt  auch  die  infinitesimale  projective  Transformation:  p-\-2xq-\-3yr 
die  Curve  (3)  invariant. 

Soll  (X)(u)  =  u^  sein,  so  müssen  die  Gleichungen: 

K^»2/;^)  =  <   ^(^,2/;^)  =  2w^   i{x,y,z)  =  3u^ 
vermöge  (3')  zu  Identitäten  werden,  berücksichtigt  man  überdies,  dass 
Xf  eine  infinitesimale  projective  Transformation  sein  soll,  so  erkennt 
man,  dass: 

^{x,y,z)  =  ax^  +  hy,   r}{x,y,  z)  =  axy  +  cz,    i,(x,y,  z)  =  axz 

ist,  wo  ttybjC  den  Bedingungen:  a-\-h=l,  a-\-c  =  2,  a  =  3  genügen 
müssen.  Hieraus  ergiebt  sich:  6=  — 2,  c=  — 1  und  wirklich  bleibt 
die  Curve  (3)  bei  der  infinitesimalen  projectiven  Transformation: 

3a;  {xp  +  2/2'  +  j^O  ~~  '^VP  —  ^^ 
invariant. 

Wir    haben    hiermit    drei    unabhängige    infinitesimale    projective 

Transformationen  gefunden,    bei  denen  die  Curve  (3)  invariant  bleibt, 

es  sind  die  nachstehenden: 

XJ=  p  +2xq  +  3yr 
(4)  \x,f=xp  +  2yq  +  3zr 

XJ=  3(x^p  +  xyq  +  xzr)  —  2yp  —  zq. 

Da  überdies  nach  S.  183  eine  gewundene  Curve  des  Raumes  Xj  y,  z 
sicher  nicht  mehr  als  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen gestattet,   so  leuchtet  ein,  dass  X^f^  X^f,  X^f  eine  drei- 
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gliedrige  Gruppe  erzeugen,  die  grösste  projective  Gruppe,  bei  der  die 
Curve  (3)  invariant  bleibt.     Es  gilt  also  der 

Satz  1.  Gestattet  eine  gewundene  Curve  des  Baumes  x,  y,  z  8wei 
unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  dieses  Baumes ,  so 
gestattet  sie  deren  gerade  drei  unabhängige  und  ist  eine  rationale  gewun- 
dene Curve  dritter  Ordnung. 

Die  Betrachtungen  der  SS.  183  bis  186  lassen  sich  auf  den  Raum  von 
n  Dimensionen  übertragen;  da  diese  Uebertragung  nicht  die  geringste 
Schwierigkeit  hat,  theilen  wir  gleich  jetzt  ihr  Ergebniss  mit,  um  nicht 
später  darauf  zurückkommen  zu  müssen.     Das  Ergebniss  lautet: 

Satz  2.  Gestattet  eine  möglichst  gelcrümmte  Curve  des  n-fach  ausgedehn- 
ten Baumes  Bn  swei  unabhängige  infinitesimale  projective  Trams formationen 
dieses  Baumes,  so  gestattet  sie  deren  gerade  drei  unabhängige  und  ist  eine 
möglichst  gekrümmte  rationale  Curve  n^^^  Ordnung. 

Unter  einer  möglichst  gekrümmten  Curve  des  i?„  verstehen  wir  hier- 
bei eine  Curve,  die  in  keinem  ebenen  (n-  —  l)fach  ausgedehnten  Räume  liegt. 

Denkt  man  sich  das  Coordinatensystem  so  gewählt,  dass  die  rationale 
Curve  w*®^  Ordnung  durch  die  Gleichungen: 

dargestellt  wird,  so  gestattet  die  Curve  die  drei  unabhängigen  infinitesi- 
malen projectiven  Transformationen: 

p^  +  2ifiP2  +  3rr2i?3  +  •  •  •  +  nXn-lPn 

x^p^  +  2X.2P2  +  3a;3i?3  +  •  •  •  +  nXnPn 

(n  —  1)  X^p^  +  {n  —   2)  X^p^  + h  XnPn-l—  nX^  {x^p^  -[_...-[_  Xnpn)  , 

diese  erzeugen  natürlich  eine  dreigliedrige  Gruppe,  die  grösste  projective 
Gruppe  des  Raumes  x^  .  .  .  Xn^  bei  der  die  betreffende  Curve  invariant 
bleibt. 

Wir  wollen  jetzt  die  Gruppe  (4)  etwas  näher  untersuchen  und 
zwar  wollen  wir  erstens  alle  bei  ihr  invarianten  Punktfiguren  bestim- 
men, zweitens   aber   die  in   ihr  enthaltenen  Untergruppen   betrachten. 

Um  das  Unendlichferne  gleich  mitzunehmen,  schreiben  wir  zunächst 
unsre  Gruppe  (4)  in  vier  homogenen  Veränderlichen  (s.  Abschn.  I, 
S.  579).     Die  Gruppe  lautet  dann  folgen dermassen: 

(5)  —  2X2/"=    x^p^  —    X2P2  —  ^x^ps  +  dx^p^ 

—  X/=  2^2Pi  +       XsP2  +  ^^iP^] 

alle  bei  ihr  invarianten  Punktfiguren  werden  nunmehr  durch  solche 
Gleichungensysteme  in  x^  .  .  .  x^^  dargestellt,  welche  die  drei  infinitesi- 
malen Transformationen  XJ,  XJ,  X^f  und  ausserdem  noch  die  vierte: 

^/=  ^iPi   +  ^2P2   +  ^3P3  +  ^iPi 
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gestatten.  Wir  brauchen  also  blos  nach  den  Regeln  von  Abschn.  I, 
Kap.  14  alle  bei  der  viergliedrigen  Gruppe  X^f . . ,  XJ  invarianten 
Gleichungensysteme  zu  bestimmen. 

Eine    invariante    Gleichung    erhalten    wir    durch    Nullsetzen    der 
Determinante  von  X^f  .  .     XJ'j  nämlich: 

00  A         ^  CCt 


(6)  J  = 


'1 


^  OCq 


OCa 


O  OCc) 

0 

SiCg 

3^:4 

0 

3^, 

^8 

^4 

=  0. 


Diese  Gleichung  stellt  eine  invariante  Fläche  vierter  Ordnung  dar, 
offenbar  die  Abwickelbare  unsrer  Curve  dritter  Ordnung  (3);  da  über- 
dies vermöge  z/  =  0  nicht  alle  dreireihigen  Unterdeterminanten  von 
z/  verschwinden,  so  ist  klar,  dass  die  Punkte  dieser  Abwickelbaren  bei 
unsrer  Gruppe  transitiv  transformirt  werden. 

Die  16  dreireihigen  Unterdeterminanten  von  z/  können  nur  dann 
sämmtlich  verschwinden,  wenn  entweder  x^  .  .  ,  x^  alle  null  sind,  was 
keine  geometrische  Bedeutung  hat,  oder  wenn  die  Gleichungen: 

(7)  x^x^^  —  x^  ==  0,  x^x^  —  x^Xj^  =  0,  x^  —  x^Xq  =  0 
bestehen.  Das  ist  ein  invariantes  Gleich ungensystem ,  das  unsre  in- 
variante Curve  dritter  Ordnung  (3)  als  den  Schnitt  dreier  Flächen 
zweiten  Grades  darstellt.  Es  ist  hiermit  bewiesen,  dass  unsre  Gruppe 
ausser  der  Curve  dritter  Ordnung  keine  andre  Curve  des  Raumes  in- 
variant lässt,  dass  also  die  invariante  Curve  dritter  Ordnung  isolirt  ist. 

Die  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  z/  verschwinden  nur  für: 
oOi  =  X2  =  x^  =  x^^  ==  0  sämmtlich ,  also  lässt  unsre  Gruppe  sicher 
keinen  Punkt  des  Raumes  stehen. 

Damit  sind  alle  Punktfiguren  gefunden,  die  bei  unsrer  Gruppe  (4) 
invariant  bleiben;  wir  können  uns  also  zur  Besprechung  der  Unter- 
gruppen dieser  Gruppe  wenden. 

Es  ist  an  und  für  sich  klar,  dass  die  Gruppe  (4)  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
gleichzusammengesetzt  ist;  in  der  That  wird  auch  die  Zusammen- 
setzung der  Gruppe  (4)  durch  die  Relationen: 

(8)  {X,X,)  =  X,f,  {X,X,)  =  2XJ,  (X,X,)^X,f 
bestimmt.  Aus  Kap.  2,  S.  17  folgt  daher,  dass  es  in  unsrer  Gruppe 
nur  einen  Typus  von  zweigliedrigen  und  nur  zwei  Typen  von  ein- 
gliedrigen Untergruppen  giebt  und  dass  wir  als  Repräsentanten  dieser 
Typen  der  Reihe  nach  die  Untergruppen:  X^f,  X^f]  X^f  und  X^f 
wählen  können. 


^4 

2x, 

3^2 

0 

% 

—  ^2 

0^3 

3^, 

X, 

^2 

^3 

^4 
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Die  zweigliedrige  und  daher  intransitive  Gruppe:  X^f,  X^f  lässt 
eine  Schaar  von  oo^  Flächen  invariant,  die  durch  Integration  des  drei- 
gliedrigen vollständigen  Systems: 

XJ=0,  XJ=Q,   XJ=0 

in  den  Veränderlichen  x^  .  .  .  x^^  gefunden  wird.     Die  Gleichung  dieser 
Flächenschaar  lautet: 

(9)  a (x^x^^  —  3X1X2X4^-}-  2xj^y  +  ^ (^2^4  —  ^i^y  =  ö . 

Um  die  übrigen  invarianten  Punktfiguren  zu  finden,  die  zu  der  Gruppe 
gehören,  schreiben  wir  uns  die  Matrix: 


(10) 


auf  und  setzen  erstens  ihre  dreireihigen,  zweitens  ihre  zweireihigen 
Determinanten  alle  gleich  Null.  Die  zweireihigeli  liefern  nur  den  in- 
varianten Punkt:  ii?i  =  0^2  =  ^4  =  0,  die  dreireihigen  liefern  ausser  der 
Curve  dritter  Ordnung  selbst,  noch  ihre  Tangente:  x^  =  x^  =  0  im 
Punkte:  Xi  =  X2  =  x^^=0  und  endlich  in  der  Schmiegungsebene  ^^4  =  0 
dieses  Punktes  den  invarianten  Kegelschnitt: 

(11)  ^^4=0,   3x2^  —  Ax^x^  =  0. 

Da  für  die  invariante  Ebene:  a?4==0  nicht  alle  dreireihigen  Deter- 
minanten der  Matrix  (10)  verschwinden,  so  muss  diese  Ebeile  in  der 
Flächenschaar  (9)  enthalten  sein.  Das  ist  in  der  That  der  Fall  und 
zwar  für  b  =4«,  dann  sondert  sich  nämlich  auf  der  linken  Seite  von 

(9)  der  Factor  x^^  ab  und  wenn  der  weggelassen  wird,  bleibt  eine 
Gleichung  vierter  Ordnung  übrig,  die  augenscheinlich  die  Abwickelbare 
(6)  unsrer  Curve  dritter  Ordnung  darstellt.  Mit  dieser  Abwickelbaren 
hat  die  Ebene  ^^4=0  die  doppeltzählende  Gerade:  Xi=X4^  =  0  und 
den  Kegelschnitt  (11)  gemein,    mit  den  übrigen   Flächen   der  Schaar 

(10)  hat  die  Ebene  x^'=  0  dagegen  blos  die  sechsfach  zählende  Ge- 
rade: 0^1  =  a?4  =  0  gemein,  sonst  nichts.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  in  der 
Schaar  (10)  keine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  enthalten 
ist,  während  allerdings  der  Fall  a  =  0  den  dreifach  zählenden  Kegel 
zweiten  Grades:  ä;2^4  —  ^1^  =  0  liefert. 

Wir  haben  hiermit  das  nicht  unwichtige  Ergebniss  gewonnen, 
dass  es  keine  zweigliedrige  projective  Gruppe  giebt,  bei  der  eine  nicht 
ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  und  eine  gewundene  Curve  dritter 
Ordnung  gleichzeitig  ihre  Lage  behalten.  Ebensowenig  giebt  es  eine 
zweigliedrige  projective  Gruppe,  die  zwei  verschiedene  gewundene  Curven 
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dritter  Ordnung  oder  die  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  sie 
nicht  berührende  Gerade  in  Ruhe  lässt. 

Von  eingliedrigen  Untergruppen  giebt  es,  wie  gesagt,  in  unsrer 
Gruppe  (4)  zwei  Typen,  deren  einer  durch  X^f^  deren  zweiter  durch 
Xj/"  repräsentirt  wird. 

Die  Bahncurven  von  X^f  findet  man  durch  Integration  des  zwei- 
gliedrigen vollständigen  Systems:  X^f^Oj  X^f==0  in  x^  .  .  .  x^.  Sie 
werden  durch  die  Gleichungen: 


(12) 

^     ^  [  Xvx^x^  —  ^QX.^X^  =  0 

mit  den  zwei  Paaren  homogener  Parameter  A,  ^i  und  v,  q   dargestellt 

und  sind  im  Allgemeinen  Curven  dritter  Ordnung,   die  von  der  Curve 

(3)  in  den  beiden  Punkten   x^=x^  =  x^  =  0  und  x^=x^  =  x^  =  0 

osculirt  werden. 

Für  die  Bahncurven  von  X^f  ergeben  sich  in  derselben  Weise  die 

Gleichungen : 

ic{x^x^  —  x^^)    =  ax^ 
c{x^X4^  —  x^x^  =  2ax^x^  +  Ix^ 
c{x^  —  x^x^     =  a{x^x^  —  2x^)  —  hx^x^ 
mit  den  drei  homogenen  Parametern  a,  6,  c.     Auch  diese  Bahncurven 
sind  Curven   dritter  Ordnung;   sie   werden   von   der  Curve  (3)  in  dem 
Punkte  a?!  =  a?2  =  a;^  =  0  osculirt. 

Wir  schliessen  hiermit  die  Untersuchungen  über  die  Curven  des 
Raumes,  die  projective  Transformationen  gestatten,  unfl  sprechen  nur 
noch  den  nachstehenden  Satz  aus,  der  aus  den  gewonnenen  Ergeb- 
nissen folgt: 

Satz  3.  Ist  eine  projective  Gruppe  des  Baumes  dadurch  definirt, 
dass  sie  eine  isolirte  Curve  invariant  lässt ^  so  besteht  sie  entweder  aus 
den  oo^^  CoUineationen j  die  eine  Gerade^  oder  aus  den  oo^,  die  einen 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  oder  aus  den  oo^,  die  eine  gewundene  Curve 
dritter  Ordnung  invariant  lassen, 

§  47. 
Wir  fragen  jetzt  nach  den  projectiven  Gruppen,  die  dadurch 
definirt  sind,  dass  sie  eine  Fläche  invariant  lassen;  in  der  Hauptsache 
beschränken  wir  uns  auf  Gruppen,  die  mindestens  drei  Parameter  ent- 
halten,  in  einem  besonderen  Paragraphen  werden  wir  dann  noch  andeuten, 
wie  man  alle  krummen  Flächen  finden  kann,  die  gerade  zwei  und  nicht 
mehr  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatten. 
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Jede  Ebene  des  Raumes  bleibt  bei  einer  zwölfgliedrigen  projec- 
tiven  Gruppe  invariant^  die  durch  die  betreffende  Ebene  vollständig 
bestimmt  ist. 

Sehr  einfach  lässt  sich  auch  der  Fall  einer  krummen  abwickel- 
baren Fläche  erledigen.  Führen  wir  nämlich  auf  die  projective  Gruppe, 
bei  der  eine  solche  Fläche  invariant  bleibt,  eine  dualistische  Transfor- 
mation aus,  so  erhalten  wir  eine  projective  Gruppe,  die  eine  krumme 
Curve  invariant  lässt;  wir  kommen  somit  auf  eine  im  vorigen  Para- 
graphen erledigte  Aufgabe  zurück. 

Ist  die  abwickelbare  Fläche  kein  Kegel,  so  geht  sie  bei  der  dua- 
listischen Transformation  in  eine  gewundene  Curve  über;  gestattet 
daher  die  Fläche  zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transfor- 
mationen, so  gestattet  sie  deren  gerade  drei  unabhängige  und  ist  von 
der  dritten  Klasse,  das  heisst,  sie  ist  die  Abwickelbare  einer  Raum- 
curve  dritter  Ordnung.  Die  Gruppe,  die  durch  eine  solche  Fläche 
definirt  wird,  ist  demnach  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
mit  der  Gruppe  (4)  auf  S.  186  gleichberechtigt,  und  die  Gleichung  der 
Fläche  kann  durch  eine  projective  Transformation  auf  die  Form  (6), 
S.  188  gebracht  werden. 

Ist  dagegen  die  invariante  Fläche  ein  Kegel,  so  sind  mehrere 
Fälle  zu  unterscheiden,  die  wir  an  der  Hand  des  in  §  46  Gesagten 
leicht  überblicken  können. 

Jede  der  hierhergehörigen  Gruppen  enthält  eine  viergliedrige  in- 
variante Untergruppe,  die  alle  Geraden  durch  die  Kegelspitze  stehen 
lässt.  Wird  als  Kegelspitze  der  unendlich  ferne  Träger  des  Geraden- 
bündels: X  =  const.,  y  ==  const.  gewählt,  so  erscheint  diese  vierglied- 
rige Gruppe  in  der  Gestalt: 
(14)  r,  XTj  yr,  zr\ 

der  Kegel  selbst  wird  ein  Cylinder  und  seine  Gleichung  von  z  frei. 

Die  Gruppe  (14)  lässt  jeden  Cylinder:  0(x,  y)  =  0  invariant.  Soll 
der  Cylinder  eine  projective  Gruppe  mit  mehr  als  vier  Parametern 
gestatten,  so  sind  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  nämlich  werden  seine 
Erzeugenden  eingliedrig  oder  sie  werden  dreigliedrig  transformirt. 

Im  ersten  Falle  ist  der  Cylinder  nicht  vom  zweiten  Grade,  und 
eine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe,  bei  der  seine  Erzeugen- 
den wirklich  transformirt  werden,  kann  eine  der  beiden  Formen: 

xp  +  cyq  (c  +  0,  +1,  i,  2);  p  +  yq 
erhalten.     Wir  gelangen  somit  zu  den  beiden  fünfgliedrigen  Gruppen: 
k,  ä^r,  yr,  zr,  xp  +  cyq   (c  4=  0,  +1,  J,  2) 
[r,  xr,  yr,  zr,  p  +  yq] 
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jede  dieser  beiden  Gruppen  lässt  oo^  verschiedene  Cylinder  invariant 
und  ist  durch  jeden  der  betreibenden  Cylinder,  der  nicht  in  eine  Ebene 
ausartet,  vollständig  definirt. 

Uebrig  bleibt  noch  der  Fall  eines  Cylinders  zweiten  Grades.  Ist 
y  —  ^^2  ^  Q  ^Iq  Gleichung  dieses  Cylinders,  so  lautet  die  durch  ihn 
definirte  Gruppe: 

r,  xr,  yr^  zr^  p  +  xq,  xp  +  2yq,  x^p  +  xyq  +  xzr  —  yp. 

Wir  haben  also  den 

Satz  4.  Ist  eine  projective  Gruppe  des  Raumes  dadurch  defmirt, 
dass  sie  eine  isolirte  ahwicMhare  Fläche  invariant  lässt,  so  besteht  sie  ent- 
weder aus  den  oo^^  Collineationen,  die  eine  Ehene,  oder  aus  den  c»"^,  die 
einen  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  ^  oder  endlich  aus  den  cx>^, 
welche  die  AhwicMhare  einer  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung  in  sich 
üherführen. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  nicht  ahwicMharen  Flächen ,  die  r  ^  3 
unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatten. 

Zunächst  sei  r>3;  dann  gestattet  jede  Haupttangentencurve  der 
Fläche  mindestens  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen. Für  jede  der  beiden  Schaaren  von  Haupttangentencurven 
auf  der  Fläche  giebt  es  daher  nur  zwei  Möglichkeiten:  entweder  be- 
steht die  Schaar  aus  gewundenen  Curven  dritter  Ordnung  oder  aus 
geraden  Linien,  denn  eine  Schaar  von  ebenen  krummen  Haupttangen- 
tencurven kann  bei  einer  nicht  abwickelbaren  Fläche  nicht  auftreten. 
Beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven  können  nicht  Curven  dritter 
Ordnung  sein,  denn  es  gingen  dann  durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  auf  der  Fläche  zwei  derartige  Curven,  die  bei  einer  projectiven 
Gruppe  mit  mindestens  zwei  Parametern  invariant  blieben;  das  aber 
ist  nach  S.  189  f.  unmöglich.  Ebensowenig  kann  die  eine  Schaar  von 
Haupttangentencurven  aus  Geraden  und  die  andre  aus  Curven  dritter 
Ordnung  bestehen ,  denn  es  ginge  dann  durch  jeden  Punkt  von  allge- 
meiner Lage  auf  der  Fläche  eine  Curve  dritter  Ordnung  und  eine  sie 
nicht  berührende  Gerade  und  der  Inbegriff  beider  müsste  mindestens 
zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatten, 
was  nach  S.  189  f.  ebenfalls  ausgeschlossen  ist.  Demnach  bestehen  beide 
Schaaren  von  Haupttangentencurven  aus  Geraden  und  die  Fläche  ist 
vom  zweiten  Grade.  Da  es  cxd^  verschiedene  nicht  ausgeartete  Flächen 
zweiten  Grades  giebt,  so  gilt  der 

Satz  5.  Die  nicht  ausgeartete  Fläche  meiten  Grades  ist  die  einzige 
nicht  ahwicMhare  Fläche  des  Baumes,  die  mehr  als  drei  unabhängige  in- 
finitesimale projective  Transformationen  mlässt;  sie  gestattet  deren  gerade 
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sechs  unabhängige,  die  eine  sechsgliedrige  projective  Gruppe  ermigen,  und 
diese  Gruppe  ist  durch  die  betreffende  Fläche  vollständig  definirt. 
Wir  werden  diese  Gruppe  später  ausführlich  besprechen. 
Es  sei  zweitens  r  gerade  =  3;  unsre  Aufgabe  ist  also  jetzt,  alle 
nicht  abwickelbaren  Flächen  zu  finden,  die  gerade  drei  und  nicht  mehr 
unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen  gestatten.  Wir 
sind  dabei  von  vornherein  sicher,  dass  die  gesuchten  Flächen  nicht 
vom  zweiten  Grade  sein  können. 

Sind  X^f,  X^fj  X^f  drei  unabhängige  infinitesimale  projective 
Transformationen,  bei  denen  eine  Fläche  von  der  verlangten  Beschaö'en- 
heit  invariant  bleibt,  so  gestattet  jede  Haupttangentencurve  der  Fläche 
mindestens  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  von 
^ify  ^^fj  X^f  erzeugten  dreigliedrigen  Gruppe.  Hieraus  folgt  wie 
oben,  dass  jede  der  beiden  Schaaren  von  Haupttangentencurven  auf 
unsrer  Fläche  nur  aus  Geraden  oder  aus  gewundenen  Curven  dritter 
Ordnung  bestehen  kann. 

Beständen  beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven  aus  Curven 
dritter  Ordnung,  so  gehörte  zu  jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage 
auf  der  Fläche  mindestens  eine  eingliedrige  Gruppe: 

c,XJ-{-c,XJ+c,X,f, 
bei  der  der  betrefiende  Punkt  und  zugleich  die  beiden  hindurchgehen- 
den Haupttangentencurven  invariant  blieben.  Auf  S.  190  aber'^sahen 
wir,  dass  zwei  gewundene  Curven  dritter  Ordnung,  die  bei  ein  und 
derselben  infinitesimalen  projectiven  Transformation  invariant  bleiben, 
zwei  oder  wenigstens  einen  Punkt  und  zugleich  die  dazugehörigen 
Tangenten  gemein  haben.  Demnach  würden  sich  in  jedem  Punkte  von 
allgemeiner  Lage  auf  unsrer  Fläche  die  beiden  zugehörigen  Haupt- 
tangentencurven berühren,  die  Fläche  wäre  also  abwickelbar,  was  aus- 
geschlossen ist. 

Beständen  andrerseits  beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven 
aus  geraden  Linien,  so  wäre  die  Fläche  vom  zweiten  Grade,  was  auch 
nicht  sein  darf,  also  bleibt  nur  noch  der  Fall  zu  behandeln,  dass  die 
eine  Schaar  der  Haupttangentencurven  von  Geraden,  die  andere  von 
Curven  dritter  Ordnung  gebildet  wird.  Wir  werden  sehen,  dass  diesem 
Fall  wirklich  eine  Fläche  von  der  verlangten  Beschafi'enheit  entspricht. 
Die  gesuchte  dreigliedrige  Gruppe:  XJ,  X^f,  XJ  enthält  ofi'en- 
bar  eine  zweigliedrige  Untergruppe,  bei  der  eine  gewundene  Curve 
dritter  Ordnung  invariant  bleibt;  wir  wollen  annehmen,  dass  XJ',  X^f 
eine  solche  Untergruppe  ist.  Nun  giebt  es  in  der  projectiven  Gruppe 
einer  Curve  dritter  Ordnung  nur  oo^  zweigliedrige  Untergruppen,  die 
alle  mit  einander  gleichberechtigt  sind,  wir  können   daher  als  Gruppe 
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X  f     X^f    eine    beliebige    unter    diesen    oo^     auswählen    und    etwa 

setzen : 

XJ==  p   +2xq  +  3yr 

XJ=^xp  +  2yq+30r. 

Diese  zweigliedrige  Gruppe  lässt  auf  der  Curve  dritter  Ordnung: 
y  =  x^j  z  =  x^  nur  einen  einzigen,  unendlich  fernen  Punkt  P  invariant, 
dagegen  lässt  jede  ihrer  oo^  eingliedrigen  Untergruppen: 

XJ-  kXJ=={x  -  l)p  +  2{y-  lx)q  +  3(^  -  ly)r 
noch  einen  zweiten  im  Endlichen   gelegenen  Punkt  Fl   der  Curve  in- 
variant, dessen  Coordinaten  augenscheinlich  die  Werthe: 

x  =  X,  y^l\  z  =  K' 
haben.  Natürlich  bleibt  bei  X^f  -  IXJ  zugleich  mit  U  auch  die 
hindurchgehende  geradlinige  Haupttangentencurve  der  gesuchten  Fläche 
in  Ruhe.  Diese  Gerade  muss  als  Haupttangentencurve  in  der  zu  77 
gehörigen  Schmiegungsebene  der  Curve  dritter  Ordnung  liegen,  sie  darf 
aber  nicht  die  Tangente  sein,  weil  unsre  Fläche  sonst  mit  der  Ab- 
wickelbaren  der  Raumcurve  dritter  Ordnung  zusammenfiele. 

Um  die  geradlinige  Haupttangentencurve,  die  durch  77  geht,  wirk- 
lich zu  finden,  bestimmen  wir  zunächst  alle  Geraden  durch  77,  die  bei: 
XJ—IXJ  invariant  bleiben,  unter  denen  muss  ja  die  gesuchte 
Haupttangentencurve  enthalten  sein. 

Die  Gleichungen  einer  beliebigen  durch  77  gehenden  Geraden  haben 

die  Form: 

(A)  ^  _  A  :  ?/  —  ^2 :  ^  —  A^  =  a  :  &  :  c; 

soll  diese  Gerade  bei  X^f -  IXJ  invariant  bleiben,   so  müssen  die 

Gleichungen: 

X  -  X'.2{y  -  lx)'.Z{z  -  Xy)^a'.l'.c 

vermöge  (A)  bestehen,  a,  &,  c  müssen  also  die  Gleichungen: 

a  :  2  (&  -  A  a)  :  3  (c  -  A  6)  -=  a  :  ?> :  c 
befriedigen.     Hieraus  ergeben  sich  drei  Möglichkeiten,  nämlich: 
a  =  0,  &  =  0;    a  =  0,  c  -  3A&  =  0 
2,_2Aa  =  0,  2c-  3A&  =  0, 
die  einzigen  bei  XJ-XXJ  invarianten  Geraden  durch  71  sind  dem- 
nach die  folgenden  drei: 

^_A=0,     y  —  l'==0 

^  _  A  =  0,     Z  -  ?^ly  +  2A2  ==  0 

?/  -  A-  ==  2l{x-k),     ^  -  A^  =  3A"  (a;  -  A). 
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Von  diesen  ist  die  erste  für  unsern  Zweck  unbrauchbar,  denn  sie  ver- 
bindet die  beiden  invarianten  Punkte  77  und  P  unsrer  Curve  dritter 
Ordnung  und  liegt  daber  sieber  nicht  in  der  zu  77  gehörigen  Schmie- 
gungsebene: 

SA^a;  — 3A2/  +  ^  — A«  =  0 
der  Curve.  Die  dritte  Gerade  ist  die  Tangente  von  77,  sie  kommt 
also  auch  nicht  in  Betracht,  dagegen  liegt  die  zweite  in  der  Schmiegungs- 
ebene  von  77  und  fällt  nicht  mit  der  Tangente  zusammen,  sie  ist  also 
die  durch  77  gehende  geradlinige  Haupttangentencurve  der  gesuchten 
Fläche. 

Lassen  wir  jetzt  in  den  Gleichungen: 

das  A  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so  erhalten  wir  alle  gerad- 
linigen Haupttangentencurven  unsrer  gesuchten  Fläche,  durch  Fort- 
schaffung von  l  bekommen  wir  daher  die  Gleichung  dieser  Fläche 
selbst,  sie  lautet: 

(16)  z-^xy  +  2x'  =  0. 

Das  ist  eine  Fläche  dritter  Ordnung  und  dritter  Klasse,  die  unter  dem 

Namen  „Gay ley sehe  Linienfläche"  bekannt  ist. 

Man  überzeugt  sich  schliesslich  leicht,  dass  die  Fläche  (16)  ausser 
den  beiden  infinitesimalen  projectiven  Transformationen  XJ  und  XJ 
noch  diese: 

gestattet.  Dass  sie  keine  von  XJ,  X^f ,  XJ  unabhängige  infinite- 
simale projective  Transformation  gestattet,  ist  nach  dem  Früheren  klar, 
also  erzeugen: 

!^if  =  P  +  2^g  +  3?/r 
X^f  =  xp+2y^+^zr 

eine   dreigliedrige  projective  Gruppe,   die   durch   die  Fläche  (16)   voll- 
ständig definirt  ist.    Die  Zusammensetzung  dieser  augenscheinlich  tran- 
sitiven Gruppe  wird  durch  die  Relationen: 
(18)  {X,X,)  =  XJ,  {X,X,)  =  0,  {X,X,)  =  -  2X,f 

bestimmt. 

Um   alle   bei   der   Gruppe   (17)   invarianten   Punktfiguren   zu   be- 
stimmen, schreiben  wir  die  Gruppe  in  vier  homogenen  Veränderlichen: 

—  2XJ=:  x^p,  —  x^p^   —  ?,x^p^  +  ?>x^p^ 

13* 
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und  fügen  noch: 

hinzu. 

Durch  Nullsetzen  der  Determinante: 


(19) 


0         x^        3x,     0 


erhalten  wir  zwei  invariante  Flächen,  nämlich  die  Cayleysche  Linien- 
fläche : 

(20)  ^^Z  —  ^oc^^2^^  +  2^i'  =  0 

und  die  Ebene  0.4  =  0.  Die  dreireihigen  ünterdeterminanten  von  (19) 
liefern,  gleich  Null  gesetzt,  die  invariante  Gerade:  x^  =  Oy  Xj^  =  Oj  in 
der  die  Cayleysche  Linienfläche  von  der  Ebene:  x^  =  0  geschnitten 
wird.  Die  zweireihigen  Unterdeterminanten  von  (19)  endlich  ergeben, 
gleich  Null  gesetzt,  den  invarianten  Punkt:  0^4  =  0,  Xi^  =  0,  X2^  =  0, 
der  auf  der  eben  erwähnten  Geraden  liegt. 

Wir  beschliessen  den  Paragraphen,  indem  wir  noch  einen  Satz 
aussprechen,  der  aus  den  gegebenen  Entwicklungen  unmittelbar  folgt: 

Satz  6.  Gestattet  eine  Fläche  des  Baumes  mehr  als  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  projective  Transformationen,  so  ist  sie  entweder  eine 
Ebene  oder  eine  Kegelfläche  oder  die  ÄbwicMbare  einer  gewundenen 
Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  Fläche  zweiten  Grades  oder  endlich  die 
Cayleysche  Linienfläche  dritter  Ordnung. 

Die  Fläche  zweiten  Grades  und  die  Cayleysche  Linienfläche  sind 
also  die  einzigen  nicht  abwickelbaren  Flächen,  die  der  Bedingung  dieses 
Satzes  genügen. 

§  48. 

Gemäss  unserm  Versprechen  auf  S.  190  wollen  wir  jetzt  kurz 
andeuten,  wie  man  alle  krummen  Flächen  des  Raumes  finden  kann, 
die  gerade  zwei  und  nicht  mehr  unabhängige  infinitesimale  projective 
Transformationen  gestatten. 

Gestattet  eine  krumme  Fläche  blos  zwei  unabhängige  infinitesi- 
male projective  Transformationen,  etwa  XJ  und  X/,  so  erzeugen 
diese  eine  zweigliedrige  projective  Gruppe  G,  bei  der  auch  die  Punkte 
der  Fläche  durch  eine  zweigliedrige  Gruppe  g  transformirt  werden, 
denn  unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  Cj^XJ' +  c^XJ  kann 
es  keine  geben,  die  alle  Punkte  der  Fläche  stehen  lässt,  weil  sonst 
überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  in  Ruhe  blieben.     Denken  wir  uns 
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nun  die  Punkte  auf  der  Fläche  durch  zwei  Coordinaten  j;  und  t)  be- 
stimmt, so  wird  g  eine  zweigliedrige  Gruppe  in  ^  und  l),  die  bei 
geeigneter  Wahl  dieser  Veränderlichen  jedenfalls  eine  der  vier  Formen: 

q,  £q;  q,  9q;  P.  ?P  +  q;  p,  q 

erhalten  kann  (s.  Kap.  3,  S.  57). 

Wir  bemerken  weiter,  dass  unsre  Fläche  sicher  nicht  abwickelbar 
ist,  denn  (s.  S.  191)  jede  abwickelbare  Fläche  gestattet  entweder  keine 
oder  eine  oder  mindestens  drei  unabhängige  infinitesimale  projective 
Transformationen.  Es  giebt  demnach  auf  unsrer  Fläche  zwei  ver- 
schiedene Schaaren  von  Haupttangentencurven,  die  natürlich  beide  bei 
der  Gruppe  G  invariant  bleiben.  Hieraus  aber  folgt,  dass  die  Gruppe 
g  in  'IC,  t)  mindestens  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  oo^  Curven 
invariant  lassen  miiss. 

Hierdurch  ist  es  von  vornherein  ausgeschlossen,  dass  g  dem  durch 
(\y  ICC]  repräsentirten  Gruppentypus  augehört,  denn  C|,  £q  lässt  nach 
S.  66  blos  eine  Schaar  von  oo^  Curven,  nämlich  die  Schaar:  j==const. 
invariant.  Aus  andern  Gründen  ist  es  unmöglich,  dass  g  dem  durch 
q,  ^q  repräsentirten  Typus  angehört.  Die  beiden  Schaaren  von  Haupt- 
tangentencurven  unsrer  Fläche  würden  nämlich  in  diesem  Falle  durch 
die  beiden  Gleichungen:  j  =  const.  und  t}  ==  const.  dargestellt  und  es 
bliebe  bei  G  jede  einzelne  Curve  der  Schaar:  j  =  const.  in  Ruhe. 
Hieraus  folgte  sofort,  dass  die  Haupttangentencurven:  £  =  const.  ent- 
weder gewundene  Curven  dritter  Ordnung  oder  gerade  Linien  wären, 
denn  ebene  krumme  Curven  könnten  sie  nicht  sein,  da  unsre  Fläche 
nicht  abwickelbar  ist.  Aber  auch  Curven  dritter  Ordnung  könnten 
sie  nicht  sein,  da  nach  S.  189  f.  die  Gruppe  G  sicher  nicht  oo^  gewun- 
dene Curven  dritter  Ordnung  zu  gleicher  Zeit  in  Ruhe  lässt;  also 
wären  die  Curven:  g  =  const.  nothwendig  gerade  Linien.  In  der  Gruppe 
G  gäbe  es  ferner  stets  eine  infinitesimale  Transformation:  c-^^Xj^-^-c^X^f^ 
bei  der  eine  beliebig  gewählte  unter  den  Curven:  t)  =  const.  ihre  Lage 
behielte;  da  alle  Curven  £  =  const.  schon  von  vornherein  in  Ruhe 
bleiben,  so  behielten  bei  c^X^f  -\-  c^X^f  zugleich  alle  Punkte  der  be- 
treffenden Curve:  ^  =  const.  ihre  Lage,  also  wäre  auch  diese  Curve 
eine  Gerade.  Beide  Schaaren  von  Haupttangentencurven  unsrer  Fläche 
wären  daher  unter  der  gemachten  Voraussetzung  gerade  Linien,  das 
heisst  die  Fläche  wäre  von  der  zweiten  Ordnung,  das  aber  ist  aus- 
geschlossen, da  sie  nicht  mehr  als  zwei  unabhängige  infinitesimale 
projective  Transformationen  gestatten  soll. 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Gruppe  G  entweder  dem 
durch  p,  ^^p  +  q  oder  dem  durch  p,  q  repräsentirten  Typus  angehören 
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muss,  also  erkennen  wir,  dass  G  die  Punkte  der  invarianten  Fläche 
transitiv  transformirt.  Hieraus  endlicli  folgt,  dass  X^f  und  X^f  durch 
keine  Identität  von  der  Form: 

(p^{x,  y,  ^)XJ+  fp^ix,  y,  0)XJ=  0 

verknüpft  sein  können.     Wir  gelangen  somit  zu  dem 

Satz  7.     Gestattet  eine  htimme  Fläche  des  Raumes  x,  y,  z  gerade 
zwei  und  nicht  mehr  unabhängige  infinitesimale  projective    Transforma- 
tionen des  Raumes,   ettva  XJ'  und  X^f,  so  sind  X^f  und   X^f  durch 
keine  Identität  von  der  Form: 
(21)  (pi{x,  y,  z)XJ+  (p.,{x,  y,  z)Xj'^  0 

verknüpft  Die  Fläche  ist  sicher  nicht  abwickelbar  und  auch  keine  Fläche 
zweiten  Grades, 

Will  man  alle  Flächen  von  der  hier  untersuchten  Beschaffenheit 
wirklich  aufstellen,  so  muss  man  zunächst  alle  zweigliedrigen  projec- 
tiven  Gruppen  des  Raumes  aufsuchen,  zwischen  deren  infinitesimalen 
Transformationen  X^f  und  Xg/'  keine  Identität  (21)  besteht.  Jede 
dieser  Gruppen  lässt  oo^  Flächen  invariant,  deren  Gleichungen  durch 
ausführbare  Operationen  bestimmt  werden  können,  die  aber  freilich 
unter  Umständen  auch  sämmtlich  abwickelbar  oder  vom  zweiten  Grade 
sein  können.  Man  hat  daher  schliesslich  unter  den  gefundenen  Flächen 
noch  alle  die  auszusuchen,  die  weder  abwickelbar  noch  vom  zweiten 
Grade  sind. 

Wenn  XJ  und  X.J'  nicht  vertauschbar  sind,  so  ist  die  Zahl  der 
möglichen  Fälle  verhältnissmässig  gering.  Grösser  ist  sie,  wenn  XJ 
und  X.J  vertauschbar  sind.  Am  einfachsten  ist  hier  der  Fall,  dass 
XJ  und  X^f  dasselbe  nicht  ausgeartete  Tetraeder  invariant  lassen; 
wählt  man  dieses  Tetraeder  zum  Coordinatentetraeder,  so  lauten  die 
Gleichungen  der  betreffenden  Flächen: 

Ä^i^'i  x^^^  x^^^-'  xl^  =  const.     (Ai  +  Ag  +  /I3  +  A^  =  0). 

Im  Allgemeinen   gestattet  eine  Fläche  von   dieser  Form   wirklich  nur 
zwei  unabhängige  infinitesimale  projective  Transformationen. 


Kapitel   10. 

Die  projective  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades  im  gewöhnlichen 

Räume. 

Jede   nicht  ausgeartete  Fläche    zweiten   Grades  im    gewöhnlichen 
Räume  gestattet  gerade  sechs  unabhängige  infinitesimale  projective  Trans- 


(2) 


Die  projective  Gruppe  einer  Fläche  zweiten  Grades  im  gewöhnl.  Räume.     199 

formationen,  die  eine  sechsgliedrige  projective  Gruppe  erzeugen.    Wäh- 
len  wir  das  Coordinatensy stein   so,    dass   die   Fläche    zweiten   Grades 
durch  die  Gleichung: 
(1)  ^-  xy  =  0 

dargestellt  wird,  so  lautet  diese  sechsgliedrige  Gruppe  (vgl.  S.  134): 

'XJ==p  +  yr,     XJ=xp  +  sr 

XJ=x(xp  +  yq  +  2r)  —  zq 
XJ=  q  +  xr,     XJ=yq  +  0r 

XJ=y{xp  +  yq  +  zr)  —  0p,  . 

sie  ist  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe,  bei  der  die  Fläche 
(1)  invariant  bleibt  und  ist  daher  durch  diese  Fläche  vollständig 
definirt. 

Wir  bestimmen  jetzt  zunächst*  in  §  49  die  sämmtlichen  Unter- 
gruppen der  Gruppe  (2),  das  heisst,  wir  theilen  diese  Untergruppen  in 
der  bekannten  Weise  in  Typen  ein  (s.  Abschn.  I,  S.  281)  und  stellen 
dann  für  jeden  Typus  von  Untergruppen  einen  Repräsentanten  auf. 
In  §  50  suchen  wir  alle  bei  der  Gruppe  (2)  invarianten  Schaaren  von 
oo*  Curven;  die  Kenntniss  dieser  Curvenschaaren  wird  uns  bei  der 
Bestimmung  aller  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  nützlich 
sein.  In  §  51  endlich  bestimmen  wir  alle  Untergruppen  einer  gewissen 
siebengliedrigen  Gruppe,  die  mit  der  Gruppe  (2)  in  sehr  engem  Zu- 
sammenhange steht. 

§  49. 

Die  Gruppe  (2)  transformirt  die  Punkte  der  Fläche  (1)  durch 
eine  isomorphe  Gruppe,  die  leicht  angebbar  ist.  Wählen  wir  nämlich 
X  und  y  zu  Coordinaten  der  Punkte  auf  der  Fläche  (1),  so  erhalten 
wir  nach  Abschn.  I,  S.  233  f.  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
bewussten  Gruppe,  indem  wir  in  (2)  die  Glieder  mit  r  weglassen  und 
in  den  übrigen  Gliedern  z  =  xy  setzen.  Es  ist  also: 
(3)  P,  ocp,  x^p,  q,  yq,  y^q 

die  Gruppe,  durch  welche  die  Punkte  von  (1)  bei  der  Gruppe  (2) 
transformirt  werden. 

Die  Gruppe  (3)  ist  sechsgliedrig  und  mit  (2)  gleichzusammeu- 
gesetzt;  wir  können  daher,  statt  die  Untergruppen  von  (2)  direkt  zu 
bestimmen,  die  von  (3)  aufsuchen  und  erhalten  dann  aus  den  Unter- 
gruppen von  (3)  ohne  Weiteres  die  von  (2),  wenn  wir  die  infini- 
tesimalen Transformationen  (3)  der  Reihe  nach  durch  XJ...XJ 
ersetzen. 
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Um  die  Untergruppen  der  Gruppe  (3)  auf  einfache  Normalformen 
zu  bringen,  dürfen  wir  alle  endlichen  Transformationen: 

dieser  Gruppe  benutzen.  Wir  wollen  aber  ausserdem,  um  die  Zahl  der 
aufzuführenden  Normalformen  zu  verringern,  auch  noch  von  der  Trans- 
formation : 

(5)  x^  =  y^   y^=^x 

Gebrauch  machen,  das  heisst  wir  wollen  die  Vertauschuiig  von  x  und 
y  zulassen;  da  die  beiden  Gleichungen:  x  =  const.  und  y  =  const.  auf 
der  Fläche  (1)  offenbar  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  bestim- 
men, so  kommt  das  darauf  hinaus,  dass  wir  die  beiden  Schaaren  von 
Erzeugenden  der  Fläche  als  gleichberechtigt  betrachten.  Wir  dürfen 
das,  da  es  projective  Transformationen  des  Raumes  giebt,  welche  die 
Fläche  (1)  invariant  lassen  und  dabei  ihre  beiden  Schaaren  von  Er- 
zeugenden vertauschen. 

Man  überzeugt  sich  leicht,  dass  die  Gruppe  (3),  die  wir  kurz  G^ 
nennen  wollen,  blos  zwei  invariante  Untergruppen  enthält,  nämlich  die 
ih-  Ih  ^P,  ^^^P  und  die  y^:  q,  yq^  t/q.  Hierauf  lässt  sich  eine  iiatur- 
gemässe  Eintheilung  der  Untergruppen  der  G^  gründen  und  zwar  unter- 
scheiden wir  zwei  Arten  von  Untergruppen:  Zur  ersten  Art  rechnen  wir 
alle,  die  weder  mit  y^  noch  mit  g^  eine  infinitesimale  Transformation 
gemein  haben,  es  ist  klar,  dass  jede  Untergruppe  dieser  Art  höchstens 
drei  Parameter  enthalten  kann.  Zur  zweiten  Art  gehören  alle  übrigen 
Untergruppen  der  G^,  jede  von  diesen  hat  wenigstens  mit  einer  der 
beiden  Gruppen  g.^  und  y,^  eine  oder  mehrere  infinitesimale  Transfor- 
mationen gemein,  die  dann  für  sich  eine  Untergruppe  erzeugen 
(s.  Abschn.  I,  S.  211,  Satz  7). 

Die  eingliedrigen  Untergruppen  der  ersten  Art  sind  von  einer 
infinitesimalen  Transformation : 

(«,  -f  a,x  +  a,x')p  +  (ft  +  ß,y  +  ß,y')q 

erzeugt,  in  der  weder  alle  drei  a,  noch  alle  drei  ß  verschwinden  dürfen. 
Auf  Grund  von  S.  17  können  wir  diese  infinitesimale  Transformation 
vermöge  einer  geeigneten  Transformation  (4)  auf  eine  Normalform 
bringen,  die  verschieden  ausfällt,  jenachdem  es  unter  den  beiden  Aus- 
drücken: «2^  —  4«! «3  und  ßi^  —  ^ßiß^  zwei,  einen  oder  gar  keinen 
von  Null  verschiedenen  giebt.  Diesen  drei  Fällen  entsprechen  die  vier 
verschiedenen  Normalformen: 

xp  +  cyq   {c  =f  0);  p  +  yq-,    xp  +  q-,  p  +  q, 
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da  wir  aber  die  Vertauschung  von  x  und  y  zulassen,  so  sind  p  +  yq 
und  xp  -{-  q  nicht  als  verschieden  anzusehen,  in  unsrer  ersten  Klasse 
brauchen  wir  also  blos  drei  verschiedene  Typen  von  eingliedrigen 
Untergruppen  zu  berücksichtigen,  deren  Repräsentanten  sind: 

(6)  j,  +  g;  p  _|_  2/g;   xp  +  cyq  (c  =)=  0). 

Jede  zweigliedrige  Untergruppe  der  ersten  Art  hat  die  Form: 

wo  -j/",  -^f  nothwendig  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  g.^  und 
Hl/*,  Hg/'  eine  zweigliedrige  Untergruppe  der  y^  erzeugen.  Hieraus 
folgt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gruppe  nicht 
vertauschbar  sind  und  also  derart  gewählt  werden  können,  dass  die 
Gleichung: 

besteht,  die  sich  sofort  in  die  beiden: 

(£,£,)  =  £,/-,   (H,H,)  =  H,/' 
zerlegt.     Auf  Grund   von   S.   17   können   wir  daher  die  Veränderlichen 
X  und  y  so  wählen,  dass: 

^if  =  p,    E.J=xp,    ^J=q,    R/=yq 
wird.     Unsre  Gruppe  kann  demnach  immer  die  Form: 

(7)  p  +  q,  xp  +  yq 
erhalten. 

Jede  dreigliedrige  Untergruppe  der  ersten  Art  enthält  nach  Abschn.  I, 
S.  591,  Satz  5  sicher  eine  zweigliedrige  Untergruppe,  die  natürlich  auch 
von  der  ersten  Art  ist  und  daher  die  Form:  i?  +  g,  xp  +  yq  erhalten 
kann.  Ausserdem  giebt  es  in  der  Gruppe  noch  eine  infinitesimale 
Transformation,  die  wir  uns  auf  die  Form: 

^f=  («1  +  «2^  +  «3^^)i^  +  y^^ 

gebracht   denken   können   und   zwar   dürfen   a^,  a^,  cc^   nicht   alle   ver- 
schwinden.     Durch    zweimal    wiederholte    Combination    von    Xf   mit 
xp  +  yq  ergeben  sich  jetzt  die  Transformationen: 
—  a^p  +  a.^x^p  +  y^q 

+  «ijö  +  «3^^p  +  y^^, 

die  ebenfalls  unsrer  dreigliedrigen  Gruppe  angehören,  da  abef*^  und  xp 
beide  nicht  auftreten  dürfen,  so  müssen  «j  und  a^  verschwinden.  Com- 
biniren  wir  endlich  p-\-  q  mit  a^x^p  +  y^q,  so  finden  wir: 

2a^xp  +  2yq, 
so  dass  also  «3  =  1  sein  muss.    Wir  gelangen  demnach  zu  der  Gruppe: 

(8)  P  +  q,   xp  +  yq,   x'p  +  y\. 
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Jetzt  zu  den  Untergruppen  der  zweiten  Art. 

Ist  g  eine  solche  Untergruppe,  so  können  wir  annehmen,  dass  g 
mit  ^3  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation  gemein  hat  und 
mit  ^3  jedenfalls  nicht  mehr  Transformationen  als  mit  g^-^  wäre  diese 
Annahme  nicht  von  vornherein  erfüllt,  so  brauchten  wir  blos  x  mit  ij 
zu  vertauschen.  Die  in  g  enthaltenen  infinitesimalen  Transformationen 
von  ^3  erzeugen  nun  eine  Untergruppe  von  g^,  die  wir  durch  geeig- 
nete Wahl  von  x  auf  eine  der  vier  Formen: 

p,  xp,  x^p-,  p,  xp-  p-,  xp 
bringen  können.  Bei  jedem  dieser  vier  Fälle  können  aber  in  g  noch 
andre  infinitesimale  Transformationen  der  Gq  auftreten,  die  dann  natür- 
lich der  ^3  nicht  angehören  dürfen.  Lassen  sich  diese  hinzutretenden 
Transformationen  so  wählen,  dass  sie  alle  der  y^  angehören,  so  kauii 
man  die  Normalformen  der  betrefi'enden  Gruppen  leicht  angeben,  nur 
muss  man  darauf  sehen,  dass  von  y^  nicht  mehr  infinitesimale  Trans- 
formationen auftreten  als  von  g.^.  Wir  stellen  diese  Untergruppen  zu- 
sammen wie  folgt: 


(9) 


-ih  T-,  Py  yr,  p\  ^Py  ^;  ^Py  yri  ^Py 

doch  muss  hier  die  Gruppe  xp,  q  weggelassen  werden,  weil  sie  durch 
Vertauschung  von  x  und  y  in  die  Gruppe:  p,  yq  übergeht. 

Jede  der  noch  fehlenden  Gruppen  enthält  erstens  gewisse  und 
zwar  höchstens  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
^3,  die  eine  gewisse  Gruppe  g  erzeugen,  zweitens  enthält  sie  minde- 
stens eine  infinitesimale  Transformation: 

die  weder  g^  noch  y^  angehört,  dazu  können  endlich  drittens  noch  in- 
finitesimale Transformationen  von  y^  kommen.  Es  ist  klar,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  von  g  mit  jedem  =.f  zusammen  eine 
in  g^  entl^ltene  Untergruppe  erzeugen,  von  der  g  eine  invariante  Unter- 
gruppe ist.  Da  aber  in  der  Gruppe  p,  xpy  x^p  einzig  und  allein  die 
eingliedrigen  Untergruppen  vom  Typus  p  in  einer  grösseren  Unter- 
gruppe invariant  sind  und  zwar  p  selbst  in  der  Untergruppe  p,  xp, 
so  ergiebt  sich,  dass  g  durch  geeignete  Wahl  von  x  auf  die  Form  p 
gebracht  werden  kann  und  dass  dabei  die  noch  fehlenden  Gruppen  die 
Form: 


p,  xp,  x'p, 

ay 

ya 

p,  xp,  q, 

Py  ^Py  ^^Py 

Q 

p,  xp,  q 

Py  xp,  X^p, 

yq. 

p,  xp,  yq 

p,  xp,  x^p 

p,  xp 
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Py  ^p  +  {ßi  +  ß2y  +  hy^)<i 

erhalten,    wozu  allerdings   möglicherweise    noch    gewisse  Transforma- 
tionen von  der  Form:  (71+  Y^V  '\'  Yz'if')^.  hinzutreten  können. 

Da  ß^,  ß2,  ßs  nicht  alle  verschwinden  dürfen,    können  wir  durch 
geeignete  Wahl  von  y  eine  der  beiden  Normalformen: 

p,  xp  -{-  q]  Py  xp  -\-  cyq  (c  +  o) 
erreichen  und  es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  was  für  infinitesimale 
Transformationen  (/i  +  ^2 2/ +  73  2/^)9'  noch  hinzutreten  können.  Im 
ersten  Falle  ergiebt  sich  soforf:  >'i  =  72  =  ^3  =  0,  da  q  nicht  für  sich 
vorkommen  darf.  Im  zweiten  Falle  findet  man  durch  Combination, 
dass  entweder  q  oder  y^q  noch  vorhanden  sein  kann;  durch  die  Trans- 
formation: y^y=\  geht  aber  ifq  in  — q^  über  und  zugleich  xp-{-cyq 
in  xp  — cy^q^y  während  p  ungeändert  bleibt,  also  bleiben  im  Ganzen 
nur  die  drei  Gruppen  übrig: 
(10)  p,  xp  +  q-,  p,  xp  +  cyq-,  p,  xp  +  cyq,  q     (c  +  o). 

Damit  sind  die  Untergruppen  der  Gq  alle  gefunden  und  wir  haben 
nur  noch  die  Gruppen  (6)  bis  (10)  in  einer  Tabelle  zusammenzustellen: 


Alle  Typen   von  Untergruppen  der  Gruppe: 


(3) 


p,  xp,  x'p,  q,   yq,   y'q 


wenn  x  und  y  als   gleichberechtigt  betrachtet  werden: 
I)    Fünfgliedrige: 


p,  xp,  x'p,  q,  yq 

1 

I)    Viergliedrige: 

p,  xp,   x^p,    q 

\ 

p,  xp,  x^p,  yq 

i>,  ^p,  Q,  ya  '  ^ 

I 

II)    Dreiglied 

rige 

p,  xp,  x^p 

p,  xp,  q 

p,  xp,  yq 

\  p-\-  a^  ^P  +  2/?,  ^'P  +  2/*2 

p,    X 

p-\-  cyq,  q    (c  +  o)      . 

IV)  Zweigliedrige 

\   p,  xp 

p,  xp  4-  q 

v-\ 

-q,  xp  -\-yq 

p,   xp  -f-  cyq      (c  +  o) 

"     !-l     !• 

P,  2/2 

xp,  yq 
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V)  Eingliedrige: 


p  +  Q  I  p  -i-  yq 


xp  ^  \  xp-i-  cyq     (c  +  u)    j 


Durch  diese  Untergruppen  werden  alle  Typen  von  Untergruppen 
unsrer  G^.  repräsentirt  und  im  Allgemeinen  repräsentiren  auch  zwei 
verschiedene  der  angegebenen  Untergruppen  stets  zwei  verschiedene 
Typen,  eine  Ausnahme  davon  machen  nur  die  Gruppen,  die  einen  will- 
kürlichen Parameter  enthalten.  Bei  den  Gruppen  III,  5  liefern  näm- 
lich die  beiden  Parameterwerthe  c  und  —  stets  zwei  gleichberechtigte 

Untergruppen  der  Gq,  bei  den  Gruppen  IV,  4  ebenso  die  beiden  Para- 
meterwerthe c  und  —c,  bei  den  Gruppen  V,  5  endlich  entsprechen  den 

Parameterwerthen:  c,  —  c,  ^, vier  gleichberechtigte  Untergrup- 
pen der  Gq.  Der  Grund  hierfür  liegt  theils  in  der  Vertauschbarkeit 
von  X  und  y^  theils  darin,  dass  man  —  als  neues  y  einführen  kann. 

Aus  der  oben  stehenden  Tabelle  kann  man  nun  sofort  alle  Unter- 
gruppen der  projectiven  Gruppe  (2)  ableiten.  Mau  hat  nur  überall 
für  jo,  xp,  x^p,  q,  yq^  y^q  die  folgenden  infinitesimalen  Transforma- 
tionen einzusetzen: 


(11) 


p^^p  -{-  yr,    xp  ^  xp  -{-  zr 
x^p  ^  X  (xp  -\-  yq  -{-  zr)  —  sq 
q^Eq  +  xr,     yq^^yq-\-  zr 

y^q  =  y  (xp  +  yq  +  zr)  —  zp  . 


Wir  unterlassen  es,  die  Untergruppen  von  (2)  wirklich  hinzuschreiben, 
und  machen  nur  noch  ein  paar  allgemeine  Bemerkungen  über  sie. 

Auf  der  Fläche:  z  —  xy  =  0  giebt  es  zwei  Schaaren  von  Erzeu- 
genden; jede  dieser  Schaaren  bildet  eine  projective  einfach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit,  die  bei  der  Gruppe  (2)  und  bei  allen  ihren  Unter- 
gruppen projectiv  transformirt  wird.  Bedenkt  man  nun,  dass  die 
beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  auf  der  Fläche  beziehungsweise 
durch  die  Gleichungen:  ^  =  const.  und  y  =  const  dargestellt  werden, 
so  erkennt  man  leicht,  dass  es  in  der  Gruppe  (2)  nur  einen  Typus 
von  solchen  Untergruppen  giebt,  die  beide  Schaaren  von  Erzeugenden 
dreigliedrig  transformiren;  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die  Gruppe: 


(12) 


p  +  q-{-  (x  +  tj)r 

xp  -\-  yq  +  2zr 

\(x  +  y)(xp-\-  yq  J^  zr)  —  z(p  +  q), 
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die  der  Gruppe:  p  -{-  Qj  xp  -\-  yq,  x^p  -\-  y^q  in  der  Tabelle  auf 
S.  203  f.  entspricht.  Alle  übrigen  Untergruppen  transformiren  jedenfalls 
eine  der  beiden  Scbaaren  von  Erzeugenden  höchstens  zweigliedrig  und 
lassen  demnach  sicher  eine  Erzeugende  der  Fläche  stehen.    Die  Gruppe 

(12)  lässt  keine  Erzeugende  stehen,  dafür  aber  die  Ebene:  x  —  y  =  ^ 
und  ihren  Pol  in  Bezug  auf  die  Fläche  zweiten  Grades:  z  —  xy  =  0\ 
sie  ist  offenbar  die  grösste  Untergruppe  von  (2),  bei  der  diese  Ebene 
invariant  bleibt.     Demnach  gilt  der 

Satz  1.  Jede  Untergruppe  der  sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe 
einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  lässt  entweder  eine  Er- 
zeugende der  Fläche  stehen,  oder  sie  ist  die  dreigliedrige  Gruppe,  hei  der 
ein  nicht  auf  der  Fläche  gelegener  Punht  nehst  seiner  Polarehene  in  Bezug 
auf  die  Fläche  invariant  Neiht. 

Ferner  ist  zu  bemerken,  dass  jede  Untergruppe  der  Gruppe  (2) 
mit  sich  dualistisch  ist.     In  der  That,  durch  das  Polarsystem: 

z  +  z^-  (xy,  +  x^y)  =  0 
der  Fläche:  z  —  xy  =  0  ist  eine  dualistische  Transformation  bestimmt, 
bei  der  die  Fläche:  z  —  xy  =  0  und  natürlich  auch  ihre  projective 
Gruppe  (2)  invariant  bleibt.  Schreiben  wir  diese  dualistische  Trans- 
formation nach  Anleitung  von  Abschn.  II,  Theor.  15,  S.  150  als  eine 
homogene  Berührungstransformation  des  Raumes  x,  y,  z,  so  erhalten 
wir  ihre  Gleichungen  in  der  Form: 

(13)  r^i~         7^     ^i"~  r'     ^i~         "  r 
XPi^y^i         qi=  ocr,         r^=  —  r. 

Bei  der  homogenen  Berührungstransformation  (13)  geht  aber  augen- 
scheinlich jede  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  (2)  in  sich 
über,  also  ist  wirklich  jede  Untergruppe  von  (2)  mit  sich  dualistisch 
und  zwar  vermöge  der  Transformation  (13). 

Hat  man  für  jeden  Typus  von  Untergruppen  der  Gruppe  (2)  einen 
Repräsentanten  aufgestellt,  so  kann  man  noch  fragen,  ob  diese  Reprä- 
sentanten innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes 
lauter  verschiedene  Typen  repräsentiren.  Wir  wollen  wenigstens  er- 
wähnen, dass  diese  Frage  im  Allgemeinen  mit  ja  zu  beantworten  ist; 
unmittelbar  klar  ist  das  für  alle  Untergruppen  von  (2),  die  blos  die 
Fläche:  z  —  xy  =  0  und  sonst  keine  Fläche  zweiten  Grades  invariant 
lassen. 

Endlich  möge  noch  der  Thatsache  gedacht  werden,  dass  eine  pro- 
jective Gruppe,  die  zwei  verschiedene  Flächen  zweiten  Grades  invariant 
lässt,    stets    alle  Flächen    des    durch    beide    bestimmten   Büschels   von 
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Flächen  zweiten  Grades  in  Rulie  lässt.  Man  erkennt  das,  wenn  man 
für  jede  Untergruppe  von  (2)  die  zugehörigen  invarianten  Flächen 
zweiten  Grades  bestimmt. 

§  50. 

Wir  suchen  hier  alle  vierfach  unendlichen  Curvenschaaren  des 
Raumes,  die  bei  der  sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe  ©g  einer  nicht 
ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  invariant  bleiben. 

Wenn  eine  Schaar  von  oo"^  Curven  bei  der  genannten  (3q  invariant 
bleibt,  so  gestattet  jede  Curve  der  Schaar  mindestens  zwei  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  der  (3q  und  ist  daher  nach  §  46  ent- 
weder eben  oder  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung.  Der  zweite 
Fall  kann  nicht  eintreten,  da  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten 
Grades  und  eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung  niemals  gleichzeitig 
bei  einer  projectiven  Gruppe  mit  mehr  als  einem  Parameter  invariant 
bleiben  können  (s.  S.  189),  also  ergiebt  sich,  dass  die  ganze  Schaar 
aus  lauter  ebenen  Curven  besteht. 

Es  sind  nun  zwei  Fälle  denkbar,  entweder  nämlich  sind  die  cx)"^ 
Curven  der  Schaar  im  Allgemeinen  ebene  krumme  Curven  oder  sie 
sind  sämmtlich  gerade  Linien.  Im  zweiten  Falle  haben  wir  wirklich 
eine  bei  unsrer  (^q  invariante  Schaar  von  c»*  Curven,  denn  es  giebt 
ja  genau  oo*  gerade  Linien  und  deren  Inbegriff  bleibt  bei  der  ^q  in- 
variant. Der  erste  Fall  aber  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
gar  nicht  eintreten. 

In  der  That,  wir  wollen  annehmen,  dass  der  erste  Fall  eintritt, 
und  zwar  sei  G  irgendeine  der  oo^  ebenen  krummen  Curven  und  es  sei 
g  die  grösste  in  (3q  enthaltene  Untergruppe,  bei  der  C  invariant  bleibt. 
Bei  g  werden  dann  die  Punkte  der  Ebene  von  C  durch  eine  projective 
Gruppe  y  transformirt,  die  G  invariant  lässt.  Diese  Gruppe  y  ist  mit 
g  nothwendig  holoedrisch  isomorph,  denn  es  giebt  ausser  der  identischen 
Transformation  höchstens  noch  eine  projective  Transformation,  die  eine 
nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  und  zugleich  alle  Punkte 
einer  Ebene  in  Ruhe  lässt.  Demnach  ist  y  mindestens  zweigliedrig 
und  die  ebene  krumme  Curve  G  ist  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt, 
so  dass  unsre  invariante  Schaar  von  oo*  Curven  aus  oo*  Kegelschnitten 
besteht.  Die  Ebenen  dieser  Kegelschnitte  können  nicht  sämmtlich 
Tangentialebenen  der  invarianten  Fläche  zweiten  Grades  sein,  denn 
sonst  blieben  mit  jedem  der  Kegelschnitte  zugleich  die  beiden  Erzeu- 
genden der  Fläche  invariant,  die  in  seiner  Ebene  liegen,  daraus  aber 
würde  folgen,  dass  die  zu  dem  Kegelschnitt  gehörige  Gruppe  y  blos 
eingliedrig  wäre,  was  ein  Widerspruch  ist.     Würden  andrerseits   die 
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Ebenen  unsrer  cxd*  Kegelschnitte  die  Fläche  zweiten  Grades  im  Allge- 
meinen in  nicht  ausgearteten  Kegelschnitten  treffen,  so  müssten  alle 
oo*  Kegelschnitte  auf  der  Fläche  liegen,  denn  sonst  bliebe  mit  jedem 
unsrer  oo*  Kegelschnitte  zugleich  noch  ein  andrer  nicht  ausgearteter 
Kegelschnitt  derselben  Ebene  invariant  und  y  wäre  wieder  blos  ein- 
gliedrig. Auf  der  Fläche  zweiten  Grades  giebt  es  aber  überhaupt  blos 
oo^  Kegelschnitte,  also  kommen  wir  abermals  auf  einen  Widerspruch. 
Der  oben  bezeichnete  erste  Fall  kann  demnach  wirklich  nicht  eintreten. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.  Die  Scliaar  aller  Geraden  ist  die  einzige  Schaar  von  oc^ 
Curven,  die  hei  der  sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
arteten Fläche  zweiten  Grades  invariant  bleibt. 

Aus  diesem  Satze  folgt  insbesondere,  dass  die  gerade  Linie  die 
einzige  Curve  des  Raumes  ist,  die  bei  der  projectiven  Gruppe  einer 
nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  genau  oo*  verschiedene  Lagen 
annimmt. 

§  51. 

Schreibt  man  die  projective  Gruppe  (2)  der  Fläche:  0  —  xy  =  0 
in  vier  homogenen  Veränderlichen  x^  .  .  .  x^^  und  fügt  mau  noch  die 
infinitesimale  Transformation:  x^jj^  -{-■--  -\-  x^p^  hinzu,  so  erhält  man 
eine  siebengliedrige  Gruppe: 

(x^,  +  x^p^,         x^pi  —  x^p^  +  x^p^  —  x^p^,    x^p^  +  x^p^ 

l  x^p^  +  x^p^  +  XsPs  +  X^Pi, 

die  grösste  continuirliche  lineare  homogene  Gruppe  in  a?!  .  . .  0^4,  bei 
der  die  Gleichung:  x^x^  —  x^x^  =  0  invariant  bleibt.  Diese  Gruppe, 
die  in  der  Transformationstheorie  des  vierfach  ausgedehnten  Raumes 
eine  Rolle  spielt,  ist  mit  der  Gruppe: 

(15)  p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y^q,  r 

des  gewöhnlichen  Raumes  gleichzusammengesetzt;  wir  können  daher 
alle  Untergruppen  von  (14)  sofort  hinschreiben,  wenn  wir  alle  Unter- 
gruppen von  (15)  kennen.  Diese  Untergruppen  wollen  wir  jetzt  noch 
aufstellen;  in  Kapitel  13,  bei  der  Bestimmung  aller  imprimitiven  pro- 
jectiven Gruppen  des  Raumes,  wird  uns  das  von  Nutzen  sein. 

Da  die  Gruppe  (15)  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
mation enthält,  nämlich  r,  und  ferner  eine  sechsghedrige  invariante 
Untergruppe,  nämlich   die  G^i  p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y^q,    von    der   wir 
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die  Untergruppen  bereits  kennen,  so  ist  es  sehr  leicht,  alle  Unter- 
gruppen von  (15)  zu  finden. 

In  der  That:  Enthält  eine  Untergruppe  von  (15)  die  iufinitesimale 
Transformation  r,  so  entsteht  sie  aus  einer  Untergruppe  der  Gq  durch 
blose  Hinzufügung  von  r  und  zwar  kann  man  diese  Untergruppe  der 
G^^  von  vornherein  auf  eine  der  Normalformen  von  S.  203  f.  gebracht 
denken.  Enthält  dagegen  eine  Untergruppe  von  (15)  die  Transfor- 
mation r  nicht,  so  hat  sie  die  Form: 

wo  ZJ...Z„,f  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  G^  erzeugen,  die 
wir  ebenfalls  in  einer  der  Formen  auf  S.  203  f.  annehmen  können. 
Setzen  wir  insbesondere  voraus,  dass  sich  unter  den  infinitesimalen 
Transformationen  (ZiZk)  gerade  l<m  von  einander  unabhängige  be- 
finden und  dass  sich  alle  (ZiZ^)  aus  ZJ...  Zif  allein  linear  ableiten 
lassen,  so  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  dass  a^  .  ,  .  ai  verschwinden  und 
dass  unsre  Untergruppe  die  Form  hat: 

(16)  ZJ.,,  Z,f,  Z,+,f+  a,+,r,  .  . .,  Z,^,f  +  a„,r. 

Von   den  noch  übrigen  Parametern   a^+i  ...«,«,  die   ganz  willkürlich 
sind,  können  wir   im  Allgemeinen   noch  einen  oder  mehrere  gleich  1 
machen,  indem  wir  die  Gruppe  (16)  vermöge  der  grössten  Untergruppe 
der  G^  transformiren,  in  der  die  Gruppe  ZJ..,  Z„,/"  invariant  ist. 
Nur  zwei  Beispiele.     In  der  Gruppe: 

verschwinden  a^  und  «2,  während  a^  und  a^  beliebig  bleiben  und  auch 
nicht  gleich  1  gemacht  werden  können.     In  der  Gruppe: 

kann  man  a^,  wenn  es  nicht  verschwindet,  durch  Einführung  eines 
neuen  x  gleich  1  machen;  von  «g  gilt  entsprechendes.  Da  x  und  y 
vertauscht  werden  können,  ergeben  sich  demnach  die  folgenden  drei 
Gruppen: 

i';  ?;  i>;  ^  +  ^;  i^  +  r,  g  +  r, 

die  ebensoviele  Typen  von  Untergruppen  der  Gruppe  (15)  repräsentiren. 
Wir   stellen  jetzt   die  Untergruppen    von  (15)   zusammen,   indem 
wir  sie  nach   der  Parameterzahl  der  Gruppe  ordnen,  durch  die  x  und 
y  bei  jeder  von  ihnen  transformirt  werden. 
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Die   Untergruppen  der  Gruppe: 

(15) 


p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y'q^  r 


enn  x  und  y  als  gleichberechtigt  angesehen  werden. 
I)  X  und  y  sechsgliedrig  transformirt: 


p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y\    . 


II)   X   und   y   fünfgliedrig: 


p,  xp,  x^p,  q,  yq  -f-  ar 


Pj  xp,  x^p,  q,  yq,  r 


III)   X  und  y  viergliedrig: 


p,  xp,  x^p,  q 


p,  xp,  x^p,  q-\-r 


p,  xp,  x^p,  q,  r 


p,  xp,  x^p,   yq  +  ar 


p,  xp,  x^p,  yq,  r 


p,  xp  -f-  ar,  q,  yq  +  br 


p,  xp,  q,  yq,  r 


IV)  X  und  y  dreigliedrig: 


p,  xp,  x'p 


p,  xp,  x^p,  r 


p,  xp  +  ar,  q 


p,  xp  -\-  ar,  q  -{-  r 


p,  xp,  q,  r 


p,  xp  +  ar,  yq-j-  hr 


p,  xp,  yq,  r 


p,  xp  +  cyq  +  ar,  q    (c^O) 


p,  xp  +  cyq,  q,  r     (c  +  o) 


P  +  q,  xp  -^  yq,  x^p  +  y'q 


p  -\-  q,  xp  -^  yq,  x^p  +  y^q,  r 


V)   X  und   y   zweigliedrig: 


p,  xp-\-ar 


p,  xp,  r 


p,  xp  -{-  q  -\-  ar 


p,  xp  -\-  q,  r 


p,  xp  -f  cyq  4-  ar    (c  +  O) 


p,  xp  -f-  cyq,  r    (c  +  o) 


p  +  q,  xp  -{-  yq-{-  ar 


p  ■\-  q,  xp  -\-  yq,  r 


Lie,  Theorie  der  Tranaformatiousgruppen.    III. 
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p^  q. 

Py  q-\-r 

P+r,  q  +  r 

P,  3,  r 

p,  yq  +  ar 

P  +  r,  yq  +  ar 

Py  yq>  r 

xp  +  ar,  yq  +  br 

xp,  yq,  r 

VI)  X  und  y  eingliedrig: 


p-\-r 


p,  r 


p  -\-a 


p-\-  q-\-r 


p  -{-qy  r 


p+  ya  +  «»• 

p+yq,  r 

xp  +  ar 

xp,  r 

xp  -\-  cyq  -\-  ar    (c  j^  O) 


xp  -i-  cyq,  r    (c  ij:  O) 


VII)  X  und  y  nullgliedrig: 


Invariante   üatergruppen  von  (15)   giebt  es    augenscheinlich   nur 
sechs,  nämlich: 

p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y^q-,   p,  xp,  x^p,  r;    q,  yq,  y^q,  r; 
p,  xp,  x^p;   q,  yq,  y'^q-,   r 
von  diesen  sind  zwei  in  der  vorstehenden  Tabelle  nicht  mit  aufgeführt^ 
da  X  und  y  als  gleichberechtigt  angesehen  werden. 


Kapitel  11. 

Die  Gruppe   der  Euklidisclien  Bewegungen   und   der   Aehnliehkelts- 

transformationen. 

Wir  behandeln  hier  die  in  der  Ueberschrift  genannte  Gruppe 
ähnlich  wie  im  vorigen  Kapitel  die  Gruppe  einer  nichtausgearteten 
Fläche  zweiten  Grades. 

§  52. 

Die  sieben gliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der 
Aehnlichkeitstransformationen  ist  die  Gruppe   aller  projectiven  Trans- 
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formationen,  die  einen  gewissen  Kegelschnitt  der  unendlich  fernen 
Ebene:  ^  =  0  invariant  lassen.  Wählen  wir  das  Coordinatensystem 
so,  dass  dieser  Kegelschnitt  durch  die  Gleichungen:  ^  =  0,  xy  —  s^  =  0 
dargestellt  wird,  so  erhält  unsre  Gruppe  die  Form: 

f        i>,  9',  r,  xp  +  yq  +  zr 
\2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq  +  xr, 

wofür  wir  kürzjer: 

p,  q,  r,   ü,  S,,  ^2,  Ss 
schreiben  wollen. 

Verstehen  wir  unter:  X^f  .  .  .  Xmf  eine  gewisse  m-gliedrige 
Untergruppe  der  Gruppe:  S^^  /Sg,  S^y  TJ,  so  hat  jede  Untergruppe  y  von 
(1)  die  Form: 

^kf+cckP  +  ßkq_  +  rkr    {k  =  i...m), 

wozu  noch  gewisse  „freie"  Translationen:  Ip  -\-  ^q  +  vr  hinzutreten 
können.  Da  die  Gruppe  p,  q,  r  aller  Translationen  allen  Transfor- 
mationen der  G^:  S^,  S^,  S^,  U  gegenüber  invariant  bleibt,  so  können 
wir  hier  die  Gruppe  X^f  .  .  .  Xmf  von  vornherein  durch  eine  geeignete 
Transformation  der  G^  auf  eine  Normalform  bringen. 

Die  möglichen  Normalformen  der  Gruppe:  X^f . ,  .  Xmf  können 
wir  aus  Kapitel  2  entnehmen,  weil  die  Gruppe:  S^,  S^^  S^,  U  mit  der 
dort  behandelten  Gruppe: 

^s!;  Uy^  —  ^p)y  ypj  ^p  +  yq 

gleichzusammengesetzt  ist.  Es  fragt  sich  daher  nur  noch,  was  für 
freie  Translationen:  Xp  -{-  ^q  +  vr  in  der  Untergruppe  y  auftreten 
können. 

Jede  infinitesimale  Translation  ist  durch  einen  gewissen  Punkt 
der  unendlich  fernen  Ebene  vollständig  bestimmt  und  jede  zweiglied- 
rige Gruppe  von  Translationen  durch  eine  gewisse  Gerade  dieser  Ebene 
(s.  Abschn.  I,  S.  559).  Da  nun  die  in  y  vorhandenen  freien  Trans- 
lationen eine  invariante  Untergruppe  von  y  erzeugen,  so  muss  die 
Figur  der  unendlich  fernen  Ebene,  durch  welche  diese  Gruppe  von 
Translationen  bestimmt  ist,  bei  y  und  zugleich  auch  bei  der  Gruppe: 
Xj^f  . . .  Xmf  invariant  bleiben.  Demnach  können  zwar  in  y  die  Trans- 
lationen alle  frei  auftreten  oder  es  können  freie  Translationen  ganz 
fehlen;  es  kann  aber  auch  eine  einzelne  oder  es  können  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Translationen  frei  auftreten,  jenachdem  die  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xmf  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene 
invariant  lässt.  Zwei  Punkte  und  ebenso  zwei  Gerade  der  unendlich 
fernen  Ebene  sind  jedoch  dann  als  gleichberechtigt  anzusehen,   wenn 

14* 
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sie  durch  eine  solche  Transformation  der  G^  unter  einander  vertauscht 
werden  können,  bei  der  die  Gruppe  X^f .  . .  Xmf  invariant  bleibt. 

Wir  stellen  zunächst  die  verschiedenen  Typen  von  Gruppen: 
X^f ...  Xmf  zusammen  (s.  S.  26)  und  fügen  jedesmal  die  Translationen 
hinzu,  die  in  den  entsprechenden  Gruppen  y  frei  auftreten  können. 

1)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  werden  dreigliedrig  transformirt. 
Gruppe  XJ,..  Xmf:  S,,  S,,  S,',  S,,  S,,  S,,  ü-,  freie  Translationen: 
keine  oder  alle. 

2)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  zweigliedrig.  Gruppe  XJ...Xmf'' 
S^jS^  +  cTJ\  Si,S2j  U]  freie  Translationen:  keine:  p-,  jp,  r;  alle. 

3)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  eingliedrig: 

A)  Gruppe  XJ .  .  .  Xmf:  S,-,  S,  +  U',  S,,  U;  freie  Translationen: 
keine;  p-,  p,  r;  alle. 

B)  Gruppe  XJ...  Xmf:  S^  +  cU-,  S„  U-,  freie  Translationen: 
keine;  p;  r;  Pj  r;  jo,  q-^  alle. 

4)  Die  Punkte  des  Kegelschnitts  nuUgliedrig.  Gruppe  X^f . . . 
Xmf:  entweder  blos  die  identische  Transformation  oder  U.,  freie  Trans- 
lationen: _p;  r;  p,  r;  p,  g;  alle. 

Wir  wollen  blos  die  beiden  Fälle  1)  und  2)  vollständig  behan- 
deln und  dann  gleich  eine  Tabelle  aller  Untergruppen  der  Gruppe  (1) 
aufstellen. 

Treten  im  ersten  Falle  die  Translationen  sämmtlich  frei  auf,  so 
erhalten  wir  ausser  der  Gruppe  (1)  selbst  noch  die  sechsgliedrige 
Untergruppe: 

(2)  Py  Qy  r,  2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2^q  +  xr,  xp  +  yq  +  zr. 
Treten  keine   Translationen  frei  auf,   so   haben  wir  eine  Gruppe  von 

der  Form: 

Si -^  atp  +  ßiq '\- yiV     (»  =  1,2,3), 

wozu  noch: 

u+  (^^P  +  hcL  +  r^'^ 

kommen  kann.  Ist  die  Transformation  TJ  +  -  -  -  vorhanden,  so  erhal- 
ten wir  durch  Einführung  von  x  +  a^,  y  +  ßi,  ^  +  n  als  neuen  x,  y,  z 
sofort  ü  selbst  und  erkennen  sodann  durch  Combination,  dass  alle 
übrigen  a,  /?,  y  verschwinden,  wir  finden  also  die  Gruppe: 

(3)  2»p  +  yr,  xp  —  yq,  2zq  +  xr,  xp  +  yq  +  Br. 

Tritt    U-l nicht    auf,    so    bringen    wir    durch   Einführung    neuer 

Xy  y^  z  die  Grössen  «2?  Ä?  «1  ^""^  Verschwinden,  durch  Combination 

von  /Si  H ,  S^-\ ergiebt  sich  sodann  /3j  =  y^  =  ^3  =  0  und  durch 

Combination  von  S^  und  >S'2  mit  ^3  H auch  noch :  ft  =  ajj  =  ^3  =  ^• 

Wir  bekommen  somit  die  Gruppe: 
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(4)  202'>  +  y^p   ^P  —  y^,  2iiiq  -\-  xr. 

Im  sweiten  Fälle  haben  wir  zwei  Transformationen: 

zu  denen  noch  Z7+  •  •  •  treten  kann,  doch  brauchen  wir  auf  diesen 
Fall  nicht  einzugehen. 

a)  Keine  freien    Translationen.      Neues   y  und   neues   0    ergeben: 
a^  =  y^  =  0.  Durch  Coinbination  erhalten  wir  ferner  die  Transformation: 

also  ist  i^g  =  ^2  =  ^  ^^^  auch  ß^  verschwindet,  wenn  nicht  c  den 
Werth  2  hat.  Endlich  kann  «2  durch  Einführung  eines  neuen  x  gleich 
Null  gemacht  werden,  ausgenommen  wenn  c  =  —  1  ist.  Hat  c  den 
Werth  2  und  ist  /^^  =|=  ^7  so  können  wir  die  betreffende  Gruppe: 

durch  die  Substitution: 

^l=A'-^;      2/1=2/;      ^i==ft^ 

auf  eine  einfachere  Form  bringen.  Ist  andrerseits  c  =  —  1  und  «2  =h  ^; 
so  wenden  wir  die  Transformation: 

x^=  —  ^x,  2/1  =  —  f^iy,   ^1  =  ^ 

an.     Beide   Transformationen   gehören    der  Gruppe  S^,  S2,  S^,   U   an 
und  lassen  jede  einzelne  der  00^  Gruppen:  S^,  S^ -\-  cU  invariant. 
Damit  haben  wir  die  Gruppen: 

2sp  +  yr,  (c  +  l)xp  -{-{e—  l)yci  +  czr 

(5)  2zp  -\-  yr  -{-  q,     ?>xp  +  2/2  +  2<^r 
22p  +  yr,  2yq  +  sr  +  p, 

zu   denen   noch,  wenn  eine    Transformation:    Z7+  •••   auftritt,    diese 

kommt: 

2zp  +  yr,  xp  ~  yq,  xp  +  yq  +  zr. 

b)  Die  Translation  p  tritt  frei  auf.  Ein  neues  y  ergiebt  y^  ==  0, 
durch  Combination  findet  man,  dass  ß^  ^^^^  ^^^  ^^^  ^^^^  ßi  verschwin- 
det, wenn  c=|=2.  Endlich  kann  y^  durch  Einführung  eines  neuen  z 
zum  Verschwinden  gebracht  werden,  so  lange  c  =f=  0.  Auf  diese  Weise 
ergeben  sich  die  Gruppen: 

(2zp  +  yr,   (c  +  \)xp  +  {c  -  l)yq  +  czr,  p 

(6)  2zp  +  yr  +  q,     3xp  +  yq  +  2zr,  p 
\2zp  +  yr,  xp  —  yq  +  r,  p, 

zu  denen  noch: 
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20p  +  yr,  xp  —  yq,  ocp  +  yq  +  sr,  p 


(7) 
kommt. 

c)  Die  Translationen  p^  r  treten  frei  auf.    Es  ergiebt  sich  ß^  =  0^ 
solange  c  =f=  2,  ß2  kann  null  gemacht  werden,  solange  c=[=l,  also: 

20p  +  yr,  {c  +  l)xp  +  {c—\)yq-\-  C0r,  p,  r 

(8)  •  20p  +  yr  +  q,     3xp  +  yq  +  20r,  p,  r 

20p  +  y^j  2xp  -{-  0r  -\-  q^  p,  r 

und  ausserdem: 

(9)  20p  +  yr,  xp  —  yq,  xp  +  yq  +  0r,  p,  r. 

d)  Alle  Translationen  frei: 
20p  +  yr,  (c  +  \)xp  +  (c—  V)yq  +  C0r,  p,  g,  r 
20p  +  yr,  xp  —  yq,  xp-\-yq  +  0r,  p,  q,  r. 

So  fährt  man  fort  und  erhält  schliesslich  die  folgende  Tabelle: 


(10)    {: 

>  f  ä 

Die  Untergruppen   der  siebengliedrigen  Gruppe: 


(1) 


j9,  q,  r,  2zp  +  yr,  xp  —  yq,  2zq-{-  xr,  xp  -\-  yq-{-  zr 


die    den    unendlich    fernen    Kegelschnitt:     ^  =  0,   xy  —  0'^  =^  0 

invariant   lässt. 

I)    Die  Punkte   des   Kegelschnitts   werden  dreigliedrig 

transformirt: 


2zp  -\-  yr,  xp  —  yq,   2zq  -f  xr,  p,  q,  r 


2zp  +  2/^»  ^P  ~~  2/2»  ^^Q.  -f"  ^*' 


2zp  -\-  yr,  xp  —  yq,  2zq  -\-  xr,   xp  -\-  yq  -\-  zr 


II)    Die  Punkte  des  Kegelschnitts  zweigliedrig: 


2zp  +  yr,  (c  -i-  1) xp -\-  (c  —  l)yq  +  czr,  p,  q,  r 


2zp  -\-  yr,  xp  —  yq,  xp  -\-  yq-\-  zr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  (c  -{- 1)  xp -\-  {c  —  1)  yq  +  czr,  p,  r 


2zp  -f-  7/r  4-  g,  3xp  +  yq  +  2zr,  p,  r 
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'^P  +  2/**.  2aJi3  +  zr  -{-  q,  p,  r 


2zp  +  yr,  xp  -  yq,   xp-\-  yq-\-  zr,  p,  r 


+  yr,   (c  -\-  l)xp  +  {c—  l)yq  +  czr,  p 


2zp  +  yr  +  q,  Sxp  -{-  yq  +  2zr,  p 


-i-  yr,  xp  —  yq-i-r,  p 


2zp  +  yr,  xp  —  yq,  xp-\-  yq-\-  zr,  p 


2zp  -\-  yr^  (c  -\-  1)  x p  -\-  {c  —  1)  yq  +  c^r 


2^p  -\-  yr  -{-  q,  3xp  -\-  yq  -\-  2zr 


2zp  -{-  yr,  2yq  +  zr  -\-  p  \  I  2zp  +  ^/r,  rcp  —  yq,  xp  -\-  yq-{-  zr  \ 


III)   Die  Punkte  des  Kegelschnitts  eingliedrig: 
A)   Ein  doppeltzählender  Punkt  des  Kegelschnitts  fest: 


2zp  +  yr,  p,  q,  r 


2zp  -\-  yr  -\-  xp -}-  yq -i-  zr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  xp  +  yq-\-  zr,  p,  q,  r 


2zp  +  yr,  p,  r  2zp  -\-  yr  -\-  q,  p,  r 


2zp  -{-  yr  +  xp  -i-  yq  +  zr,  p,  r    \         ;    2zp  +  yr,  xp-{-  yq-\r  zr,  p,  r 


2zp-\-yr,  p 


2zp  -\-yr  -\-q,p 


2zp  -\-yr  -\-  xp  -]r  yq-\-  zr,  p 


2zp  +  yr,  xp  -{-  yq-]r  zr,  p 


2zp  +  yr 


4-2/r +  g 


2zp  -\-  yr  -\-  xp  -{-  yq-\-  zr  2zp  -f-  yr,  xp  -{-  yq-\-  zr 
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B)    Zwei  getrennte  Punkte  des  Kegelschnitts   fest: 


(c-fl)a:i9  +  (c— 1)2/2+  czr,  p,  q,  r 


xp  -  yq,  xp-\-yq  +  sr,  p,  q^  r 


(c  +  1)  «i?  4-  (c  ~  1)  yq  +  czr;  p,  q 


xp  —  yq-\-r,  p,  q 


xp  —  yq,  xp  -[-yq-\.  zr,  p,  q 


(c  -f  1)  icjp  +  (c  —  1)  yq  +  czr,  p,  r  2xp  -\-  zr  -\- q,  p,  r 


xp  —  yq,  xp  -\-  yq-\-  zr,  p,  r 


(c  +  1)  xp  -{-  {c  —  l)yq  -\-  czr,  p 


xp  —  yq-\.r,  p 


2xp  -\-  zr  -\-  q,   p 


^P  —  y^,  xp  +  yq  +  zr,  p 


(c  +  l)xp  -]r  {c  —  l)yq  -\-  czr,  r  Ixp  -\-  zr  ■\-  q,  r 


xp—  yq,  xp  -\-yq-\-  zr,  r 


(c  -{-  1)  xp  -\-  {c  ~  1)  yq  +  czr 


ocp  —  yq-\-r 


2xp  -\-  zr  -\-  q 


xp  —  yq,  xp  -]-  yq-}-  zr  \. 


IV)    Die  Punkte  des  Kegelschnitts  nullgliedrig: 


JP.  2,  r 


P,  a 


p,  r 


p 

r 

xp  +  yq  +  sr,  p,  q,  r 


xp-i-yq  +  zr,  p,  q 


xp  -\-yq^  zr,  p 


^p+  ya  -\-  ^r,  r 


' 

"^P  +  yq  +  ^r,  p,  r 

xp-i-yq-i-  zr 

' 

Zu  bemerken  ist,  dass  in  den  Gruppen:  III,  B,  1,  3,  13,  16  die 
Parameterwerthe  c  und  —c  gleichberechtigt  sind,  da  in  der  Gruppe: 
^1?  ^2;  ^^3?   U  die  Transformation: 

^1  =  2/;    2/1  =  -^;    ^'i  =  ^ 
enthalten   ist.     Ferner    sei   erwähnt,   dass    die   Gruppen  I,  1;  IV,  1,  6 
die   einzigen  invarianten   Untergruppen  der   Gruppe   (1)   sind.     Da  es 
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überdies  zuweilen  wünschenswerth  ist,  alle  Untergruppen  von  gleicher 
Parameterzahl  beisammen  zu  haben,  so  geben  wir  noch  eine  Tabelle, 
in  der  die  Untergruppen  nach  ihrer  Gliederzahl  geordnet  sind; 

2  Sechsgliedrige:      I,  1;  II,  2. 
4  Fünfgliedrige:      II,  1,  6;  III,  A,  3,  B,  2. 
12   Viergliedrige:        I,  3;  II,  3,  4,  5,  10;  III,  A,  1,  2,  7,  B,  1,  5,  8; 

IV,  6. 
18  Dreigliedrige:       I,  2;  II,  7,  8,  9,  14;  III,  A,  4,  5,  6,  11,  B,  3, 

4,  6,  7,  12,  15;  IV,  1,  7,  8. 
17  Zweigliedrige:       II,  11,  12,  13;  III,  A,  8,  9,  10,  15,  B,  9,  10,  11, 
13,  14,  19;  IV,  2,  3,  9,  10. 
9  Eingliedrige:        III,  A,  12,  13,  14,  B,  16,  17,  18;   IV,  4,  5,  11. 

Die  in  der  vorstehenden  Tabelle  zusammengestellten  Gruppen 
repräsentiren  lauter  verschiedene  Typen  von  Untergruppen  der  Gruppe 
(1),  es  kann  aber  unter  ihnen  solche  geben,  die  innerhalb  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  des  Raumes  mit  einander  gleichberechtigt 
sind.  Möglich  ist  das  natürlich  nur  bei  solchen  Gruppen,  die  ausser 
dem  Kegelschnitt:  t=^0,  xy~0^  =  0  noch  einen  andern  Kegelschnitt 
invariant  lassen. 

Da  eine  Translation  niemals  einen  im  Endlichen  liegenden  Kegel- 
schnitt invariant  lässt,  erkennt  man  leicht,  dass  es  unter  allen  den 
aufgeführten  Gruppen  nur  wenige  giebt,  bei  denen  ein  nicht  in  der 
unendlich  fernen  Ebene  liegender  Kegelschnitt  invariant  bleibt,  es  sind 
das  nur  die  Gruppen:  II,  11  für  c=  1,  ferner  III,  A,  12  und  endlich 
III,  B,  16  für  c  =  0,  ^,  1,  2,  3;  die  Werthe  c  =  -  1,  -^,  —  2,  -  3 
brauchen  wir  hier  nicht  besonders  anzuführen,  da  sie  schon  innerhalb 
der  Gruppe  (1)  dieselben  Typen  liefern,  wie  bezüglich:  c=  -f  1,  -^  ^, 
+  2,  +  3  (s.  oben  S.  216).  Aber  auch  von  diesen  Gruppen  sind  nur  die 
zu  c  =  -|-  und  zu  c  ==  3  gehörigen  innerhalb  der  allgemeinen  projec- 
tiven Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt. 

Andrerseits  lassen  die  Gruppen  III,  A  sämmtlich  die  c»^  Kegel- 
schnitte : 

t  =  0 /  xy  —  0^  -\-  ay^  =  0 

invariant,  die  Gruppen  III,  B  ebenso  die  oo^  Kegelschnitte: 
^  =  0,   xy  —  az^  ==  0, 

die  Gruppen  IV  endlich  alle  unendlich  fernen  Kegelschnitte  überhaupt. 
Trotzdem  giebt  es  unter  den  Gruppen  III,  A  und  III,  B  keine,  die 
innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einer  der  übrigen 
gleichberechtigt    ist,    während    allerdings   die   Gruppen  IV,  2,  4,  7,  9 
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bezüglich  mit  den  Gruppen  IV,  3,  5,  8,  10  durch  projective  Transfor- 
mationen ähnlich  sind. 

Wenn  man  also  die  Gruppen  IV,  3,  5,  8,  10  weglässt,  erhält 
man  im  Wesentlichen  lauter  Gruppen,  die  auch  innerhalb  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  verschiedene  Typen  von  Untergruppen  reprä- 
sentiren. 

§  53. 

Bei  den  bisherigen  Untersuchungen  über  die  Gruppe,  der  dieses 
Kapitel  gewidmet  ist,  wählten  wir  das  Coordinatensystem  so,  dass  der 
zur  Gruppe  gehörige  invariante  Kegelschnitt  reell  wurde.  Wir  erhiel- 
ten auf  diese  Weise  die  Gruppe  (1)  und  hatten  den  Vortheil,  dass  die 
Untergruppen  dieser  Gruppe  in  sehr  einfachen  Formen  erschienen. 
Von  jetzt  an  wollen  wir  die  gewöhnliche  Darstellungsweise  unsrer 
Gruppe  zu  Grunde  legen,  wir  wollen  also  den  invarianten  Kegelschnitt 
mit  dem  unendlich  fernen   imaginären   Kugelkreis; 

t  =  0,   x^  +  y^  +  s^  =  0 
zusammenfallen  lassen,  so  dass  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
und  der  Aehnlichkeitstransformationen  die  Gestalt: 

(11)  Pf  q,  r,  xq  —  yp,  yr  —  ^q,  zp  —  xr,  xp  '\-  yq-\-  zr 
erhält.     Die  sechsgliedrige  invariante  Untergruppe  von  (11): 

(12)  p,  q,  r,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr 

ist  dann  nichts  andres  als  die  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegungen. 

Wir  stellen  uns  zunächst  die  Aufgabe,  alle  Flächen  zu  bestimmen, 
die  bei  der  Gruppe  (11)  aller  Euklidischen  Bewegungen  und  Aehnlich- 
keitstransformationen gerade  cxj*  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Da  die  Gruppe  (11)  sieben gliedrig  ist,  so  gestattet  jede  Fläche 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  gerade  drei  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  von  (11)  (s.  Abschn.  I,  S.  482,  Satz  10);  diese 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  dreigliedrige  Untergruppe 
von  (11),  sie  sind  überdies  projectiv,  also  ist  die  Fläche  nach  S.  196, 
Satz  6  entweder  eine  Ebene  oder  die  Abwickelbare  einer  gewundenen 
Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  Cayleysche  Linienfläche  oder  eine 
Fläche  zweiten  Grades  oder  endlich  ein  Kegel. 

Ebenen  giebt  es  überhaupt  blos  oo^  verschiedene,  also  sind  die 
von  vornherein  ausgeschlossen.  Die  Abwickelbare  einer  gewundenen 
Curve  dritter  Ordnung  und  die  Cayleysche  Linienfläche  gestatten 
allerdings  beide  je  drei  unabhängige  infinitesimale  projective  Trans- 
formationen, aber  keine  der  beiden  dreigliedrigen  Gruppen,  die  von 
diesen  Transformationen  erzeugt  werden,  lässt  einen  Kegelschnitt  in- 
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variaut  (s.  S.  186  ff.  und  S.  195  f.),  also  kommen  auch  diese  Flächen 
nicht  in  Betracht. 

Lässt  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  Qg  ausser  dem  Kugelkreis 
noch  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  invariant,  so  muss 
sie  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  dreigliedrig  transformiren, 
denn  die  grösste  continuirliche  Untergruppe  von  Qg,  bei  der  alle  un- 
endlich fernen  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  lässt  zugleich  alle  Punkte  der 
Fläche  und  also  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  invariant  und 
fällt  demnach  mit  der  identischen  Transformation  zusammen.  Hieraus 
folgt,  dass  unsre  dreigliedrige  Gruppe  auf  der  unendlich  fernen  Ebene 
keine  andre  Punktfigur  in  Ruhe  lässt,  als  den  Kugelkreis;  die  Fläche 
zweiten  Grades  muss  somit  die  unendlich  ferne  Ebene  gerade  im 
Kugelkreis  schneiden,  sie  muss  eine  Kugel  sein.  Wirklich  gestattet 
auch  jede  Kugel  gerade  (x>^  Transformationen  der  Gruppe  (11),  näm- 
lich die  oo^  Rotationen  um  ihren  Mittelpunkt. 

Zu  bestimmen  sind  jetzt  nur  noch  die  Kegel,  die  gerade  drei  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen   der  Gruppe  (11)  gestatten. 

Liegt  die  Spitze  eines  solchen  Kegels  im  Endlichen,  so  nimmt  sie 
bei  der  Gruppe  (11)  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  an;  da  nun  der 
Kegel  im  Ganzen  oo*  Lagen  erhalten  soll,  so  muss  seine  Schnittcurve 
auf  der  unendlich  fernen  Ebene  gerade  oo^  verschiedene  Lagen  bekom- 
men und  demnach  von  den  oo^  Collineationen  der  unendlich  fernen 
Ebene,  die  den  Kugelkreis  invariant  lassen,  genau  od^  gestatten.  Die 
einzigen  Curven  von  dieser  Beschaffenheit  sind  aber  die  Tangenten 
des  Kugelkreises,  denn  bei  jeder  zweigliedrigen  projectiven  Gruppe  der 
Ebene,  die  einen  Kegelschnitt  invariant  lässt,  bleibt  ausser  dem  Kegel- 
schnitt nur  noch  eine  Tangente  des  Kegelschnitts  und  sonst  keine  Curve 
der  Ebene  invariant.  Demnach  ist  unser  Kegel  kein  wirklicher,  son- 
dern ein  ausgearteter  Kegel. 

Nehmen  wir  daher  an,  dass  die  Spitze  unsers  Kegels  auf  der  un- 
endlich fernen  Ebene  liegt  und  zwar  zunächst  ausserhalb  des  Kugel- 
kreises in  dem  Punkte  P.  Dieser  Punkt  nimmt  bei  der  Gruppe  (11) 
oo^  verschiedene  Lagen  an,  halten  wir  daher  P  fest,  so  muss  der 
Kegel  selbst  noch  oo^  verschiedene  Lagen  amiehmen  können.  Nun 
enthält  die  Gruppe  (11)  im  Ganzen  oo^  Transformationen,  die  P  in- 
variant lassen,  unter  diesen  giebt  es  aber  wieder  oo^,  die  überhaupt 
alle  Geraden  durch  P  stehen  lassen,  nämlich  die  od^  Translationen, 
die  nach  P  gerichtet  sind.  Bei  festgehaltnem  P  werden  demnach  die 
oo^  Geraden  durch  P  blos  durch  eine  viergliedrige  Gruppe  g^  trans- 
formirt,  die  ausser  der  Ebene  des  Kugelkreises  auch  noch  die  beiden 
Tangenten  von  P  an  den  Kugelkreis  in  Ruhe  lässt.     Es    fragt   sich 
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daher:  giebt  es  einen  Kegel  mit  P  als  Spitze,  der  bei  der  Gruppe  g^ 
gerade  oo^  verschiedene  Lagen  annimmt  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, gerade  oo^  Transformationen  von  ^4  gestattet?  Um  diese 
Frage  zu  beantworten,  kleiden  wir  sie  anders  ein.  Die  00^  Geraden 
durch  P  bilden  nämlich  ein  ebenes  Bündel,  das  bei  g^  projectiv  trans- 
formirt  wird ;  ersetzen  wir  die  Geraden  dieses  Bündels  durch  die  Punkte 
einer  Ebene,  so  geht  die  unendlich  ferne  Ebene  in  eine  Gerade  über 
und  die  beiden  Tangenten  von  P  aus  an  den  Kugelkreis  verwandeln 
sich  in  zwei  Punkte  dieser  Geraden.  Unsre  Frage  ist  demnach  gleich- 
bedeutend mit  der  folgenden:  welche  Curve  der  Ebene  gestattet  00^ 
projective  Transformationen,  bei  denen  eine  Gerade  mit  zwei  darauf 
liegenden  Punkten  invariant  bleibt?  Die  einzige  Curve  von  dieser  Be- 
schaffenheit ist  offenbar  die  Gerade,  also  besteht  jeder  Kegel  von  der 
oben  verlangten  Beschaffenheit  blos  aus  einer  Ebene  durch  P,  das 
heisst,  er  ist  wieder  kein  wirklicher  Kegel. 

Endlich  möge  die  Spitze  S  unsers  Kegels  auf  dem  Kugelkreise 
selbst  gelegen  sein. 

Hält  man  die  Spitze  S  fest,  so  muss  der  Kegel  selbst  noch  oo^ 
verschiedene  Lagen  annehmen.  Li  der  Gruppe  (11)  giebt  es  aber  00^ 
verschiedene  Transformationen,  die  S  in  Ruhe  lassen,  und  unter  diesen 
sind  wieder  genau  00^,  die  alle  Geraden  durch  S  stehen  lassen,  also 
werden  bei  festgehaltenem  S  die  oo^  Geraden  durch  S  durch  eine 
fünfgliedrige  Gruppe  ^5  transformirt,  die  ausser  S  selbst  noch  die  un- 
endlich ferne  Ebene  und  die  Tangente  des  Kugelkreises  im  Punkte  S 
invariant  lässt.  Giebt  es  nun  in  dem  Geradenbündel  durch  S  einen 
wirklichen  Kegel,  der  bei  g^  gerade  00^  verschiedene  Lagen  annimmt  und 
also  00^  Transformationen  der  ^5  zulässt?  Wir  kleiden  diese  Frage 
wieder  anders  ein,  indem  wir  das  Geradenbündel,  dessen  Träger  S  ist, 
durch  die  Punkte  einer  Ebene  ersetzen.  Die  Frage  lautet  dann  so: 
giebt  es  eine  krumme  Curve  der  Ebene,  die  oo^  Collineationen  ge- 
stattet, bei  denen  ausserdem  noch  eine  Gerade  und  ein  darauf  liegen- 
der Punkt  ihre  Lage  behalten?  Die  einzige  krumme  Curve  von  dieser 
Beschaffenheit  ist  offenbar  ein  Kegelschnitt,  der  die  betreffende  Gerade 
in  dem  betreffenden  Punkte  berührt.  Also  ist  der  einzige  Kegel  von 
der  verlangten  Beschaffenheit  ein  nicht  ausgearteter  Kegel  zweiten 
Grades,  dessen  Spitze  auf  dem  Kugelkreise  liegt,  während  er  die  un- 
endlich ferne  Ebene  längs  der  zu  seiner  Spitze  gehörigen  Tangente  des 
Kugelkreises  berührt. 

Damit  ist  der  folgende  Satz  gewonnen: 

Satz  1.  Die  einzigen  Flächen,  die  hei  der  siebcngliedrigen  Gruppe: 
(11)       j),  g,  r,  xq  —  yp,  yr  —  0q,  zp  —  xr,  xp  +  yq-\-  zr 
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der  EuUidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen  gerade 
oo^  verschiedene  Lagen  annehmen  ^  sind  erstens  die  Kugeln  und  zweitens 
alle  die  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades ^  die  einen  Punkt  des 
KugelJcreises  zur  Spitze  haben  und  die  ausserdem  die  unendlich  ferne 
Ebene  längs  der  zu  dem  betreffenden  PunJct  gehörigen  Kugelkreistangente 
berühren. 

Die  Kugeln  sind  also  die  einzigen  reellen  Flächen^  die  bei  der 
Gruppe  (11)  gerade  oo*  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Nunmehr  suchen  wir  ebenso  alle  Curven^  die  bei  der  Gruppe  (11) 
gerade  oo*  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Jede  solche  Curve  ist  nach  §  46  entweder  eben  oder  eine  ge- 
wundene Curve  dritter  Ordnung,  denn  sie  gestattet  gerade  oo^  ver- 
schiedene Transformationen  der  Gruppe  (11).  Diese  cx)^  Transforma- 
tionen bilden  eine  Gruppe  y^^  die  auf  der  unendlich  fernen  Ebene 
ausser  dem  Kugelkreis  sicher  noch  eine  andre  Punktfigur  invariant 
lässt,  die  also  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  sicher  nicht 
dreigliedrig  transformirt.  Hieraus  folgt,  dass  /g  mindestens  eine  in- 
finitesimale Transformation  enthält,  bei  der  alle  Punkte  der  unendlich 
fernen  Ebene  in  Ruhe  bleiben.  Nun  aber  haben  alle  infinitesimalen 
Transformationen  dieser  Art,  die  in  der  Gruppe  (11)  enthalten  sind, 
die  Form: 

a^p  +  a^q  +  a^r  -f  a^ {xp  +  yg  +  zr) 

und  ihre  Bahncurven  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  sämmtlich 
gerade  Linien,  also  können  die  in  Rede  stehenden  Curven,  wenn  sie 
im  Endlichen  liegen,  nur  gerade  Linien  sein,  im  Unendlichen  können 
sie  aber  nicht  liegen,  da  jede  Curve  der  unendlich  fernen  Ebene  bei 
der  Gruppe  (11)  blos  oo^  verschiedene  Lagen  annimmt.  In  der  That 
gestattet  jede  Gerade  von  allgemeiner  Lage  c»^  Transformationen  der 
Gruppe  (11),  schneidet  sie  den  Kugelkreis,  so  gestattet  sie  deren  sogar 
oo*.     Also: 

Satz  2.  Die  geraden  Linien  sind  die  einzigen  Curven  des  Baumes, 
die  bei  der  siebengliedrigen  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der 
Aehnlichkeitstransformationen  genau  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Verbindet  man  diesen  Satz  mit  dem  Satze  1,  so  erkennt  man, 
dass  die  Plückersche  Linieugeometrie  und  die  neuere  Kugelgeometrie 
unter  allen  möglichen  Versinnlichungen  eines  vierfach  ausgedehnten 
Raumes  eine  ausgezeichnete  Stellung  einnehmen.  Allerdings  liesse 
sich  auch  auf  die  oo*  Kegel,  die  in  dem  Satze  1  vorkommen,  eine  Geo- 
metrie gründen,  aber  diese  wäre  imaginär  und  kann 'daher  nicht  in 
Betracht  kommen. 
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Jetzt  wollen  wir  alle  Curven  bestimmen,  die  bei  der  sechsglied- 
rigen  Gruppe: 

(12)  p,  q,  r,  xq  —  yp,  yr  —  0q,  ßp  —  xr 

der  Euklidischen  Bewegungen  gerade  cx)*  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Jede  Curve  dieser  Art  gestattet  oo^  Transformationen  der  Gruppe 
(12),  ist  sie  daher  keine  Gerade,  so  muss  sie  entweder  eine  gewun- 
dene Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  ebene  krumme  Curve  sein. 

Eine  gewundene  Curve  dritter  Ordnung  kann  sicher  nicht  mehr 
als  cx)^  Bewegungen  gestatten.  Andrerseits  haben  wir  gesehen,  dass 
es  nur  eine  Art  von  zweigliedrigen  projectiven  Gruppen  giebt,  die  eine 
Curve  dritter  Ordnung  invariant  lassen.  Jede  solche  Gruppe  (s.  S.  189) 
hielt  einen  Punkt  der  Curve  fest  und  ausserdem  in  der  zu  diesem  Punkt 
gehörigen  Schmiegungsebene  einen  nicht  ausgearteten  Kegelschnitt,  der 
auf  der  abwickelbaren  Fläche  der  Curve  lag.  Verlegen  wir  daher  den 
betreffenden  Kegelschnitt  in  den  Kugelkreis,  so  erhalten  wir  die  allge- 
meinste gewundene  Curve  dritter  Ordnung,  die  oo^  Bewegungen  ge- 
stattet, sie  ist  dadurch  gekennzeichnet,  dass  ihre  Abwickelbare  den 
Kugelkreis  enthält.  Jede  solche  Curve  nimmt  offenbar  bei  der  Gruppe 
(12)  oo^  verschiedene  Lagen  an,  auch  überzeugt  man  sich  leicht,  dass 
es  im  Ganzen  nur  oo*  derartige  Curven  giebt. 

Soll  eine  ebene  krumme  Curve  bei  der  Gruppe  der  Bewegungen 
oo*  verschiedene  Lagen  annehmen,  so  darf  sie  nicht  in  der  unendlich 
fernen  Ebene  liegen,  denn  dann  würde  sie  ja  bei  allen  Translationen 
invariant  bleiben  und  blos  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen.  Die 
zweigliedrige  Gruppe  ^2  ^^^  Bewegungen,  bei  der  unsre  Curve  in- 
variant bleibt,  lässt  daher  ausser  der  unendlich  fernen  Ebene  noch 
eine  andere  Ebene  E  invariant,  in  der  die  invariante  Curve  liegt. 
Ferner  ist  sicher,  dass  g^  sowohl  die  Punkte  der  unendlich  fernen 
Ebene  als  die  von  E  zweigliedrig  transformirt ,  denn  die  grösste 
continuirliche  Untergruppe  von  g^^  die  alle  Punkte  einer  dieser  beiden 
Ebenen  in  Ruhe  lässt,  hält  in  der  andern  Ebene  alle  Tangenten  an 
die  darin  liegende  Curve  fest  und  somit  alle  Punkte  auch  dieser  Ebene 
und  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes,  sie  fällt  demnach  mit  der 
identischen  Transformation  zusammen.  Da  bei  g^  auch  die  Punkte 
von  E  zweigliedrig  transformirt  werden,  so  ist  die  in  E  liegende  in- 
variante Curve  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt.  Auf  diesem  Kegel- 
schnitt kann  ebenso  wie  auf  dem  Kugelkreis  nur  ein  Punkt  invariant 
bleiben,  folglich  muss  der  Kegelschnitt  den  Kugelkreis  berühren.  Hier- 
aus ergiebt  sich  endlich,  dass  die  gemeinsame  Abwickelbare  beider 
Kegelschnitte,  die  natürlich  auch  bei  der  ^2  invariant  bleibt,  ein  Kegel 
zweiten  Grades  ist,  dessen  Spitze  im  Endlichen  liegt.     Damit  stossen 
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wir  aber  auf  einen  Widerspruch,  denn  unsre  g^  müsste  offenbar  aus 
oo^  Rotationen  um  die  Kegelspitze  bestehen,  sie  Hesse  daher  auch  die 
oo^  Kugeln  um  die  Kegelspitze  invariant  und  diese  Kugeln  würden  die 
Ebene  E  m  <x^  invarianten  Kegelschnitten  schneiden;  die  Punkte  von 
E  würden  also  im  Widerspruch  mit  dem  oben  Gezeigten  bei  g^  blos 
eingliedrig  transformirt. 

Demnach  giebt  es  keine  ebene  krumme  Curve,  die  bei  der  Gruppe 
aller  Bewegungen  oo*  verschiedene  Lagen  annimmt,  und  wir  haben  den 

Satz  3.  Die  od^  Geraden  und  die  od^  gewundenen  Curven  dritter 
Ordnung j  deren  ahwicMbare  Flächen  den  Kugelkreis  enthalten,  sind  die 
einzigen  Curven  des  Baumes,  die  hei  der  Gruppe  aller  Euklidischen  Be- 
wegungen genau  oo*  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Durch  das  Vorstehende  sind  wir  in  den  Stand  gesetzt,  überhaupt 
alle  Schaaren  von  c»*  Curven  anzugeben,  die  bei  der  Gruppe  aller 
Euklidischen  Bewegungen  invariant  bleiben.  Jede  Curve  einer  solchen 
Schaar  gestattet  nämlich  mindestens  cx>^  Bewegungen,  die  Schaar  be- 
steht daher  entweder  aus  den  oo*  Geraden,  oder  aus  den  oo*  in  Satz  3 
bezeichneten  Curven  dritter  Ordnung  oder  endlich  sie  besteht  aus  <x>^ 
ebenen  Curven,  die  alle  in  der  unendlich  fernen  Ebene  liegen.  Es 
wäre  leicht,  auch  diese  letzten  Curvenschaaren  genauer  zu  bestimmen, 
doch  wollen  wir  uns  dabei  nicht  aufhalten  und  nur  noch  eine  Bemer- 
kung hinzufügen. 

Die  Schaar  der  oo*  Geraden  wird  nämlich  in  den  rechtwinkligen 
Coordinaten  x,y,  z  durch  die  zwei  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
zweiter  Ordnung: 

definirt.  Die  Schaar  der  oo*  Curven  dritter  Ordnung  dagegen,  von 
denen  in  Satz  3  die  Rede  ist,  genügt  einer  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  denn  alle  Tangenten  dieser  Curven  treffen  den  Kugelkreis; 
die  betreffende  Differentialgleichung  lautet: 


i  +  (rJ  +  (^^r-o. 


Endlich  genügt  jede  andre  Schaar  von  oo*  Curven,  die  bei  der  Gruppe 
der  Bewegungen  invariant  bleibt,  der  endlichen  Gleichung: 

da  sie  aus  lauter  Curven  der  unendlich  fernen  Ebene :   ^  =  0  besteht. 
Hieraus  ergiebt  sich  der 

Satz  4.     Bleibt  ein  System  von   zwei  gewöhnlichen  Bifferentialglei- 
chungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 
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d-y  /  dy     dz\ 


d^ 
dx' 


hei  der  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegungen  invariant^   so   hat  es  die 
Foi'm : 

dx^'^  '      dx^ 

und  seine  Integralcurven  sind  die  c»*  Geraden  des  Raumes. 


Kapitel  12. 

Die  primitiven  projectiven  Gruppen  des  gewöhnlichen  Baumes. 

Um  die  in  der  üebersclirift  genannten  Gruppen  zu  bestimmen, 
gehen  wir  davon  aus,  dass  wir  in  Kap.  7  bereits  alle  Typen  von  pri- 
mitiven Gruppen  des  Raumes  aufgestellt  haben.  Durch  Benutzung 
der  in  Kapitel  9 — 11  gewonnenen  Ergebnisse  werden  wir  ohne  Schwie- 
rigkeit dazu  gelangen,  auch  alle  Typen  von  primitiven  projectiven 
Gruppen  des  Raumes  zu  ermitteln.  In  einem  zweiten  Paragraphen 
werden  wir  dann  noch  zwei  besondere  Kategorien  von  primitiven  pro- 
jectiven Gruppen  des  Raumes  für  sich  betrachten  und  eine  neue,  direk- 
tere Methode  zur  Bestimmung  der  betreffenden  Gruppen  entwickeln. 

§  54. 

Jede  primitive  projective  Gruppe  des  Raumes  ist  nothwendig  mit 
einer  der  acht  primitiven  Gruppen  ähnlich,  die  in  dem  Theoreme  9 
auf  S.  139  zusammengestellt  sind.  Wollen  wir  daher  alle  primitiven 
projectiven  Gruppen  finden,  so  müssen  wir  diese  acht  Gruppen  der 
Reihe  nach  durchgehen  und  für  jede  einzelne  unter  ihnen  feststellen, 
ob  sie  mit  einer  projectiven  Gruppe  ähnlich  ist.  Tritt  dieser  Fall 
ein,  so  müssen  wir  noch  untersuchen,  ob  die  betreffende  Gruppe  mit 
mehreren  projectiven  Gruppen  ähnlich  sein  kann,  die  innerhalb  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Raumes  nicht  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind. 

Aber,  wie  entscheidet  man  denn,  ob  eine  beliebige  vorgelegte 
Gruppe  des  Raumes  mit  einer  projectiven  Gruppe  ähnlich  ist? 

Eine  jede  projective  Gruppe  ist  als  solche  daran  kenutlich,  dass 
sie  die  Schaar  aller  oo'^  Geraden  invariant  lässt,  oder,  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  das  System  der  beiden  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung: 
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dx'        ^'      dx-        ^' 

wofür  wir  kürzer:    «/"=  0,  ^"  =  0  schreiben   wollen.  Soll  daher  eine 

beliebige  Gruppe  G  des  Raumes  mit  einer  projectiven  Gruppe  ähnlich 

sein^  so  muss  sie  erstens  mindestens  ein  System  von  Di£Perentia]glei- 
chungen  zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

(1)  y"-=cc{x,  y,  B,  y\  /),     z'^^ix,  y,  z,  y\  z) 

invariant  lassen  und  es  muss  zweitens  unter  den  bei  G  invarianten 
Systemen  von  der  Form  (1)  mindestens  eines  geben,  das  durch  Ein- 
führung neuer  Veränderlicher  x^  y,  z  die  Form: 

(2)  y"=0,     /'=0 

erhalten  kann.  Diese  Bedingungen  sind  offenbar  nothwendig  und  hin- 
reichend. 

Gehen  wir  jetzt  die  acht  primitiven  Gruppen  auf  S.  139  f.  der 
Reihe  nach  durch. 

Fünf  von  diesen  Gruppen  können  wir  mit  einem  Schlage  erledi- 
gen, nämlich  die  allgemeine  projective,  die  allgemeine  lineare,  die 
specielle  lineare,  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der 
Aehnlichkeitstransformationen  und  endlich  die  Gruppe  der  Euklidi- 
schen Bewegungen  selbst.  Alle  diese  Gruppen  liegen  bereits  in  pro- 
jectiver  Form  vor  und  enthalten  die  Gruppe  der  Euklidischen  Be 
wegungen.  Da  wir  von  dieser  letzteren  Gruppe  gezeigt  haben  (s.  S.  223  f.), 
dass  sie  ausser  dem  Systeme:  y'==z"=0  kein  andres  System  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form  (1)  invariant  lässt,  so  ergiebt  sich, 
dass  jede  Transformation,  die  eine  der  genannten  Gruppen  wieder  in 
eine  projective  Gruppe  überführt,  selbst  projectiv  sein  muss,  dass  also 
jede  projective  Gruppe,  die  mit  einer  der  genannten  Gruppen  ähnlich 
ist,  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  selbst  mit  ihr  gleich- 
berechtigt ist. 

Auch  die  zehngliedrige  conforme  Gruppe  macht  keine  Schwierig- 
keiten; sie  umfasst  nämlich  ebenfalls  die  Gruppe  der  Euklidischen 
Bewegungen  und  da  sie  überdies  gewisse  nicht  projective  infinitesi- 
male Transformationen  enthält,  so  lässt  sie  nicht  einmal  das  System  (2) 
invariant.  Es  giebt  demnach  überhaupt  kein  System  von  der  Form 
(1),  das  bei  der  conformen  Gruppe  invariant  bleibt,  das  heisst:  diese 
Gruppe  ist  überhaupt  mit  keiner  projectiven  Gruppe  ähnlich. 

Die  sechsgliedrige  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zwei- 
ten Grades  ist  schon  projectiv,  sie  lässt  überdies  nach  S.  207,  Satz  2 
keine  andre  Schaar  von  oo*  Curven  des  Raumes  invariant,  als  die 
Schaar  der  oo*  Geraden.     Hieraus  folgt,   dass  diese  Gruppe  mit  einer 

Lie,  Theorie  der  Transformatinnsgruppen.    III.  15 
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projectiven    Gruppe    stets    nur    durch    eine    projective    Transformation 
ähnlicli  sein  kann. 

Nunmehr  haben  wir  nur  noch  die  zehngliedrige  projective  Gruppe 
eines  linearen  Complexes  zu  untersucheu. 

Was  für  Schaaren  von  oo*  Curven  bleiben  bei  dieser  Gruppe,  die 
wir  kurz  G^^  nennen  wollen,  invariant?  Jede  Curve  einer  solchen 
Schaar  gestattet  mindestens  sechs  unabhäugige  infinitesimale  projec- 
tive Transformationen,  sie  ist  daher  nach  §  46  entweder  eine  Gerade 
oder  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt.  Da  die  Schaar  aller  Geraden 
sowieso  bei  der  Gruppe  invariant  bleibt,  handelt  es  sich  also  nur 
darum,  ob  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Kegelschnitten  auftreten  kann. 

Nehmen  wir  an,  dass  es  eine  solche  Schaar  giebt.  Halten  wir 
dann  einen  beliebigen  Kegelschnitt  der  Schaar  fest,  so  bleibt  gleich- 
zeitig der  Pol  seiner  Ebene  in  Bezug  auf  den  linearen  Complex  in 
Ruhe,  da  aber  der  Kegelschnitt  mindestens  oo«  Transformationen 
unsrer  G^^  zulässt,  so  muss  dieser  Pol  auf  dem  Kegelschnitt  liegen 
und  es  ergiebt  sich  zugleich,  dass  der  Kegelschnitt  blos  oo^  Transfor- 
mationen der  G^io  zulässt,  die  natürlich  eine  sechsgliedrige  projective 
Gq  bilden.  Denken  wir  uns  nun  durch  alle  Punkte  des  Kegelschnitts 
die  zugehörigen  Complexebenen  gelegt,  die  alle  durch  den  Pol  der 
Kegelschnittebene  gehen,  so  erhalten  wir  oo^  Ebenen,  die  einen  nicht 
ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  umhüllen.  Auch  dieser  Kegel  muss 
nothwendig  bei  der  G,  invariant  bleiben.  Nun  aber  gestattet  schon 
die  Figur,  die  aus  einem  Kegelschuitt  und  einem  Punkte  darauf  be- 
steht, blos  <x>^  projective  Transformationen  des  Raumes  und  diese  oo« 
Transformationen  lassen  keinen  Kegel  zweiten  Grades  invariant,  also 
kommen  wir  auf  einen  Widerspruch,  das  heisst:  es  giebt  gar  keine 
Schaar  von  oo^  Kegelschnitten,  die  bei  unsrer  G^,  invariant  bleibt. 

Demnach  lässt  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines  linearen 
Complexes  nur  eine  einzige  Schaar  von  oo^  Curven  invariant,  nämhch 
die  der  oo*  Geraden,  es  ist  also  auch  das  System:  y'=  0,  /'=  0  das 
einzige  bei  der  Gruppe  invariante  System  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (1).  Damit  ist  bewiesen,  dass  auch  diese  Gruppe  mit  einer 
projectiven  Gruppe  nur  durch   eine  projective  Transformation  ähnlicli 

sein  kann.  .  ,   i  • 

Die  Bestimmung  aller  primitiven  projectiven  Gruppen  ist  hiermit 

vollendet  und  wir  können  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  11.  Es  gieht  im  dreifach  ausgedehnten  Baume  nur 
sieben  verschiedene  Typen  von  primitiven  projectiven  Gruppen; 
Eepräsentanten  dieser  sieben  Typen  sind  die  nachstehenden 
siehen  Gruppen: 
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1)  die  fünfsehngliedrige  allgemeine  projective  Gruppe  seihst 
(s.  S.  124,  [1]), 

2)  die  swölfgliedrige  allgemeine  lineare  Gruppe  (s.  S.124,  [2]), 

3)  die  elfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe  (s.  S.  124,  [3]), 

4)  die  siehengliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
und  der  Äehnlichheitstransformationen  (s.  S.  132,  [6]), 

5)  die  seclisgliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
(s.  S.  132,  [5]), 

6)  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
arteten Fläche  zweiten  Grades  (s.  S.  134,  [7]), 

7)  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausge- 
arteten linearen  Complexcs  (s.  S.  125,  [4]). 

Jede  primitive  projective  Gruppe  des  Baumes  ist  mit  einer 
dieser  sieben  Gruppen  durch  eine  projective  Gruppe  ähnlich 
und  Icann  überdies  durch  eine  nicht  projective  Transformation 
niemals  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 

§  55. 

Wir  entwickeln  jetzt  die  in  der  Einleitung  des  Kapitels  ange- 
kündigte zweite  Methode  zur  Bestimmung  gewisser  primitiver  projecti- 
ver  Gruppen  des  Raumes. 

Ist  G  eine  primitive  projective  Gruppe  des  Raumes  und  ist  g  die 
grösste  Untergruppe  von  (x,  bei  der  ein  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage 
invariant  bleibt,  so  kann  g  die  oo^  Richtungen  durch  den  Punkt  P 
nur  auf  drei  verschiedene  Weisen  transformiren,  nämlich  entweder  in 
allgemeinster  Weise,  oder  so,  dass  ein  ebenes  Büschel  von  oo^  Rich- 
tungen seine  Lage  behält,  oder  endlich  so,  dass  ein  nicht  ausgearteter 
Kegel  zweiten  Grades  von  Richtungen  invariant  bleibt  (vgl.  S.  123  f.). 
Sehen  wir  von  dem  ersten  Falle  ab,  der  nur  auf  die  allgemeine  pro- 
jective, die  allgemeine  lineare  und  die  specielle  lineare  Gruppe  führt, 
so  bleiben  nur  zwei  Möglichkeiten  übrig,  entweder  nämlich  lässt  G 
eine  Pf  äff  sehe  Gleichung: 

(3)  a  {x,  2/,  0)dx  +  ß  {x,  y,  z)dy  +  y  {x,  y,  z)  dz  =  0 

invariant,  die  natürlich  nicht  integrabel  sein  darf,  oder  eine  Gleichung 
zweiten  Grades  von  der  Form: 

(4)  «11  dx^  +  «22  dy^  +  «33  d^^  +  2  «12  dxdy  +  2  «23  dy  dz  -f  2asi  dz  dx  =  0 
mit  nicht  verschwindender  Determinante.  Diese  beiden  Fälle  wollen 
wir  jetzt  nach  einer  neuen  Methode  behandeln  und  die  primitiven  pro- 
jectiven Gruppen  bestimmen,  die  unter  sie  gehören. 
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Zunächst  sei  G  eine  primitive  projective  Gruppe^  bei  der  die 
nicht  integrable  Pf  äff  sehe  Gleichung   (3)  invariant  bleibt. 

Wir  betrachten  Xj  y^  0  als  Functionen  einer  Hülfsveränderlichen  t, 
die   bei    der   gesuchten   Gruppe    G   gar   nicht   transformirt   wird,   und 

setzen : 

dx  ,       d^x ,,      dy > 

'di~'^'      dt'~^'     'dt~~y''"-> 
dann  ist: 

(5)  a{x,  y,  d)x-\-  ß(x,y,s)y-\-y{x,  y,  0)0  =  0 

eine  gewöhnliche  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  die  bei  G  in- 
variant bleibt.  Ausserdem  lässt  G  noch  als  projective  Gruppe  ein 
System  von  zwei  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  invariant, 
nämlich : 

(6)  X  '.y  :0  =x  '.y  '.z  y 

denn  durch  dieses  wird  offenbar  die  Schaar  der  00*  Geraden  des  Rau- 
mes definirt. 

Differentiiren  wir  (5)  nach  t,  so  muss  die  erhaltene  Gleichung  mit 
(5)  zusammen  ein  bei  G  invariantes  System  bilden;  auch  wenn  wir 
zu  diesem  System  noch  die  Gleichungen  (6)  hinzunehmen,  müssen  wir 
ein  invariantes  System  erhalten.  Demnach  stellen  die  vier  Gleichungen 
(5),  (6)  und: 

I  «.^'^  +  ßyy'  +  y.^'^  +  («.  +  ßx)  Xy   +  (ft  +  Vy)  2/V  + 

ein  bei  G  invariantes  Gleichungensystem  dar.  Es  ist  nun  klar,  dass 
die  in  diesem  Systeme  enthaltenen  Gleichungen  erster  Ordnung,  näm- 
lich (5)  und  (7),  für  sich  ebenfalls  ein  bei  G  invariantes  Gleichungen- 
system bilden  müssen,  da  aber  G  primitiv  sein  soll,  so  kann  dieses 
Gleichungensystem:  (5)  und  (7)  nicht  aus  zwei  unabhängigen  Glei- 
chungen bestehen,  es  würde  ja  sonst  eine  bei  G  invariante  Zerlegung 
des  Raumes  x,  y,  0  in  00^  Curven  bestimmen.  Demnach  muss  die 
Gleichung  (7)  eine  Folge  von  (5)  sein,  oder,  wie  wir  es  auch  aus- 
drücken können:  die  Gleichung  (5)  in  den  sechs  Veränderlichen: 
X,  y,  0j  Xj  /,  0    muss  die  infinitesimale  Transformation: 

gestatten. 

Mit  Berücksichtigung  von  Abschn.  I,  Theor.  15,  S.  117  ergiebt 
sich  jetzt,  dass  die  Gleichung  (5)  auf  die  Form  einer  Relation  zwischen 
den  Lösungen  der  Differentialgleichung:  Wf  =  0  gebracht  werden 
kann.  Wählen  wir  daher,  um  möglichste  Symmetrie  zu  erreichen,  unter 
den  Lösungen  von    Wf  =  0  die  folgenden  sechs  aus : 
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(8)  x\  y\  /,    y^'—  sy  =  Uy    zx  —  xs'  =  V,    xy  —  yx  =^  Wj 
zwischen  denen  die  Relation: 

(9)  XU  +  ijv  +  ^'i^  ==  0 

besteht,   so   können  wir   die  Gleichung    (5)   durch   ein  System  zweier 
Gleichungen  von  der  E'orm: 

(10)  ^ {x,  ij\  /,  u,  V,  tv)  ==  0,     XU  +  yv  +  0tv  =  0 

ersetzcD.     Da  überdies  die  Gleichung  (5)  auch  noch  die  infinitesimale 
Transformation: 

,  df  ,    r  df  ,    .  df 

*  dx     ^    ^  dy     ^        dz 

gestattet,  so  muss  das  Gleichungensystem  (10)  seinerseits  die  infinitesi- 
male Transformation: 

dx     '    ^   dy     '        cz     ^       cu    ^        cv    ^        cw 
gestatten,  wir  können  daher  annehmen,  dass  ß  eine  homogene  Func- 
tion seiner  Argumente  ist. 

Augenscheinlich  sind  die  sechs  Veränderlichen:  x,  %j\  /,  w,  v,  iv, 
zwischen  denen  die  Relation  (9)  besteht,  nichts  anderes  als  die  homo- 
genen Coordinaten  der  Geraden  des  Raumes  x,  y,  s-^  das  mit  der 
Gleichung  (5)  äquivalente  Gleichungensystem  (10)  stellt  demnach  eine 
Schaar  von  oo^  Geraden  dar,  einen  sogenannten  Liniencomplex.  Dieser 
Complex  bleibt  selbstverständlich  bei  unsrer  projectiven  Gruppe  G 
invariant. 

Aus  der  Gleichung  (5)  ergiebt  sich,  dass  durch  jeden  Punkt 
x,yyZ  von  allgemeiner  Lage  oq^  Complexgerade  gehen  und  dass  diese 
cx>^  Geraden  ein  ebenes  Büschel  bilden.  Sind  nun  P^  und  Pg  irgend 
zwei  Punkte  von  allgemeiner  Lage,  so  schneiden  sich  die  Ebenen  der 
zugehörigen  Büschel  von  Complexgeraden  in  einer  Geraden  y,  die  zu 
der  Geraden  P^P^  sicher  windschief  ist;  unserm  Complex  gehören 
dann  augenscheinlich  überhaupt  alle  die  oo^  Geraden  an,  von  denen 
die  beiden  Geraden  P^P^  und  y  getroffen  werden.  Ist  ferner  g  irgend 
eine  der  übrigen  Complexgeraden,  also  eine,  die  P1P2  und  ;/ jedenfalls 
nicht  beide  trifft,  so  kann  man  zunächst  für  jeden  Punkt  von  g,  so- 
dann aber  überhaupt  für  jeden  Punkt  des  Raumes  x,  y,  z  das  zuge- 
hörige ebene  Büschel  von  Complexgeraden  finden;  wir  brauchen  das 
wohl  nicht  näher  auszuführen.  Durch  die  ausgewählten  Complex- 
geraden ist  somit  unser  Complex  vollständig  bestimmt  und  zwar  ist 
er,  wie  seine  Construction  zeigt,  ein  linearer  Complex;  das  Gleichungen- 
system (10),  durch  das  er  dargestellt  wird,  kann  daher  auf  die  Form: 
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pi^'+  %2/'+  %^'+  &iW  +  h^v  +  \tv  =  0 
l  iJ?'it  +  yv  +  /^(;  =  0 

gebracht  werden,  wo  die  a  und  b  Constanten  sind. 

Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  unser  linearer  Complex 
(11)  nicht  ausgeartet  sein  darf,  er  darf  also  nicht  aus  allen  cc^  Ge- 
raden bestehen,  die  eine  feste  Gerade  schneiden.  Träte  nämlich  dieser 
Fall  ein,  so  würden  die  c»^  Ebenen  durch  die  feste  Gerade  sämmtlich 
Integralflächen  der  Pf  äff  sehen  Gleichung  (3)  sein,  diese  Gleichung 
wäre  also  gegen  unsre  Voraussetzung  integrabel.  Dass  der  Complex 
(11)  nicht  ausgeartet  sein  darf,  kommt  analytisch  darauf  hinaus,  dass 
der  Ausdruck:  a^h^  +  a^h^  +  «g&g  von  Null  verschiedeif  sein  muss. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  jede  primitive  projective  Gruppe  des 
Raumes  Xj  y,  ^,  die  eine  nicht  integrable  Pfaffsche  Gleichung  (3) 
invariant  lässt,  einen  nicht  ausgearteten  linearen  Complex  in  sich  über- 
führt. Die  betreffende  Pfaffsche  Gleichung,  durch  die  der  lineare 
Complex  vollständig  bestimmt  ist,  hat  die  Form: 
I  a^dx  +  a^dy  +  a^dz  + 

^    ^    \+\{ydz  —  z dy)  +  1)2 (zdx  —  x ds)  +  \{ccdy  —  y dx)  =  0, 

wo  die  Constanten  a,  h  der  Bedingung:  ai\  +  <^2^2  +  %^3  =H  ^  gß" 
nügen  müssen. 

Nach  einem  Satze  der  Liniengeometrie  kann  jeder  nicht  aus- 
geartete lineare  Complex  durch  eine  projective  Transformation  in  jeden 
andern  übergeführt  werden,  wir  können  uns  daher  die  Pfaffsche 
Gleichung  (12)  von  vornherein  auf  die  uns   schon  bekannte  Form: 

(13)  dz  +  xdy  —  ydx  =  0 

gebracht  denken  (vgl.  S.  125).  Nunmehr  ist  es  leicht  einzusehen,  dass 
es  nur  eine  primitive  projective  Gruppe  giebt,  bei  der  die  Pfaffsche 
Gleichung  (13)  invariant  bleibt,  nämlich  die  zehngliedrige  projective 
Gruppe  des  nicht  ausgearteten  Complexes,  der  durch  (13)  bestimmt 
ist.     Wir   wollen  uns  aber  nicht  damit  aufhalten,  dies  nachzuweisen. 

Es  sei  jetzt  zweitens  G  eine  primitive  projective  Gruppe,,  bei  der 
eine  Gleichung  zweiten  Grades: 

1  "ii^^^  +  «22^2/^  +  «83^^^  +  ^ciudxdy  +  2a2^dydz  +- 
^  ^         l  +2a^^dzdx  =  0 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant^  bleibt. 

Wir  betrachten  wieder  oj,  i/,  z  als  Functionen  einer  Hülfsver- 
änderlichen  t  und  bilden  die  Differentialgleichung: 

(14)  a^^x^  +  a^^y^  +  «33^2  +  2a^2^'y  -f  2ct^^yz  +  2a^^zx  =  0, 
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die  ebenfalls  bei  G  invariant  bleibt.  Genau  in  derselben  Weise  wie 
oben  erkennen  wir  nun,  dass  die  Gleichung  (14)  in  den  sechs  Ver- 
änderlichen X,  y,  3,  X,  y,  /  die  infinitesimale  Transformation: 

Wf  df    .      ,df.,df 
-""u  +  ydy  +  'd^ 

gestattet,  dass  sie  sich  also  durch  ein  System  zweier  Gleichungen  von 
der  Form: 

(15)  G) {x,  y\  /;  u,  V,  w)  =  0,     XU  +  yv  +  zw  =  0 

ersetzen  lässt,  wo  co  eine  homogene  Function  seiner  Argumente  ist. 

Das  Gleichungensystem  (15)  stellt  offenbar  einen  Liniencomplex 
dar,  dessen  oo^  Gerade  sämmtlich  Integralcurven  der  Gleichung  (4) 
sind.  Durch  jeden  Punkt  x,  y,  0  von  allgemeiner  Lage  gehen  <x>^ 
Complexgerade,  die  einen  nicht  ausgearteten  Kegel  zweiten  Grades  bil- 
den. Hieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  wir  es  mit  einem  Complexe 
zweiten  Grades  zu  thun  haben,  dass  also  cj  gleich  einer  ganzen  homo- 
genen Function  zweiten  Grades  von  x,  y,  /,  u^  v,  iv  gesetzt  werden 
kann.  Die  nähere  Begründung  dieses  Schlusses  unterdrücken  wir,  sie 
ist  ja  überhaupt  Sache  der  Liniengeometrie. 

Es  steht  also  jetzt  fest,  dass  jede  primitive  projective  Gruppe  (r, 
die  eine  Gleichung  von  der  Form  (4)  invariant  lässt,  einen  Linien- 
complex zweiten  Grades  in  sich  überführt.  Dieser  Complex  hat  eine 
Singularitätenfläche,  die  natürlich  ebenfalls  bei  G  invariant  bleibt. 
Nun  aber  folgt  aus  S.  196,  Satz  6,  dass  es  unter  den  projectiven 
Gruppen,  die  eine  krumme  Fläche  invariant  lassen,  blos  eine  primitive 
giebt,  nämlich  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  aus- 
gearteten Fläche  zweiten  Grades,  andrerseits  sind  alle  projectiven 
Gruppen,  die  zwei  oder  mehr  getrennte  Ebenen  invariant  lassen,  sicher 
imprimitiv,  also  ergiebt  sich,  dass  die  Singularitätenfläche  unsers  Com- 
plexes  keine  allgemeine  Fläche  vierter  Ordnung  sein  kann,  sie  muss 
vielmehr  zerfallen  und  zwar  entweder  in  eine  doppelt  zählende  wirk- 
liche Fläche  zweiten  Grades  oder  in  eine  vierfach  zählende  Ebene. 
Im  ersten  Falle  besteht  der  Complex  aus  den  oo^  Tangenten  der 
Fläche  zweiten  Grades,  im  zweiten  Falle  muss  offenbar  auf  der  vier- 
fach zählenden  Ebene  ein  Kegelschnitt  liegen,  der  bei  G  invariant 
bleibt,  der  Complex  besteht  dann  aus  den  <x>^  Geraden,  die  diesen 
Kegelschnitt  treffen. 

Auf  diese  Weise  erkennen  wir,  dass  es  nur  drei  Typen  von 
primitiven  projectiven  Gruppen  giebt,  bei  denen  eine  Gleichung  (4) 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt.  Repräsen- 
tanten   dieser    drei   Typen    sind    die    sechsgliedrige    projective  Gruppe 
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einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades,  die  siebengliedrige 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen,  endlich  die  sechsgliedrige  Gruppe  der  Euklidischen  Bewe- 
gungen. 

Hiermit  ist  das  Ziel  des  gegenwärtigen  Paragraphen  erreicht. 


Kapitel    13. 
Die  imprimitiven  projectiven  Gruppen  des  gewöhnlichen  Raumes. 

Wir  haben  gesehen,  dass  fast  jede  primitive  projective  Gruppe 
des  Raumes  entweder  eine  Fläche  oder  eine  krumme  Curve,  also  über- 
haupt eine  Punktfigur  invariant  lässt;  eine  Ausnahme  hiervon  machten 
blos  die  allgemeine  projective  Gruppe  selbst  und  die  zehngliedrige 
projective  Gruppe  eines  linearen  Complexes.  Wir  werden  jetzt  zu- 
nächst zeigen,  dass  von  den  imprimitiven  projectiven  Gruppen  des 
Raumes  dasselbe  gilt,  nur  ohne  Ausnahme:  jede  imprimitive  projective 
Gruppe  lässt  mindestens  eine  Punktfigur  invariant,  das  heisst  entweder 
eine  Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  Punkt. 

Auf  Grund  der  Entwickelungen  von  Kapitel  9  werden  wir  ferner 
ohne  jede  Schwierigkeit  alle  imprimitiven  projectiven  Gruppen  an- 
geben können,  die  keine  ebene  Punktfigur,  also  keinen  Punkt,  keine 
Gerade  und  auch  keine  Ebene  invariant  lassen.  Um  alle  übrigen  im- 
primitiven Gruppen  zu  finden,  giebt  es  dann  zwei  verschiedene  Wege, 
die  beide  ausführlich  besprochen  werden  sollen.  Wir  werden  dabei 
so  weit  gehen,  dass  zur  wirklichen  Aufstellung  aller  Typen  von  impri- 
mitiven projectiven  Gruppen  des  Raumes  nur  noch  gewisse  vollständig 
übersehbare  Rechnungen  erforderlich  sind,  die  keine  andre  Schwierig- 
keit mehr  darbieten,  als  dass  sie  einige  Geduld  und  Ausdauer  ver- 
langen. 

Im  letzten  Paragraphen  des  Kapitels  setzen  wir  schliesslich  noch 
kurz  auseinander,  wie  man  alle  Typen  von  Untergruppen  der  zehn- 
gliedrigen  projectiven  Gruppe  des  linearen  Complexes  bestimmen  kann. 

§  56. 

Ist  eine  imprimitive  projective  Gruppe  des  Raumes  intransitiv, 
so  lässt  sie  sogar  unendlich  viele  Flächen  oder  Curven  invariant.  Es 
lässt  sich  aber  zeigen,  dass  auch  jede  imprimitive  projective  Gruppe, 
die  transitiv  ist,  mindestens  eine  Punktfigur  in  Ruhe  lässt. 

Nehmen  wir  zunächst  an,   dass  unsre   imprimitive  aber  transitive 
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projective  Gruppe  G  dreigliedrig  ist,  also  mit  andern  Worten  einfach 
transitiv. 

Um  zu  beweisen,  dass  G  mindestens  eine  Punktfigur  invariant 
lässt,  schreiben  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  Xj/*,  Xg/",  X^f 
von  G  in  vier  homogenen  Veränderlichen  ^r^  .  .  .  x^  (s.  Abschn.  I, 
S.  578  f.)  und  fügen  die  infinitesimale  Transformation: 

XJ  ==x,Pi  +  x^p^  +  x^p^  +  x^Pi 

hinzu,  die  mit  X^/",  Xg/*,  X^f  zusammen  eine  viergliedrige  lineare 
homogene  Gruppe  in  x^^  .  .  .  x^  erzeugt.  Die  Determinante  z/  der  vier 
infinitesimalen  Transformationen  X^f .  .  .  X^f  kann  nicht  identisch 
verschwinden,  sonst  hätten  ja  die  vier  Gleichungen: 

XJ^O,...,XJ=0 


\^^      x^      x^  / 


eine    Lösung:    co  (— ,  — ,  — )    semein  und  es    blieben   daher   die   oc 
Flächen: 


(O 


^X^  '    x^  '    x^/ 


bei  unsrer  Gruppe  G  invariant,  was  wegen  der  Transitivität  von  G 
ausgeschlossen  ist.  Demnach  ist  z/  =  0  eine  Gleichung,  die  bei  der 
Gruppe:  X^f ,  .  .  X^f  und  also  auch  bei  G  invariant  bleibt,  das  heisst, 
es  giebt  jedenfalls  eine  Fläche,  die  bei  G  ihre  Lage  behält. 

Wir  kommen  zu  den  imprimitiven  projectiven  Gruppen  des  Rau- 
mes, die  transitiv  sind,  die  aber  mehr  als  drei,  sagen  wir  m  Parameter 
enthalten. 

Ist  g  eine  Gruppe  dieser  Art,  so  müssen  wir  unterscheiden,  ob 
bei  (j  eine  Schaar  von  oo^  Flächen:  cp{x,  y,  z)  =  const.  invariant  bleibt, 
oder  ob  es  keine  solche  Flächenschaar  giebt,  sondern  nur  eine  in- 
variante Schaar  von  oo^  Curven:  cc(x,y,0)  =  const,  ß{x,y,s)  ==  const 

Im  ersten  Falle  gestattet  jede  der  oo^  Flächen  m  —  1,  also  min- 
destens drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  g,  sie 
ist  daher  (s.  S.  196,  Satz  6)  entweder  eine  Ebene  oder  eine  Fläche  zwei- 
ten Grades  oder  ein  Kegel  oder  die  Abwickelbare  einer  gewundenen 
Curve  dritter  Ordnung  oder  endlich  eine  Cayleysche  Linienfläche 
dritter  Ordnung.  Hieraus  folgt,  dass  die  invariante  Flächenschaar 
immer  eine  ümhüllungsfigur  —  Fläche,  Curve  oder  Punkt  —  besitzt, 
die  natürlich  ebenfalls  bei  g  invariant  bleibt.  Besteht  die  Schaar  ins- 
besondere aus  oo^  Kegeln,  so  bilden  die  oo^  Kegelspitzen  eine  invariante 
Curve,  die  unter  Umständen  auch  auf  einen  invarianten  Punkt  zusam- 
menschrumpfen kann.  Aehnlich  ist  es  bei  einer  invarianten  Schaar 
von   oo^   Cayley sehen   Linienflächen,    denn   auf  jeder   solchen   Fläche 
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giebt  es  einen  ausgezeichneten  Punkt,  der  für  sie  dieselbe  Rolle  spielt 
wie  für  den  Kegel  seine  Spitze  (vgl.  S.  196). 

Nunmehr  ist  noch  der  zweite  Fall  zu  erledigen,  dass  unsre  m-glied- 
rige  Gruppe  g  zwar  keine  Schaar  von  oo^  Flächen,  wohl  aber  eine 
Schaar  von  oo^  Curven:  a  (rr,  «/,  ^)  =  const.,  /3  (^,  «/,  ^)  =  const.  in- 
variant lässt.  Es  ist  dann  sicher,  dass  diese  cx)^  Curven  sich  nicht 
in  eine  invariante  Schaar  von  oo^  Flächen  anordnen  lassen,  mit  andern 
Worten:  es  giebt  keine  solche  Function:  g3  («,  /3),  dass  die  Schaar  der 
<x^  Flächen:  co(a,  ß)  =  const.  bei  g  invariant  bleibt. 

Wir  führen  a(x,  y^  z),  ß{x,y,  z)  und  eine  dritte  geeignete  Func- 
tion y  von  Xf  y^  z  als  neue  unabhängige  Veränderliche  ein,  dabei  be- 
kommen die  infinitesimalen  Transformationen  von  g  die  Gestalt: 

X,/=  <p.(«,  ^)  g  +  x,{a,  ß)  g  +  M",  ß,  V)  ^ 

ik=l,..m). 

Nach  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  4  erzeugen  die  m  verkürzten  infinitesi- 
malen Transformationen: 

in  den  zwei  Veränderlichen  «,  ß  ihrerseits  eine  Gruppe  g,  die  mit  g 
isomorph  ist  und  die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  oo^  Curven: 
a  {x,  yj  z)  =  const.,  ß  (x,  y,  z)  =  const.  bei  g  unter  einander  vertauscht 
werden.  Diese  Gruppe  g  ist  in  unserm  Falle  offenbar  primitiv,  sie  ist 
daher  mindestens  fünfgliedrig  und  ausserdem  mit  einer  projectiven 
Gruppe  der  Ebene  ähnlich.  Da  nun  jede  projective  Gruppe  der  Ebene 
die  Schaar  der  oo^  Geraden  invariant  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass  bei 
g  eine  Schaar  von  oo^  Curven:  11  {a,  ß]  a,  b)  ==  0  invariant  bleibt; 
hieraus  aber  folgt,  dass  bei  g  selbt  eine  Schaar  von  oo^  Flächen  in- 
variant bleibt,  nämlich  diese: 

n{a{x,  y,  z),     ß(x,  y,  z)\  a,  h)  =  0. 

Da  g  ebenso  wie  g  mindestens  fünfgliedrig  ist,  so  gestattet  jede  Fläche 
dieser  invarianten  Schaar  mindestens  drei  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  ^  und  gehört  in  Folge  dessen  zu  einer  der  fünf 
Flächenarten,  die  beim  ersten  Falle  namhaft  gemacht  sind.  Hieraus 
endlich  können  wir  schliessen,  dass  die  oo^  Flächen:  11  =0  unter  allen 
Umständen  eine  Umhüllungsfigur  —  Fläche,  Curve  oder  Punkt  —  be- 
sitzen, die  natürlich  ebenfalls  bei  g  invariant  bleibt. 

Hiermit  ist  der  vorhin  angekündigte  Satz  gewonnen: 
Satz   1.    Jede  imprimitive  projective   Gruppe  des  gewöhnlichen  Bau- 
mes lässt  entweder  eine  Fläche  oder  eine  Curve  oder  einen  FunJd  invariant. 
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Wollen  wir  auch  die  primitiven  Gruppen  mit  einschliessen,  so 
können  wir  uns  folgendermassen  ausdrücken: 

Theorem  12.  Im  gewöhnlichen  Baume  gieht  es  mir  ztvei  pro- 
jective  Gruppen,  die  weder  eine  Fläche j  noch  eine  Curve,  noch 
einen  Funlt  invariant  lassen;  es  sind  das  erstens  die  fünfzehn- 
gliedrige  allgemeine  projective  Gruppe  und  siveitens  die  zehn- 
gliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen 
Complexes*). 

§  57. 

Auf  Grund  des  Satzes  1  können  wir  die  imprimitiven  projectiven 
Gruppen  des  Raumes  in  zwei  Klassen  eintheilen:  in  die  erste  rechnen 
wir  alle  Gruppen  dieser  Art,  die  einen  Punkt,  eine  Gerade  oder  eine 
Ebene,  kurz  also  eine  elene  Punlctfigur  invariant  lassen,  in  die  zweite 
alle  Gruppen,  die  keine  ebene  Punktfigur,  sondern  entweder  eine 
krumme  Fläche  oder  eine  gewundene  Curve  invariant  lassen.  Da  die 
zur  zweiten  Klasse  gehörigen  Gruppen  voraussichtlich  weit  weniger 
zahlreich  sind  als  die  zur  ersten  gehörigen,  sollen  zunächst  sie  be- 
stimmt werden. 

Ein-  und  zweigliedrige  projective  Gruppen  können  unter  ihnen 
nicht  vorkommen,  denn  die  lassen  nach  Abschu.  I,  S.  585  und  589 
stets  mindestens  einen  Punkt,  eine  hiudurchgehende  Gerade  und  eine 
durch  beide  gehende  Ebene  invariant.  Mithin  können  nur  Gruppen 
mit  mindestens  drei  Parametern  in  Frage  kommen. 

Bleibt  bei  einer  solchen  Gruppe  eine  krumme  Fläche  invariant, 
so  kann  das  nur  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  oder 
die  Abwickelbare  einer  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung  sein;  dass 
die  Kegel  und  die  Gay ley sehe  Linienfläche  auszuschliessen  sind,  ist 
klar,  denn  in  beiden  Fällen  bliebe  zugleich  ein  Punkt  in  Ruhe.  Bleibt 
andrerseits  bei  der  Gruppe  eine  gewundene  Curve  invariant,  so  kann 
das  nur  eine  von  der  dritten  Ordnung  sein. 

Nun  aber  ist  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe  einer  nicht  aus- 
gearteten Fläche  zweiten  Grades  primitiv,  gehört  also  nicht  hierher, 
ausserdem  lässt  jede  Untergruppe  dieser  Gruppe  entweder  eine  Er- 
zeugende der  Fläche  invariant  oder  eine  Ebene  nebst  ihrem  Pole  in 
Bezug  auf  die  Fläche  (s.  S.  205).  Demnach  bleibt  einzig  und  allein 
die  dreigliedrige  projective  Gruppe  einer  gewundenen  Curve  dritter 
Ordnung  übrig: 


*)  Lie,  Archiv;^for  Math.  Bd.  10,  1884. 
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Satz  2.  Die  dreigliedrige  projective  Gruppe  einer  getvundenen  Curve 
dritter  Ordnung  ist  die  einzige  imprimitive  projective  Gruppe  des  geivöhn- 
lichen  JRaumeSy  die  weder  einen  PunU,  noch  eine  Gerade,  noch  eine  Ebene 
invariant  lässt  *). 

Jetzt  sind  noch  alle  imprimitiven  projectiven  Gruppen  zu  bestim- 
men, bei  denen  ein  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  eine  Ebene  invariant 
bleibt.  Sehen  wir  der  Einfachheit  wegen  Gruppen,  die  zu  einander 
dualistisch  sind,  als  nicht  von  einander  verschieden  an,  so  können  wir 
uns  auf  die  Gruppen  beschränken,  die  entweder  eine  Ebene  oder  eine 
Gerade  in  Ruhe  lassen. 

Die  projectiven  Gruppen,  bei  denen  eine  Gerade  ihre  Lage  behält, 
sind  sämmtlich  imprimitiv,  nicht  so  die,  bei  denen  eine  Ebene  in 
Ruhe  bleibt.  Unter  den  letzteren  giebt  es  nämlich  offenbar  vier  Typen 
von  primitiven  Gruppen,  deren  Repräsentanten  die  folgenden  vier 
Gruppen  sind:  die  allgemeine  lineare  Gruppe,  die  specielle  lineare,  die 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen,  endlich  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  selbst. 
Dagegen  ist  zu  beachten,  dass  auch  diese  vier  Gruppen  bei  dualisti- 
scher Umformung  imprimitive  Gruppen  liefern. 

Die  Anzahl  der  noch  fehlenden  imprimitiven  Gruppen  ist  recht 
gross,  es  erscheint  daher  empfehlen swerth,  gleich  zwei  verschiedene 
Methoden  zu  ihrer  Bestimmung  zu  entwickeln,  durch  die  Anwendung 
beider  und  die  Vergleichung  ihrer  Ergebnisse  erhält  man  ja  erst  Ge- 
wissheit darüber,  dass  man  keine  Gruppe  vergessen  hat.  Zwei  solche 
Methoden  bieten  sich  nun  hier  ganz  unmittelbar.  Erstens  nämlich 
kann  man  damit  beginnen,  dass  man  alle  projectiven  Gruppen  sucht, 
die  eine  Ebene  stehen  lassen,  hat  man  die  gefunden,  so  erhält  man 
durch  dualistische  Umformung  alle  die,  bei  denen  ein  Punkt  in  Ruhe 
bleibt,  und  es  fehlen  dann  nur  noch  die  wenigen,  die  eine  Gerade, 
aber  weder  einen  Punkt  noch  eine  Ebene  invariant  lassen.  Zweitens 
aber  kann  man  auch  so  verfahren,  dass  man  erst  alle  projectiven 
Gruppen  sucht,  die  eine  Gerade  festhalten,  die  ordnen  sich  schon  von 
selbst  paarweise  als  dualistisch  zusammen;  zu  diesen  hat  man  noch 
alle  Gruppen  hinzuzufügen,  die  keine  Gerade,  dagegen  entweder  eine 
Ebene  oder  einen  Punkt  stehen  lassen.  Beide  Male  sind  natürlich 
die  oben  aufgeführten  vier  primitiven  Gruppen  wegzulassen. 

An  und  für  sich  verdient  kaum  eine  dieser  beiden  Methoden  vor 
der  andern  den  Vorzug,  und  es  ist,  wie  schon  gesagt,  empfehleuswerth, 
sie  beide  anzuwenden,  um  einen  Prüfstein  für  die  Richtiorkeit  der  Rech- 


^)  Lie,  Airchiv  for  Math.  Bd.  10,  1884. 
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nung  zu  haben.  Wir  werden  deshalb  beide  Methoden  ausführlich  be- 
sprechen und  genau  auseinandersetzen,  was  für  Rechnungen  zu  ihrer 
Durchführung  erforderlich  sind.  Dagegen  werden  wir  diese  Rechnun- 
gen selbst  nur  soweit  ausführen,  als  zum  vollen  Verständniss  der 
Methoden  erforderlicb  ist;  auf  die  wirkliche  Aufstellung  aller  imprimi- 
tiven projectiven  Gruppen  des  Raumes  verzichten  wir. 

Zunächst  zeigen  wir,  wie  man  alle  projectiven  Gruppen  des  Rau- 
mes finden  kann,  die  eine  Ebene  oder  einen  Punkt  invariant  lassen, 
sodann  wie  man  alle  bestimmt,  die  eine  Gerade  festhalten*). 

§  58. 

Die  projectiven   Gruppen    des   Raumes,   die   eine  Ebene   oder 
einen  Punkt  invariant  lassen. 

Vorerst  fragen  wir  nur  nach  allen  Gruppen,  die  eine  Ebene  in- 
variant lassen.  Die  invariante  Ebene  verlegen  wir  durch  eine  pro- 
jective  Transformation  ins  Unendliche,  dann  handelt  es  sich  um  die 
Untergruppen  der  G^^' 

(1)  p,  q,  r,  xp,  yp,  0p,  xq,  yq,  zq,  xr,  yr,  zr, 

der  sogenannten  allgemeinen  linearen  Gruppe. 

Es  kommt  uns  jetzt  sehr  zu  statten,  dass  wir  in  Kapitel  6  alle 
Untergruppen  der  G^\ 

(2)  xp,  yp,  zp,  xq,  yq,  zq,  xr,  yr,  zr 
bestimmt  haben. 

Nach  Abschn.  I,  S.  570  f.  lässt  sieh  nämlich  die  Bestimmung 
aller  Untergruppen  unsrer  (t,2  auf  die  Bestimmung  aller  Untergruppen 
der  allgemeinen  linearen  homogenen  Gruppe  (2)  zurückführen.  Da  wir 
nun  in  Kapitel  6  bereits  alle  Untergruppen  der  Gq  aufgestellt  haben, 
so  brauchen  wir  nur  noch  auseinanderzusetzen,  wie  man  aus  den  Unter- 
gruppen der  Gq  die  der  (r^g  finden  kann.     Das  soll  jetzt  geschehen. 

Jede  Untergruppe  g  der  G^2  enthält  eine  gewisse  Zahl,  etwa  m 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  aus  denen  sich  keine  in- 
finitesimale Translation:  Xp  -\-  ^iq  -\-  vr  linear  ableiten  lässt,  diese  in- 
finitesimalen Transformationen  haben  die  Form: 

(3)  Xkf  +  aj,p  +  ßkq  +  ykr     {k=i...m)^ 


*)  In  der  schon  angeführten  Arbeit,  Archiv  for  Math.  Bd.  X,  1884,  hat  Lie 
bereits  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  aufgestellt,  welche  die  unendlich 
ferne  Ebene  invariant  lassen  und  ihre  Punkte  acht-,  sechs-  oder  fünfgliedrig  trans- 
formiren. 
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WO  X^f . .  .  Xnf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gc, 
sind,  die  ihrerseits  eine  Untergruppe  der  (r^  erzeugen.  Ausserdem 
enthält  g  noch  eine  gewisse  Zahl,  etwa  l  unabhängige  infinitesimale 
Translationen: 

(4)  hp  +  ftA-g  +  VkT       (J  =  1  .  . .  0, 

die  wir  kurz  als  freie  Translationen  bezeichnen.  Nun  ist  die  Gruppe 
der  Translationen:  p,  g,  r  in  der  Gruppe  G^^  invariant,  sie  bleibt  also 
auch  bei  allen  Transformationen  der  G^  invariant.  Demnach  köimen 
wir  uns  die  Gruppe:  XJ'.  .  .  X„,f  und  damit  zugleich  auch  die  betref- 
fende Untergruppe  g  der  G12  von  vornherein  auf  eine  der  Normal- 
formen gebracht  denken,  die  S.  116  ff.  zusammengestellt  sind.  Es  be- 
darf dann  in  jedem  einzelnen  Falle  nur  noch  der  Bestimmung  der 
Constanten  ccky  ßkj  yk  und  der  etwa  vorhandenen  freien  Translationen  (4). 

Enthält  g  überhaupt  freie  Translationen,  aber  nicht  alle  drei: 
j9,  3',  r,  so  fragt  es  sich,  was  für  Translationen  frei  auftreten  können. 
Diese  Frage  lässt  sich  genau  so  beantworten  wie  auf  S.  211  f.  Die 
freien  Translationen  (4)  von  g  erzeugen  nämlich  eine  ein-  oder  zwei- 
gliedrige invariante  Untergruppe  g  von  g  und  diese  Untergruppe  g 
wird  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  entweder  durch  einen  Punkt  oder 
durch  eine  Gerade  abgebildet.  Das  Bild  von  g  bleibt  natürlich  bei  g 
und  also  auch  bei  der  Gruppe:  XJ .  .  .  Xmf  invariant.  Demnach  muss 
man  zunächst  alle  Geraden  und  alle  Punkte  der  unendlich  fernen 
Ebene  bestimmen,  die  bei :  XJ  .  .  .  Xmf  invariant  bleiben.  Giebt 
es  keine  invariante  Gerade  und  auch  keinen  invarianten  Punkt,  so 
enthält  g  entweder  gar  keine  freien  Translationen  oder  es  enthält  alle 
drei:  jp,  q,  r.  Jeder  invariante  Punkt  dagegen  zeigt,  dass  die  Trans- 
lation, deren  Bild  er  ist,  frei  auftreten  kann  und  entsprechendes  gilt 
für  jede  invariante  Gerade.  Jedoch  braucht  man  nicht  immer  alle 
invarianten  Punkte  und  alle  invarianten  Geraden  zu  berücksichtigen. 
Lässt  nämlich  die  Gruppe:  XJ .  . ,  Xmf  zum  Beispiel  zwei  verschie- 
dene Punkte  invariant,  so  sind  die  dann  als  gleichberechtigt  anzu- 
sehen, wenn  es  in  der  G^  eine  Transformation  giebt,  die  sie  unter- 
einander vertauscht  und  zugleich  die  Gruppe:  XJ .  .  .  Xmf  in  sich 
überführt;  diese  Transformation  der  Gq  vertauscht  eben  dann  auch  die 
beiden  Translationen  untereinander,  die  durch  die  beiden  invarianten 
Punkte  abgebildet  werden. 

Hat  man  die  Translationen  bestimmt,  die  in  g  frei  auftreten  kön- 
nen, so  muss  man  noch  die  möglichen  Werthe  der  Constanten  ak^  ßky  yk 
ermitteln.  Im  Allgemeinen  wird  man  bei  Anwendung  der  Klammer- 
operation finden,  dass  gewisse  dieser  Constanten  null  sein  müssen  und 
dass   andre   durch  Relationen  verknüpft  sind.     Die   dann  noch   übrig 
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bleibenden  kann  man  zum  Theil  durch  geeignete  Transformationen  der 
G^2  gleich  Null  oder  gleich  1  machen.  Man  darf  dabei  erstens  alle 
Translationen: 

benutzen  und  zweitens  alle  Transformationen  der  (xg,  bei  denen  sowohl 
die  Gruppe:  XJ...  X^f  als  die  Gruppe  der  freien  Translationen  in- 
variant bleibt. 

Wir  stellen  jetzt  zusammen,  was  für  Translationen  in  der  Gruppe 
g  frei  auftreten  können,  wenn  man  als  Gruppe  X^f .  .  .  X„/  der 
Reihe  nach  die  einzelnen  Gruppen  der  Tabelle  auf  S.  116  ff.  einsetzt. 


I, 

1,  2 

freie  Translationen:  keine;  alle. 

ni 

1,  2            ; 

freie  Translationen:  keine;  p,  q\  alle. 

II, 

3,4 

:  keine 

;  r,  alle. 

III; 

1,  2 

keine 

;  p,  q]  alle. 

III, 

3,4 

keine; 

q]  alle. 

III 

5,6 

:  keine 

;  g;  i),  g;  alle. 

IV. 

1,2 

keine 

;  q]  p,  g;  alle. 

IV 

3,  4 

:  keine 

;  q-,  p,  g;  alle. 

IV 

,  5,  6,  7,  8 

:  keine 

;  g;  p,  g;  alle. 

IV 

9,  10 

keine 

;  r;   p,  g;  alle. 

V 

1,2 

:  keine 

;  alle. 

V, 

3,  4 

keine 

,  r; 

p,  g;  alle. 

V, 

5,  6,  7      : 

keine 

P'. 

q-,  p,  g;  alle. 

V 

8,  9,  10    : 

keine 

r-> 

p,  g;  g,  r;   alle. 

V 

11,  12       : 

keine: 

m 

g;  p,  g;  g,  r;  alle. 

V 

,  13-17      ; 

keine 

(?; 

p,  g;  alle. 

V 

18,  19       : 

keine; 

25 

p,  q-,  alle. 

V 

20,  21       . 

keine; 

r-, 

p,  g;  alle. 

V 

,  22,  23       : 

keine; 

a\ 

p,  g;  alle. 

VI, 

1,2,3 

keine 

p 

;  r,  p,  r,  s,  ^;  alle. 

VI 

4,5 

keine 

;  p 

;  g;  p,  g;  alle. 

VI, 

6,7 

keine 

r, 

P,  g;  g,  ^;  alle. 

VI, 

8,9 

keine 

,  T, 

_p,  g;  alle. 

VI, 

10,  11,  12 

keine 

;  CL 

jp,  g;  alle,   bei  VI,  11  auch  noch:  p. 

VI 

13,  14,  15 

keine 

;  a 

]  Pj  q\  alle,  bei  VI,  14  auch  noch:  g,  r. 

VI, 

16—19 

keine 

^: 

p,  g;  alle. 

VI, 

20-22      ! 

keine 

r, 

P'->  P,  r,  2;  ^;  alle. 

VI 

23,24 

keine 

)  r-> 

p,  q\  alle. 

VII, 

1,2 

keine 

Ti 

p,  g;  alle. 

VII, 

3,4 

keine 

i? 

;  g;  jö,  g;  i?,  r;  alle. 
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VII,  5,  6,  7         :  keine;  q-^  p,  q-^  alle. 
VII,  8,  9  :  keine;  jo;  q-,  p,  q;  p,  r;  alle. 

VII,  10,  11,  12   :  keine;   p;  g;  p,  q;  q,  r;  alle. 
VIII,  1  :  keine;  p;  p,  ^;  alle. 

Endlich  kann  g  auch  aus  lauter  Translationen  bestehen,  wenn 
nämlich  die  Gruppe:  XJ...  X„/  sich  auf  die  identische  Transfor- 
mation reducirt.  In  diesem  Falle  kann  g  eine  der  drei  Formen:  p] 
Pf  Ti  Pf  Q.y  ^  annehmen. 

Hiermit  ist  alles  soweit  vorbereitet,  dass  man  durch  einfache 
Rechnungen  alle  projectiven  Gruppen  finden  kann,  die  eine  Ebene  in- 
variant lassen.  Wir  wollen  uns  aber  hier  begnügen,  unter  den  betref- 
fenden Gruppen  erstens  die  aufzustellen,  bei  denen  keine  Gerade  in- 
variant bleibt  und  zweitens  die,  bei  denen  kein  Punkt  seine  Lage 
behält. 

Lässt  eine  projective  Gruppe  des  Raumes  eine  Ebene  invariant, 
dagegen  keine  Gerade,  so  transformirt  sie  die  Punkte  der  invarianten 
Ebene  entweder  in  allgemeinster  Weise,  oder  sie  lässt  auf  der  Ebene 
einen  Punkt  und  weiter  keine  Punktfigur  in  Ruhe  oder  sie  führt  einen 
Kegelschnitt  der  Ebene  in  sich  über,  sie  transformirt  also  die  Punkte 
der  invarianten  Ebene  entweder  acht-  oder  sechs-  oder  fünf-  oder  drei- 
gliedrig, denn  auf  dem  etwaigen  invarianten  Kegelschnitt  darf  natür- 
lich kein  Punkt  in  Ruhe  bleiben,  sonst  behielte  auch  die  zugehörige 
Tangente  ihre  Lage. 

Aus  Abschnitt  I,  Theor.  102,  S.  574  können  wir  entnehmen,  dass 
es  nur  vier  Typen  von  projectiven  Gruppen  giebt,  die  eine  Ebene  in- 
variant lassen  und  die  Punkte  dieser  Ebene  in  allgemeinster  Weise, 
das  heisst  achtgliedrig,  transformiren.  Verlegen  wir  die  invariante 
Ebene  ins  Unendliche,  so  erhalten  wir  als  Repräsentanten  dieser  vier 
Typen  die  vier  Gruppen: 

izp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  —  zr,  xr,  yr 

\^Py   ^Q,   ^Py   yPf  ^^;   VQf   ^^?   2/^';   ^^ 

izp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  —  zr,  xr,  yr,  p,  q,  r 
^  ^  \zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  xr,  yr,  zr,  p,  q,  r. 

Ebenso  giebt  es  nur  vier  Typen  von  projectiven  Gruppen,  die  in 
der  unendlich  fernen  Ebene  einen  Kegelschnitt  invariant  lassen  und 
dessen  Punkte  dreigliedrig  transformiren.  Aus  der  Tabelle  auf  S.  214 
entnehmen  wir  die  folgenden  Repräsentanten  dieser  vier  Typen: 
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,  .     .  2^i>  +  y^y   xp  —  yq,    20q  +  xr 

2zp  +  yr,   xp  —  yq,    2zq  +  xr,   xp  +  yq  +  zr 


(8) 


(2sp  +  yr,   xp  —  yq,    2zq-{-xr,  p,  q,  r 

\2zp  +  yr,    xp  —  yq,    2zq  +  xr,    xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r. 


Noch  bleiben  die  Gruppen  zu  bestimmen,  die  blos  einen  Punkt 
der  unendlich  fernen  Ebeüe  m  Ruhe  lassen. 

Nehmen  wir  an,  dass  g  eine  solche  Gruppe  ist  und  dass  g 
die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  sechsgliedrig  transformirt; 
dann  hat  die  zu  g  gehörige  Gruppe:  XJ.  .  .  Xrr,f  eine  der  beiden 
Formen: 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp,  yq,  zr 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  yq  J^  c{xp -\- yq -\-  zr) 

(s,  S.  116  II,  4  und  3),  demnach   hat  g  selbst,    wenn   von  den  freien 
Translationen  abgesehen  wird,  eine  der  beiden  Formen: 

[zp  +  cc^p  +  ß^q  +  nr 


(A) 


(B) 


,zr  +  cc,p  +  ß^q  +  y^r 
zp  +  cc^p  +  ßiq  +  y,r 


\yq  +  c(xp  +  yq-\-  zr)  +  «,p  +  ß^^q  +  y^r. 

Freie  Translationen  treten  in  g  entweder  ^r  nicht  auf  oder  es  kommt 
nur  q  vor  oder  es  sind  p,  q,  r  alle  drei  vorhanden. 

Im   Falle   (A)   bringt  man  die   in  g  sicher  vorhandene  Transfor- 
mation : 

(9)  xp  +  yq-\-  zr  -{-  ap  +  ßq-{-  yr 

auf  die  Form:  xp  +  yq-]-  zr,  indem  man:  x  +  a,  y  -{■  ß,  z  A-  y  2^^ 
neue  x,  y,  z  einführt.  Durch  Combination  erkennt  man  sodann,  dass 
alle  ak,  ßk,  yk  verschwinden.  So  einfach  gestaltet  sich  übrigens  die 
Rechnung  immer,  wenn  eine  Transformation  (9)  auftritt,  mögen  nun 
freie  Translationen  vorhanden  sein  oder  nicht.  Im  Falle  (A)  erhalten 
wir  demnach  die  drei  Gruppen: 


{zp,  zq,  xq,  xr,  xp,  yq, 
\zp,  zq,  xq,  xr,  xp,  yq. 


zr 

zr,  q 
(11)  ^Pj  zq,  xq,  xr,  xp,  yq,  zr,  p,  q,  r, 

von  diesen  kommen  aber  die  beiden  ersten  hier  nicht  in  Betracht,  da 
sie  die  Gerade:  x  ==  z  =  0  invariant  lassen. 

Treten  bei  (ß)   gar  keine  Translationen  frei  auf,   so   erhält  man 
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zunächst,   wenn   man   x  +  ar,   und   2  —  y^   als  neue  x  und  z  einführt, 

die  Transformation: 

xp  —  zr  -{-  ßr,q. 

Combinirt  man  diese  mit  den  übrigen,  so  erkennt  man,  dass 

O^i;    ßu   Tu   A.   ^2;   «3;   A;   «4?   ßA^   n;    «6?   n 

sämmtlich  verschwinden.     Durch  Bildung  der  Ausdrücke: 

{0p,  xq  +  73^),  (0p,  xr),  (xq  +  y^r,  0q  +  a^p) 
ergiebt  sich  ferner:  /g  =  0,  ft  =  0  und  «g  =  73  =  0.  Endlich  kann 
man,  wenn  c  4=  —  1  ist,  auch  ß^  durch  Einführung  eines  neuen  y 
gleich  Null  machen,  ist  aber  c  =  —  1  und  ß^^^O,  so  kann  man  ß^ 
durch  Einführung  eines  neuen  0  gleich  —  1  machen.  Man  findet  dem- 
nach die  beiden  Gruppen: 

(0p,  0q,  xq,  xr,  xp  —  0r,  yq  +  c{xp-\-  yq  +  0r) 
Ui'?  Hy  ^Q.y  ^^7  ^P  —  ^^y  xp  -\-  0T  +  q, 
die  allerdings  beide  die  Gerade:  x  =  0  =  O  invariant  lassen. 

Tritt  im  Falle  (B)  blos  die  Translation  q  frei  auf,  so  führt  man 
neue  x  und  0  derart  ein,  dass  a^  und  5^5  verschwinden ,  dann  zeigt 
sich  durch  Combination  sofort,  dass  «i,  y^,  y^y  %?  ^4;  74?  «6>  7q  ^^^^ 
null  werden  und  dass  y^  =  —  a^  ist.  Hat  c  einen  von  1  verschie- 
denen Werth,  so  ist  auch  a^  ==  0,  ist  aber  c  =  1,  so  kann  a^==—y^ 
durch  Einführung  eines  neuen  0  den  Werth  1  erhalten.  Somit  ergeben 
sich  die  beiden  Gruppen:  m 

(13)  0p,  0q,  xq,  xr,  xp  —  0r,  yq  +  c{xp  +  yq  +  0r),  q 

(14)  0p,  0q  -{-  Py  xq  —  r,  xr,  xp  —  0r,  xp  +  2yq  +  0r,  q, 

von  denen  die  erste  wiederum  die  Gerade  x  =  0  =  0  invariant  lässt; 
die  zweite  lässt  den  linearen  Complex  invariant,  der  durch  die  Glei- 
chung: dy  —  xd0  -j-  0dx  =  0  dargestellt  wird. 

Treten  im  Falle  (B)  schliesslich  alle  Translationen  jp,  3,  ^  auf, 
so  haben  wir  die  Gruppe: 

(15)  0p,  0q,  xq,  xr,  xp  —  0r,  yq+  c{xp  +  yq+  3r),  p,  q,  r. 
Jetzt  bleiben  noch  alle  Gruppen  zu  bestimmen,  bei  denen  die  un- 
endlich ferne  Ebene  und  ein  Punkt  auf  ihr  invariant  bleibt,  während 
die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  fünfgliedrig  transformirt  wer- 
den. Die  Gruppe  XJ...  Xmf,  die  zu  einer  solchen  Gruppe  g  gehört, 
kann  eine  der  beiden  Formen: 

0p,  0q,  xq,  xr,  xp  —  0r 
0p,  zq,  xq,  xr,  xp  —  0r,  xp  +  yq  +  zr 
(s.  S.  117,  III,  3  und  4)  erhalten-,  freie  Translationen  treten  entweder 
nicht  auf,  oder  es  ist  q  vorhanden  oder  alle  drei:  Py  q,  r. 
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Da  die  Rechnung,  die  zur  Bestimmung  dieser  Gruppen  führt,  fast 
auf  eine  Wiederholung  der  vorhin  gemachten  Rechnungen  hinaus- 
kommt, so  begnügen  wir  uns,  die  Gruppen  zusammenstellen,  die  sich 
ergeben.     Es  sind  die  folgenden: 


(IG) 


(17) 


zp,  3q,  xq,  xr,  xp  —  sr,  xp  -}-  yq  -{-  zr 

0p,  zqj  xq,  xr,  xp  —  0r,  xp  -\-  yq  -\-  zr,  q 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  q. 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  xp  -{-  yq  +  zr^  p,  q,  r 

^Pj  ^Q.  +JP?  ^'9'  —  ^?  ^^7  ^P  —  zr,  q 

zp,  zq,  xq,  xr,  xp  —  zr,  p,  q,  r. 

Die  Gruppen  (16)  lassen  wieder  die  Grade:  x  =  z  =  0  invariant. 

Hiermit  sind  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  gefunden,  die 
eine  Ebene,  aber  keine  Gerade  in  Ruhe  lassen,  es  sind  das  im  Ganzen 
blos  vierzehn  Typen,  deren  Repräsentanten  die  Gruppen:  (5),  (6),  (7), 
(8),  (11),  (14),  (15)  und  (17)  sind.  Zu  bemerken  ist,  dass  zwei  dieser 
Gruppen  je  einen  wesentlichen  Parameter  enthalten,  wir  haben  es 
daher  hier  im  Grunde  mit  je  oo^  verschiedenen  Typen  oder  mit  zwei 
Typengattungen  zu  thun  (vgl.  Abschn.  I,  S.  447  f.).  Endlich  erwähnen 
wir,  dass  es  unter  den  genannten  vierzehn  Gruppen  vier  primitive 
giebt,  nämlich  die  Gruppen  (6)  und  (8),  alle  übrigen  sind  iraprimitiv 
und  zwar  lässt  jede  von  ihnen  mindestens  eine  Schaar  von  oo^  Ge- 
raden invariant,  dagegen  giebt  es  im  Allgemeinen  keine  invariante 
Schaar  von  cx)^  Ebenen. 

Lässt  eine  projective  Gruppe  G  die  unendlich  ferne  Ebene  stehen, 
nicht  aber  einen  Punkt  des  Raumes,  so  transformirt  sie  die  Punkte 
der  unendlich  fernen  Ebene  entweder  acht-  oder  sechs-  oder  fünf-  oder 
dreigliedrig.  Im  ersten  Falle  hat  G  offenbar  eine  der  beiden  Formen 
(6)  auf  S.  240,  denn  die  Gruppen  (5)  lassen  beide  den  Punkt: 
X  =  y  =  z  =  0  in  Ruhe.  Im  vierten  Falle  lässt  G  einen  Kegelschnitt 
auf  der  unendlich  fernen  Ebene  stehen  und  kann  daher  auf  eine  der 
beiden  Formen  (8)  gebracht  werden,  denn  die  Gruppen  (7)  halten  den 
Punkt:  X  =  y  =  z  =  0  fest.  Uebrig  bleiben  also  nur  der  zweite  und 
dritte  Fall,  wo  beide  Male  eine  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene 
ihre  Lage  behält. 

Lässt  G  eine  Gerade  der  unendlich  fernen  Ebene  stehen  und 
transformirt  es  die  Punkte  der  Ebene  sechsgliedrig,  so  kann  die  zu  G 
gehörige  Gruppe  X^f .  .  .  Xmf  auf  eine  der  beiden  Formen: 

16* 
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zp,  0qy  xp,  yp,  xq,  yq,  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  c  (xp  +  yq  +  zr) 

gebracht   werden   (s.  S.  116  unter  II).     Hieraus   ergiebt  sich,    dass   G, 
abgesehen  von  den  freien  Translationen,  eine  der  beiden  Formen  hat: 


(C) 


(P) 


zr  +  cc^p  +  ß^q  +  y^r 
zp  +  a^p  +  ß,q  +  y,r 


\xp  +  yq  +  c{xp  +  yq+  zr)  +  a^p  +  ß,^q  +  y^r. 

Freie   Translationen  treten   entweder  gar  nicht   auf  oder   es   kommen 
blos  p  und  q  vor  oder  endlich  alle  drei:  p^  q,  r. 

Im  Falle  (C)  bekommen  wir  ohne  Weiteres  die  Gruppen: 

(18)  zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr 

^zp,  zq,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,  p,  q 

(19) 


r 


von  denen  allerdings  die  erste  den  Punkt  x  =  y  =  z  =  0  stehen  lässt. 
Treten  im  Falle  (D)  gar  keine  Translationen  auf,  so  führen  wir 
X  +  a^,  y  —  ßi,  ^  +  «1  bezüglich  als  neue  x,  y,  z  ein,  dann  wer- 
den «4,  ß^,  «1  gleich  Null  und  durch  Combination  erkennt  man,  dass 
alle  a,  ß,  y  verschwinden.     Wir  finden  so  die  Gruppe: 

(20)      zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp'\-yq-\-  c{xp  +  2/2  +  ^0. 

die  allerdings  den  Punkt:  x  -=  y  =  z  =  ^  stehen  lässt. 

Treten  p  und  q  auf,  so  erkennt  man  durch  Combination,  dass 
j/j  .  . .  ^5  null  sind;  ist  c  4=  0,  so  kann  man  durch  Einführung  eines 
neuen  z  auch  ^g  =  ^  machen,  ist  c  =  0,  so  kann  y^  einen  der  beiden 
Werthe  0  oder  1  annehmen.  Demnach  haben  wir  die  beiden  Gruppen: 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  + c{xp  +  yq  + zr),  p,  q 


^  [zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  r,  p,  q. 
Hierzu    kommt    endlich   noch,    wenn  p,   q   und   r   alle   auftreten,    die 
Gruppe : 

(22)     zp,  zq,  xq,  xp—yq,  yp,  xp+yq  +  c(xp  +  yq  +  zr),  p,  q,  r. 

Transformirt  G  die  Punkte  der  unendlich  fernen  Ebene  blos  fünf- 

gliedrig,  so  kann  die  zugehörige  Gruppe  XJ'.  .  .  Xmf  eine  der  beiden 

Formen: 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr 

zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp 
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erhalten  (s.  S.  117  unter  III).    Hieraus  ergeben  sich  leicht  für  G  selbst 
die  Formen: 

0Pj  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr 


(23) 

^     ^  \^P,  sq,  xq,  xp  —  yq,  yp 


(24) 


zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq  +  zr,  p,  q,  r 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  p,  q 
zp,  zq,  xq,  xp  —  yq,  yp,  p,  q,  r. 

Damit  sind  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z  gefun- 
den, die  eine  Ebene,  aber  keinen  Punkt  invariant  lassen,  es  giebt  deren 
dreizehn  Typen,  die  durch  die  Gruppen  (6),  (8),  (19),  (21),  (22),  (24) 
repräsentirt  werden.  Zwei  dieser  Typen  enthalten  je  einen  wesent- 
lichen Parameter. 

Nehmen  wir  an,  wir  hätten  die  im  Vorstehenden  an  einigen  Bei- 
spielen durchgeführte  Rechnung  für  alle  Fälle  vollendet.  Dann  hätten 
wir  allerdings  alle  projectiven  Gruppen,  die  eine  Ebene  invariant 
lassen,  aber  unsre  Aufgabe  wäre  damit  noch  nicht  zum  Abschluss  ge- 
bracht. Die  von  uns  aufgestellten  Gruppen  würden  nämlich  zwar 
innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  auf  S.  237  lauter  ver- 
schiedene Typen  von  Untergruppen  repräsentiren,  es  müsste  aber  noch 
festgestellt  werden,  ob  es  unter  ihnen  nicht  solche  giebt,  die  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander  gleichberechtigt  sind; 
derartige  Gruppen  würden  dann  natürlich  innerhalb  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  ein  und  denselben  Typus  repräsentiren,  wir  hätten 
daher  von  ihnen  jedesmal  nur  eine  zu  berücksichtigen  und  die  übrigen 
als  überflüssig  wegzulassen. 

Sollen  zwei  Untergruppen  der  Gruppe  (1),  die  innerhalb  dieser 
Gruppe  nicht  gleichberechtigt  sind,  es  doch  innerhalb  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  sein,  so  müssen  sie  offenbar  ausser  der  unendlich 
fernen  Ebene  noch  eine  andre  Ebene  in  Ruhe  lassen.  Um  daher  die 
überflüssigen  unter  den  gefundenen  Untergruppen  der  Gruppe  (1)  aus- 
zuscheiden, müssen  wir  diese  Gruppen  noch  einzeln  durchgehen  und 
bei  einer  jeden  untersuchen,  ob  sie  etwa  eine  im  Endlichen  gelegene 
Ebene  stehen  lässt;  die  betreffende  Ebene  müssen  wir  durch  eine  pro- 
jective  Transformation  ins  Unendliche  verlegen  und  dann  zusehen,  ob 
wir  dadurch  eine  Untergruppe  von  (1)  erhalten,  die  innerhalb  dieser 
Gruppe  mit  einer  der  andern  von  uns  gefundenen  Untergruppen  von 
(1)  gleichberechtigt  ist.    Haben  wir  auf  diese  Weise  alle  überflüssigen 
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Untergruppen  von  (1)  beseitigt,  so  können  wir  sagen,  dass  wir  für 
jeden  Typus  solcher  projectiver  Gruppen,  die  eine  Ebene  invariant 
lassen,  ejnen  und  nur  einen  Repräsentanten   besitzen. 

Es  bleiben  jetzt  noch  alle  projectiven  Gruppen  zu  bestimmen,  die 
einen  Punkt  invariant  lassen-,  die  aber  finden  wir  sofort  aus  denen, 
die  eine  Ebene  invariant  lassen,  durch  dualistische  Umformung.  Offen- 
bar erhalten  wir  dabei  nur  aus  den  Untergruppen  von  (1),  die  keinen 
Punkt  stehen  lassen,  neue  Typen  von  projectiven  Gruppen.  Haben 
wir  daher  alle  Untergruppen  von  (1)  bestimmt,  so  kennen  wir  zu- 
gleich alle  projectiven  Gruppen,  die  einen  Punkt  invariant  lassen,  wenn 
wir  nur  zu  den  Gruppen  (6),  (8),  (19),  (21),  (22),  (24)  noch  die  dua- 
listischen hinzufügen. 

Eine  hierzu  geeignete  dualistische  Transformation  ist  die  auf 
S.  205  unter  (13)  angegebene,  die  durch  das  Polarsystem  der  Fläche 
zweiten  Grades:  z  —  xy  =  0  bestimmt  ist;  diese  Transformation  führt 
nämlich  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  unendlich  fernen  Punkt  der 
Geraden:  o;  =  const.,  i/ =  const.  über.  Wenden  wir  sie  auf  die  ge- 
nannten Gruppen  an,  so  erhalten  wir  die  Gruppen: 


(6') 


(8') 


(190 


(21') 


(22') 


p,  q,  r,  xp  +  2yq  +  sr,  yp,  xq,  xp  —  yq,  xr,  yr, 

x{xp  +  yq+  sr),  y{xp  +  yq  +  zr) 

p,  q,  r,  xp,  yp,  xq,  yq,  xr,  yr,  zr,  x{xp  +  yq  +  zr), 

y{xp  +  yq  +  zr) 

(  r,   xr,   yr,   p  —  2y{xp  +  yq  +  zr),   xp  —  yq, 

q  ~  2x  (xp  +  yq  +  zr) 

r,  xr,  yr,  zr,  p  —  2y{xp  +  2/2  +  ^^0;  ^19  —  Va, 

q  —  2x(xp  +  yq  +  zr) 

xr,  yr,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,   x{xp  +  yq  +  zr), 

y(xp  +  yq  +  zr) 

r,  xr,  yr,  xp,  yp,  xq,  yq,  zr,  x{xp  +  yq  +  zr), 

y  (xp  +  yq  +  zr) 

[Xr,  yr,  xq,  xp  —  yq,   yp,  xp  +  yq  —  czr,  x(xp  +  yq  +  zr), 

y(xp  +  yq  +  zr) 

xr,  yr,  xq,    xp  —  yq,    yp,    xp  +  yq  +  r,  x(xp  +  yq  +  zr), 

y(xp  +  yq  +  zr) 

r,  xr,  yr,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp+yq~czr,  x{xp  +  yq  +  zr), 

yi^p  +  yQ  +  ^r) 
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ixr,  yr,  xq,  xp  —  yq,  yp,  bt,  x{xp  +  yq  +  sr),  y(xp  +  yq  +  0r) 
r,  xr,  yr,  xq,  xp—yq,  yp,  sr,  x{xp  +  yq+2r),  yixp+yq  +  sr) 

^  xr,  yr,  xq,  xp  —  yq,   yp,  x{xp+yq  +  sr),  y{xp+  yq  +  sr) 

■  r,  xr,  yr,  xq,  xp  —  yq,  yp,  x(xp  +  yq  +  0r),  y{xp  +  yq  +  zr). 

Es  sind  das  die  Repräsentanten  aller  Typen  von  projectiven  Gruppen, 

bei  denen  ein  Punkt,  aber  keine  Ebene  invariant  bleibt. 

Die  Gruppen  (8')  lassen   den  Cylinder:    4:Xy  —  1  =  0  invariant, 

sie  erhalten  eine  etwas  einfachere  Form,  wenn  man:  y  —  \x^  =  0  zum 

invarianten  Cylinder  wählt  (vgl.  S.  192). 

§  59. 

Die   projectiven   Gruppen   des  Raumes,  die  eine   Gerade 

invariant  lassen. 

Jede  der  oo*  Geraden  des  Raumes  gestattet  eine  elfgliedrige  pro- 
jective  Gruppe;  verlegen  wir  die  Gerade  durch  eine  projective  Trans- 
formation derart,  dass  sie  in  die  Axe  des  Ebenenbüschels:  s  =  const. 
übergeht,  so  erhält  die  zugehörige  elfgliedrige  projective  Gruppe  die 
Gestalt: 

(25)  p,  q,  r,  xp,  yp,  sp,  xq,  yq,  zq,  zr ,  s  {xp  -\-yq  +  sr). 

Es  handelt  sich  also  jetzt  darum,  die  Untergruppen  der  Gruppe  (25 j 
zu  bestimmen. 

Statt  die  Untergruppen  der  Gruppe  (25)  selbst  zu  bestimmen, 
suchen  wir  zunächst  die  Untergruppen  einer  gewissen  gleichzusammen- 
gesetzten Gruppe  des  vierfach  ausgedehnten  Raumes  B^.  Zu  dieser 
Gruppe  des  B^  gelangen  wir  folgendermassen: 

Die  Gerade  des  Raumes  x,  y,  z  kann  auch  als  ein  ausgearteter 
linearer  Complex  dieses  Raumes  aufgefasst  werden,  denn  die  oo^  Ge- 
raden, die  eine  feste  Gerade  schneiden,  bilden  einen  ausgearteten  linea- 
.  ren  Complex.     Zum  Beispiel  stellt  die  Gleichung: 

(26)  d0  +  l(xdy—  ydx)  =  0 

so  lange  A  4=  0  ist,  einen  nicht  ausgearteten  Complex  dar,  ist  aber 
A  =  0,  so  stellt  sie  den  ausgearteten  Complex;  aller  Geraden  dar, 
welche  die  Axe  des  Ebenenbüschels:  0  =  const.  treffen.  Dem  ent- 
sprechend geht  die  zehngliedrige  projective  Gruppe  des  linearen  Com- 
plexes  (26)  (vgl.  S.  125)  für  A  =  0  in  eine  zehngliedrige  Gruppe: 

\p,    q,  r,  xq,  xp  —  yq,    yp,  ocp  +  yq  +  2sr,  zp,  zq, 
C^'^)      I  zixp-^  yq-\-  ^r) 

über,  die  in  der  Gruppe  (25)  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist. 
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Nun  ist  die  zehügliedrige  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen 
Complexes  nach  S.  140  gleichzusammengesetzt  mit  der  Gruppe  aller 
conformen  Transformationen  des  Raumes  x,  y,  z,  diese  letztere  Gruppe 
aber  ist  ihrerseits  gleichzusammengesetzt  mit  der  projectiven  Gruppe 
einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  B^  oder,  was  auf 
dasselbe  hinauskommt,  mit  der  Gruppe  der  nichteuklidischen  Bewe- 
gungen des  E^;  wir  werden  später  auf  diesen  Zusammenhang  zurück- 
kommen (in  Kap.  18).  Demnach  ist  auch  die  Gruppe  eines  nicht  aus- 
gearteten Complexes  im  B^  gleichzusammengesetzt  mit  der  Gruppe  der 
nichteuklidischen  Bewegungen  im  B^.  Es  liegt  daher  recht  nahe  zu 
vermuthen,  dass  die  Gruppe  (27)  als  Ausartung  der  Gruppe  des  linea- 
ren Complexes  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  im  B^ 
gleichzusammengesetzt  ist,  denn  diese  letztere  Gruppe  ist  ja  eine  Aus- 
artung der  Gruppe  der  nichteuklidischen  Bewegungen.  Die  Gruppe 
(25)  selbst  wird  dann  gleichzusammengesetzt  sein  mit  der  Gruppe  der 
Euklidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen  im  B^. 

In  der  That  verhält  es  sich  so.  Die  Gruppe  der  Euklidischen 
Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen  im  B^  besteht  aus 
allen  projectiven  Transformationen  des  B^,  bei  denen  die  unendlich 
ferne  ebene  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M^  des  B^  und  in 
dieser  M^  eine  nicht  ausgeartete  Fläche  zweiten  Grades  in  Ruhe  bleibt. 
Sind  x^,  x^,  x^,  x^  rechtwinklige  Coordinaten  des  J?^,  ist  ferner  ^  =  0 
die  Gleichung  der  unendlich  fernen  ebenen  M^  und  sind  endlich: 
(2^)  if  =  0,     x^x^  —  x^x^  =  0 

die  Gleichungen  der  invarianten  Fläche  zweiten  Grades  in  dieser  Jig, 
so  hat  die  genannte  Gruppe  des  B^  die  folgende  Gestalt*): 

Pu  P2,  P, ,  Pi,     ^iPi  +  x^P2  +  oc^Pi  +  x^p^  =  U 
(29)   I  ^^^1  +  ^2i>3  =  ^u         x,Pi  +  x,p^  =  Ti 

^3P2+Xdh  =  S3y  ^aP2  +  XiPs  =-   T^. 

*)  In  Bd.  5  der  Math.  Annalen  hat  Lie  gezeigt,  dass  die  allgemeine  pio- 
jective  Gruppe  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  mit  der  Gruppe  aller  Berüh- 
rungstransformationen, die  Krümmungslinien  in  Krümmungslinien  überführen,  iso- 
morph ist;  gleichzeitig  bemerkte  er,  dass  die  zuerst  genannte  Gruppe  mit  der 
Gruppe  aller  conformen  Transformationen  des  vierfach  ausgedehnten  Raumes 
gleichzusammengesetzt  ist.  Er  zeigte  ferner,  dass  die  grösste  projective  Gruppe 
des  i?3,  die  eine  Gerade  invariant  lässt,  mit  der  Gruppe  aller  Aehnlichkeitstrans- 
formationen des  J?4  gleichzusammengesetzt  ist.  In  Bd.  10  des  norwegischen  Archivs 
führte  er  sodann  die  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des  B^,  die  eine 
Gerade  invariant  lassen,  auf  die  Bestimmung  aller  Gruppen  von  Aehnlichkeits- 
transformationen des  B^  zurück. 


(30) 
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Diese  Gruppe  ist  wirklich  mit  der  Gruppe  (25)  gleichzusammengesetzt. 
Man  erkennt  das  sofort,  wenn  man  die  infinitesimalen  Transformatio- 
nen beider  Gruppen  einander  in  der  Weise  zuordnet,  wie  es  die  nach- 
stehende Tabelle  angiebt: 

S,=xq,     S2  =  yq  —  xp,  S^  =  yp 

T^  =  r,        T^  =  xp+yq  +  2zr,     T^  =  -  z{xp -{- yq  +  zr) 
Pi  =  q,        P2^  —  Sp,    P^  =  —  zq,     p^  =  p 
ü=xp  +  yq. 

Die  Beziehung  zwischen  beiden  Gruppen  wird  noch  klarer,  wenn 
man  Folgendes  beachtet:  Die  Transformationen:  S^,  S.^,  S^  lassen. die 
oo^  Erzeugenden: 

(31)  t==0,    Xx^  —  ^Xq  =  0,    fix^  —  A^4  =  0 

der  Fläche  (28)  invariant  —  bei  den  ihnen  entsprechenden  Transfor- 
mationen der  Gruppe  (25)  bleiben  alle  Ebenen  des  Büschels:  ^  =  const. 
in  Ruhe.  Andrerseits  lassen  die  Transformationen:  T^,  T^,  Tg  alle  ooi 
Erzeugenden: 

(32)  t  =  0,    Xx^  —  ^x^  =  0,    ^x.,  —  1x^  =  0 

der  Fläche  (28)  stehen  —  die  entsprechenden  Transformationen  von 
(25)  halten  alle  Punkte  auf  der  Axe  des  Ebenenbüschels:  0  =  const. 
fest.  Endlich  bleiben  bei  den  Transformationen:  ^i,  j)2?  i^s?  i^4?  C^ 
alle  Funkte  der  unendlich  fernen  ebenen  Jfg,  also  auch  alle  Erzeugen- 
den der  Fläche  (28)  in  Ruhe  —  die  entsprechenden  Transformationen 
von  (25)  halten  alle  Ebenen  z  =  const.  und  alle  Punkte  auf  der  Axe 
dieses  Ebenenbüschels  fest. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  den  cx)^  Ebenen  durch  die  Gerade,  die  bei 
der  Gruppe  (25)  invariant  bleibt,  die  oo^  Erzeugenden  (31)  der  Fläche 
(28)  zugeordnet  sind,  und  den  00^  Punkten  der  genannten  Geraden 
die  oo^  Erzeugenden  (32)  der  Fläche  (28). 

Den  Zusammenhang  zwischen  den  beiden  Gruppen  (25)  und  (29) 
wollen  wir  zunächst  benutzen,  um  eine  dualistische  Transformation  des 
Raumes  x,  y,  0  aufzustellen,  bei  der  die  Gruppe  (25)  invariant  bleibt. 

Bei  der  Transformation: 

\*^^/  ^1    =  X^ ,        X2  =  X2  y       X^   =  X^ ,       X^  =  X^ 

bleibt  nämlich  die  Fläche  (28)  invariant,  es  werden  aber  ihre  beiden 
Schaaren  von  Erzeugenden  mit  einander  vertauscht;  zu  gleicher  Zeit 
bleibt  die  Gruppe  (29)  invariant,  es  werden  aber  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  unter  einander  vertauscht.  Im  Räume  x,  y,  z  ent- 
spricht nun  der  Transformation  (33)  eine  gewisse  Transformation,  bei 
der    die   Ebenen:    2  =  const.    mit    den  Punkten    ihrer  Axe    vertauscht 
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werden.  Diese  Transformation  erhalten  wir,  wenn  wir  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe  (25)  einander  so  zuordnen,  wie 
die  entsprechenden  infinitesimalen  Transformationen  (29)  einander  durch 
die  Transformation  (33)  zugeordnet  werden.  Auf  diese  Weise  bekom- 
men wir  für  die  gesuchte  Transformation  des  Raumes  x^  y,  z  die 
Gleichungen : 

X  c[  =  r,      y  q.  —  xp  =  xp  +  2/3  +  ^^r 
/   =^'2,    xp-\-y(i  +  2sr=yq  —  xp 
und  die  Transformation  selbst  wird: 

(34)  r  -  2'     ^~"  ^       .  ^ 
\p  =  —  sqy          q=<ly           r=xq. 

Sie  ist  eine  homogene  Berührungstransformation,  die  aus  der  Gleichung: 

(35)  y  —y  +  xz'—X0  =  O 

abgeleitet  ist  (vgl.  Abschn.  11,  Theor.  15,  S.  150).  Da  nun  die  Glei- 
chung (35)  augenscheinlich  einen  linearen  Complex  bestimmt,  so  ist 
die  Transformation  (34)  offenbar  nichts,  andres  als  die  duahstische 
Transformation,  die  zu  diesem  linearen  Complexe  gehört. 

Damit  ist  wirklich  eine  dualistische  Transformation  des  Raumes 
X,  y,  z  gefunden,  bei  der  die  Gruppe  (25)  invariant  bleibt. 

Wir  gehen  jetzt  dazu  über,  die  Untergruppen  der  G^^  (29)  zu 
bestimmen;  haben  wir  die  gefunden,  so  können  wir  vermöge  der 
Tabelle  (30)  sofort  alle  Untergruppen  von  (25)  hinschreiben. 

Wesentlich  erleichtert  wird  uns  die  Untersuchung  der  G^^  (29) 
dadurch,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 

(36)  5i,  ^2,  /Sg,  Ti,  Tg,  T3,  U 

eine  siebengliedrige  Untergruppe  G^  von  (29)  erzeugen,  die  mit  der 
Gruppe: 

(37)  p,  xp,  x^p,  q,  yq,  y^q,  r 

gleichzusammeiigesetzt  ist,  denn  von  dieser  letzteren  Gruppe  haben 
wir  auf  S.  207  ff.  alle  Untergruppen  bestimmt.  Allerdings  betrachte- 
ten wir  damals  in  der  Gruppe  (37)  x  und  y  als  gleichberechtigt,  aber 
das  schadet  nichts,  denn  es  kommt  auf  dasselbe  hinaus,  als  wenn  wir 
die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  der  Fläche  (28)  als  gleich- 
berechtigt ansehen,  und  das  wieder  ist  gleichbedeutend  mit  der  Aus- 
führung der  dualistischen  Transformation   (34). 

Zur  Bestimmung  aller  Untergruppen  der  G^^  (29)  führen  uns  nun 
ähnliche  Betrachtungen  wie  auf  S.  211  und  auf  S.  237  f.  Wir  können 
uns  daher  kurz  fassen. 
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Jede  Untergruppe  g  der  G^^  enthält  erstens  gewisse  etwa  m  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen: 

WO  X^f .  .  .  X„/ eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  Gr^  (36)  erzeugen, 
und  zweitens  gewisse  freie  Translationen: 

die  für  sich  genommen  eine  invariante  Untergruppe  von  g  erzeugen. 
Dabei  können  wir  voraussetzen,  dass  die  Gruppe:  X^f .  . .  X^f  eine 
der  Normalformen  besitzt,  die  in  der  Tabelle  auf  S.  209  f.  verzeich- 
net sind. 

Um  zu  entscheiden,  was  für  freie  Translationen  in  g  auftreten 
können,  muss  man  untersuchen,  was  für  ebene  Mannigfaltigkeiten  die 
Gruppe:  X^f .  .  .  X^f  auf  der  unendlich  fernen  ebeuen  M^  des  R^  in- 
variant lässt.  Jeder  solchen  Mannigfaltigkeit  entspricht  eine  gewisse 
Gruppe  von  Translationen,  die  von  den  freien  Translationen  der  Gruppe 
g  erzeugt  sein  kann.  Man  braucht  aber  in  vielen  Fällen  nicht  alle 
die  betreffenden  Mannigfaltigkeiten  zu  berücksichtigen,  denn  es  kann 
in  der  Gruppe  (36)  Transformationen  geben,  bei  denen  die  Gruppe: 
Xi/".  ..  X;;^/*  invariant  bleibt,  während  die  bewussten  Mannigfaltig- 
keiten unter  einander  vertauscht  werden;  überdies  ist  nicht  zu  ver- 
gessen, dass  die  beiden  Schaaren  von  Erzeugenden  der  F2  (28)  als 
gleichberechtigt  betrachtet  werden. 

Hat  man  unter  den  verschiedenen  Gruppen  von  freien  Translatio- 
nen, die  in  g  auftreten  können,  eine  gewählt,  etwa  die  Gruppe  y,  so 
muss  man  noch  alle  Gruppen  g  bestimme«,  die  gerade  die  Translatio- 
nen von  y  frei  enthalten.  Durch  Combination  findet  man  zunächst, 
dass  gewisse  von  den  Constanten  a^i,  «^.2,  ccks,  ccki  verschwinden;  die 
noch  übrig  bleibenden  kann  man  wenigstens  zum  Theil  durch  geeig- 
nete Transformationen  der  (r^i  (29)  wegschaffen,  man  darf  aber  dabei 
nur  solche  Transformationen  der  G^^  benutzen,  bei  denen  sowohl  die 
Gruppe  y  als  die  (m -|- 4) - gliedrige  Gruppe: 

XJ  ...   Xmf,    Ih    "'P4. 

invariant  bleibt. 

Jetzt  wollen  wir  noch  in  einer  Tabelle  für  jede  der  verschiedenen 
Normalformen  der  Gruppe:  XJ  . .  .  Xmf  angeben,  welche  freien  Trans- 
lationen auftreten  können.  Wir  geben  dabei  jedesmal  an,  wie  die 
Gruppe:  X^f . . .  X.af  die  F^  (28)  transformirt. 

I.  Die  F^  wird  sechsgliedrig  transformirt: 

Ol,  O2,  03,  -/i,  -Z2?  -^3*5     \?  ^^2?  ^ii  ^1:  ^2J  -^3;   ^5 
freie  Translationen:  keine;  alle. 


\ 
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II.  JDieF^  fünfgliedrig ^  eine  Erzeugende  der  einen  Schaar  bleibt  fest: 

^1}    ^2}    ^3J    ^17     ^2  +  ^^J      ^11    ^2)    ^3J    ^l>    ^21     U\ 

freie  Translationen:  keine;  _pj,  p^-^  alle. 

III.  Die  F^  viergliedrig: 

A)  Eine  doppeltzählende  Erzeugende  der  einen  Schaar  bleibt  fest: 
5i,  S2J  /^3;  T^'i    S^,  82^  /S'g,  Tj  +  U.)     /S'i,  ^2,  ^S'g,  Tj ,  ?7; 

freie  Translationen:  keine;  ^j,  p^-^  alle. 

B)  Zwei  Erzeugende  der  einen  Schaar  fest: 

^1?  ^2y  ^3J     T^  +  aU]     Sj^j  S2,  S.^y  T.2y  U] 
Translationen:  keine;  Pi,  Pi'-,  alle. 

C)  Von  jeder  Schaar  eine  Erzeugende: 

S„S,  +  aU,  r„  T,  +  hU;     S„  S„  T„  T,,  U; 
Translationen:  keine;  jj^;   p^,  p^-^  p^y  p^y  ^4;    alle. 

IV.  Die  F2  dreigliedrig: 

A)  Alle  Erzeugenden  der  einen  Schaar: 

^1}  ^2}  ^a'i     ^u  ^2^  ^3}   ^^' 
Translationen:  keine;   p^^  p^-^    alle. 

B)  Eine  Erzeugende  der  einen,   eine   doppeltzählende   der  andern 
Schaar: 

S,,  S2  +-aU,  T,;     S„  S2  +  aU,  T,  +  U',  S„  S2,  T,,   ü', 
Translationen:  keine;  j)^;    jp^,  p.^]    p^j  ^4;    p^y  p^j  p^\    alle. 

C)  Eine  Erzeugende  der  einen,    zwei  der  andern  Schaar: 

ß,,  82  + aU,     T^  +  hU-,     5„  S2,  T2,   U; 
Translationen:   keine;  p^;  p^,  jö^;^  Pi,  i>6  5  Pn  P3)  Vit   ^-He. 

D)  Von  jeder  Schaar  eine  Brzeug^de: 

S„S2  +  cT2  +  aU,     T,  (c  +  0);     s},  S2  +  CT2,  T,,   U  (c  ^0)-, 
Vranslationen:  keine;  p^]   p^,  p^;  Pu  Psj  P^]  alle.     Ist  c=l,  so  blei- 
öbn  noch  c»^  Tangenten  der  F2  in  Ruhe;   es   können    daher  auch  die 
Translationen:  ^1,  Ps -{- Pi  frei  auftreten. 

E)\Ein  Punkt  ausserhalb  der  Fläche  nebst  seiner  Polarebene: 
^1  +  ^1,  S2  +  T2,  S,  +  ^3-,    S,  +  T„  S,  +  T2,  S,  +  T3,  U-, 
Translationen:  keine;  p^  —  P^'-,   Pu  P2i  Ps  +  JP4*?    ^^^e. 

V.  Die  F2  zweigliedrig. 

A)  Von  der  einen  Schaar  eine,  von  der  andern  alle  Erzeugende: 

Translationen:  keine;   p^;  p^,  p^-^    lhP4.''i  Pi>  P3)  JP45    ^^^®* 
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B)  Von  der  einen  Schaar  eine  Erzeugende,  von  der  andern  eine 
doppeltzählende: 

^1,  S,  +  T,  +  aU;    S,,  S,  +  T,,  U; 

Translationen:    keine;  Pi',  p^,  p^j  p^  P^\  Pu  P^y  P4.'^    alle. 

C)  Von  der  einen  Schaar  eine  Erzeugende,  von  der  andern  zwei: 

Translationen:  keine;  p^-^  p^,  2h]  Pi,  i>4;  Pi,  Pi,  Pi^'-,  alle;  ist  c  =  1,  so 
kommt  noch  der  Fall:  p^,  p^  +P4  hinzu. 

D)  Von  jeder  Schaar   eine  Erzeugende  und  in  der   hierdurch    be- 
stimmten Tangentialebene  noch  ein  Punkt  ausserhalb  der  F.^: 

S,  +  T„  S,  +  T,  +  aU-,   S,  +  T,,  S,  +  T„  U-, 
Translationen:    keine;  i?,;  2h  -  P^.]    Vi,  Pö  +  ^P^'i    Pi>  P'3,  P^',    Pu  V2, 
P3+P4;  alle. 

E)  Von  jeder  Schaar  eine  doppeltzählende  Erzeugende: 

S,,  T,;   S,,  T,  +  U',    S,  +  U,  T,  +  U-,    8„  T,,   T/; 
Translationen:  keine;  p^-,  Pi,  Ps'-,  Pi,  P'6  +  P^:  Pi,  Ps,  Pii   alle. 

F)  Von   der   einen  Schaar  eine   doppeltzählende,   von  der  andern 
zwei: 

S„  T,  +  aU-,    S,  +  U,  T,  +  aü;   S,,  T,,   ü; 

Translationen:    keine;   p^-^  p^,  ^3;  p^,  p^;  p^,  ^3,  p^;    alle. 

G)  Von  jeder  Schaar  zwei: 

Translationen:    keine;  p^-,  p^,  p^;  Pi,  P^\  Pi>  P^,  Pa-,    alle. 
VI.  Die  F2  eingliedrig: 

A)  Von  der  einen  Schaar  eine  doppeltzählende  Erzeugende,  von 
der  andern  alle: 

S,',   S,  +  C/;   S,,    U', 

Translationen:  keine;  p^-,  p,,  p^-,  p^,  p^-,  p„  p^  +  2h'^  Pi,  Ps,  P^]  alle. 

B)  Von  jeder  Schaar  eine  doppeltzählende: 

S,  +  T,',    S,  +  T,+  U',  S,  +  T,,  CT; 

Translationen:    keine;    jPiJ   ^3—^45   Pi,  P3+ ^Pa',  Pi,  Ps,  Pa'i   Vi,  P2, 
i^3  +  P45  alle. 

C)  Von  der  einen  Schaar  eine  doppelt  zählende,  von  der  andern 
zwei: 

S,  +  T,  +  aU;     S,  +  T„  U; 

Translationen:   keine;  ^,;  Pi,  pf,  i?,,  p^,  p^,  p^,  jj^;  alle. 
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D)  Von  der  einen  Schaar  zwei,  von  der  andern  alle: 

Translationen:   keine;   ^j;  1^1,^2;    Pu  Ps'i  Pu  P^i  Piy  P^y  Pii    alle. 

E)  Von  jeder  Schaar  zwei: 

S,  +  cT,  +  aü(e  +  Oy,   S,  +  cl\,  ü  {c  +  0)-, 

Translationen:   keine;  p^;  p^  p^'i  Pu  P^'-,  Pu  Ps,  P4.i   ^ll^-     Ist  c  =  1, 
so  kommt  noch  der  Fall:  p^^,  p^  +i>4  hinzu. 

VII.  Die  F2  nullgliedrig: 

Die  Gruppe:  XJ,..  X,nf  hat  hier  entweder  die  Form  U  oder 
sie  schrumpft  auf  die  identische  Transformation  zusammen. 

Freie  Translationen:  keine;  p^;  p^—p^'')  Pi,  Pii  Piy  Pä+P^'i  Pi>  P^'-, 
Pu  Ps?  Pi',  Pu  P^y  Pz+Pii  alle. 

Hiermit  ist  alles  soweit  vorbereitet,  dass  man  durch  ziemlich  ein- 
fache Rechnungen  alle  Untergruppen  der  Gr^  (29)  auf  Normalformen 
bringen  kann.  Hat  man  das  gethan,  so  findet  man  vermöge  der 
Tabelle  (30)  auf  S.  249  sogleich  Normalformen  für  die  Untergruppen 
der  Gruppe  (25).  Doch  darf  man  nicht  vergessen,  dass  bei  der  Be- 
stimmung aller  Untergruppen  von  (29)  die  beiden  Schaaren  von  Er- 
zeugenden der  Fläche  als  gleichberechtigt  angesehen  worden  sind,  man 
muss  daher  zu  den  Untergruppen  von  (25),  die  man  erhält,  noch  die 
dualistischen  hinzufügen,  am  besten  mit  Benutzung  der  dualistischen 
Transformation  (34).  Uebrigens  ist  es  keineswegs  nöthig,  zu  allen 
Untergruppen  von  (25)  die  dualistischen  hinzuzufügen,  in  einer  Anzahl 
von  Fällen  liefert  die  dualistische  Transformation  (34)  keine  neuen 
Gruppen. 

Auf  diese  Weise  findet  man  Normalformen  für  alle  Untergruppen 
der  Gruppe  (25)  und  damit  Repräsentanten  für  alle  Typen  solcher 
projectiver  Gruppen  des  Raumes  ic,  y,  z,  die  eine  Gerade  invariant 
lassen.  Aber  man  erhält  im  Allgemeinen  für  jeden  solchen  Typus 
mehrere  Repräsentanten.  Die  Gruppen,  die  man  findet,  sind  nämlich 
zwar  innerhalb  der  Gruppe  (25)  nicht  mit  einander  gleichberechtigt, 
aber  es  kann  unter  ihnen  solche  geben,  die  innerhalb  der  fünfzehn- 
gliedrigen  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  einander  gleichberech- 
tigt sind.  Man  hat  daher  bei  jeder  einzelnen  der  gefundenen  Gruppen 
zu  untersuchen,  ob  sie  ausser  der  Axe  des  Ebenenbüschels:  ^==const. 
noch  eine  andre  Gerade  invariant  lässt.  Thut  sie  das  nicht,  so  ist 
ist  sie  innerhalb  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  mit  keiner  andern 
der  gefundenen  Gruppen   gleichberechtigt;    thut  sie  es,   so  führt  man 
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die  betreffende  Gerade  durch  eine  projective  Transformation  in  die  Axe 
des  Ebenenbüscliels:  s  =  const.  über  und  erkennt  dann  leicht,  ob  die 
Untergruppe  durch  geeignete  Wahl  dieser  Transformation  in  eine  andre 
der  gefundenen  Untergruppen  verwandelt  werden  kann. 

Wir  haben  nunmehr  gezeigt,  wie  man  alle  projectiven  Gruppen 
finden  kann,  die  eine  Gerade  invariant  lassen  und  sogar  die  Mittel  an- 
gegeben, um  für  jeden  Typus  von  solchen  Gruppen  einen  und  nur 
einen  Repräsentanten  zu  erhalten.  Die  wirkliche  Durchführung  der 
erforderlichen  Rechnungen  unterlassen  wir  und  begnügen  uns  damit, 
alle  projectiven  Gruppen  aufzustellen,  die  zwar  eine  Gerade,  aber  weder 
eine  Ebene  noch  einen  Punkt  in  Ruhe  lassen. 

Soll  eine  Untergruppe  von  (25)  keinen  Punkt  und  auch  keine 
Ebene  invariant  lassen,  so  darf  die  ihr  entsprechende  Untergruppe 
von  (29)  jedenfalls  keine  Erzeugende  der  F2  (28)  invariant  lassen,  es 
kommen  daher  nur  die  beiden  Fälle:  I  und  IV,  E  in  Betracht. 

Im  ersten  Falle  enthält  die  betreffende  Untergruppe  jedenfalls 
sechs  infinitesimale  Transformationen  von   der  Form: 

Si  +  anp^  H h  ai^p^,     Ti  +  ß^p^  -J -{-  ßi^p^ 

(i=  1,2,3) 

und  ausserdem  möglicherweise  noch  eine  von  der  Form: 

U  +  CCiP^  -\ h   Ci^P4.- 

Freie  Translationen  treten  entweder  gar  keine  auf  oder  alle. 

Kommen  alle  Translationen  frei  vor,  so  haben  wir  die  beiden 
Gruppen: 

P4' 


^     ^  \S,,  S,,  S,,  T„  T,,  T3,  U,  p,,  p„  p,, 


Kommt  keine  freie  Translation  vor  und  tritt  U  -]-  •  •  -  nicht  auf,  so 
macht  man  «21  •  •  •  ^24  durch  Einführung  neuer  x^  .  .  .  x^^  gleich  Null 
und  erkennt  sodann  durch  Combination,  dass  alle  a  und  ß  verschwin- 
den-, tritt  die  Transformation  U  -{-  -  -  •  auf,  so  bringt  man  sie  zuerst 
durch  Einführung  neuer  x^  .  .  .  x^^  auf  die  Form  ü  und  findet  nachher 
durch  Combination,  davss  alle  a  und  ß  null  werden.  Das  giebt  die 
beiden  Gruppen: 


(39) 


!^17    ^27    ^3f    -^1?     -^2?     -^3 
'S^l?    ^2;    ^3J    ^17    ^2;    ^3?     ü. 


Im  zweiten   Falle  enthält   die   betreffende  Untergruppe   von  (29) 
jedenfalls  drei  Transformationen  von  der  Form: 
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Sj  +  Ti  +  «iii?!  H h  «/4i)4     (^■  =  1.2,8), 

wozu  noch  eine  von  der  Form: 

treten  kann.  Freie  Translationen  kommen  nach  S.  252  entweder  nicht 
vor  oder  es  kommt  p^ — 2h  ^^r  oder  ^^^  ^gi  lh~hP4:  ^^^^  endlich  alle: 
Pi,  P2,  Ps,  Pa* 

Tritt  ü  -j-  ■  '  •  auf,  so  bekommen  wir  ohne  Weiteres  die  Gruppen: 

^1   +   ^1,    ^2  +   ^2,    ^3  +   T„     U,    p,  -p, 

S,  +  T,,  S,  +  T„  S,  +  T,,  U,  p,,  p,,  p,+p, 
\S,  +  T„  S,  +  T,,  S,  +  T,,  U,  p,,  p,,  p,,  p,. 


(40) 


Tritt   U-\-  '  '  •  nicht  auf,  so  ist  eine  kleine  Rechnung  nöthig. 

Es  gebe  zunächst  keine  freien  Translationen.  Durch  Einführung 
neuer  x^  und  X2  macht  man  «21  und  «22  gleich  Null.  Combinirt  man 
dann  S,+  T,  +  -"  und  S,  +  T^-\ mit  8^+  T.,-] ,  so  kommt: 

2(^1  +  ^1)  +  ^(^nPl  -  2«i2Ä  —  («23  +  «24)^ 
^{^S  +    ^3)   —   2«3ii?i   +  2^321)2  +   (^23  +  a24)i>2, 


also  ergiebt  sich: 


«13  =  «1 


'-34 


0,        «23   +   «24  =  0. 


cc^^  ==  0  sein  und  cc^^ 


^32" 


wird    endlich    a^    und    damit    auch  a._> 


Durch  Einführung 
0   und   wir 


Ferner  wird: 

demnach  muss  «23 
eines    neuen   ic^ 
finden  die  Gruppe: 

(41)  S,  +  T„   S,  +  T„    S,  +  T,. 

In    den    übrigen  Fällen    ergeben    sich    auf   genau   dieselbe  Weise    die 
Gruppen : 

(42)  \s,  +  Ti,  ^2  +  T,,  S,  +  T3,  p„  p„  p,+p, 

S,  +  T„  ^2  +  T,,  S,  +  T,,  p,,  p,,  p,,  p, . 

Damit  sind   alle  Untergruppen   der   G^^  (29)  gefunden,    die  keine  Er- 
zeugende der  Fläche  (28)  in  Ruhe  lassen. 

Die  Untergruppen  von  (25),   die  den  Gruppen  (38)  bis  (42)  ent- 
sprechen, lauten  folgendermassen : 
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'xq,  xp  —  yq,  yp,  r,  icp  +  ^/g  +  2^r,  z{x^  +  2/2  +  zr) 
xq,  xp  —  yq,  yp,  r,  xp  -{-  yq -\-  2^r,  z  {xp  -^  yq  +  zr),  xp  +  yq 
xq,  xp  —  yq,  yp,  r,  xp  +  yq -{-  2zr,  z  {xp -{- yq  + zr),  p,  q,  zp,  zq 
^9.  -^-r,  yq-^  zr,  yp  —  z  {xp  -\-yq-\-  zr) 
^9.  +  n  yq.  +  zr,  yp  —  z  {xp  -\-  yq-\-  zr) ,  xp  +  yq 
(43)     \  ocq  +  r,  yq  +  zr,  yp  —  z  {xp  +  yq -^  zr),  p  -\-  zq 

^9  +  r,  yq  -\-  zr,  yp  —  z  {xp  +  yq -{-  zr),  xp  -{-  yq,  p  +  zq 

^9  +  r,  yq  +  zr,  yp  —  z  {xp  -{-  yq  +  zr),  q,  zp,  p  —  zq 

^9  +  r,  yq-}-  zr,  yp  ~  z  {xp  -^yq-\-  zr),  xp  +  yq,  q,  zp,  p  —  zq 

^a  +  r,  yq  +  zr,  yp  —  z  {xp  -f  t/g  +  zr),  p,  q,  zp,  zq 

^9  +  r,  yq-i-  zr,  yp  —  z{xp  -]-  yq-^  zr),  xp  +  yq,  p,  q,  zp,  zq. 

Es  sind  das  zusammen  mit  der  Gruppe  (25)  selbst  die  Repräsentanten 
aller  Typen  von  projectiven  Gruppen,  bei  denen  eine  Gerade,  aber 
weder   ein   Punkt  noch  eine  Ebene  invariant  bleibt. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  noch  alle  invarianten  Untergruppen  der 
Gruppe  (29)  bestimmen,  um  die  invarianten  Untergruppen  von  (25) 
angeben  zu  können. 

Die  Gruppe  (29)  lässt  auf  der  unendlich  fernen  ebenen  M^  keine 
ebene  Mannigfaltigkeit  invariant,  jede  ihrer  invarianten  Untergruppen 
enthält  daher  entweder  alle  Translationen  p^.  .p^  oder  gar  keine. 
Enthielte  sie  gar  keine,  so  hätten  alle  ihre  infinitesimalen  Trans- 
formationen die  Form: 

4 

«1 S,  +  «2 'S,  +  «3 S,  +  A  ?;  +  h T,  +  ß,T,+^i  y,p„ 

1 
wo  die  a,  ß  nicht   alle  verschwinden   dürften,  durch  Combination  mit 
jPi  .  .  .  i)4  käme  mau  aber  sofort  auf  einen  Widerspruch;  also  muss  sie 
alle  Translationen  enthalten. 

Die  Translationen  p^  •  •  -  Pi  erzeugen,  für  sich  genommen,  schon 
eine  invariante  Untergruppe  von  (29).  Umfasst  nun  eine  invariante 
Untergruppe  von  (29)  ausser  p^  .  .  .  p^  noch  andre  infinitesimale  Trans- 
formationen, so  kann  man  die  stets  so  wählen,  dass  sie  eine  invariante 
Untergruppe  der  Grj  (36)  erzeugen,  die  invarianten  Untergruppen  dieser 
G,j  können  wir  aber  nach  S.  210  sofort  hinschreiben.    Demnach  ersieht 

ass    unsre 
enthält: 

' Pu  P2,  Pi,  P^'i   Pi,  P27  Ps,  Pi^    U 

Pil    P2J    P^,    i?4.      ^1;    ^^2,    ^3;    i>U    Pl^    Pz,    P^y    S^,     S„     S„     ü 

Pi>  P2>  P3,  P4^  T„  T„  T3;  p„  p,,  p„  p,,  r,,  T^,  T„  ü 
\Piy  P2,  P'öy  P^,    S„  S„  S^,    T,,  T^,   Tg. 

Lie,  Theorie  der  Tran&foimationsgruppen.    III.  17 


sich,    dass    unsre    G^^    (29)    die    folgenden    invarianten    Untergruppen 


(44) 
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Damit  sind  auch  die  invarianten  Untergruppen  von  (25)  gefunden,  wir 
brauchen  sie  aber  wohl  nicht  erst  hinzuschreiben. 

Die  Methoden  zur  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  des 
Raumes  x,  y,  z,  die  entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  eine 
Ebene  invariant  lassen,  sind  hiermit  zur  Genüge  besprochen.  Wir 
machen  zum  Schlüsse  nochmals  darauf  aufmerksam,  dass  die  Ent- 
wickelungen  des  gegenwärtigen  und  des  vorhergehenden  Paragraphen 
eine  wirksame  Prüfung  der  Rechnungsergebnisse  ermöglichen,  andrer- 
seits aber  ergänzen  sie  auch  einander.  In  §  58  haben  wir  ja  alle 
projectiven  Gruppen  bestimmt,  die  einen  Punkt  oder  eine  Ebene,  aber 
keine  Gerade  invariant  lassen  —  diese  Gruppen  mussten  uns  natürlich 
in  dem  gegenwärtigen  Paragraphen  entgehen.  Dagegen  konnten  die 
Gruppen,  bei  denen  eine  Gerade,  aber  kein  Punkt  und  auch  keine 
Ebene  invariant  bleibt,  in  §  58  nicht  mit  berücksichtigt  werden  — 
sie  sind  dafür  in  dem  gegenwärtigen  aufgestellt. 

Hat  man  alle  projectiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z  bestimmt, 
so  kann  man  ohne  Schwierigkeit  auch  alle  linearen  homogenen  Gruppen 
in  vier  Veränderlichen  finden-,  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  die 
in  Kapitel  6  entwickelten  Methoden  anzuwenden. 

§  60. 
Die  einzige  primitive  projective  Gruppe  des  Raumes  x^y^z,  deren 
Untergruppen  wir  noch  nicht  näher  untersucht  haben,  ist  die  zehn- 
gliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Com- 
plexes*).  Wir  wollen  in  aller  Kürze  angeben,  wie  man  ihre  Unter- 
gruppen leicht  finden  kann. 

W^ird  der  lineare  Complex  durch  die  Gleichung: 
(45)  dz  +  xdy  —  ydx  =  0 

dargestellt,  so  lautet  nach  S.  125  seine  zehngliedrige  projective  Gruppe 
folgendermassen : 

P  —  yr,    Q  +  ^^;    ^ 

xq,   xp  —  yq,    yp,    xp  +  yq  +  2zr 

zp  —  y{xp  +  yq  +  zr)\     zq  +  x  {xp  +  yq  +  zr) 

z(xp  +  yq  +  zr). 

*)  In  seiner  Dissertation  (Archiv  for  Math,  og  Naturv.  Bd.  15,  1892)  hat  Herr 
Knothe  eine  sorgfältige  Bestimmung  aller  Untergruppen  der  genannten  Gruppe 
geliefert.  Die  Methoden,  die  er  dabei  benutzt,  rühren  von  Lie  her,  der  Herrn 
Knothe  die  im  Folgenden  auseinandergesetzte  Behandlung  dieses  Problems  mit- 
getheilt  hatte. 


(46) 
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Wie  entscheidet  man  nun,  was  für  Typen  von  Untergruppen 
diese  Gruppe  (46)  enthält  und  wie  findet  man  für  jeden  Typus  einen 
Repräsentanten? 

Unter  den  primitiven  projectiven  Gruppen  des  Raumes  x,  y,  z 
(s.  S.  226  f.)  giebt  es  offenbar  keine  ^  die  in  der  Gruppe  eines  linearen 
Complexes  enthalten  sein  kann,  demnach  ist  jede  Untergruppe  von 
(46)  imprimitiv  und  lässt  daher  nach  S.  236  entweder  eine  gewundene 
Curve  dritter  Ordnung  oder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  mit  der 
hindurchgehenden  Complexebene  invariant. 

Bleibt  bei  einer  Untergruppe  von  (46)  weder  eine  Gerade  noch 
ein  Punkt  invariant,  so  ist  sie  nothwendig  die  dreigliedrige  projective 
Gruppe  einer  gewundenen  Curve  dritter  Ordnung.  Diese  Curve  muss 
dem  Complex  angehören.  Da  nun  bekanntlich  jede  der  od^  Curven 
dritter  Ordnung  des  Complexes  durch  eine  projective  Transformation, 
die  den  Complex  invariant  lässt,  in  jede  andre  übergeführt  werden 
kann,  so  sind  die  betreffenden  dreigliedrigen  Untergruppen  von  (46) 
alle  innerhalb  (46)  mit  einander  gleichberechtigt  und  bilden  nur  einen 
Typus  von  Untergruppen.  Zum  Repräsentanten  dieses  Typus  wählen 
wir  die  Gruppe: 

,  p  +  2;rg  -  yr,   xp  +  2yq  +  ?>zr 


0q  +  x(xp  +  yq  +  sr)  —  ^yp 
bei  der  die  dem  Complexe  (45)  angehörige  Curve  dritter  Ordnung: 

(48)  y  =  x\     ^  =  -Y 

invariant  bleibt  (vgl.  S.  186). 

Lässt  eine .  Untergruppe   von   (46)   eine   Gerade  invariant,   so   ist 
das  entweder  eine  Nichtcomplexgerade  oder  eine  Complexgerade. 

Die    grösste   Untergruppe   von    (46),   bei    der   eine   Nichtcomplex- 
gerade invariant  bleibt,  ist  sechsgliedrig  und  kann  die  Form: 

xq,  xp  —  yq,  yp 
xp  +  yq  -\-  2b  r,  3{xp  +  yq  +  zr) 
erhalten,  wenn  wir  als  invariante  Gerade  die  Axe  des  Ebenenbüschels: 
0  =  const.  wählen.  Die  Gruppe  (49)  ist  aber  augenscheinlich  mit  der 
sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche 
zweiten  Grades  gleichzusammengesetzt,  ihre  Untergruppen  können  daher 
nach  S.  203  f.  sofort  angegeben  werden  und  es  bleibt  nur  noch  zu 
untersuchen,  ob  es  unter  den  so  erhaltenen  Untergruppen  von  (49) 
solche  giebt,  die  innerhalb  (46)  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Die   grösste  Untergruppe   von   (46),    bei   der    eine  Complexgerade 
invariant  bleibt,  ist  siebengliedrig  und  hat  die  Form: 

17* 


(49)  l^ 


(51) 
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(       P  —  yr,   q  +  xr,   xq,   yq  +  sr 
^     ^  \r^   xp-^-zr,    zq  -\-  x{xp  -\-  yq-\-  zr)j 

wenn  wir  zur  invarianten  Comp! exgeraden  die  Axe  des  Ebenenbüschels: 
X  =  const.  wählen.  Die  Gruppe  (50)  nun  ist  gleichzusammengesetzt 
mit  der  siebeugliedrigen  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der 
Aehnlichkeitstransformationen  (s.  S.  211).  Man  erkennt  das  aus  der 
Tabelle: 

r  ^p,  q  -{-  xr  ^  —  r^   xq^  q 

xp  -\-  zr  ^  xp  —  yq,   yq  -{-  zr  ^£  xp  -^  yq  -\-  zr 
p  —  yr^  2zp  +  yr,  zq  -\-  x  (xp  -\-  yq  -\-  zr)  ^  ~  {2z q  +  xr) 

in  der  beide  Gruppen  holoedrisch  isomorph  auf  einander  bezogen  sind. 
Auf  Grund  der  Entwickelungen  auf  S.  211  ff.  können  wir  daher  ohne 
Weiteres  alle  Untergruppen  von  (50)  hinschreiben  und  es  bleibt  wieder 
nur  zu  untersuchen,  ob  gewisse  unter  den  so  erhaltenen  Untergruppen 
von  (50)  innerhalb  der  Gruppe  (46)  mit  einander  gleichberechtigt  sind. 

Jetzt  fehlen  nur  noch  die  Untergruppen  von  (46),  die  einen  Punkt 
mit  seiner  Polarebene  invariant  lassen,  aber  keine  Gerade. 

Wählen  wir  zum  invarianten  Punkt  den  Pol  der  unendlich  fernen 
Ebene  in  Bezug  auf  unsern  Coraplex,  so  hat  die  grösste  Untergruppe 
von  (46),  bei  der  unser  Punkt  invariant  bleibt,  die  Form: 

p  —  yr,   q  -\-  xr,   r, 


^     ^  [ooq,   xp—yq,    yp,   xp  +  yq  +  2zr. 

Wir  müssen  daher  noch  alle  Untergruppen  von  (52)  bestimmen,  die 
keine  Gerade  invariant  lassen. 

Die  Gruppe  (52)  enthält  eine  eingliedrige  invariante  Untergruppe, 
nämlich  r,  die  sechsgliedrige  Gruppe: 

(53)  p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq 

ist  daher  augenscheinlich  meroedrisch  isomorph  mit  ihr.  Ueberdies 
erkennt  man  leicht,  dass  (53)  aufgefasst  als  projective  Gruppe  einer 
Ebene  x,  y  die  unendlich  fernen  Punkte  dieser  Ebene  genau  so  trans- 
formirt,  wie  (52)  die  oo^  Complexgeraden  der  unendlich  fernen  Ebene 
des  Raumes  x,  y,  z.  Ferner  erhält  man  aus  jeder  Untergruppe  g  von 
(52)  durch  Weglassung  aller  Glieder  mit  r  eine  verkürzte  Gruppe  y, 
die  mit  g  holoedrisch  oder  meroedrisch  isomorph  ist  und  die  ihrer- 
seits in  der  Gruppe  (53)  steckt.  Sind  g  und  g  zwei  gleichberechtigte 
Untergruppen  von  (52),  so  sind  offenbar  die  zugehörigen  Gruppen  y 
und  /  innerhalb  (53)  mit  einander  gleichberechtigt. 
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Soll  nun  eine  Untergruppe  g  von  (52)  keine  Gerade  invariant 
lassen,  so  darf  sie  jedenfalls  keine  Complexgerade  der  unendlich  fernen 
Ebene  festhalten,  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe  y  muss  demnach, 
als  Gruppe  der  Ebene  rr,  y  aufgefasst,  die  unendlich  fernen  Punkte 
dieser  Ebene  dreigliedrig  transformiren.  Daraus  aber  folgt  (vgl.  S.  95), 
dass  y  durch  geeignete  Transformationen  der  Gruppe  (53)  eine  der 
vier  Formen: 


(54) 


erhalten   kann.     Enthält   daher  q    die   Transformation  r,   so    muss   es 
auf  eine  der  Formen: 


xq, 

xp 

-y^, 

yp 

xq, 

xp 

-yQ, 

yp, 

xp  +  yq 

xq, 

xp 

—  ycLy 

yp> 

p,  a 

xq, 

xp 

-ya, 

yp, 

xp  +  yoL,  p>  a 

Enth 

alt   ( 

iaher 

g    die   Transformation  r 

(55) 
(55') 


ixq,  xp  —  yq,  yp,  r 
\xq, 


xp  —  ya,  yp,  xp  +  yq  +  2^r,  r 
xq,  xp  —  yq,  yp,  p  —  yr,  q  +  xr,  r 
xq,  xp  —  yq,  yp,  xp-\-  yq-\-  20r,  p  —  yr,  q-\-  xr,  r 


gebracht  werden  können.  Enthält  es  dagegen  r  nicht,  so  kann  die 
zugehörige  verkürzte  Gruppe  y  jedenfalls  nicht  die  dritte  oder  vierte 
unter  den  Formen  (54)  haben,  denn  sonst  enthielte  g  zwei  Trans- 
formationen von  der  Form: 

P  —  2/*"  +  «^;    q  -\-  xr  -\-  ßr 

und  durch  Combination  würde  sich  im  Widerspruch  mit  der  gemach- 
ten Voraussetzung  die  Transformation  r  ergeben.  Hat  aber  y  eine 
der  beiden  ersten  unter  den  Formen  (54),  so  kann  g,  wie  man  leicht 
sieht,  auf  eine  der  beiden  Formen: 

xq,  xp  —  yq,  yp 

xq,  xp  —  yq,   yp,  xp  +  yq 

gebracht  werden,    diese  Gruppen  lassen   aber  ebenso  wie  die  Gruppen 

(55)  die  Gerade:  x  =  y  =  0  invariant,  sie  gehören  also  nicht  hierher. 
Wir   sehen  hieraus,   dass  jede   Untergruppe   von  (46),  die   keine 

Gerade  invariant  lässt,  innerhalb  (46)  entweder  mit  einer  der  zwei  Grup- 
pen (55')  oder  mit  der  Gruppe  (47)  auf  S.  259  gleichberechtigt  ist. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  zeigen,  dass  jede  Untergruppe  der 
Gruppe  eines  linearen  Complexes  mit  sich  dualistisch  ist. 

Wird  die  Gleichung  des  linearen  Complexes  (45)  in  der  Form; 

(56)  /—  0  +  xtj  —  yx  =  0 
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geschrieben,  so  bestimmt  sie  eine  dualistische  Transformation,  die, 
als  homogene  Berührungstransformation  dargestellt,  folgendermassen 
lautet: 

(57)  ■■'  '  »•  ^ 


p  z=  —  yr,       q  =  xr,       r  =  r . 

Da  diese  dualistische  Transformation  jede  einzelne  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  (46)  invariant  lässt,  führt  sie  offenbar  auch  jede 
Untergruppe  von  (46)  in  sich  über. 

Hier  mögen  noch  einige  Bemerkungen  folgen,  die  sich  auf  die  Bestim- 
mung der  projectiven  Gruppen  des  Hn  beziehen. 

Die  grösste  projective  Gruppe  des  i2„,  die  eine  ebene  r2-fach  ausge- 
dehnte Mannigfaltigkeit  Mq   invariant  lässt,  hat  die  Form: 

,,OS  f  Pi    .   .   .     P(n-q){q+l),      U 

(08)  \q  ^  T  T 

[\    ...     ^q{q  +  2),     ii    .    .   .     l{n-q-l)in-q+l)' 

Hier  sind  die  P  paarweise  vertauschbar  und  erzeugen  eine  invariante  Unter- 
gruppe, die  S  erzeugen  eine  Gruppe,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  des  Bq  gleichzusammengesetzt  ist,  die  T  eine  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  Bn  —  q—i  gleichzusammengesetzte,  endlich  ist  jedes 
S  mit  jedem  T,  und  U  mit  allen  S  und  T  vertauschbar.  Kennt  man  nun 
alle  projectiven  Gruppen  des  Bq  und  des  B^—q—i^  so  kann  man  ähnlich 
wie  in  Kapitel  10  alle  Untergruppen  der  Gruppe  C/",  Ä'^  .  .  .,  T^  .  .  .  finden 
und  dann  durch  solche  Betrachtungen  wie  in  §  59  alle  Untergruppen  von 
(58),  also  alle  projectiven  Gruppen  des  Bn^  die  eine  ebene  Mq  invariant 
lassen. 

Besonders  einfach  ist  die  Bestimmung  aller  integrabeln^)  projectiven 
Gruppen  des  P„.  Jede  solche  Gruppe  lässt  nämlich  nach  Abschn.  I,  S.  589 
mindestens  eine  ebene  Mn—i  invariant  und  transformirt  deren  Punkte  durch 
eine  integrable  projective  Gruppe.  Kennt  man  daher  alle  integrabeln  pro- 
jectiven Gruppen  des  i2«_i,  so  erfordert  die  Bestimmung  aller  derartigen 
Gruppen  des  P„  nur  die  Auflösung  linearer  Gleichungen. 

Auch  die  Betrachtungen  des  §  55  lassen  sich  zur  Bestimmung  gewisser 
projectiver  Gruppen  des  Bn  verwerthen. 


*)  Integrabel  nennen  wir    aus   später   anzuführenden    Gründen  jede   Gruppe 
von  der  in  Abschn.  1  auf  S.  265  definirten  Zusammensetzung. 


Abtheilung  IV. 

Untersuclmngen  über  verscliiedene  Arten  von  Gruppen  des 
^^-facli  ausgedehnten  Raumes. 

Die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene  haben  wir  in 
Abtheilung  I  sämmtlich  aufgestellt.  Von  den  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  des  gewöhnlichen  Raumes  haben  wir  in  Abtheilung  II  eine 
grosse  Zahl  bestimmt,  die  Bestimmung  aller  ist  nur  deshalb  unter- 
blieben, weil  sie  zu  viel  Raum  in  Anspruch  nehmen  würde,  nicht 
wegen  besonderer  Schwierigkeiten. 

Anders  ist  es  im  Räume  von  beliebig  vielen,  also  etwa  von  n 
Dimensionen.  Wir  haben  vorläufig  noch  gar  keine  Aussicht,  alle  Grup- 
pen dieses  Raumes  aufstellen  zu  können,  ja  nicht  einmal  alle  primi- 
tiven Gruppen  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  sind  wir  im  Stande 
anzugeben.  Wir  begnügen  uns  deshalb  hier  mit  einigen  Untersuchungen 
über  mehrere  besondere  Gruppen  des  Bn  und  zwar  sind  das  lauter 
Gruppen,  die  uns  schon  in  den  Fällen:  n  =  2  und  w  =  3  begegnet 
sind  und  die  aus  den  damals  besprochenen  Gruppen  durch  Verall- 
gemeinerung auf  den  Raum  von  n  Dimensionen  erhalten  werden. 

Ein  Kapitel  —  das  letzte  der  Abtheilung  —  ist  der  Betrachtung 
reeller  Gruppen  gewidmet.  Wir  haben  uns  bisher  die  Veränderlichen 
und  die  Parameter  einer  Gruppe  stets  als  complexe  Grössen  gedacht, 
in  diesem  Kapitel  dagegen  setzen  wir  voraus,  dass  die  Veränderlichen 
und  die  Parameter  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen  beschränkt  sind. 
Wir  verwenden  dazu  ein  ganzes  Kapitel,  weil  die  Fragen,  die  sich  bei 
der  Beschränkung  auf  das  Reelle  darbieten,  an  und  für  sich  äusserst 
anziehend  sind,  dann  aber  auch,  weil  wir  in  der  nächsten  Abtheilung, 
bei  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  gewisse 
Sätze  über  reelle  Gruppen  brauchen. 
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Kapitel  14. 

Gruppen,    die    mit   gewissen   projectiven   Gruppen   gleichzusammen- 
gesetzt sind. 

Wir  suchen  hier  alle  Gruppen  in  möglichst  wenig  Veränderlichen, 
die  mit  gewissen  projectiven  Gruppen  des  B^  gleichzusammengesetzt 
sind,  nämhch  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des 
Bnj  oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  endlich  mit  der  speciellen 
linearen  Gruppe  dieses  Raumes.  Bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
des  Rn  gehen  wir  noch  einen  Schritt  weiter,  indem  wir  auch  alle  mit 
ihr  gleichzusammengesetzten  Gruppen  in  w  +  1  Veränderlichen  auf- 
stellen. 

Es  liegt  in  der  Natur  der  Sache,  dass  man  in  ähnlicher  Weise 
viele   andre  Probleme  dieser  Art  lösen  kann. 

§  61. 

Die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Bn  enthält,  wie  wir  wissen, 
gerade  n(n  +  2)  =  N  Parameter,  sie  möge  daher  kurz  Gj^  heissen. 

Es  sei  nun  Q^^  eine  mit  Gn  gleichzusammengesetzte  Gruppe  in 
m  Veränderlichen  x^  .  .  .  x-m  und  die  Zahl  m  sei  so  klein  als  möglich; 
dann  ist  m  nothwendig  gerade  gleich  n,  denn  wäre  m<n,  so  ent- 
hielte (55^  Untergruppen  mit  mindestens  N—m>N—n  Parametern, 
während  es  doch  in  Gn  keine  Untergruppe  mit  mehr  als  N  ~  n  Para- 
metern giebt  (s.  Abschn.  I,  S.  206,  Satz  3  und  Theor.  101,  S.  569).  Aus 
demselben  Grunde  ist  klar,  dass  die  Gruppe  (^^  in  den  n  Veränder- 
lichen Xi  . .  .  Xn  transitiv  sein  muss. 

Um  die  möglichen  Formen  der  Q^^  zu  bestimmen,  denken  wir 
uns  ihre  infinitesimalen  Transformationen  in  der  Umgebung  eines 
Punktes  Xi^  .,.Xn^  von  allgemeiner  Lage  nach  Potenzen  von  x^  —  x^"^, . . ., 
Xn  —  Xn^  entwickelt. 

Da  die  @,v  transitiv  ist,  enthält  sie  gerade  N—n  =  n{n-\-l)  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen,  die  in  den  Xr  —  xj^  von 
der  ersten  oder  von  höherer  Ordnung  sind  (s.  Abschn.  I,  S.  217); 
diese  infinitesimalen  Transformationen  erzeugen  eine  n  (n  +  l)-glied- 
rige  Untergruppe  g'  der  (^^j  die  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

(1)  Pki     XkPv         {^yV  =  l...n) 

des  Bn  gleichzusammengesetzt  ist  (a.  a.  0.  S.  205,  Satz  2  und  S.  569). 
Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  der  %n  giebt  es  ferner 
möglicherweise  gewisse  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den 
Xv  —  Xy^,  die   erzeugen   dann   eine   Untergruppe   g"  der  @^,   die   in  g' 
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als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist.  In  derselben  Weise  ist  durch 
die  etwa  vorhandenen  infinitesimalen  Transformationen  dritter  und 
höherer  Ordnung  eine  Untergruppe  g'"  bestimmt,  die  sovrohl  in  g" 
als  in  g'  invariant  ist  u.  s.  w.  Verstehen  wir  endlich  unter  s  die 
höchste  in  Q^^  vorkommende  Ordnung  einer  infinitesimalen  Transfor- 
mation, so  erzeugen  auch  alle  infinitesimalen  Transformationen  s*®'^ 
Ordnung  von  ^,v  eine  gewisse  Untergruppe  g^''^,  die  in  jeder  der 
Gruppen  g',  g"  .  .  .  g^^~^^  invariant  ist. 

Nun  giebt  es  in  der  Umgebung  des  Punktes  x^^  .  .  .  Xn  überhaupt 
nicht  mehr  als  nn  solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
von  erster  Ordnung  in  den  Xy  —  Xy^y  aus  denen  sich  keine  infinitesi- 
male Transformation  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt, 
unsre  Gruppe  (SJ^yr  muss  daher  jedenfalls  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen von  zweiter  Ordnung  in  den  Xv  —  Xv^  enthalten.  Hieraus 
folgt,  dass  die  oben  definirte  Zahl  s  >  1  ist,  zugleich  ergiebt  sich, 
dass  die  infinitesimalen  Transformationen  von  g(*)  paarweise  vertausch- 
bar sind  (a.  a.  0.  S.  264,  Satz  9). 

Andrerseits  ist  die  Gruppe  g^'^  eine  invariante  Untergruppe  der  g' 
und  die  g'  ist  gleichzusammengesetzt  mit  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  (1)  des  jR„;  von  dieser  Gruppe  (1)  wissen  wir  aber  (a.  a.  0. 
Theor.  99,  S.  562)^  dass  sie  nur  drei  invariante  Untergruppen  enthält, 
nämlich  diese: 


(2) 


1 

J9k,    OOkPv,    Xi,Pk    —   OCrPr        (k,  v  =  1  .  .  .  n;    k  :^  v) 


Da  nun  unter  den  Gruppen  (2)  blos  eine  aus  lauter  vertauschbaren 
Transformationen  besteht  und  zwar  die  w-gliedrige:  p^  .  .  .  p„,  so  kön- 
nen wir  schliessen,  dass  g^^)  w-gliedrig  ist. 

Wäre  s'>  2f  so  wären  die  infinitesimalen  Transformationen  von 
g(*)  auch  noch  mit  denen  von  g^*~-^^  vertauschbar,  denn  durch  Combi- 
nation  einer  infinitesimalen  Transformation  von  g^^^  mit  einer  von  g^*~^^ 
würden  wir  eine  Transformation  von  mindestens  (2^  —  2)*®'  Ordnung 
erhalten  und  die  müsste  wegen  2s  —  2  >  5  identisch  verschwinden; 
ausserdem  aber  müsste  g^*"^)  als  eine  invariante  Untergruppe  von  g' 
mit  einer  der  beiden  noch  übrigen  unter  den  Gruppen  (2)  gleichzu- 
sammengesetzt sein.  Da  nun  die  Gruppe:  p^  .  .  .  pn  zu  keiner  der 
beiden  andern  Gruppen  (2)  in  der  Beziehung  steht,  in  der  g^^)  zu 
g(«— 1)  stehen  müsste,  so  würden  wir  auf  einen  Widerspruch  stossen, 
das  heisst:  5  kann  nicht  grösser  als  2,  es  muss  vielmehr  gerade  =  2  sein. 

Demnach  enthält  unsre  Gruppe  ÖJ^  in  der  Umgebung  des  Punktes 
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x^^  .  . .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  nur  infinitesimale  Transform atioDen 
von  nuUter,  von  erster  und  von  zweiter  Ordnung  und  zwar  n  unab- 
hängige von  zweiter  Ordnung  und  ferner  nn  unabhängige  von  erster 
Ordnung,  aus  denen  sich  keine  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung 
•abjeiten  lässt.  Wir  können  somit  auf  ÖJ,v  unmittelbar  die  Entwicke- 
lungen  des  Kap.  29  von  Abschn.  I  (S.  625  u.  627 — 629)  anwenden  und 
bekommen  so  das 

Theorem  13.  In  weniger  als  n  Veränderlichen  gieht  es  heine 
Gruppen,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Bn 
gleichzusammengesetzt  sind;  in  n  Veränderlichen  sind  alle 
Gruppen  von  dieser  Zusammensetzung  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  des  Rn  ähnlich. 

Wesentlich  schneller  gelangt  man  zur  Bestimmung  von  Q^N)  wenn 
man  sich  auf  das  Theor.  81,  S.  446  von  Abschn.  1  stützt. 

Man  weiss  ja,  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  B^ 
nur  zwei  Typen  von  Untergruppen  mit  gerade  N  —  n  Parametern 
enthält  und  dass  als  Repräsentanten  dieser  beiden  Typen  die  beiden 
Gruppen : 

Pky    OCkPv  {k,v  =  l...n) 


^  x,p. 


XkPvj     X^    7j  XtPt       (*,  ^  =  1-..«) 


gewählt  werden  können  (Abschn.  I,  Theor.  101,  S.569).  Man  weiss  ferner, 
dass  sich  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Bn  derart  holoedrisch 
isomorph  auf  sich  beziehen  lässt,  dass  die  beiden  genannten  Gruppen 
einander  entsprechen  (a.  a.  0.  Satz  4).  Das  vorhin  angeführte  Theorem 
81  zeigt  daher,  dass  alle  transitiven  Gruppen  in  n  Veränderlichen,  die 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Bn  gleiche  Zusammen- 
setzung haben,  unter  einander  und  also  auch  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  Bn  ähnlich  sind. 

§  62. 
Jetzt    zur    Bestimmung   aller    Gruppen,    die   mit   der   allgemeinen 
linearen  Gruppe: 

(1)  Pk,    XkPv       (^  ^=-^---n) 

des  Bn  gleichzusammengesetzt  sind  und  dabei  möglichst  wenige,  also 
sicher  nicht  mehr  als  n  Veränderliche  enthalten. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  die  gesuchten  Gruppen  sämmtlich  tran- 
sitiv sind. 

In  der  That,  m  sei  eine  Zahl  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  es 
in   m  Veränderlichen    noch  Gruppen    giebt,    die    mit    der   Gruppe    (1) 
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gleicbzusammengesetzt  sind,  während  in  weniger  als  m  Veränderlichen 
keine  Gruppen  dieser  Art  möglich  sind.     Wäre  nun: 

m 

1  ^-^^ 

eine  intransitive,  mit  (1)  gleichzusammengesetzte  Gruppe,  so  würde 
der  Raum  x^  .  .  .  x,n  i^  ^  ('m  —  ?)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten 
zerfallen,  die  bei  der  Gruppe;  X^f .  .  .  alle  einzeln  invariant  blieben, 
und  da  die  Gruppe  (1)  blos  drei  invariante  Untergruppen  enthält,  so 
müsste  die  Gruppe:  X^f .  .  .  die  Punkte  jeder  solchen  (m  —  l)-hch 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  eine  holoedrisch  isomorphe  Gruppe 
transformiren  (s.  Abschn.  I,  S.  310,  Satz  8),  es  gäbe  also  schon  in 
m  —  ?<m  Veränderlichen  eine  mit  (1)  gleicbzusammengesetzte  Gruppe; 
das  aber  würde  unsrer  Voraussetzung  über  die  Zahl  m  widersprechen. 

Da  hiermit  bewiesen  ist,  dass  die  gesuchten  Gruppen  alle  tran- 
sitiv sind,  so  können  wir  uns,  um  sie  aufzustellen,  auf  das  Kap.  22  des 
Abschn.  I  stützen,  nur  müssen  wir  vorher  die  grössten  Untergruppen 
von  (1)  bestimmen,  die  weder  in  (1)  selbst  invariant  sind,  noch  eine 
invariante  Untergruppe  von  (1)  enthalten. 

Ist  g  eine  der  eben  definirten  Untergruppen  von  (1),  so  hat  die 
Zahl  der  Parameter  von  g  den  Werth:  n(n  +  1)  —  m,  wo  m  sicher 
nicht  grösser  als  n  ist;  ausserdem  leuchtet  ein,  dass  g  nicht  alle 
n  Translationen:  Pi  .  .  .  Pn  enthalten  kann,  denn  die  erzeugen  ja  eine 
invariante  Untergruppe  von  (1).  Wir  können  daher  annehmen,  dass 
g  gerade  q  <C  n  und  nicht  mehr  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
lationen enthält,  und  da  alle  g'-gliedrigen  Gruppen  von  Translationen 
innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  mit  einander  gleich- 
berechtigt sind  (s.  Abschn.  I,  S.  558,  Satz  1),  so  können  wir  insbeson- 
dere erreichen,  dass  g  gerade  die  Translationen  Pi  .  .  .  Pq  enthält. 

Unter  der  gemachten  Voraussetzung  kommt  in  g  jedenfalls  keine 
der  (n  —  q)  (q  -{-  1)  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

Pq  +  Vf      X^Pq  +  v  j  "  .j  XqPqJ^v        (v  =  1  .  . .  n  -  q) 

vor  und  ebensowenig  eine  daraus  linear  abgeleitete  Transformation, 
weil  sich  sonst  durch  Combination  mit  Pi  .  .  -Pq  eine  der  ausgeschlos- 
senen Translationen  ergeben  würde.  Demnach  können  wir  schliessen, 
dass  die  Zahl  m  wenigstens  so  gross  ist  wie  (n —  ^)(S'+1);  andrer- 
seits ist  aber  m  -^n,  folglich  ergiebt  sich : 

(n  ~  q){q  +  1)  -^m^n 
oder: 

{n  —  q—  l)q^O, 


268  AbtheiluDg  IV.    Kapitel  14.    §  62. 

Wegen  q<,n  ist  diese  Bedingung  nur  für  g  =  0  und  g  ==  n  —  1  er- 
füllt, demnach  ist  m  =  n,  das  heisst:  die  in  Rede  stehenden  Unter- 
gruppen von  (1)  haben  gerade  n(n  +  1)  —  **  =  ^w  Parameter,  über- 
dies ergiebt  sich,  dass  sie  entweder  gar  keine  oder  gerade  n  —  1 
unabhängige  infinitesimale  Translationen  enthalten.  Für  n  =  l  fällt 
natürlich  dieser  Unterschied  weg. 

Enthält  eine  ww-gliedrige  Untergruppe  von  (1)  gar  keine  Trans- 
lationen, so  ist  sie  von  nn  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen von  der  Form: 

n 

(3)  XkPv  +  ^  cckvtjpt      (A-, »-  =  1 . . . «) 

1 

erzeugt,   sie  enthält  also  jedenfalls   eine   infinitesimale  Transformation 

von  der  Gestalt: 


Führen   wir  jedes  Xt  +  «t  als  neues  Xt  ein,   so  bekommt  die  zuletzt- 
genannte Transformation  die  einfache  Form: 


1 
und  combiniren   wir  die  mit  den  Transformationen  (3),  so  finden  wir, 
dass  alle  akrt  verschwinden.     Wir  erhalten  also  die  Gruppe: 

(4)  XkPv        (k,v  =  l...n)^ 

das  ist  die  grösste  Untergruppe  von  (1),  die  den  Punkt  x^  =  0,  .  .  ., 
Xn  =  0  invariant  lässt. 

Enthält  andrerseits  eine  nn- gliedrige  Untergruppe  von  (1)  die 
n — 1  Translationen:  p^  .  . ,  pn-i,  sonst  aber  keine  Translationen,  so 
kann  in  keiner  ihrer  infinitesimalen  Transformationen  ein  Ausdruck 
von  der  Form: 

XlXiPn+    •  •  •    +  L-lXn-lPn 

vorkommen,  sonst  würde  sich  ja  durch  Combination  mit  einer  der 
Transformationen  ^^j  .  .  .jp^-i  die  ausgeschlossene  Translation  pn  er- 
geben; die  betreffende  Untergruppe  ist  in  Folge  dessen  von  nn  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 

Pv,    XvPk  +   CCvkPn,      XnPk  +  CCkPnj      ^nPn  +   «i^ 
(V,  /t  =  l.  .  .  n—  1) 

erzeugt  (vgl.  Abschn.  T,  S.  562).  Führt  man  hier  Xn  +  et  als  neues 
Xn  ein  und  combinirt  man  darauf  XnPn  mit  den  übrigen  Transforma- 
iionen,  so  erkennt  man,  dass  die  Untergruppe  die  einfache  Form: 
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(ö)  Pv,    OCrPk,    XnPky    XnPn        {v,k=l...n-l) 

erhalten  hat.  Augenscheinlich  ist  das  die  grösste  Untergruppe  von 
(1),  bei  der  die  (>^  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit: 
Xn  =  0  invariant  bleibt. 

Hiermit  sind  die  oben  definirten  Untergruppen  von  (1)  gefunden. 
Um  das  gewonnene  Ergebniss  festzuhalten,  formuliren  wir  es  in  einem 
Satze: 

Satz  1.      Wenn  eine  Untergruppe  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

(1)  P^iy    X^py        (A^,i'  =  l...n) 

des  Rn  Mne  Gruppe  enthält ,  die  in  der  allgemeinen  linearen  invariant 
isty  so  hat  sie  höchstens  nn  Parameter;  hat  sie  gerade  nn  Parameter ^  so 
ist  sie  innerhalb  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  entweder  mit  de?'  Gruppe: 

(4)  Xa2'>v       (i(,v^l...n) 

oder  mit  der  Gruppe: 

(5)  Pkf     XkPj,    XnPjy    XnPn        ijc,  j  =  1  .  .  .n -1) 

gleichberechtigt. 

Ist  n  =  1,  so  fallen  die  beiden  Gruppen  (4)  und  (5)  augenschein- 
lich zusammen,  ist  aber  w>  1,  so  sind  sie  wesentlich  von  einander 
verschieden,  denn  die  Gruppe  (4)  steckt,  wie  man  sich  leicht  über- 
zeugt, in  keiner  grössern  Untergruppe  von  (1),  während  (5)  in  der 
{nn -{-  l)-gliedrigen  Gruppe: 

Pk,    XkPjf    XnPjy  Pnj    XnPn        {h,  j  =  1  .  .  .  n  -  1) 

enthalten  ist. 

Nunmehr  können  wir  ohne  Weiteres  die  Entwickelungen  des  Kap.  22 
von  Abschn.  I  anwenden.  Wir  finden  auf  diese  Weise,  dass  es  in 
weniger  als  n  Veränderlichen  keine  mit  (1)  gleichzusammengesetzte  tran- 
sitive Gruppe  giebt  und  dass  in  n  Veränderlichen  blos  zwei  Typen  von 
transitiven  Gruppen  mit  dieser  Zusammensetzung  vorhanden  sind.  Der 
eine  Typus  ist  durch  die  Untergruppe  (4)  bestimmt,  er  besteht  aus 
lauter  primitiven  Gruppen  und  wird  durch  die  Gruppe  (1)  selbst  reprä- 
sentirt;  der  zweite  durch  die  Untergruppe  (5)  bestimmte  Typus  be- 
steht aus  imprimitiven  Gruppen  (vgl.  Abschn.  I,  Theor.  91,  S.  521), 
auch  für  ihn  können  wir  leicht  einen  Repräsentanten  angeben,  denn 
wir  wissen,  dass  es  im  Bn  eine  imprimitive  projective  Gruppe  giebt, 
die  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  gleichzusammengesetzt  ist 
(a.  a.  0.  S.  569). 

Schliesslich  sprechen  wir  noch  das  Theorem  aus: 
Theorem  14.     In  weniger  als  n  Veränderlichen  giebt  es  Iceine 
Gruppe,  die  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 
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(1)  i>^0    X^,py        i^i,v  =  l...n) 

des  Rn  gleichsusammengesetzt  wäre;  in  n  Veränderlichen  gieht 
es  Mos  zwei  Typen  von  Gruppen  mit  dieser  Zusammensetzung: 
Mepräsentant  des  einen  Typus  ist  die  allgemeine  lineare  Gruppe 
(1)  seihst,  als  Repräsentant  des  andern  Typus  kann  die  impri- 
mitive Gruppe: 


(6) 


Pv:     XkPvy      XnPny     Xk^XtPt 
1 
(v=l...n;     k=i...n  —  l) 


dienen,  die  aus  allen  projectiven  Transformationen  des  Rn  be- 
steht, hei  denen  ein  gewisser  unendlich  ferner  Punld  invariant 
bleibt.     Ist  n  =  1,  so  fallen  beide  Typen  zusammen. 

§  63. 

Was  wir  im  vorigen  Paragraphen  für  die  allgemeine  lineare  Gruppe 
des  Rn  geleistet  haben,  soll  jetzt  auch  für  die  specielle  lineare  Gruppe: 

[  {fj,  v=  1  .  .  .  n;    n  ^v) 

durchgeführt  werden. 

Da  die  Gruppe  (7)  ausser  der  Gruppe :  Pi  .  . .  Pn  keine  invariante 
Untergruppe  enthält,  so  ergiebt  sich  zunächst  genau  wie  auf  S.  266  f., 
dass  jede  mit  (7)  gleichzusammengesetzte  Gruppe  in  möglichst  wenig 
Veränderlichen  nothwendig  transitiv  ist.  Um  aber  diese  transitiven 
Gruppen  aufstellen  zu  können,  müssen  wir  offenbar  zuerst  alle  Unter- 
gruppen von  (7)  bestimmen,  die  möglichst  viele  Parameter  haben, 
jedoch  nicht  alle  n  Translationen:  p^  .  .  .  pn  enthalten. 

Wie  im  vorigen  Paragraphen  sieht  man  ein,  dass  jede  der  eben 
definirten  Untergruppen  gerade  n^  -\-  n  —  1  —  n  =  n^  —  1  Parameter 
hat  und  dass  sie  entweder  gar  keine  infinitesimalen  Translationen  ent- 
hält oder  gerade  n  —  1  unabhängige,  im  letzteren  Falle  können  wir 
annehmen,  dass  sie  jPi  .  •  •  Pn—i  enthält. 

Kommen  keine  Translationen  vor,  so  ist  die  betreffende  Unter- 
gruppe von  n^  —  1  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  von 
der  Form: 

n  n 

^l^Pv  +^  f^ixrtPt,    XjPj  —  XnPn   +^    ßjr  Pt 
1  1 

(jLi,  V  =  1  ,  .  n;    u  :^  v;   j=l  .  .  .  n  —  1) 

erzeugt.  Durch  paarweise  Combination  der  n —  1  letzten  unter  diesen 
Transformationen  erkennt  man,  dass  alle  ßjn  einander  gleich  sind  und 
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dass  alle  übrigen  ßjt  verschwinden  mit  Ausnahme  der  ßjj-^  führt  man 
daher  Xj  +  ßjj  als  neues  Xj  und  Xn—  ßm  als  neues  Xn  ein,  so  erhält 
unsre  Untergruppe  die  Form: 


VI 


X,i  Pn 
1 
(^ ,  r  =  1  .  .  .  ?t ;    u:^  v;    j  =  l  .  .  .  n  —  1) ^ 

durch  Anwendung  der  Klammeroperation  ergiebt  sich  schliesslich,  dass 
alle  a^vt  verschwinden. 

Kommen  die  n  —  1  Translationen:  p^  .  .  .  Pn-i  vor,  so  enthält  die 
betreffende  Untergruppe  ausserdem  noch  n^ — 1 — (n — 1)  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

^JPJ  —  ^nPn  +  OCjPn;     XnPj  +  ßjPn 

XjPk  +  C^jkPn 
U,  k  =  l...n-li    j:^k}; 

führt  man  aber  hier  x„  —  «j  als  neues  Xn  ein  und  combinirt  man 
dann  x^p^^  —  XnPn  mit  den  übrigen  infinitesimalen  Transformationen, 
so  findet  man,  dass  die  Untergruppe  die  einfache  Form: 

B?     ^jPj  —  XnPny    XnPj,    XjPk 
{J  ,  k  =  l  .  .  .  n—  1;  j  ^  k) 

erhält. 

Damit  haben  wir  den 

Satz  2.      Wenn  eine   Untergruppe  der  speciellen  linearen  Gruppe: 

des  Rn  lieine  Gruppe  enthält,  die  in  der  speciellen  linearen  invariant  ist, 
so  hat  sie  höchstens  nn  ~  1  Parameter;  hat  sie  gerade  nn  —  1  Para- 
meterj  so  ist  sie  innerhalb  der  speciellen  linearen  Gruppe  entweder  mit 
der  Gruppe: 

(8)  Xa  Pr ,     Xf^Pi_^   —   Xr  Pv        (,'/,»  =  1  ••.«;,«  t  ^) 

oder  mit  der  Gruppe: 

(9)  iPj^    ^JPJ  —  ^nPn,    XnPj,    Xj Pk 
\  U,k=l...n-1;  j-if^k) 

gleichberechtigt. 

Aehnlich  wie  im  vorigen  Paragraphen  folgt  hieraus  das 
Theorem  15.     In  weniger  als  n  Veränderlichen  giebt  es  keine 

Gruppe,  die  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe 

0)  P,u ,     X^^p,,,    X^p^,  —  XyPy        Cu  ,  r  =  1  .  .  .  «  ;    ^  :f  r) 

des  Pn  gleichsusammengesetzt  wäre;  in  n  Veränderlichen  giebt 
es  blos  0wei  Typen  von  Gruppen  mit  dieser  Zusammensetzung : 
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Eepräsentant  des  einen  Typits  ist  die  specielle  lineare  Gruppe 
(7)  selhstj  als  Eepräsentant  des  andern  Ttjpus  kann  die  im- 
primitive Gruppe: 


(10) 


n  n 

Pvf   OCkPr,    XkPk  +  ^^OCtPt,   Xk   y'JXtPt 

1  1 

(»'  =  l...n;  *=!... 71  —  1;   v  ^  k) 


dienen^  es  ist  das  die  grösste  invariante  Untergruppe  der  all- 
gemeinsten projectiven  Gruppe  des  Rn,  die  einen  geivissen  un- 
endlich fernen  Punkt  invariant  lässt.  Ist  n=\y  so  fallen  beide 
Typen  zusammen. 

§  64. 

Jetzt  haben  wir  noch  alle  Gruppen  in  n  +  1  Veränderlichen  zu 
bestimmen,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  E„  gleich- 
zusammengesetzt sind. 

Die  intransitiven  Gruppen  von  der  verlangten  Beschaffenheit  an- 
zugeben ist  sehr  leicht.  Ist  nämlich  y  eine  solche  intransitive  Gruppe, 
so  denken  wir  uns  die  Veränderlichen  x^  .  .  .  Xn-^i  so  gewählt,  dass  die 
allgemeinste  Invariante  von  y  eine  willkürliche  Function  von  Xm-\-i  -  -  -  ^n+i 
wird.  Betrachten  wir  jetzt  in  y  die  Veränderlichen  Xm+i .  • .  Xn+i  als  con- 
stant,  so  erhalten  wir  eine  transitive  Gruppe  /  in  den  m  ^n  Ver- 
änderlichen Xi  .  .  .  Xm,  und  da  y  einfach  ist,  so  muss  diese  Gruppe  / 
mit  y  holoedrisch  isomorph  sein  (s.  Abschn.  1,  S.  310,  Satz  8);  aus 
Theorem  13,  S.  266  ergiebt  sich  daher,  dass  m  ==  n  ist  und  dass  / 
durch  eine  Punkttransformation  in  den  n  Veränderlichen  x^  .  . ,  Xn  in 
die  allgemeine  projective  Gruppe  des  i?„  übergeführt  werden  kann. 
Damit  ist  aber  zugleich  bewiesen,  dass  y  selbst  durch  eine  Punkt- 
transformation des  Raumes  x^  .  .  .  Xn+i  mit  der  Gruppe: 


n 


it^,r  =  l 


ähnlich  ist. 

Etwas  grössere  Vorbereitungen  erfordert  die  Aufstellung  aller 
transitiven  Gruppen  des  J?„+i,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  des  Bn  gleichzusaramengesetzt  sind.  Um  diese  Aufstellung 
leisten  zu  können,  müssen  wir  zuerst  alle  projectiven  Gruppen  des  B^ 
bestimmen,  die  gerade  N  —  (n  -{-  1)  =  n^  -\-  n  —  \  Parameter  haben. 
Das  soll  jetzt  geschehen. 

Es   empfiehlt  sich,   unter  den   gesuchten   projectiven   Gruppen   des 


Gruppen,  die  mit  gewissen  projectiven  gleichzusammengesetzt  sind.     273 

Bn  zunächst  alle  die  aufzustellen,  die  in  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe : 

(I)  ^  P/iiy    OCuPv        i^^,v  =  l...n) 

stecken. 

Enthält  eine  (n^ -\- n  —  l)-gliedrige  Untergruppe  g  von  (1)  keine 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 

n  n  n 

(II)  ^  XtPt  +   ^    €CvPv  =    C7  +  ^''  CCvPv, 

11  1 

so  enthält  sie  sicher  n^  -\-  n  —  1  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen von  der  Gestalt: 

P/a,    ^nPv  +  CC,uv  U,       XjPj  —  XnP»  +  ßj  ü 
(ju,  V  =  1  .  .  .  n;   /LI  ^  v;  j  =^1  .  .  .  n  —  1), 

durch  Combination  ergiebt  sich  aber  sofort,  dass  alle  a^iv  und  ßy  ver- 
schwinden, dass  also  g  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 

(7)  p^,    X^Pr^    X^,p^ XrPv        (/t,v  =  l...n;   ^  :j=  r) 

zusammenfällt. 

Enthält  andrerseits  g  eine  Transformation  von  der  Form  (11),  so 
führen   wir  Xr  +  cc^   als  neues  Xt   ein  und  bekommen  an  Stelle  von  g 
eine  Untergruppe  g    von  (1),  die  Z7  enthält.     Wäre  nun  ?i  =  1,  so  be- 
stände g'  blos  aus  der  Transformation: 
(12)  x,p,; 

wir  können  daher  w>l  annehmen.  Für  w>l  ist  auch  n^-\-n  —  l^n^, 
g  enthält  also  sicher  gewisse  Translationen;  enthielte  es  weniger  als 
n  unabhängige  infinitesimale  Translationen,  so  enthielte  es  nothwendig 
VI?  Transformationen  von  der  Form: 


n^Pv  +^   f^^iVtPt 


X,,  Pv  -V  ^   «^  vtPt  (,"  ,  V  =  1  .  .  .  n), 

1 

daraus  würde  sich  aber  durch  Combination  mit  den  vorhandenen 
Translationen  ein  Widerspruch  ergeben,  folglich  kommen  in  g  ausser 
V  auch  noch  alle  n  Translationen  Pi  .  .  .  Pn  vor.  Erinnern  wir  uns 
jetzt,  dass  g  {n^  -\-  n  —  l)-gliedrig  sein  soll,  so  erkennen  wir,  dass  / 
mit  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe: 

(8)  X/,,Pvj    X^p^,  —  XrPv        (/^  ,  V  =  1  .  .  .  «  ;/.  t  ^) 

gerade  n^  —  2  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein  hat, 
die  natürlich  eine  (n^  ~  2)-gliedrige  Untergruppe  erzeugen;  aber  die 
eben  erwähnte  Gruppe  (8)  ist  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
des  Bn-i  gleichzusammengesetzt  und  enthält  daher  keine  Untergruppen 
mit  mehr  als  {n  —  1)  {n -\- \)  —  {n —  1)  =  n^ —  n  Parametern  (s.  Abschn. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     III.  18 
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I,  S.  558  und  569),  eine  (n^  —  2)-gliedrige  Untergruppe  enthält  sie 
demnach  nur  dann,  wenn  n  ==  2  ist.  Wir  sehen  hieraus,  dass  eine 
Untergruppe  g\  die  U  und  alle  Translationen  enthält,  blos  im  Falle 
71  =  2  auftreten  kann;  da  ferner  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe 
des  i?2  ^^^^  einen  Typus  von  (2^  —  2)-gliedrigen  Untergruppen  enthält 
und  da  als  Repräsentant  dieses  Typus  die  Gruppe:  x^p2,  x^p^ — X2P2 
gelten  kann  (s.  S.  19  und  Theor.  2,  S.  17),  so  kann  die  im  Falle 
n  =  2  auftretende  Gruppe  g'  auf  die  Form: 

(13)  Piy   P27    ^lP2y   ^iPl  —  ^2i^2;    ^iPl  +  ^2J»2 

gebracht  werden;  es  ist  das  die  grösste  projective  Gruppe  des  jRg,  bei 
der  die  unendlich  ferne  Gerade  und  der  unendlich  ferne  Punkt  der 
Geraden:  x^=0  in  Ruhe  bleiben,  also  die  projective  Gruppe  eines  ge- 
wissen Linienelements  der  Ebene  ^j,  X2  (vgl.  S.  96). 

Damit  sind  alle  (n^ -{- n  —  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen  des 
Rn  gefunden,  die  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1)  angehören. 

Wir  erinnern  ferner  daran,  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe 
(rjv  des  Rn  derart  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  bezogen  wer- 
den kann,  dass  den  infinitesimalen  Transformationen: 

Pfiy    Xf,pvy     ü,   X^,  ü 

der  Reihe  nach  die  folgenden: 

Xm  U ,        XvPfj, ,         u ,   Pjii 

entsprechen  (s.  Abschn.  I,  S.  555).  Denken  wir  uns  die  G^^  in  dieser 
Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich  bezogen,  so  entsprechen  den  so- 
eben aufgestellten  Untergruppen  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1) 
gewisse  {n^  -\-  n  —  l)-gliedrige  Untergruppen  der  Gruppe: 

(14)  X/:,Pv,    X^cU       (^i,v  =  l...n), 

wir  wollen  auch  diese  Untergruppen  noch  bestimmen. 

Der  Gruppe  (7)  entspricht  die  grösste  invariante  Untergruppe  von 
(14)  nämlich: 

f-ip\  1  '^Z' Pv >    Xf^i Pjx  Xv Pv }    Xfx U 

da  nun  (14)  die  grösste  projective  Gruppe  des  Rn  ist,  die  den  Punkt: 
ajj  ==  0,  . .  .,  Xn=-0  invariant  lässt,  so  ist  klar,  dass  (15)  durch  eine 
projective  Transformation  des  Rn  in  die  früher  erwähnte  Gruppe: 

..^x  [Pvi     XkPvy     XkPk+    Uy     XkU 

^       ^  i  (r  =  l  .  ..w;   i  =  l  ...  w  — 1;   r +  *) 

übergeführt  werden  kann. 

Der  Gruppe  (12)  entspricht  wieder  die  Gruppe  (12).  Der  Gruppe 
(13)  endlich  entspricht  die  Gruppe: 
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(16)        x^p^,  x^2h,  x^p.„  x,{x^p^  +  x^p^),  x,{x^Pi+  x^p^), 

also  die  grösste  projective  Gruppe  der  Ebene  x^,  x^,  die  den  Punkt 
^1  =  ^2  =  ö  und  die  Gerade:  x^  =  0  invariant  lässt;  es  ist  klar,  dass 
diese  Gruppe  (16)  mit  der  Gruppe  (13)  durch  eine  projective  Trans- 
formation der  Ebene  x^y  x^  ähnlich  ist. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  so  können  wir 
sagen:  ist  eine  (ri?  -j-  7i  —  l)-gliedrige  projective  Gruppe  des  B„  in 
einer  der  beiden  Gruppen:  (1)  oder  (14)  enthalten,  so  ist  sie  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Bn  mit  einer  der  folgenden 
Gruppen  gleichberechtigt:  wenn  n^  2  ist,  entweder  mit  (7)  oder  mit 
(10),  wenn  w  =  2  ist,  entweder  mit  (7)  oder  mit  (10)  oder  mit  (13), 
wenn  n  =  1  ist,  entweder  mit  (7)  oder  mit  (12);  für  n  =  1  fallen 
nämlich  die  beiden  Gruppen  (7)  und  (10)  zusammen. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  nehmen  wir  ganz  allgemein  die  Auf- 
gabe in  Angriff,  alle  (n^  -\-  n  ~  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen  des 
Bn  zu  bestimmen,  und  zwar  theilen  wir  diese  Gruppen  in  zwei  Klassen: 
zur  ersten  Klasse  rechnen  wir  alle,  die  eine  nicht  ausgeartete  perspec- 
tive Transformation  enthalten,  eine  Transformation  also,  die  innerhalb 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  B^  mit:  x^pj^  -}-  •  •  •  +  XnP» 
gleichberechtigt  ist,  zur  zweiten  Klasse  rechnen  wir  alle,  die  keine 
solche  Transformation  enthalten. 

Wir  suchen  zuerst  alle  der  ersten  Klasse  angehörigen  Gruppen; 
ihre  Bestimmung  kommt  offenbar  hinaus  auf  die  Bestimmung  aller 
{n'^  -\-  n  —  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen,  die   ü  enthalten. 

G  .sei  eine  solche  Gruppe  und: 

l...n  l-..n  l...n 

i"  ,«  V  f.1 

sei  irgend  eine  infinitesimale  Transformation  von  G]  dann  gehören 
auch  die  Transformationen: 


I 


(S  U)  =  ^'  cc^p^  -  ^  y,,x^,  U 


1  1 

n  n 


((S  u)  U)  =  ^^  a,p,.  +  2j'  y,  ^,  u 

1  1 

der  Gruppe  G  an,  folglich  lassen  sich  in  G  n^  -{-  n  —  1  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  so  auswählen,  dass  jede  von  ihnen  eine 
der  drei  Formen: 

18* 
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l...n  l...n  n 


jLi  /LI  V 

besitzt. 


Wir  dürfen  w>l  voraussetzen,  denn  für  w  =  1  fällt  G  mit  der 
schon  oben  erwähnten  Gruppe:  x^p^  zusammen.  Ist  nun  w>l,  so 
können  unmöglich  alle  Transformationen  von  G  die  Form:  Zßf_irX,.,pv 
besitzen,  sondern  es  müssen  auch  noch  Transformationen  vorkommen, 
die  eine  der  beiden  andern  Formen  haben.  Hiernach  sind  eine  Reihe 
von  Fällen  zu  unterscheiden,  jenachdem  G  gar  keine,  einige  oder  alle 
Translationen,  gar  keine,  einige  oder  alle  Transformationen  Uy/^^Xf^U 
enthält;  doch  ist  von  vornherein  zu  bemerken,  dass  alle  Translationen 
und  alle  Transformationen:  Zy^x^.ü  niemals  gleichzeitig  auftreten 
können,  sonst  würde  sich  nämlich  durch  Combination  ergeben,  dass  G 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  selbst  zusammenfiele. 

Zwei  von  den  möglichen  Fällen  sind  schon  erledigt,  der  nämlich, 
wo  G  keine  Transformation  von  der  Form:  Hy/^x^TJ  und  der,  wo  es 
keine  Translation  enthält,  im  ersten  Falle  ist  nämlich  G  eine  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  linearen  Gruppe  (1),  im  zweiten  eine  Unter- 
gruppe von  (14). 

Die  Behandlung  der  noch  übrigen  Fälle  wird  dadurch  wesentlich 
vereinfacht,  dass  jeder  Gruppe  G  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
eine  Gruppe  G'  von  derselben  Beschaffenheit  entspricht,  sobald  man 
die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Bn  in  der  auf  S.  274  angege- 
benen Weise  holoedrisch  isomorph  auf  sich  selbst  bezieht.  Wirklich 
zu  untersuchen  brauchen  wir  in  Folge  dessen  nur  den  Fall,  dass  G 
gewisse,  möglicherweise  alle  Transformationen:  27 y^ a;^,  Z7  enthält  und 
gewisse,  aber  nicht  alle  Translationen.  Haben  wir  diesen  Fall  erledigt, 
so  haben  wir  nur  noch  zu  jeder  gefundenen  Gruppe  G  die  entsprechende 
Gruppe  G'  hinzuzufügen. 

In  dem  Falle,  der  noch  zu  untersuchen  ist,  wird  G  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  g  (0<g<w)  unabhängige  infinitesimale  Translationen 
enthalten;  wir  können  annehmen,  dass  i^i  .  .  •  JPg  diese  Translationen 
sind.  Hieraus  folgt,  dass  in  G  keine  infinitesimale  Transformation  vor- 
kommt, die  aus  den  (w  -  g)  fe  +  1)  folgenden: 

linear  ableitbar  ist,  da  aber  G  (n^  +  n  —  l)-gliedrig  sein  soll,  ist  das 

nur  möglich,  wenn: 

(«-2)(2+  1)£«  +  1 
oder: 

q{n  —  q  —  1)  ^'^- 
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Wegen  ^  <  n  wird  hier  die  linke  Seite  nie  negativ,  also  kommen  nur 
zwei  Möglichkeiten  in  Frage: 

q(n  —  q  —  1)  =  0,     q{n  —  q—  1)  =  1; 

die  erste  ergiebt  q==n  —  1,  da  q  nicht  verschwinden  kann,  die  zweite 
liefert : 

n  =  q  +  l+jy 

was  nur  angeht,  wenn  q  =  1  und  gleichzeitig  w  =  3. 

Ist  q  =  1  und  w  =  3,  so  enthält  G  keine  Transformation  von 
der  Form: 

es  kann  nicht  einmal  ein  Glied  von  dieser  Form  in  einer  infinitesi- 
malen Transformation  von  G  additiv  vorkommen,  sonst  würde  man 
durch  Combination  mit  ^^  oder  mit  ü  auf  einen  Widerspruch  stossen. 
G  kann  demnach  nur  die  Form  haben: 

IPu     ^iPi7     ^2Pu     ^sPu     ^2P2,     ^3i>2»     ^2^^      ^sP'S 

^    ^  \  x^TJ ,  X2  ü,  %  ü. 

Das  ist  wirklich  eine  Gruppe  mit  3^  +  3  —  1  =  11  Parametern,  .näm- 
lich die  grösste  projective  Gruppe  des  Raumes  rTj,  X2,  x^,  bei  der  4ie 
Gerade:  iCg  =  ;3:;3  =  0  invariant  bleibt.  Die  elfgliedrige  Gruppe  G\ 
die  dieser  Gruppe  (14)  entspricht,  lässt  ebenfalls  eine  Gerade  invariant, 
sie  ist  daher  mit  (14)  durch  eine  projective  Transformation  des  R^ 
ähnlich  und  braucht  also  nicht  angegeben  zu  werden. 

Ist  andrerseits  q  =  n  —  1,  so  enthält  G  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: p^  . .  .  pn-i,  Uy  dagegen  keine  Transformation  von  der 
Form : 


«JP«   +^^  ßj^jPn, 


ja  nicht  einmal  eine  mit  einem  additiven  Gliede  von  dieser  Form 
führen  wir  daher: 

fi    ..  .   ^^-1      i_ 

an  Stelle  von  x^.  .  ,Xn  als  neue  Veränderliche  ein,  so  verwandelt  sich 
G  in  eine  Gruppe  G,  die  keine  Transformation  enthält  mit  einem  ad- 
ditiven Gliede  von  der  Form: 

w  — 1 

—  ttXnU—^J  ßjXjTJ 

1 

(vgl.  Abschn.  I,  S.  566  f.),  also  in  eine  Untergruppe  der  allgemeinen 
linearen  Gruppe  (1).   Alle  (w^  +  n  — l)-gliedrigen  Untergruppen  von  (1) 
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kennen  wir  aber  schon,  also  liefert  dieser  Fall  nichts  neues;  auch  die 
G  entsprechende  Gruppe  G'  ist  mit  einer  der  schon  aufgestellten 
Gruppen  durch  eine  projective  Transformation  des  i?„  ähnlich. 

Nunmehr  sind  alle  (n^ -{- n —  l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen 
gefunden,  die  unsrer  ersten  Klasse  (s.  S.  275)  angehören,  es  fehlen 
also  nur  noch  die  der  zweiten  Klasse,  die  keine  mit  U  gleichberech- 
tigte infinitesimale  Transformation  enthalten.   (3  sei  eine  dieser  Gruppen. 

Wir  wollen  zunächst  annehmen,  dass  @  auch  keine  Translation 
enthält.  Da  ü  sicher  nicht  vorkommt,  wird  (5J  in  diesem  Falle 
n^-{-n—l  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 


1 
n 


Xvü  +yvTJ  +^  yvtPt 
1 

(/t ,  V  =  1  .  .  .  n ;   /i  4:  r ;  y  =  1  .  .  .  n  —  1) 

eiii;halten.  Hier  sind  vor  allen  Dingen  die  ««v  und  Kj  sämmtlich  gleich 
Null,  wovon  man  sich  durch  Combination  leicht  überzeugen  kann. 
Ferner  lässt  sich  genau  wie  auf  S.  270  erreichen,  dass  alle  ßj^ivt  und 
ßjr  null  werden,  dabei  erhält  (55  die  Form: 

XfxPvj     XjxPf_i  Xv  Pv 


Nun  ist: 


S^,  =^  x^U  +  yvTJ  +^  YrtPt 
1 

(,u,  r  =  l  ...n;  ^i  ^  v)  . 


{xvp^ty  Xfc  U—  yv/uPv)  =  XvTJ+  yv^uPfi 
und  endlich: 

(X^i  U  —  yviuPv,     Xrü+  rv^cPfd  =   —  yv\c  (2Ü+  X^cP/,  +  XrPr), 

wäre  daher  ^^'^^  =|=  0,  so  würde  ^  die  Transformation:  2U  -{-  XuPi^  + 
+  XrPv  enthalten  und  in  Folge  dessen  auch  U  selbst,  was  ausge- 
schlossen ist.  Demnach  ist  yv/u  =  0  und  (3  ist  eine  Untergruppe  der 
Gruppe  (14),  von  der  aber  kennen  wir  bereits  alle  (n^-\-n  —  l)-glied- 
rigen  Untergruppen,  wir  finden  also  hier  nichts  neues. 

Zu  bemerken  ist,  dass  die  vorstehenden  Betrachtungen  nur  für 
w  >  1  anwendbar  sind,  das  schadet  aber  auch  nichts,  da  wir  ja  bereits 
in  Kap.  2  alle  projectiven  Gruppen  in  einer  Veränderlichen  bestimmt 
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haben.  Ferner  ist  zu  bemerken^  dass  die  vorstehenden  Betrachtungen 
zugleich  den  Fall  erledigen,  dass  @  keine  Transformationen  von  der 
Form :  U  y^^  x^,  TJ  enthält. 

Jetzt  brauchen  wir  nur  noch  einen  Fall  zu  untersuchen,  den 
nämlich,  dass  (55  gewisse,  ja  möglicherweise  alle  Transformationen: 
I^y^iX^TJ  enthält  und  gewisse,  aber  nicht  alle  Translationen.  Die 
Möglichkeit  des  Auftretens  aller  Translationen  lässt  sich  offenbar  auf 
diesen  Fall  zurückführen. 

©  enthalte  also  g  (0  <  g'  <  :^)  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
lationen, etwa  Pi  ' '  .  Pq-  Da  ü  nicht  vorkommen  darf  und  ebenso- 
wenig eine  mit  ü  gleichberechtigte  Transformation,  so  enthält  (3  keine 
infinitesimale  Transformation,  die  sich  aus  den  (n  —  s)  Ö  +  1)  +  1 
nachstehenden : 

ü,   Pq+J,    ^lPq+Jy'7   ^qPü+J         U  =  ^  ■  ■  ■  n  -  q) 

linear  ableiten  lässt.  Andrerseits  ist  aber  (S5  (w'-^  +  w  —  l)-gliedrig, 
also  ergiebt  sich: 

oder:  q{n  —  q  —  1)  ;^-  ^  '^^^  somit:  q  =  n  ~  1.  Da  XnPn+  f^Pn  eine 
nicht  ausgeartete  perspective  Transformation  ist,  darf  %  auch  keine 
Transformation  von  der  Form:  XnPn-\-ocpn  enthalten,  also  überhaupt 
keine  infinitesimale  Transformation,  die  aus  den  ?^  +  1: 

XnPny   Pny    X^Pn  j  •  .  •   Xn — iPn 

linear  abgeleitet  werden  kann.     Führen  wir  daher: 


an  Stelle  von  x^  .  . .  Xn  als  neue  Veränderliche  ein,  so  verwandelt  sich 
@   in   eine  Gruppe  (SJ,  die  keine  Transformation  von  der  Form: 

n 

1 
enthält;  die  Gruppen  von  dieser  Beschaffenheit  haben  wir  aber  bereits 
oben  erledigt.     Demnach  ergiebt  sich  auch  hier  nichts  Neues. 

Damit  sind  alle  (n^ -f  w— l)-gliedrigen  projectiven  Gruppen  des 
Bn   gefunden: 

Theorem  16.  Die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Rn  ent- 
hält, sohald  n>3  ist,  nur  0wei  Typen  von  (n^  +  n  —  l)-glied- 
rigen  Untergruppen;  Repräsentant  des  einen  Typus  ist  die 
specielle  lineare  Gruppe: 


(1) 

^    ^  «  (,« ,  r  =  1  .  .  .  «  ;  /t  t  V) 


fP/^f    ^f^Pv,   ^tiP^i  —  XvPv 
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Bepräsentant  des  andern  Typus  die  Gruppe: 


(10) 


71  .  7t 

Pr,   XkPv,   XkPk  +^  XtPt,    Xk^  XtPt 
l  1 

(V  =  1  .  .  .  n;   k  =  l  ..  .n  —  1;   v  +  Ar) , 


Überdies  kann  die  allgemeine  projeetive  Gruppe  des  Rn  derart 
holoedrisch  isomorph  auf  sich  seihst  belogen  werden^  dass  jeder 
Untergruppe  vom  ersten  Typus  eindeutig  umJcehrhar  eine  vom 
zweiten  Typus  entspricht.  Ist  w  =  3,  so  Icommt  zu  den  beiden 
genannten  Typen  von  {n^ -\- n  —  l)-gliedrigen  Untergruppen 
noch  ein  dritter  hinzUj  der  durch  die  Gruppe: 


(17) 


PiJ    ^iPly     ^2Pl>    ^sPlP    ^2P2>     ^3P2>    ^2P3f     ^sPb 
3  3  3 

^1  ^^  ^tPt ,    X.,  2J^  XtPt ,     x^  ^^  XtPt 
1  1  1 


repräsentirt  wird.     Ist  n  =  2,    so   Jcommt  ebenfalls  ein  dritter 
Typus  hin  zu  j  dessen  Repräsentant  die  Gruppe: 
(13)  p^,  p.^,  x,p^,  x^p^,  X2P2 

ist.  Für  n=l  endlich  fallen  die  beiden  zuerst  genannten 
Typen  zusammen,  es  tritt  aber  dafür  noch  ein  Typus  auf,  der 
durch  die  Gruppe 

(12)  x,p, 

repräsentirt  wird. 

Jetzt  sind  wir  soweit,  dass  wir  in  n  -[-  1  Veränderlichen  auch 
alle  transitiven  Gruppen  angeben  können,  die  mit  der  JV- gliedrigen 
allgemeinen  prqjectiven  Gruppe  des  Rn  gleichzusammengesetzt  sind- 
wir  stützen  uns  dabei  auf  das  Kapitel  22  von  Abschnitt  I. 

Die  beiden  Typen  von  Untergruppen,  die  durch  (7)  und  (10)  reprä- 
sentirt werden,  liefern  nur  einen  Typus  von  i\^-gliedrigen  transitiven 
Gruppen  in  n  -\-  1  Veränderlichen  und  zwar  sind  die  Gruppen  dieses 
Typus  alle  systatisch,  da  die  Gruppe  (7)  in  der  allgemeinen  linearen 
(1)  invariant  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  520,  Satz  9).  Repräsentirt  wird  der 
betreffende  Typus  durch  die  specielle  lineare  homogene  Gruppe: 

in  w  +  1  Veränderlichen. 

Die  Gruppe  (17)  ist  die  grösste  projeetive  Gruppe  des  R.^^  bei  der 
eine  gewisse  Gerade  dieses  Raumes  invariant  bleibt,  sie  ist  in  keiner 
grösseren  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  6^15  des  R^ 
enthalten  und  liefert  daher  in  vier  Veränderlichen  einen  Typus  von 
primitiven  mit  dieser  G^^  gleichzusammengesetzten  Gruppen  (s.  a.  a.  Ü. 
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Theor.  91,  S.  521).  Um  einen  Repräsentanten  für  den  betreffenden 
Typus  zu  erhalten,  denken  wir  uns  die  oo*  Geraden  des  B^  auf  die 
Punkte  eines  B^  abgebildet  und  sodann  die  Gruppe  dieses  B^  aufge- 
stellt, die  angiebt,  in  welcher  Weise  die  oo*  Geraden  des  B^  bei  der 
(ti5  unter  einander  vertauscht  werden.  Wir  finden  auf  diese  Weise 
als  Repräsentanten  unsers  Typus  die  fünfzehngliedrige  Gruppe: 


(19) 


4  4 

2x^  ^  Xt  Pt  —  p^,  ^  x^^ 


1  1 

(^/ ,  r  =  1  .  .  .  4) 


aller  conformen  Transformationen  des  i?^.  In  der  That,  es  ist  be- 
kannt, dass  die  oo^  linearen  Complexe  des  B^  einen  ebenen  fünffach 
ausgedehnten  B^  bilden,  in  dem  die  oo*  Geraden  des  B^  durch  eine 
nicht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  F^  dargestellt  wer- 
den. Ferner  weiss  man  aus  einer  Bemerkung  von  F.  Klein,  dass  die 
oo^  linearen  Complexe  des  B^  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
(ri5  dieses  Raumes  gerade  so  transformirt  werden,  wie  die  Punkte  des 
Eg  bei  der  grössten  projectiven  Gruppe  Fjg  dieses  Raumes,  die  jene  F^ 
invariant  lässt.  Demnach  transformirt  die  G^^  die  oo*  Geraden  des 
jRg  gerade  so,  wie  die  T^^  die  oo*  Punkte  der  bewussten  F^  transfor- 
mirt, die  r^g  aber  transformirt  ihrerseits  die  cjo*  Punkte  der  F^,  wenn 
man  die  Coordinaten  dieser  Punkte  in  geeigneter  Weise  wählt,  durch 
die  Gruppe  aller  conformen  Transformationen  des  B^. 

Die  Gruppe  (13)  ist  die  grösste  projective  Gruppe  der  Ebene,  die 
ein  gewisses  Linienelement  dieser  Ebene  invariant  lässt,  sie  steckt 
aber  in  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  der  Ebene  und  liefert  daher 
in  drei  Veränderlichen  einen  Typus  von  imprimitiven  Gruppen,  die  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  G^  der  Ebene  gleichzusammen- 
gesetzt sind.  Einen  Repräsentanten  dieses  Typus  erhält  man,  wenn 
man  sich  die  c»^  Linienelemente  der  Ebene  durch  die  G^  transformirt 
denkt  und  sie  sodann  auf  die  Punkte  eines  B^  abbildet.  Man  braucht 
zu  diesem  Zwecke  nur  die  allgemeine  projective  Gruppe  G^  der  Ebene 
zu  erweitern,  indem  man  X2  als  Function  von  x^  ansieht  und  den  ersten 
Differentialquotienten : 

mitnimmt    (vgl.  Abschn.  II,   S.  5,    Satz    1),    dabei    ergiebt    sich    die 
Gruppe: 


282  Abtheilung  IV.    Kapitel  14,  15.    §  64,  65. 


(20) 


Pi,  P2,   ^iPi  —  ^sPs,  ^2P2  +  ^aPs 

^2Pl—^iPzy    ^lP2+P3 

^l^Pl  +  Xl^2P2  +  {^2  —  ^l^i)P3 

'  ^1  ^2Pl     \     ^2  P2     ]      \^2  ^3         00^  00^  jPs) 

die  uns  auch  schon  auf  S.  167  begegnet  ist. 

Die  Gruppe  (12)  endlich  liefert  in  zwei  Veränderlichen  einen  Typus 
von  iraprimitiven  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  JR^  gleich- 
zusammengesetzten Gruppen.  Ein  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die 
Gruppe: 

(21)  Pl  +  P2y       ^lPl+^2P2>       Vi'l  +  ^2'JP2 

oder  auch  die  mit  ihr  ähnliche  Gruppe: 

(22)  p,  +  XiP2 ,     x,p,  +  2x^p^,     (^1^  —  x,)p,  +  X,  x^p^ , 

die   grösste   projective   Gruppe   der  Ebene  x^^,  x.^^  bei   der   der  Kegel- 
schnitt: 3^2  —  \x^  =  0  invariant  bleibt  (vgl.  S.  76). 

Nunmehr  können  wir  unsre  Ergebnisse  zusammenfassen: 

Theorem  17.  Ist  w  >  3,  so  giebt  es  in  n  +  1  Veränderlichen 
nur  einen  Typus  solcher  transitiver  Gruppen,  die  mit  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  des  Bn  gleichsusammengesetst 
sind,  Repräsentant  dieses  Typus  ist  die  specielle  lineare  homo- 
gene Gruppe: 

(18)  X^Pvy     X^p^,  —  XvPv       0<,  v=l...n  +  l;  ^  ^r) 

in  n  -^  1  Veränderlichen.  Ist  n-^S,  so  gieht  es  in  n  -{-  1  Ver- 
änderlichen ausser  dem  eben  genannten  noch  je  einen,  aber  auch 
nur  einen  Typus  transitiver  Gruppen  von  der  betreffenden  Zu- 
sammensetzung; repräsentirt  wird  dieser  Typus  für  n  =  3  durch 
die  Gruppe  (19)  aller  conformen  Transformationen  des  B^,  für 
n  =  2  durch  die  Gruppe  (20),  die  aus  der  allgemeinen  projec- 
tiven Gruppe  der  Ebene  durch  Erweiterung  erhalten  wird,  für 
n  ==  1  durch  die  grösste  projective  Gruppe  der  Ebene,  die  einen 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  lässt.  Dagegen  giebt 
es,  welchen  Werth  auch  n  haben  möge,  in  n  +  1  Veränderlichen 
stets  nur  einen  Typus  intransitiver  Gruppen,  die  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  des  Bn  gleichzusammengesetzt  sind; 
einen  Bepräsentanten  dieses  Typus  erhält  man,  wenn  man 
zu  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Bn  noch  eine  (w+l)^*' 
Veränderliche  Xn-\-\  hinzufügt,  die  nicht  transformirt  wird. 
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Kapitel  15. 

Allgemeines  über  gewisse   primitive   projective  Gruppen   des  ^-fach 
ausgedehnten  Raumes. 

Aus  den  Entwickelungen  des  Kapitels  12  folgt  unter  Anderm  der 
Satz:  Eine  primitive  projective  Gruppe  des  dreifach  ausgedehnten  Rau- 
mes kann  niemals  durch  eine  nichtprojective  Punkttransformation  wie- 
der in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden.  Es  muss  dahin 
gestellt  bleiben,  ob  dieser  Satz  auch  für  alle  primitiven  projectiven 
Gruppen  des  R^  gilt;  wir  werden  aber  zeigen,  dass  er  jedenfalls  für 
gewisse  unter  ihnen  gilt,  nämlich  für  die,  die  Verallgemeinerungen  der 
primitiven  projectiven  Gruppen  des  B^  sind.  Wir  benutzen  dabei 
ganz  andre  Methoden  als  in  Kapitel  12  und  erhalten  daher  zugleich 
einen  neuen  Beweis  für  einen  Theil  der  Ergebnisse  dieses  Kapitels. 

Hiermit  ist  die  Aufgabe  bezeichnet,  deren  Erledigung  das  gegen- 
wärtige Kapitel  gewidmet  ist*). 

§  65. 

Um  die  folgende  Untersuchung  zu  vereinfachen,  denken  wir  uns 
zunächst  eine  beliebige  projective  Gruppe  G  des  B^  vorgelegt  und 
fragen,  ob  es  eine  nichtprojective  Transformation  giebt,  bei  der  G 
vneder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht.  Wir  werden  diese  Frage 
auf  eine  andre  zurückführen,  deren  Beantwortung  in  jedem  einzelnen 
Falle  wesentlich  leichter  ist. 

Die  Allgemeinheit  unsrer  Untersuchung  wird  offenbar  nicht  beein- 
trächtigt, wenn  wir  uns  G  von  vornherein  durch  eine  projective  Trans- 
formation auf  eine  solche  Form  gebracht  denken,  dass  der  Punkt: 
Xy=  '  '  ■  =  Xn==  0  der  Gruppe  gegenüber  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  ist.    Diese  Voraussetzung  wollen  wir  daher  von  jetzt  ab  machen. 

Ist  nun  T  eine  nichtprojective  Transformation,  bei  der  G  wieder 
in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  und  sind  8  und  ^S''  irgend  zwei 
projective  Transformationen,  so  ist  stets  auch:  T'  =  STS'  eine  nicht- 
projective Transformation,  die  G  in  eine  projective  Gruppe  überführt. 
Denken  wir  uns  insbesondere  die  projectiven  Transformationen  S  und 
S'  geeignet  gewählt,  so  können  wir  immer  erreichen,  dass  T'  den 
Punkt:  x-^  =  ■  '  •  =  Xn=  0  invariant  lässt  und  sich  in  der  Umgebung 

*)  Die  in  diesem  Kapitel  benutzte  Methode  hat  Lie  schon  in  den  Leipziger 
Berichten  von  1890  angewendet  und  damit  eine  Anzahl  von  Sätzen  bewiesen,  die 
in  den  Theoremen  18  und  19  wiedergegeben  und  vervollständigt  sind  (a.  a.  0. 
S.  313,  Satz  13;  S.  316,  Satz  14;  S.  300,  Satz  4  und  5;  S.  318,  Satz  15). 
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dieses  Punktes  regulär  verhält,  wir  können  also  immer  erreichen,  dass 
r  die  Form  hat: 

n 
(1)  yi=^  aivXy-\ (f  =  l...n), 

1 
wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x^  .  . .  Xn  von  höherer  als  der  ersten 
Ordnung  sind  und  wo  die  Determinante  der  «,>  nicht  verschwindet. 
Demnach  giebt  es  eine  nichtprojective  Transformation  von  der  ange- 
gebenen Beschaffenheit  dann  und  nur  dann,  wenn  es  eine  nichtpro- 
jective Transformation  von  der  Form  (1)  giebt,  bei  der  sich  G  wieder 
in  eine  projective  Gruppe  verwandelt. 

Aber  auch  die  Transformationen  von  der  Form  (1)  können  noch 
durch  einfachere  ersetzt  werden.  Da  nämlich  die  Determinante  der 
üiv  nicht  verschwindet,  so  stellen  die  Gleichungen: 


(2)  Vi^^^tti^Xy  {/  =  1 


n) 


eine  projective  Transformation  des  i?„  dar,  überdies  leuchtet  ein,  dass 
man  jede  nichtprojective  Transformation  von  der  Form  (1)  dadurch 
erhalten  kann,  dass  man  zuerst  eine  gewisse  nichtprojective  Trans- 
formation von  der  Form: 

(3)  X'i   =Xi+   '   '  '       0-=l...n) 

ausführt  und  sodann  die  projective  Transformation  (2).  Eine  nicht- 
projective Transformation  T  von  der  verlangten  Beschaffenheit  giebt 
es  in  Folge  dessen  dann  und  nur  dann,  wenn  es  eine  nichtprojective 
Transformation  von  der  Form  (3)  giebt,  bei  der  G  wieder  in  eine 
projective  Gruppe  übergeht. 

Wünscht  man  also  zu,  entscheiden,  oh  eine  vorgelegte  projective  Gruppe 
G  des  Bn  durch  eine  nichtprojective  Funküransformation  dieses  Raumes 
in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden  Icann,  so  hat  man  folgender- 
massen  zu  verfahren:  man  bringe  zunächst  G  durch  eine  geeignete  projec- 
tive Transformation  auf  eine  solche  Form  @,  dass  der  Funkt:  x^=  0,..., 
Xn  =  0  der  Gruppe  (SJ  gegenüber  ein  Funkt  von  allgemeiner  Lage  ist; 
Jmt  man  das  gethan,  so  braucht  man  nur  noch  zu  untersuchen,  ob  es  eine 
nichtprojective  Transformation  von  der  Form: 

(3)  Xi  =  Xi+    '   •   '       {i  =  l...n) 

giebt,  bei  der  05  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht 

Wenden  wir  jetzt  die  hiermit  gewonnene  Regel  auf  die  primitiven 
projectiven  Gruppen  des  Bn  an,  die  aus  den  primitiven  projectiven 
Gruppen  des  B^  (s.  Theor.  11,  S.  226)  durch  Verallgemeinerung  auf  n 
Dimensionen  erhalten  werden. 
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§   66. 

In  diesem  Paragraphen  untersuchen  wir  die,  allgemeine  projeetive, 
die  allgemeine  lineare  und  die  specielle  lineare  Gruppe  des  i?„. 
Da  die  specielle  lineare  Gruppe: 

(4)  P/iij     ^,uPv,     ^litP/ic  —  XrPv        (iu,v  =  l...n;   ii,j:v) 

des  Rn  sowohl  in  der  allgemeinen  linearen  als  in  der  allgemeinen 
projectiven  enthalten  ist,  so  liegt  es  nahe,  mit  der  speciellen  linearen 
Gruppe  zu  beginnen;  gelingt  es  uns  nämlich  zu  zeigen,  dass  diese  nur 
durch  eine  projeetive  Transformation  wieder  in  eine  projeetive  Gruppe 
übergeführt  werden  kann,  so  ist  dasselbe  offenbar  zugleich  für  die 
beiden  andern  Gruppen  bewiesen. 

Der  Gruppe  (4)  gegenüber  ist  der  Punkt:  x^  =  '--  =  Xn=0  schon 
ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  wir  können  also  ohne  Weiteres  unsre 
oben  abgeleitete  Regel  anwenden  und  haben  demgemäss  die  allgemeinste 
Transformation  von  der  Form  (3)  zu  bestimmen,  bei  der  die  Gruppe 
(4)  in  eine  projeetive  Gruppe  übergeht. 

Verwandelt  sich  (4)  bei  der  Transformation  (3)  wieder  in  eine 
projeetive  Gruppe,  so  erkennt  man  mit  Berücksichtigung  von  Abschn.  I, 
S.  196  f.  sofort,  dass  vermöge  (3)  Gleichungen  von  der  Form: 


(5) 


1- --^  In 

Pf^  =  Vf^  +^  cc^ikX'ip'k  +^  ft,,4  U' 

ik  t 

l...n 


Xf^Pv  =  X\,p,  +^    y^^vrX^  ü' 


l...n 


t 
iu,  v  =  l...n;  juji  V) 

bestehen,  wo   ü'  zur  Abkürzung  für:  x^'p,'  -] (-  x^Pn  geschrieben 

ist  und  wo  df,vt  bei  der  Vertauschung  von  ^  und  v  das  Zeichen  wechselt. 

Zunächst  wollen  wir  annehmen,  dass  n>  1  ist. 

In  diesem  Falle  ergiebt  sich  durch  Combination: 

{Xf,py,    X^Pf,)  =  X^Pf,~  XvPv 

=  ^i^cPi^c  —  x'rp'v  +  yr^vx'^  V—  y^yf, x', ü\ 
die  d^rt  sind  also  durch  die  y^^^^  vollständig  bestimmt.    Ferner  wird: 

=  2<^;  +  2y^,r^,  x^  U'—  y/,^vvXr  U' 

=  2xrp;,  —  y,f,^,  xl  Z7'+  2yy^,^Xr  T]\ 


(6) 
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mithin  verschwindeu  alle  y^vt  niit  Ausnahme  allein  der  j^^,.^  und  der 
y^^tv  und  wir  haben  einfach: 

XrPi.,  =  X'^p/,  +  yr/^rXy  ü' 

X^iPi^i   —  XrPy  =  X^,p^  —  Xrp'v  +  TvfivX^,  ü' y^^vf^Xy  TJ' 

(,« ,  t'  =  1  .  .  .  w ;  /t  4")  • 

Ist  i^  =  2,  so  ist  jedes  y^iv^  durch  das  v  allein  vollständig  be- 
stimmt^ weil  es  dann  zu  jedem  v  nur  ein  \i  giebt,  das  der  Bedingung: 
ft  =1=  V  genügt.  Ist  andrerseits  w  >  2  und  ist  r  =]=  f*  "^^  =|=  i^,  so  be- 
kommen wir: 

\XiiiPt)    XtPv)  ^=  Xj^iPv  =  XfiPv  "T"  ytvrXm  U   ^ 

also  ist  stets:  y^yr==yiiiviiij  das  heisst:  auch  für  w>2  hängt  jedes 
7^1,^  nur  von  dem  v  ab.  Wir  können  daher  für  y^^,^,  einfach  schrei- 
ben yv  und  für  y^/uv  dementsprechend  y^,,  so  dass  die  Gleichungen  (6) 
in  der  Form: 

X/icPv  =  X/^,pr  +  yv  x^  U' 
X/^cPi^  —  Xrpv  =  x^p/,  —  :r;_p;  +  yi,,x^[  TJ'  —  y^o;^  V 

(^,  v=  1  .  .  .  w;  ,a  4:  r) 

erscheinen.  Um  diese  Gleichungen  noch  weiter  zu  vereinfachen^  machen 
wir  uns  den  Umstand  zu  Nutze,  dass  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen auf  der  rechten  Seite  sämmtlich  die  (n — l)-fach  ausgedehnte 
ebene  Mannigfaltigkeit: 


(6-) 


^y,a;;+l  =  0 


invariant  lassen;  wir  verlegen  nämlich  diese  Mannigfaltigkeit  durch 
die  projective  Transformation: 

(7)  x';  = ^- —   (V = 1 . . . «) 

1 

ins  Unendliche  und  bekommen  so  an  Stelle  der  Gleichungen  (6')  die 
nachstehenden: 

/g.,x  \x^Pv  =  xl,Pv^     X^Pf,—'XrPv==xlpl  —  XvPv 

Dabei  ist  noch  besonders  hervorzuheben,  dass  die  projective  Trans- 
formation (7)  die  Form:  Xr^^x..-{-  •  •  •  besitzt,  wo  die  weggelassenen 
Glieder  von  zweiter  und  höherer  Ordnung  in  den  x    sind. 

Es   bleibt   uns  jetzt  nur  noch   übrige   die   allgemeinste  Transfor- 
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mation  von  der  Form:  x[  =  Xi -\-  -  ■  ■  zu  bestimmen,  bei  der  die 
Gruppe  (4)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht  und  vermöge 
deren  insbesondere  die  Relationen  (6")  besteben.  Wir  v^erden  finden, 
dass  diese  Transformation  schon  durch  die  Gleichungen  (fi")  vollständig 
bestimmt  ist. 

Aus  (6")  erhält  man: 

und  also: 

da  dieser  Ausdruck  gleich  x^,p^,  —  XyPv  sein  muss,  so  ergiebt  sich 
weiter : 

x"  X 

"  u      V 

/y>  ■     _JIL_ 

was  nur  möglich  ist,  wenn  die  Transformation:  x-' =  Xi  +  •  •  •  die 
Form  hat: 

unter  q  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  von  der  Form:  1  +  •  •  •  ver- 
standen.    Nun  aber  folgt  aus    (8): 

n 
X^cPv  =  Xf,.  Q  .p';  +^  X^u  X^  -^  pr 

und  hier  muss  die  rechte  Seite  die  Form: 

Xl^p'r  =  X^u  'Q  .  P'v 

haben,  also  müssen  alle  n  DifFerentialquotienten  von  q  verschwinden 
und  Q  muss  gleich  1  sein.  Demnach  ist  die  identische  Transformation: 
Xi"=Xi  die  einzige  Transformation  von  der  Form:  xl' =  Xi -{- -  • -, 
vermöge  deren  die  Gleichungen  (Q")  bestehen. 

Verbinden  wir  dieses  Ergebniss  mit  dem  früher  Gesagten,  so  er- 
kennen wir,  dass  jede  Transformation:  x.[  ==  Xi -\- -  - -y  bei  der  die 
Gruppe  (4)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  projectiv  ist 
und  die  Form: 


Xi  


n 


(t  =  l 


besitzt.  Damit  ist  aber  nach  §  65  zugleich  bewiesen,  dass  die  spe- 
cielle  lineare  Gruppe  (4)  im  Falle  w  >  1  niemals  durch  eine  nichtpro- 
jective  Transformation  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt 
werden   kann.     Wie   wir   schon    auf  S.  285   erwähnten,   folgt   endlich 
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hieraus,  dass  für  w  >  1  auch  die  allgemeine  projective  und  die  allge- 
meine lineare  Gruppe  des  Rn  nur  bei  projectiven  Transformationen 
wieder  in  projective  Gruppen  übergehen. 

Ist  w  ==  1,  so  besteht  die  specielle  lineare  Gruppe  (4)  blos  aus 
der  Translation  p  und  es  giebt  allerdings  nichtprojective  Transforma- 
tionen, bei  denen  diese  Gruppe  wieder  in  eine  projective  Gruppe  über- 
geht; die  Bestimmung  aller  derartigen  nichtprojectiven  Transformatio- 
nen hat  keine  Schwierigkeit,  wir  wollen  es  deshalb  dem  Leser  über- 
lassen, sie  auszuführen.  Dagegen  gilt  für  die  allgemeiue  lineare 
Gruppe:  p,  xp  und  für  die  allgemeine  projective:  p,  xp,  x^p  auch 
jetzt  noch  der  Satz,  dass  sie  nur  bei  projectiven  Transformationen  in 
projective  Gruppen  übergehen  können. 

In  der  That,  wenn  die  allgemeine  lineare  Gruppe:  p,  xp  des  R^ 
durch  eine  Transformation  von  der  Form:  x  =  x-{---'  wieder  in  eine 
projective  Gruppe  übergeht,  so  bestehen  vermöge  dieser  Transforma- 
tion Gleichungen  von  der  Form: 

l  P=P  +  oc^'P  +  ß^^'P 
^  ^  \xp  ==  xp  -[-  yx'^p  . 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  Combination: 

(jp,  xp)  =  j?  =/-f  2yxp  +  (ay  —  ß)x^p, 

es  ist  also:  a  =  2y  und:  ay  —  ß  =  ß  und  demnach: 

Verbindet  man  diese  Gleichung  mit  der  zweiten  der  Gleichungen  (9), 
so  findet  man: 


l  +  yx' 

die  Transformation:  x'==  x  -{-  -  ■  -  ist  also  projectiv.  Damit  ist  bewie- 
sen, dass  die  Gruppe:  p,  xp  wirklich  nur  durch  eine  projective  Trans- 
formation wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden  kann; 
zugleich   ist  klar,  dass  von  der  Gruppe:  p,  xp,  x^p  dasselbe  gilt. 

Fassen  wir  nunmehr  die  gewonnenen  Ergebnisse  in  einem  Theo- 
reme zusammen: 

Theorem  18.  Die  allgemeine  projective  und  die  allgemeine 
lineare  Gruppe  des  Rn  Icönnen  durch  eine  nichtprojective  Punht- 
transformation  des  Rn  niemals  wieder  in  projective  Gruppen 
übergeführt  werden;  ist  n>l,  so  gilt  dasselbe  auch  von  der 
speciellen  linearen  Gruppe  des  Rn. 

Man  kann  den  Theil  dieses  Theorems,  der  sich  auf  die  allgemeine 
projective  Gruppe  bezieht,  natürlich  auch  so  ausdrücken:  die  projectiven 
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Transformationen  sind  die  einzigen  PiinhUransformationen  des  R^,  hei 
denen  die  allgemeine  projective  Gruppe  dieses  Raumes  in  sich  übergeht 

§  67. 

Wir  wollen  jetzt  von  drei  andern  primitiven  projectiven  Gruppen 
des  Rn  zeigen,  dass  sie  ebenfalls  nur  durch  projective  Transformationen 
wieder  in  projective  Gruppen  übergeführt  werden  können.  Es  sind  das 
erstens  die  Gruppe: 

(10)  ^^,    Xf,pv  Xvp^,       (^  ,  r  =  1  .  .  .  n) 

der  Euklidischen  Bewegungen,  zweitens  die  Gruppe: 

(11)  Pfiy    ^fiPv  —  XrPf,j     ü      0^r  =  l...n) 

der  Euklidischen  Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen, 
endlich  drittens  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe  des  J^„, 
bei  der  eine  nicht  ausgeartete  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit zweiten  Grades  invariant  bleibt;  denken  wir  uns  die  betreffende 
Mannigfaltigkeit  durch   eine   projective  Transformation  auf  die  Form: 

n 

(12)  ^  a;/  +  1  =  0 

1 

gebracht,  so  wird  die  zuletzt  genannte  Gruppe  in  der  Gestalt: 

(13)  p^c  +  a^u  U,     X^^Pr  —  XrP,.c       (^,  r  =  1  . .  .  n) 

erscheinen.  Wir  beschränken  uns  dabei  von  vornherein  auf  den  Fall 
w  >  1 ,  da  der  Fall  n  =  1  zu  wenig  Interesse  darbietet. 

Da  die  Gruppe  (11)  die  Gruppe  (10)  als  Untergruppe  enthält,  so 
brauchen  wir  offenbar  nur  von  den  beiden  Gruppen  (10)  und  (13)  zu 
beweisen,  dass  sie  niemals  durch  nichtprojective  Transformationen  in 
projective  Gruppen  übergeführt  werden  können.  Aber  auch  die  Grup- 
pen (10)  und  (13)  brauchen  wir  nicht  jede  für  sich  zu  behandeln,  wir 
können  sie  vielmehr  mit  einem  Schlage  erledigen,  indem  wir  die  all- 
gemeinere Gruppe: 

(14)  p^-^  c  .X/ulIj       XuPv  CCvP/:i       Cu,v  =  l...n) 

betrachten,  von  der  sie  beide  besondere  Fälle  sind. 

Die  Gruppe  (14)  hat  bereits  eine  solche  Form,  dass  der  Punkt: 
Xi  =  •  '  '  =  Xn  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist;  nach  S.  284 
haben  wir  daher  nur  nöthig,  zu  untersuchen,  welche  Transformationen 
von  der  Form:  x/  =  ^, •  +  •  •  •  es  giebt,  bei  denen  (14)  wieder  in  eine 
projective  Gruppe  übergeht. 

Ist:  Xi  =  Xi -{- '  '  •  eine  Transformation  von  der  eben  defiuirten 
Beschaffenheit,  so  bestehen  vermöge  dieser  Transformation  Gleichungen 
von  der  Form: 

Lie,  Theorie  der  Tranaformationsgruppen.    III.  19 
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l...n  l...n 


(15) 


l...n 


S/^^y  =  S^ar  +^  r/i.ykXk  U' 


k 
(/<,»-=  1  ...  n) 


WO    zur   Abkürzung   S^y   für   x^^y  ■ — Xyp^^   und   S'^,y   für   x^p'y  —  x'yp^, 
geschrieben  ist  und  wo  natürlich  jedes  y^rt  =  —  yy^k  seinmuss. 

Es   sei  nun   zunächst  n>2  und  ^,  v,  x  seien  irgend   drei   ver- 
schiedene unter  den  Zahlen  1  .  . .  n,  dann  ergiebt  sich: 

=  S;,t+rytyXl,U'—  {yyt^^  +  r^^'')^'^^'  +  y^iwXrU' 

und  somit: 

y/ut^  =  yvtv,     yfitt  =  y^iyy 


Die  letzte  dieser  Gleichungen  liefert,  wenn  v  und  t  vertauscht  werden: 

y/uvt  +  yty^u  +  y^ty==  0, 

mit  Berücksichtigung  von:  ytv/ii  =  —  yytfi  ergiebt  sich  daher  einfach: 
y^^^  ==  0,  das  heisst:  alle  y^^yk  mit  drei  von  einander  verschiedenen 
Zeigern  sind  null.  Andrerseits  folgt  aus  den  ersten  der  Gleichungen 
(16),  dass  jedes  y^,t/.c  =  —  yt^^  nur  von  dem  r,  nicht  aber  von  dem 
fi  abhängt,  dass  wir  also  y^tt^  =  yt  setzen  können  und  dementsprechend: 
y^tt  =  —  y^i-  Mithin  hat  die  zweite  Reihe  der  Gleichungen  (15)  die 
einfache  Form: 

QrjN  {S^y   =    S'^y    +    yyX'^,TJ'—y^Xyü', 

\  (/.,  r  =  l...n). 

Schliesslich  ist  zu  bemerken,  dass  in  dem  bisher  ausgeschlossenen 
Falle:  n  =  2  die  betreffenden  unter  den  Gleichungen  (15)  sich  schon 
von  vornherein  in  der  Form  (17)  schreiben  lassen;  wir  können  daher 
die  Voraussetzung  n  >  2  jetzt  wieder  fallen  lassen. 

Wie  man  sich  leicht  überzeugt,  bleibt  bei  allen  infinitesimalen 
Transformationen,  die  auf  der  rechten  Seite  von  (17)  stehen,  die 
{n  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit: 

n 

^ykXk+  1  =0 
1 

invariant.  Wir  verlegen  daher  genau  so  wie  im  vorigen  Paragraphen 
diese  Mannigfaltigkeit  durch  die  projective  Transformation: 
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x; 


(18)  Xr  =  ^ 0-  =  1  .  .  .  n) 

1 
ins   Unendliclie   und    bekommen   an    Stelle    der   Gleichungen    (17)    die 
nachstehenden: 

\  (//  ,  V  =  1  .  .  .  m)  , 

während  die  erste  Reihe  der' Gleichungen  (15)  die  Form: 

l...n  In 


(19) 


(/(  =  1  .  .  .  n) 


erhält. 

Combinirt  man:  p^c  +  cXuü  mit:  Xf,py-—XrP^u  (^ +=»*),  so  ergiebt 
sich  wegen  (19)  und  (17'): 


1.  +   CXr  U==p'v    +^  X'k    [ccickf^Pv—  CC^^kvPfl 


oo^c  —  ci^mjXy]  Pf 


demnach  ist:  ß^r  =  ft,'^,  und  für  beide  kann  ß'  gesetzt  werden.  Andrer- 
seits erhalten  wir  ß^^  =  —  /3^\,  aber  diese  Grösse  ist  im  Falle  n>2 
stets  gleich  Null,  denn  für  n>  2  giebt  es  in  der  Reihe  1  .  . .  w  keine 
von  V  verschiedene  Zahl  ^,  die  v  gegenüber  ausgezeichnet  wäre.  Com- 
binirt man  ferner  den  vorhin  gefundenen  Ausdruck  für:  pr -}- cXyU 
mit:  XrPiii  —  X/:^py=  x'ip^  —  x'^p'v,  so  ergiebt  sich: 

n 

P^  +  CX^  TJ  =^pI^  +^  x'k    [cc:,k,,pl  +  f^,ukvPv}   + 
l 

n 


+  ^^     {(^iiVjXy    +    C^^t^ijXu]    PJ'  — 


^^/HVvX^Plil  ^  CCjulLC/xXy  Pv    --\- 

2cc^r^,x^py  +  2a^^yXrP^t  + 

+  ß'x;u"+ß;.rx;u". 

Vergleicht  man  das  mit  (19),  so  erkennt  man,  dass  alle  a^kj,  in 
denen  keine  der  Zahlen  /»;,  j  gleich  ^  oder  v  ist,  verschwinden,  und 
dass  ausserdem  auch  «J^yy,  a^^^,  ^'i^v^,  oc'^^v  gleich  Null  sind;  da  aber 
fi  und  V  zwei  beliebige  Zahlen  der  Reihe  1  .  ..w  sind,   so  folgt  hier- 

19* 
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aus,  dass  überhaupt  alle  a\,i,j  verschwinden  und  dass  die  Gleichungen 
(19)  die  Form  besitzen: 

(1^0  U.  +  cxrV=p:  +  ß'x;ü"-  ß;rx;  u" 

l  (,«,  v=:l  ...n;  /i  :}:r). 

Hier  ist,  wie  wir  oben  sahen,  für  n  >  2  das  ft,'^  stets  gleich  Null. 

Nunmehr  erhalten  wir   durch  Combination  von:  p^,  -{-  cx^ü  und 
py  +  cXyü: 

C  {XrP^c  —  X^uPr)  =  ß'  {XvPI  —  X^P?)  — 

—  ß'ijiv  [x'fxPl  +  XvPv   +  2  11"  }  , 

also  mit  Berücksichtigung  von  (17'):  /3'=  c  und  ft;^  =  0  auch  im 
Falle  w  =  2.  Die  Gleichungen  (19')  können  in  Folge  dessen  durch 
die  nachstehenden  ersetzt  werden: 

. .  o-^  I  i'^'  -^cx.^V^  pI  +  cxl  JJ" 

^^^    ^  \  if^  =  l...n). 

Verbinden  wir  endlich  diese  Gleichungen  mit  den  Gleichungen  (17'), 
die  sich  auch  schreiben  lassen: 

X/^c  {Pv  +  CXrü)  —  Xr  (P/^  +  CX/,,  U)  = 
==  X'/^  (p'r  +  CX'r  U")  —  Xy{pl  +  CX^c  U"), 

SO  erkennen  wir,  dass:  a;^  =  Xj^c  ist. 

Nach  dem  Früheren  ist  hiermit  bewiesen,  dass  die  projective 
Transformation: 

r'  ""' (/  =  !...«) 

•^i    n 

1 

die  allgemeinste  Transformation  von  der  Form:  xl  ==  Xi  -\ ist,  bei 

der  die  Gruppe  (14)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  wir 
erhalten   demnach  das: 

Theorem  19.  Ist  w>l,  so  Icann  die  Gruppe  der  EuUidi- 
schen  Bewegungen  des  Bn  nur  durch  eine  projective  Transfor- 
mation dieses  Baumes  wieder  in  eine  projective  Gruppe  über- 
geführt werden;  dasselbe  gilt  von  der  Gruppe,  die  aus  den  Euldi- 
dischen  Bewegungen  und  den  ÄehnlichJceitstransformationen 
besteht,  und  ausserdem  auch  noch  von  der  grössten  continuir- 
lichen  projectiven  Gruppe  des  Bn,  bei  der  eine  nicht  ausgeartete 
(^^^lyfach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  in- 
variant bleibt. 
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§  68. 

Da  es  in  Räumen  von  gerader  Dimensionenzahl  nur  ausgeartete 
lineare  Complexe  giebt,  so  kann  der  projectiven  Gruppe  eines  nicht 
ausgearteten  linearen  Complexes  des  H^  nur  in  Räumen  von  ungerader 
Dimensionenzahl  eine  primitive  projective  Gruppe  entsprechen.  Die 
betreffende  Gruppe  haben  wir  auch  schon  früher  kennen  gelernt  (s. 
Abschn.  11,  S.  521  f.).     Wir  fanden,  dass  der  lineare  Complex: 

n 

(20)  dz  +^^  {xy  dyv  —  yv  äxv)  =  0 

1 

des  Raumes  s,  x^  , .  .  Xn,  yi  -  -  -  yn-,  bei  der  projectiven  Gruppe: 

i?^  —  2//^^;  ^^  +  ^/'^.  ^?  JJ  -\r  ^r 

x^,q_v  +  Xyqi,,  Xf,pr  —  2/vg^,  y^iPv  +  2/vi>^ 

^P/^  —  Vt^  ü,  2q^,  +  x^^TJ,  z  ü 

{fi,  v  =  l...n) 

invariant  bleibt;   dabei  haben  wir  jetzt  von  der  Abkürzung: 


(21) 


2  fei?/.  +  y^q,.)  +  zr==ü 

1 

Gebrauch  gemacht. 

Da  der  Punkt:  x^^  =  y/^  =  z  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
ist,  so  haben  wir  nach  S.  284  nur  nöthig,  alle  Transformationen  von 
der  Form: 

X^  =  X/,-\ ,    2/,u  =  «/u  H ,    z=z-\ 


(22) 

l  (/.  =  !...«) 

ZU  bestimmen,    bei   denen   die  Gruppe  (21)  wieder  in  eine   projective 
Gruppe  übergeht. 

Ist  (22)  eine  Transformation  von  der  eben  definirten  Beschaffen- 
heit, so  besteht  vermöge  (22)  jedenfalls  eine  Relation    von  der  Form: 

n 

(23)       U+zr=ü'+z/  +  ^^  { arX,  U'+  ß^yl  U' }  +  yz  U\ 

1 

Hier  lässt  die  infinitesimale  Transformation  auf  der  rechten  Seite  die 
ebene  Mannigfaltigkeit: 

•  n 

1 
invariant;  verlegen  wir  daher  diese  Mannigfaltigkeit  durch  die  projec- 
tive Transformation: 
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X..        ..        y..         ..        z 


h»- 


(22')  1^^'  ~  ^"^ 


(^24)  Y^^  — F'^    y^^  — jp'y     ^    —  F' 

\  (/*  =  1  .  .  .  n) 

ins  Unendliche,  so  bekommen  wir  an  Stelle  von  (23)  die  einfache 
Gleichung: 

(23')  V+  zr=  ü"+  B'r\ 

üeberdies  ist  klar,  dass  wir  nunmehr  nur  noch  die  allgemeinste  Trans- 
formation von  der  Form: 

Xu-{ — ,  y^  =  yti-\ — ;  ^"=  ^  -I — 

{/t  =  1 .  .  .  n) 

aufzusuchen  haben,  vermöge  deren  die  Gruppe  (21)  wieder  in  eine 
projective  Gruppe  übergeht  und  vermöge  deren  die  Gleichung  (23') 
besteht. 

Unter  den   gemachten  Voraussetzungen  zieht   die  Transformation 
(22')  auch  Gleichungen  von  der  Form: 

x^iC[v  +  Xyq^c  =  x'^iiv  +  x'vq^  -(-... 

y^^Vy  +  y^i^^  =  y'lvv  +  m^  -\ — 

nach  sich,  wo  die  weggelassenen  Glieder  auf  der  rechten  Seite  überall 
aus  den  infinitesimalen  Transformationen: 

z' V'\  XyV%  y:V"    (v  =  i...n) 
linear  abgeleitet  sind;  durch  Combination  mit:   TJ  A^  zr  =  ü"+z"r' 
erkennt   man   aber   sofort,  dass   diese  nicht   mitgeschriebenen  Glieder 
sämmtlich  verschwinden  und  hat  somit: 

Xi,,qy  +  ^v^^  =  x'^qy  +  Xyq'^ 

^^'Pv  —  yvq^i  =  Xj^pv  —  y'vq'ii 

y^iPv  +  2/-iv  =  y'hP^  +  y^p'^^ 

0/,r=l...n). 

Hieraus  ergiebt  sich  zunächst: 

also  ist  /'  von   den  Xv  und  y^  frei   und  eine  Function    von  z  allein; 
andrerseits  aber  erhält  man: 

also  wird:  z'=Z.     Ferner  ist: 

^M  ?/*  =  ^l  il  >  yf^Pi^  =  y'i'Pf'  f 

es  ergiebt  sich  daher: 


(25) 
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y'vPv  K€ 

=  x'^p'v         —  ißql 
das  heisst: 

x^yv  =  X/^yy     0',  v  =  i...n) 
oder: 

Xu  =  X^,.Q{x^...Xn,       2/1  ••  •  Vn,  s) 

yic='y^.Q(x,...Xn,       2/1...  2/n,  2) 
{^c  =  l...n). 

Nun  aber  bekommen  wir: 

n 

und  diese  Ausdrücke  müssen  bezüglich  mit  x'/iqjc  und  y^lp/'c  überein- 
stimmen; folglich  verschwinden  alle  Differential quotienten  von  q  nach 
den  X/n  und  t/^,  das  heisst:  q  ist  höchstens  eine  Function  von  0  allein. 
Endlich  ergiebt  sich  aus  (23'): 

n 

U+^r  =  {Q  +  2,  g)  ^  (x^p:  +  y.ä'O  +  2^r" 
=--Z7"+/V", 

also  ist  auch  ^  =  0.  mit  andern  Worten:   o  ist   eine  Constante   und 
dz  '  ^ 

zwar  hat  es  offenbar  den  Werth  1. 

Die  einzige  Transformation  (22')  von  der  oben  definirten  Beschaf- 
fenheit ist  demnach  die  identische  Transformation;  hieraus  aber  ergiebt 
sich  sofort,  dass  die  allgemeinste  Transformation  (22),  bei  der  die 
Gruppe  (21)  wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeht,  projectiv  ist 
und  die  Form: 

besitzt,  unter  F  einen  Ausdruck  von  der  Form: 

n 

1 
verstanden.     Also: 

"Theorem  20.  Die  projective  Gruppe  eines  nicJitausgearteten 
linearen  Complexes  im  Räume  voti-  2n  -\-  1  Dimensionen  Jcann 
nur  durch  eine  projective  Transformation  dieses  Baumes  wie- 
der in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden. 
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Hiermit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  in  der  Einleitung  des  gegen- 
wärtigen Kapitels  gestellt  haben,  vollständig  erledigt. 


Kapitel  16. 

Bestimmung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  i?„, 
die  möglichst  transitiv  sind. 

In  üebereinstimmung  mit  der  Ausdrucksweise  der  Substitutionen- 
theorie  nennen  wir  eine  r-gliedrige  Gruppe  des  B„  m-fach  transitiv*), 
wenn  sie  mindestens  eine  Transformation  enthält,  bei  der  m  gegebene 
Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  in  m  beliebig  gewählte 
Punkte  dieser  Art  übergehen,  während  sie  keine  Transformation  ent- 
hält, bei  der  m  +  1  gegebene  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger 
Lage  in  m  +  1  beliebig  gewählte  derartige  Punkte  übergeführt  werden. 

Hält  man  bei  einer  m-fach  transitiven  Gruppe  des  Bn  l  Punkte 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  fest,  so  werden  die  Punkte  des  jR„ 
stets  noch  transitiv  transformirt,  wenn  ^  <  m  ist,  dagegen  intransitiv, 
wenn  I  >  m  ist.  Hieraus  folgt,  dass  bei  einer  m-fach  transitiven 
Gruppe  des  Bn  l  "^m  Punkte  noch  keine  Invariante  haben,  dass  da- 
gegen   m—\-l    Punkte    mindestens    eine    Invariante    haben**).      Man 


*)  Diese  Ausdrucksweise ,  die  wir  schon  in  Abschn.  I  auf  S.  631  angewendet 
haben,  hat  allerdings  insofern  etwas  missliches,  als  man  nach  ihr  zum  Beispiel 
jede  transitive  Gruppe  des  B^,  die  weniger  als  2n  Parameter  enthält,  einfach 
transitiv  nennen  müsste,  während  wir  doch  gewohnt  sind,  nur  die  w-gliedrigen 
transitiven  Gruppen  des  B^  als  einfach  transitiv  zu  bezeichnen  (s.  Abschn.  I, 
S.  212).  Da  jedoch  der  Begriff  m-fach  transitiv  überhaupt  nur  in  dem  gegenwär- 
tigen Kapitel  eine  Rolle  spielt,  so  glauben  wir  die  Bezeichnung  „m-fach  transi- 
tiv" beibehalten  zu  dürfen,  ohne  Missverständnisse  befürchten  zu  müssen. 

**)  In  seiner  Arbeit  „Erweiterung  des  Invariantenbegriffs  (Math.  Ann.  Bd.  35, 
S.  423  ff.)  beschäftigt  sich  Herr  Killing  mit  den  Invarianten  mehrerer  Punkte 
gegenüber  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe  und  leitet  eine  Reihe  Sätze  über 
diese  Invarianten  ab.  Diese  Sätze  sind  jedoch  sämmtlich  schon  in  den  Entwicke- 
lungen  auf  S.  218—220  von  Abschn.  I  enthalten;  auch  der  Satz,  dass  jede  Gruppe 
vollständig  bestimmt  ist,  wenn  man  die  Invarianten  genügend  vieler  Punkte 
gegenüber  der  Gruppe  kennt,  macht  hiervon  keine  Ausnahme,  denn  dieser  Satz 
folgt  unmittelbar  aus  der  a.  a.  0.  auf  S.  220  gemachten  Bemerkung,  dass  man 
stets  zu  einer  Zahl  q^^  kommt,  die  verschwindet,  während  zugleich  auch  alle. Zah- 
len 9^_|_i,  Qm+2  •  •  •  gleich  Null  sind.  Uebrigens  hat  Herr  Killing  übersehen, 
dass  die  endlichen  Gleichungen  der*  Gruppe  im  Allgemeinen  durch  die  Invarianten 
nicht  eindeutig  bestimmt  sind,  sie  sind  es  nämlich  nur  dann,  wenn  man  als  In- 
varianten die  Hauptlösungen  des  vollständigen  Systems  wählt,   das  die  Invarian- 
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erkennt  daher  leicht,  dass  man  auch  sagen  kann:  Eine  r-gliedrige 
Gruppe  des  Bn  ist  dann  und  nur  dann  m-fach  transitiv  j  wenn  hei  ihr 
erst  m  -}-  1  Punkte  eine  Invariante  haben ,  während  m  oder  weniger 
FunMe  noch  Jceine  Invariante  haben  (vgl.  Abschn.  I,  S.  218  ff.). 

In  Abschnitt  I  auf  S.  632  haben  wir  bereits  zwei  Sätze  über  die 
Gruppen  mit  möglichst  grosser  Transitivität  aufgestellt.  Der  erste 
dieser  beiden  Sätze  sagt  aus,  dass  die  Zahl  m  höchstens  den  Werth 
w+2  haben  könne,  der  zweite,  dass  jede  (n  +  2)-fach  transitive 
Gruppe  des  Rn  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes 
ähnlich  sei.  Wir  sehen  uns  jedoch  veranlasst,  hier  auf  diese  Sätze 
zurückzukommen. 

Die  damaligen  Beweise  beider  Sätze  enthalten  nämlich  eine 
Lücke*),  denn  es  wird  in  diesen  Beweisen  als  selbstverständlich  an- 
genommen, dass  bei  einer  m-fach  transitiven  Gruppe  des  Bn  die  oo"~^ 
Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
{m —  l)-fach  transitiv  transformirt  werden,  es  wird  also,  so  können 
wir  es  ausdrücken,  von  der  Transitivität  der  Gruppe  im  Endlichen 
sogleich  auf  die  Transitivität  der  Gruppe  im  Infinitesimalen  geschlos- 
sen; dieser  Schluss  ist  aber  im  Allgemeinen  unzulässig  und,  wenn  er 
auch  im  vorliegenden  Falle  richtig  ist,  so  bedarf  er  immer  noch  einer 
näheren  Begründung. 

Wir  werden  deshalb  jetzt  die  damals  aufgestellten  Sätze  von 
Neuem  beweisen,  aber  auf  einem  ganz  andern  Wege.  Das  Folgende 
ist  demnach  nicht  sowohl  eine  Ausfüllung  der  früher  gebliebenen 
Lücke,  als  vielmehr  eine  vollständig  neue  Ableitung  jener  Sätze,  eine 
Ableitung,  die  zum  grössten  Theil  von  ziemlich  elementarem  Charakter 
ist,  sie  macht  nämlich  wenigstens  beim  Beweise  des  ersten  der  beiden 
Sätze  von  dem  schwierigen  Begriffe  der  Transitivität  im  Infinitesimalen 
gar  keinen  Gebrauch. 

Die  Bestimmung  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  mög- 
lichst grosser  Transitivität  wird  uns  in  den  beiden  ersten  Paragraphen 
des  gegenwärtigen  Kapitels  beschäftigen.  Im  dritten  Paragraphen  bringen 
wir  dann  noch  gewisse  Untersuchungen,  die  einen  ganz  ähnlichen  Zweck 


I 


ten  definirt.  —  Eine  Bemerkung,  die  in  Abschn.  I  nicht  ausdrücklich  gemacht 
ist,  mag  hier  noch  erwähnt  werden,  sie  besteht  darin,  dass  die  Invarianten  be- 
liebig vieler  Punkte  gegenüber  einer  r-gliedrigen  Gruppe  sich  im  ungünstigsten 
Falle  durch  die  Invarianten  von  r  Punkten  ausdrücken  lassen.  Diese  Bemerkung, 
die  Herrn  Killing  entgangen  ist,  folgt  ohne  Weiteres  aus  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  6; 
Lie  hat  zuerst  in  den  Leipziger  Berichten  von  1889,  S.  288  darauf  hingewiesen. 

*)  Hierauf  hat  Lie  bereits  im  WH.  91—92  in  seinem  Seminare  aufmerksam 
gemacht  und  zugleich  die  hier  folgenden  neuen  Beweise  beider  Sätze  mitgetheilt. 
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verfolgen,  wir  zeigen  da  nämlich,  dass  sich  für  die  primitiven  Gruppen 
des  Rn  eine  blos  von  der  Zahl  n  abhängige  obere  Gränze  angeben 
lässt,  welche  von  den  Gliederzahlen  dieser  Gruppen  sicher  niemals 
überschritten  wird.  Diese  Untersuchungen  sind  jedoch  nur  als  vor- 
läufig zu  betrachten,  denn  die  Gränze,  zu  der  wir  gelangen,  ist  noch 
viel  zu  hoch;  es  muss  späteren  Arbeiten  vorbehalten  bleiben,  diese 
obere  Gränze  auf  ihren  niedrigsten  Werth  zurückzuführen. 

§  69. 

Wir  beweisen  zunächst  den  Satz,  dass  eine  endliche  continuir- 
liche  Gruppe  des  Bn  höchstens  (n  +  2) -fach  transitiv  sein  kann. 

Für  n  =  1  ist  dieser  Satz  sicher  richtig,  denn  erstens  giebt  es 
auf  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  keine  endliche  continuir- 
liche  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern  (s.  S.  3)  und  zweitens  ist 
jede  dreigliedrige  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
noth wendig  (1  +  2)-fach  transitiv;  dass  es  auch  wirklich  dreigliedrige 
Gruppen  giebt,  zeigt  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  betreffenden 
Mannigfaltigkeit. 

Um  nun  den  Satz  allgemein  zu  beweisen,  nehmen  wir  an,  dass 
er  für  den  Raum  von  n  und  für  alle  Räume  von  weniger  Dimensionen 
richtig  ist,  und  zeigen,  dass  er  unter  dieser  Voraussetzung  auch  im 
Räume  von  w  +  1  Dimensionen  gilt.  Da  er  für  w  =  1  sicher  richtig 
ist,  ist  er  dann  für  jedes  n  bewiesen. 

Wir  nehmen  also  als  bewiesen  an,  dass  in  keinem  Räume  von 
m  <  w  +  1  Dimensionen  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  existirt, 
deren  Transitivität  grösser  ist  als  (m  +  2)-fach;  wir  werden  beweisen, 
dass  unter  dieser  Voraussetzung  im  Räume  von  n  -{-  1  Dimensionen 
keine  endliche  continuirliche  Gruppe  existirt,  deren  Transitivität  grösser 
ist  als  (*^  +  3) -fach. 

Es  sei  G  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  Rn-^-iy  die  mög- 
lichst transitiv  ist.  Da  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Rn-\-i 
schon  (n-\-3)-  fach  transitiv  ist,  muss  dann  G  mindestens  auch  (n  +  3)- 
fach  transitiv  sein;  zugleich  ist  klar,  dass,  wenn  G  r-gliedrig  ist,  r 
mindestens  den  Werth  (n  -|-  1)  (w  +  3)  haben  muss. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  G  nothwendig  primitiv  ist. 

In  der  That,  wäre  G  imprimitiv,  so  zerlegte  es  den  Rn-{-i  in  eine 
invariante  Schaar  von  oo'"  (n  -\-  1  —  m)-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten N\n-^i-m  (0<m<n  +  l);  durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  ginge  eine  und  nur  eine  solche  Mannigfaltigkeit  und  diese  bliebe 
stets  mit  in  Ruhe,  sobald  man  den  betreffenden  Punkt  festhielte.    Bei 
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G  würden  nun  die  oo  Mannigfaltigkeiten  der  bewussten  Schaar  durch 
eine  isomorphe  Gruppe  (3  unter  einander  vertauscht  und  diese  Gruppe 
(SJ  könnte  als  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  in  w  <  w  +  1  Ver- 
änderlichen höchstens  (ni  +  2)-fach  transitiv  sein,  das  heisst,  sobald 
man  m  +  2  verschiedene  N\n+i~m  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
festhielte,  könnten  die  oo'"  M„_|-i— m  nicht  mehr  transitiv  transformirt 
werden.  Hielte  mau  nun  auf  m  +  2  verschiedenen  M„-|_i_,„  von  all- 
gemeiner gegenseitiger  Lage  je  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest, 
so  blieben  die  betreffenden  Mn+i-m  sämmtlich  in  Ruhe  und  es  wür- 
den daher  die  oo'"  W\n  +  i-m  nicht  mehr  transitiv  transformirt;  dann 
aber  würden  offenbar  auch  die  Punkte  des  Rn-\-i  nicht  mehr  transitiv 
transformirt,  das  heisst  G  wäre  überhaupt  nur  (m  +  2) -fach  transitiv, 
also  im  günstigsten  Falle,  wenn  nämlich  m  den  Werth  n  hätte,  gerade 
(yi  _|-  2) -fach  transitiv,  während  es  doch  mindestens  (n  +  3) -fach  tran- 
sitiv sein  sollte.    Das  ist  ein  Widerspruch,  folglich  muss  G  primitiv  sein. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  infinitesimalen  Transformationen  von  G 
in  der  Umgebung  eines  Punktes  x^^  .  .  .  xl+i  von  allgemeiner  Lage 
nach   Potenzen  von:    x^  —  Xj^, .  .  .^  Xn-^i  —  00n-{.i  entwickelt. 

Die  r-gliedrige  Gruppe  G  ist  als  primitive  Gruppe  zugleich  tran- 
sitiv und  enthält  daher  in  der  Umgebung  von  x^^  ...  Xn^  gerade  r  —  n  —  1 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  oder  höherer 
Ordnung  in  den  Xv  —  Xv^-^  diese  infinitesimalen  Transformationen  er- 
zeugen eine  (r  —  n  —  l)-gliedrige  Untergruppe  g  von  G  (s.  Abscbn. 
1,  S.  205,  Satz  1).  Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  von  g 
kann  es  höchstens  (n  +  1)^  solche  geben,  die  in  den  x^  —  xj^  von  der 
ersten  Ordnung  sind  und  aus  denen  sich  keine  von  zweiter  oder  höhe- 
rer Ordnung  linear  ableiten  lässt.  Nun  ist  aber  r  mindestens  gleich 
(n -+- 1)  (w -f- 3)  und  also  r  —  n  —  1  mindestens  gleich:  (n+l){n  +  2), 
folglich  enthält  g  mindestens:  (n  +  1)  (n  +  2)  —  {n  -\- If  =  n  +  1 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  in  den  Xv  —  Xy^  von 
zweiter  oder  höherer  Ordnung  sind. 

Nach  Abschnitt  I,  Theor.  29,  S.  192  gehört  zu  g  eine  endliche 
positive  ganze  Zahl  s  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  g  noch  in- 
finitesimale Transformationen  von  s*«^  Ordnung  in  den  x^  —  xj^  ent- 
hält, dagegen  keine  von  (s  +  1)*'"  oder  höherer  Ordnung.  In  unserm 
Falle  ist  diese  Zahl  s  mindestens  gleich  2.  Nehmen  wir  daher  an, 
dass  g  gerade  l  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  s*®'" 
Ordnung  enthält,  etwa: 

1 
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so  folgt  aus  Absclm.  I,  S.  263  f.,  dass  Z^f  . .  .  Zif  paarweise  vertausch- 
bar sind  und  eine  invariante  Untergruppe  von  g  erzeugen. 

Ist  die  Gruppe:  Z^f .  .  .  Zif  intransitiv,  so  bestimmen  die  Glei- 
chungen : 

ZJ=^0,.,.,Z,f=0 

ein  bei  g  invariantes  vollständiges  System,  das  mindestens  eine  Lö- 
sung besitzt;  g  ist  also  imprimitiv  und  infolgedessen,  wie  die  Entwicke- 
lungen  auf  S.  298  f.  zeigen,  höchstens  (w  +  2)-fach  transitiv.  Hier- 
aus ergiebt  sich  sofort,  dass  G  selbst  in  diesem  Falle  höchstens  (n  +  3)- 
fach  transitiv  sein  kann. 

Ist  andrerseits  die  Gruppe:  Z^f  .  .  .  Zif  transitiv,  so  enthält  sie 
n+1  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  Si/^  •  •  •  8n-l-i/i 
die  durch  keine  Relation: 

n  +  l 
1 

verknüpft  sind.  Da  nun  alle  Zf  paarweise  vertauschbar  sind ,  so  sind 
es  auch  die  3/"  und  3i/^-  •  •  3«+i/^  erzeugen  daher  eine  (w+l)-glied- 
rige  einfach  transitive  Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen. 
Nach  Abschn.  I,  Theor.  64,  S.  340  ist  diese  Gruppe  durch  eine  Punkt- 
transformation des   'Rn-\-i  mit  der  Gruppe: 

ähnlich ;  bedenken  wir  überdies,  dass  jede  infinitesimale  Transformation 
in  yi  .  .  .  yn-\-i,  die  mit  allen  infinitesimalen  Transformationen  (1)  ver- 
tauschbar ist,  aus  den  Transformationen  (1)  linear  abgeleitet  werden 
kann,  so  erkennen  wir,  dass  die  Gruppe:  Z^f .  .  .  Zif  mit  der  Gruppe: 
81/ •  •  •  8«+if  zusammenfällt  und  demnach  selbst  mit  der  Gruppe  (1) 
ähnlich  ist.  Schliesslich  ist  noch  zu  beachten,  dass  Z^f .  . .  Zif  eine 
invariante  Untergruppe  von  g  ist;  g  muss  sich  also  bei  Einführung 
der  neuen  Veränderlichen  2/1  ••  •  2/«+i  ^^  ^^^^  Gruppe  y  verwandeln, 
in  der  (1)  als  invariante  Untergruppe  steckt.  Nun  aber  ist  leicht  zu 
sehen,  das  jede  Transformation,  bei  der  die  Gruppe  (1)  invariant  bleibt, 
der  allgemeinen  Hnearen  Gruppe  des  i?n+i  angehört,  und  da  diese  all- 
meine lineare  Gruppe  blos  {n  -\-  1)  (n  +  2)  Parameter  hat,  so  können 
wir  schliessen,  dass  g  in  dem  vorliegenden  Falle  höchstens  (n-|- 1)  {n  +2) 
Parameter  enthält.  Kehren  wir  daher  zu  G  zurück,  so  finden  wir, 
dass  G  höchstens  (n  +  1)  (w  +  3)-gliedrig  sein  kann,  und  damit  ist 
bewiesen,  dass  G  auch  in  dem  hier  betrachteten  Falle  höchstens  (w+3)- 
fach  transitiv  ist. 

Durch   die   vorstehenden   Auseinandersetzungen    ist   gezeigt,   dass 
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unser  Satz  wirklich  auch  für  den  Raum  von  n  4-  1  Dimensionen  richtig: 
ist,  sobald  er  in  jedem  Räume  von  vreniger  Dimensionen  gilt;  da  er 
nun  in  dem  Räume  von  einer  Dimension  sicher  richtig  ist,  so  ist  er 
nunmehr,  wie  wir  schon  früher  hervorhoben,  allgemein  bewiesen.  Wir 
können  also  sagen: 

Theorem  21.  Im  Baume  von  n  Dimensionen  giebt  es  keine 
endliche  continuir liehe  Gruppe,  deren  Transitivität  grösser  ist 
als  {n  -\-2)-fach,  mit  andern  Worten:  hei  jeder  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppe  des  Rn  haben  n  -\-  3  Punkte  mindestens 
eine  Invariante  *). 

Ausserdem  liefern  uns  die  bisherigen  Entwickelungen  noch  den 
folgenden 

Satz  1.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  R^  {n-\-2)-fach 
transitiv,  haben  also  bei  ihr  n  +  2  Punkte  noch  keine  Invariante,  so  ist 
diese  Gruppe  sicher  primitiv.  Zerlegt  andrerseits  eine  imprimitive  end- 
liche continuirliche  Gruppe  des  lin  diesen  Baum  in  eine  invariante  Schaar 
von  oo"'  (n  —  m)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  so  ist  sie  höch- 
stens (m  -\-  2) -fach  transitiv,  das  heisst,  bei  ihr  haben  w^  +  3  Punkte 
jedenfalls  eine  Invariante. 

Hier  wollen  wir  noch  die  beiden  Sätze  ausdrücklich  aufstellen: 

Satz  2.  Sind  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  transitiven 
Gruppe  des  Rn  paarweise  vertauschbar,  so  ist  die  Gruppe  einfach  tran- 
sitiv und  durch  eine  Punkttransformation  des  Rn  mit  der  Gruppe: 
Pi  . .  .  j9«  aller  Translationen  dieses  Raumes  ähnlich. 

Satz  3.  Im  Rn  giebt  es  keine  unendliche  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen, in  der  die  Gruppe:  Pi  . .  .  Pn  edler  Translationen  des  Rn  als 
invariante  Untergruppe  etithalien  wäre;  die  grösste  endliche  Gruppe  des 
Rn,  in  der  die  Gruppe:  Pi  .  .  .  p,i  aller  Translationen  als  invariante 
Untergruppe  steckt,  ist  die  allgemeine  lineare  Gruppe  dieses  Raumes. 

Diese  beiden  Sätze  sind  in  den  auf  S.  300  angestellten  Betrach- 
tungen enthalten. 

§  70. 

Nunmehr  ist  noch  der  Satz  zu  beweisen,  dass  jede  (w  +  2) -fach 
transitive  Gruppe  des  Rn  gerade  n{n  -\-  2)-giiedrig  ist  und  durch  eine 
Punkttransformation  in  die  allgemeine  projective  Gruppe  dieses  Rau- 
mes übergeführt,  werden  kann. 

*)  Es  ist  selbstverständlich,  dass  für  die  Transitivität  der  unendlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppen  keine  solche  obere  Gränze  angebbar  ist,  das  zeigt  schon  die 
unendliche  Gruppe  aller  Punkttransformationen,  die  oifenbar  unendlichfach  tran- 
sitiv ist. 
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Auch  dieser  Satz  ist  für  n  =  1  sicher  richtig,  denn  in  der  ein- 
fach ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  giebt  es,  wie  wir  wissen,  keine 
Gruppen  mit  mehr  als  drei  Parametern  und  jede  dreigliedrige  Gruppe 
ist  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieser  Mannigfaltigkeit 
ähnlich  (s.  Theor.  1,  S.  6).  Wir  verfahren  daher  wie  im  vorigen  Para- 
graphen, das  heisst  wir  nehmen  an,  dass  unser  8atz  in  jedem  Räume 
von  n  und  von  weniger  Dimensionen  richtig  ist,  und  zeigen,  dass  er 
dann  auch  im  Räume  von  n  +  1  Dimensionen  gilt. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  es  für  n^l  in  jedem  Räume  von 
m<w+l  Dimensionen  bewiesen  ist,  dass  alle  (m -f- 2)-fach  tran- 
sitiven Gruppen  des  betreffenden  Raumes  mit  der  allgemeinen  projec- 
tiven Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  sind;  unter  dieser  Voraussetzung 
suchen  wir  alle  {n  -f-  3) -fach  transitiven  Gruppen  des  Rn+i- 

Ist  G  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit,  so  hat  es 
mindestens  (n  +  1)  (w  -^  3)  Parameter  und  ist  sicher  primitiv.  Wie 
im  vorigen  Paragraphen  betrachten  wir  nun  in  der  Umgebung  eines 
Punktes:  Xj^  . .  ,  Xn-^i  von  allgemeiner  Lage  alle  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  G,  die  in  den  Xy  —  Xv^  von  erster  oder  höherer  Ord- 
nung sind.  Die  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte 
Untergruppe  nennen  wir  wieder  ^;  von  g  wissen  wir  dann  Folgendes: 
g  hat  mindestens  (n -\-  1)  («  +  2)  Parameter  und  ist  gerade  {n  +  2)- 
fach  transitiv,  es  enthält  ferner  jedenfalls  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen von  zweiter  Ordnung  in  den  Xv  —  Xy^-,  ist  endlich  s  >  1 
die  höchste  Ordnung,  die  eine  in  g  vorkommende  infinitesimale  Trans- 
formation haben  kann,  so  sind  alle  infinitesimalen  Transformationen 
^ter  Ordnung: 

n  +  l 

df 


t'f-2  &>(^,  ...^.+0^ 


(/=i 


von  g  paarweise  vertauschbar  und  erzeugen  eine  invariante  Untergruppe 
von  g. 

Hier  sind  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden,  denn  die  Gruppe: 
3£i^'Y .  . .  dci^^Y  kann  entweder  transitiv  sein  oder  intransitiv;  diese 
beiden  Fälle  müssen  wir  getrennt  behandeln. 

Wenn  die  Gruppe:  BE^^^V  .  .  .  BE/*)/"  transitiv  ist,  so  ist  sie,  wie 
wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  einfach  transitiv  und  mit 
der  Gruppe: 
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durch  eine  Punkttransformation  ähnlich;  überdies  verwandelt  sich  g 
bei  Einführung  der  Veränderlichen  y^  .  . .  «/n+i  in  eine  Gruppe  /  von 
linearen  Transformationen.  Nun  aber  hat  g  und  also  auch  g  minde- 
stens {n  +  1)  (w  +  2)  Parameter  und  andrerseits  hängt  die  allgemeinste 
lineare  Transformation  des  Bn+i  gerade  von  (w  +  l)(n  +  2)  Para- 
metern ab,  folglich  müssen  g  und  g  beide  gerade  (w  -f-  1)  (n  +  2) 
Parameter  haben  und  g  insbesondere  muss  mit  der  allgemeinen  linearen 
Gruppe  des  Rn-\-i  zusammenfallen. 

Es  lässt  sich  zeigen,  dass  man  hierdurch  auf  einen  Widerspruch 
geführt  wird. 

In  der  That,  die  allgemeine  lineare  Gruppe  /  des  BnJ^i  ist  pri- 
mitiv und  transformirt  die  cxd"  Linienelemente  durch  jeden  festgehal- 
tenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster  Weise.  Dasselbe 
muss  natürlich  auch  von  der  mit  g  ähnlichen  Gruppe  g  gelten,  und 
da  g  eine  Untergruppe  von  G  ist,  so  muss  auch  G  die  oo"  Linien- 
elemente durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster 
Weise  transformireu.  Bedenken  wir  daher,  dass  G  eine  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  ist  und  dass  es  mindestens  {n  +  1)  {n  +  3)  Para- 
meter enthält,  so  erkennen  wir  aus  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631,  dass 
G  gerade  {n-\-  1)  (w  +  3)-gliedrig  ist  und  dass  es  bei  geeigneter  Wahl  der 
Veränderlichen  x^  . ,  .  Xn-{-i  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des 
i^n_l_i  zusammenfällt.  Bei  dieser  Wahl  der  Veränderlichen  wird  aber 
g  die  grösste  projective  Gruppe  des  i?n+i,  bei  der  ein  Punkt  x-^  .  .  . 
^^_j_i  von  allgemeiner  Lage  invariant  bleibt,  g  wird  also  imprimitiv, 
während  es  doch  primitiv  sein  sollte.  Das  ist  ein  Widerspruch,  folg- 
lich kann  der  Fall,  dass  die  oben  besprochene  Gruppe:  3£/')/' .  .  .  3^/^^/" 
transitiv  ist,  hier  gar  nicht  eintreten. 

Betrachten  wir  jetzt  den  zweiten  noch  möglichen  Fall,  dass  die 
Gruppe:  3E/*Y  •  •  •  3£/*Y  intransitiv  ist. 

In  diesem  Falle  ist  die  Gruppe  g,  wie  wir  schon  im  vorigen  Para- 
graphen gesehen  haben,  imprimitiv,  sie  zerlegt  also  den  Iin-{-i  in  eine 
invariante  Schaar  von  cxd™  (n  +  1  —  ^^)-fach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeiten, wo  m  eine  der  Zahlen  1,  2,  .  . .  n  ist.  Nun  aber  kann 
nach  S.  301,  Satz  1  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des  jR„-f  i,  die 
den  Raum  in  dieser  Weise  zerlegt,  höchstens  (m  +  2)-fach  transitiv 
sein,  andrerseits  soll  aber  ^  gerade  (w-|-2)-fach  transitiv  sein,  folglich 
ergiebt  sich,  dass  m  =  n  ist  und  dass  g  den  jR^+i  in  eine  invariante 
Schaar  von  oo"  Curven  zerlegt. 

Um  g  näher  zu  bestimmen,  denken  wir  uns  an  Stelle  von  x^,,. Xn-\.i 
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solche  neue  Veränderliche  y^  .  .  .  yn^i  eingeführt,  dass  die  eben  er- 
wähnten cx)"  Curven  durch  die  Gleichungen: 

(2)  Vi  =  const.,  . . .,  yn  =  const. 

dargestellt  werden.  Bei  Einführung  dieser  neuen  Veränderlichen  er- 
hält g  die  Form: 

n 

^   rikr  iVi    '•'   Vn)  qr  +  ^A-,  n-\-l  (?/i    •  •  •   Vn  +  l)  ^«+1 
1 

ik=l,  2  ...). 

Die  Curven  (2)  ihrerseits  werden  bei  g  durch  die  mit  g  isomorphe  ver- 
kürzte Gruppe: 

n 

(3)  ^  Vkv  (Vi    '"  Vn)  qv     {k=l,2...) 

1 

transformirt.  Da  nun  aber  g  (n  +  2) -fach  transitiv  ist,  muss  es  offen- 
bar auch  die  oo'*  Curven  (2)  (n  +  2) -fach  transitiv  transformiren,  die 
mit  g  isomorphe  Gruppe  (3)  in  den  n  Veränderlichen  y^  . .  .  yn  muss 
also  ebenfalls  {n  +  2) -fach  transitiv  sein.  Unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen ist  daher  diese  Gruppe  (3)  durch  eine  Punkttransfor- 
mation des  Rn  iiiit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes 
ähnlich,  das  heisst  sie  kann  bei  geeigneter  Wahl  von  2/i  •  •  •  2/«  ^^^ 
Form : 


qk,  Vvqky  Vv^  ytqr     (k, 


1  .  .  .  n) 


erhalten.  Die  Gruppe  g  selbst  bekommt  bei  dieser  Wahl  der  Ver- 
änderlichen y  eine  solche  Gestalt,  dass  sie  erstens  n(n  -{-  2)  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

qk  +  cck{yi  •  .  .  yn+i)qn^i 
yvqk  +  ßvk{yi  .  .  .  yn+i)qn+^ 


(4) 


yv^  ytqr  +  rv(2/i . .  •  yn+l)qn+l 


(A-,  v  =  l  .  .  .  m) 

enthält  und  zweitens  noch  eine  gewisse  Anzahl,  etwa  h  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen: 

(5)  -^1(2/1  •  •  •  2/«+i)^«+i?  .  .  .,  i^A(2/i  .  .  .  yn+i)qn+i, 

bei  denen  jede  einzelne  der  c»"  Curven  (2)  invariant  bleibt.  Die  in- 
finitesimalen Transformationen  (5)  erzeugen  hier  eine  /i-gliedrige  in- 
variante Untergruppe  von  g  (s.  Abschn.  I,  S.  307,  Satz  5) ;  die  Zahl  h  dieser 
infinitesimalen  Transformationen  (5)  ist  mindestens  gleich  n  -f-  2,  denn 
die  Gruppe  g  muss  ja  mindestens  {n -\- 1)  {n -{- 2)  Parameter  enthalten. 
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Da  die  invariante  Untergruppe  (5)  von  g  nicht  auf  die  identische 
Substitution  zusammenschrumpfen  kann^  transformirt  sie  die  Punkte 
jeder  Geraden  (2)  von  allgemeiner  Lage  mindestens  eingliedrig,  sie 
kann  daher  (vgl.  S.  155),  wenn  man  eine  geeignete  Function  von 
^1  .  .  .  ?/„+i  als  neues  ^/n+i  einführt,   stets   auf  eine  der  drei  Formen: 

(p')  -^1  {Vi  •"  Vn)  g«+i;  .,.,  Fk(y,  ...yn)  qn+i 

(5'0  Fl(yi    •  •  •   yn)qn  +  l,   .  .   .,    F,^i{y,    .  .     ya)qn  +  ly    yn  +  iqn  +  1 

gebracht  werden,  ohne  dass  sich  dabei  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen (4)  wesentlich  ändern;  doch  kann  die  dritte  von  diesen  Formen 
jedenfalls  nur  dann  auftreten,  wenn  n  ==  l  ist,  denn  nur  in  diesem 
Falle  ist  die  Gliederzahl  der  Gruppe  (5"')  gleich  w  +  2,  was  ja  der 
kleinste   Werth  ist,  den  diese  Gliederzahl  haben   kann. 

Um  nun  die  Ergebnisse,  die  wir  über  die  Gruppe  g  erhalten  haben, 
zur  Bestimmung  der  Gruppe  G  verwerthen  zu  können,  wollen  wir  uns 
ins  Gedächtniss  zurückrufen,  in  welchem  Zusammenhange  die  Gruppen 
g  und  G  stehen. 

Wir  gelangten  zu  g,  indem  wir  in  dem  {n  +  l)-fach  ausgedehn- 
ten Räume  der  Gruppe  G  einen  Punkt:  x^^  .  .  .  xIj^x  von  allgemeiner 
Lage  festhielten:  g  ist  nichts  andres  als  die  grösste  continuirliche 
Untergruppe  von  G,  bei  der  dieser  Punkt  invariant  bleibt.  Nun  ist 
unser  ganzer  Zweck  nur  der,  zu  beweisen,  dass  G  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  Bn+i  ähnlich  ist,  und  dieser  Zweck  ist  er- 
reicht, wenn  es  uns  gelingt  zu  beweisen,  dass  die  grösste  continuir- 
liche Untergruppe  g  von  G,  die  den  Punkt  x^^  ...  xIj^^  stehen  lässt, 
die  oo'*  Linienelemente  durch  diesen  Punkt  in  allgemeinster  Weise, 
das  heisst:  n{n  -\-  2)-gliedrig  transformirt;  denn  besitzt  g  diese  Eigen- 
schaft, so  ist  G  als  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  mit  mindestens 
(n  -f-  1)  (w  +  3)  Parametern  sicher  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  des  J^^^+i  ähnlich  (s.  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631). 

Versuchen  wir  daher,  ob  sich  aus  den  bisher  gefundenen  Eigen- 
schaften der  Gruppe  g  schliessen  lässt,  wie  diese  Gruppe  die  oo'* 
Linienelemente  durch  den  invarianten  Punkt  x-^  .  .  .  x^n+i   transformirt. 

Es  ist  klar,  dass  die  oo'^  Linienelemeute  durch  den  Punkt: 
x^  .  .  ,  Xn-\-i  bei  g  durch  eine  mit  g  isomorphe  Gruppe  g  transformirt 
werden  und  dass  diese  Gruppe  g  projectiv  ist. 

Holoedrisch  isomorph  mit  g  kann  g  nicht  sein,  denn  g  enthält 
mindestens  {n  -f-  1)  (w  +  2)  Parameter,  während  g  als  eine  projective 
Gruppe  des  Eaumes  von  n  Dimensionen  höchstens  n{ii-{-2)  Parameter 

Lie,   Theorie  der  Transformationsgruppen.     III.  20 
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enthält.  Demnacli  ist  g  sicher  nur  meroedrisch  isomorph  mit  g. 
Andrerseits  darf  g  nicht  aus  lauter  vertauschbaren  Transformationen 
bestehen  und  überhaupt  keine  integrable  Gruppe  sein  (vgl.  S.  262). 
Wäre  nämlich  g  integrabel>  so  Hesse  es  nach  Abschn.  I,  S.  589, 
Satz  4  mindestens  ein  Linienelement  durch  den  Punkt  a;/  .  .  .  Xn-^-i  in 
Ruhe,  bei  G  wäre  also  mit  jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  ein 
hindurchgehendes  Linienelement  invariant  verknüpft.  Hieraus  aber 
Avürde  folgen,  dass  Cr  ein  simultanes  System  von  gewöhnlichen  Diffe- 
rentialgleichungen invariant  Hesse,  das  heisst  G  wäre  imprimitiv,  wäh- 
rend es  doch,  wie  wir  wissen,  primitiv  sein  muss. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkungen  werden  wir  jetzt  leicht  dazu  ge- 
langen, die  Gliederzahl  von  g  zu  bestimmen. 

Nach  Abschn.  I,  S.  305  kann  man  die  Zusammensetzung  aHer  mit 
g  isomorphen  Gruppen  sofort  angeben,  sobald  man  alle  invarianten 
Untergruppen  von  g  kennt.  Nun  haben  wir  gesehen,  dass  g  durch 
Einführung  gewisser  neuer  Veränderlicher:  y^  . .  .  «/n+i  entweder  auf 
die  Form:  (4),  (5')  oder  auf  die  Form:  (4),  (5")  oder  endlich  auf  die 
Form:  (4),  (5'")  gebracht  werden  kann,  auf  die  letzte  Form  allerdings 
jedenfaUs  nur  dann,  wenn  n  den  Werth  1  hat.  Wir  müssen  daher 
diese  drei  mögHchen  Formen  von  g  der  Reihe  nach  durchgehen  und 
bei  jeder  Form  die  auftretenden  invarianten  Untergruppen  bestimmen; 
jede  solche  invariante  Untergruppe  liefert  uns  die  Zusammensetzung 
einer  Gruppe,  die  mit  g  isomorph  ist,  wenn  g  auf  die  gerade  betrach- 
tete Form  gebracht  werden  kann.  Unter  den  so  gefundenen  Zusam- 
mensetzungen müssen  wir  endlich  alle  die  ausschliessen,  die  integrabel 
sind,  denn  g  darf  ja  nicht  integrabel  sein;  die  dann  noch  übrigen  Zu- 
sammensetzungen sind  die  einzigen,  die  g  möglicherweise  haben  kann. 
Dabei  ist  jedoch  immer  noch  zu  berücksichtigen,  dass  g  höchstens 
n{n  +  2)-gliedrig  sein  kann. 

Lässt  sich  g  auf  die  Form  (4),  (5')  bringen,  so  sind,  was  die 
invarianten  Untergruppen  von  g  anlangt,  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
Jede  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (4),  (5')  enthält  nämlich  ent- 
weder nur  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (5')  oder  sie 
enthält  auch  mindestens  eine  infinitesimale  Transformation,  die  sich 
nicht  aus  denen  von  der  Form   (5')  linear  ableiten  lässt. 

Der  erste  FaH  liefert  lauter  solche  mit  der  Gruppe  (4),  (5')  iso- 
morphe Gruppen,  die  mindestens  n  (n  +  2)  Parameter  enthalten.  Der 
zweite  Fall  dagegen  kommt  hier  überhaupt  nicht  in  Betracht.  Ent- 
hält nämlich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (4),  (5')  auch 
nur  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 


(6) 
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(         1  ■  ■  ■ «  \...n 

V  kv 

1  ...n  1  ...II 


I 


in  der  die  üv,  hv  und  Cv  nicht  alle  verschwinden,  so  enthält  sie  über- 
haupt w  (n  +  2)  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (4) 
(vgl.  Abschn.  I,  S.  560)  und  liefert  daher  eine  mit  der  Gruppe  (4), 
(5')  isomorphe  Gruppe,  deren  infinitesimale  Transformationen  paar- 
weise vertauschbar  sind;  oben  aber  haben  wir  gesehen,  dass  die  Trans- 
formationen von  g  nicht  paarweise  vertauschbar  sein  dürfen. 

Lässt  sich  g  andrerseits  auf  die  Form  (4),  (5")  bringen,  so  er- 
giebt  sich  über  die  invarianten  Untergruppen  ganz  ähnliches.  Ent- 
hält nämlich  eine  invariante  Untergruppe  der  Gruppe  (4),  (5")  nur 
infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (5"),  so  liefert  sie  eine 
mit  der  Gruppe  (4),  (5")  isomorphe  Gruppe,  die  mindestens  n(n-\-2) 
Parameter  hat.  Enthält  dagegen  eine  invariante  Untergruppe  der 
Gruppe  (4),  (5'')  auch  nur  eine  infinitesimale  Transformation  vou  der 
Form  (6),  in  der  nicht  alle  a^,  bkv,  Cv  verschwinden,  so  enthält  sie 
überhaupt  n{n  -\-  2)  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form  (4) 
und  liefert  eine  mit  der  Gruppe  (4),  (5")  isomorphe  Gruppe,  die 
zugleich  mit  der  Gruppe  (5")  isomorph  und  infolgedessen  integra- 
bel  ist. 

Wir  sehen  hieraus  Folgendes:  wenn  g  die  Form  (4),  (5')  oder 
die  Form  (4),  (5")  erhalten  kann,  so  muss  g  mindestens  n{n-{-2) 
Parameter  enthalten.  Da  nun  g  nicht  mehr  als  n{n  -\-  2)  Parameter 
enthalten  kann,  so  enthält  es  in  beiden  Fällen  deren  gerade  n(n-\-2) 
und  ist  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  i?„. 

Durch  die  vorstehenden  Betrachtungen  ist  die  Frage  nach  der 
Gliederzahl  von  g  vollständig  erledigt,  sobald  w  >  1  ist,  dagegen  muss, 
wenn  n  =  1  ist,  noch  berücksichtigt  werden,  dass  g  möglicherweise 
die  Form  (4),  (5"')  also  mit  andern  Worten  die  Form: 

C^)  aij  yiii,  Vi  9.1,  a2y  2/2^2;  2/2^^2 

erhalten  kann. 

Sollte  dieser  Fall  eintreten,  so  müsste  g  mit  der  Gruppe  (7)  iso- 
morph sein  und  zwar  meroedrisch  isomorph,  da  es  als  eine  projective 
Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  höchstens  dreigliedrig 
sein  kann.  Nun  aber  enthält  die  Gruppe  (7)  blos  zwei  invariante 
Untergruppen,  nämlich:  g^,  y^ci^,  y^^q^  und  q^,  y^q^,  y^^q^-,  jede  mit 
(7)  meroedrisch   isomorphe  Gruppe,   die   sich   nicht   auf  die  identische 

20* 
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Transformation  reducirt,  was  ja  bei  g  ausgeschlossen  ist,  ist  daher 
dreigliedrig  und  mit  der  Gruppe:  g^,  y^q^,  y^g^  gleichzusammengesetzt. 
Damit  ist  bewiesen,  dass  g  auch  in  diesem  Falle  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  des  Hn  identisch  ist.  Erwähnt  sei  übrigens,  dass 
der  hier  betrachtete  Fall,  dass  sich  g  auf  die  Form  (7)  bringen  lässt, 
in  Wirklichkeit  nie  eintreten  kann*),  doch  thut  das  hier  nichts  zur 
Sache,  denn  es  genügt  uns  ja,  zu  wissen,  dass  g  die  nöthige  Glieder- 
zahl haben  müsste,  wenn  der  Fall  wirklich  einträte. 

Nunmehr  ist  bewiesen,  dass  die  Gruppe  g  unter  allen  Umständen 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  i?„  zusammenfällt,  dass 
also  g  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  oo^  Richtungen  durch 
den  invarianten  Punkt  x^.,.Xn-\-\  in  allgemeinster  Weise  transfor- 
mirt.  Hieraus  aber  folgt,  wie  wir  schon  auf  S.  305  hervorhoben,  dass 
G  durch  eine  Punkttransformation  des  JR„+i  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  ist;  der  Satz,  den  zu  beweisen 
wir  uns  vorgenommen  hatten,  ist  also  nach  S.  302  allgemein  be- 
wiesen. 

Wir  sprechen  diesen  Satz  folgendermassen  aus: 

Theorem  22.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des 
n-fach  ausgedehnten  Baumes  (n  +  2)-fach  transitiv^  besitzen 
also  n-{-2  Punlde  der  Gruppe  gegenüber  noch  keine  Invariante^ 
während  n+3  Punkte  mindestens  eine  Invariante  haben,  so 
ist  diese  Gruppe  gerade  n  {n  +  2)-gliedrig  und  durch  eine 
Funlttransformation  des  Rn  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich. 

Beim  Beweise  des  vorstehenden  Satzes  haben  wir  das  Theorem 
112  des  Abschnitts  I  benutzt,  das  sich  auf  die  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppen  mit  möglichst  grosser  Transitivität  im  Infinitesimalen 
bezieht.  Es  ist  nicht  ohne  Interesse,  dass  man,  auch  ohne  dieses 
Theorem  zu  benutzen,  zum  Ziele  kommen  kann,  dass  man  also  auch 
beim  Beweise  des  vorstehenden  Theorems  den  Begriff  der  Transiti- 
vität im  Infinitesimalen  vermeiden  kann.  Man  würde  zu  diesem  Zwecke 
folgendermassen   verfahren : 

Man  bestimmt  zunächst  alle  Gruppen  von  der  Form  (4),  (5'); 
(4),  (5'')  und  (4),  (5''')  und  bringt  sie  durch  geeignete  Wahl  von 
yn^i  auf  gewisse  Normalformen;  die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen 


*)  Das  folgt  schon  aus  unsrer  Aufzählung  aller  endlichen  Gruppen  der  Ebene 

(S.  71—73). 
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sind^  wie  wir  schon  auf  S.  178  erwähnt  haben,  nicht  schwierig  und 
ganz  ähnlich  den  auf  S.  155 — 170  durchgeführten.  Hat  man  diese 
Gruppen  bestimmt,  so  muss  man  noch  feststellen,  welche  von  ihnen 
(n  +  2) -fach  transitiv  sind  und  welche  von  den  (n  +  2) -fach  transi- 
tiven unter  ihnen  in  einer  (n  +  3) -fach  transitiven  Gruppe  enthalten 
sind.  Auch  diese  Untersuchung  macht  nicht  die  geringsten  Schwierig- 
keiten. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  man  durch  ähnliche  Betrach- 
tungen auch  alle  (n -f-  l)-fach  transitiven  Gruppen  des  Bn  finden  kann. 

§  71. 

In  §  69  haben  wir  gezeigt,  dass  für  die  Transitivität  der  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  des  B^  eine  obere  Gränze  angebbar  ist,  denn 
eine  solche  Gruppe  kann,  wie  sich  ergeben  hat,  höchstens  (n  +  2)- 
fach  transitiv  sein.  In  §  70  fanden  wir  sodann  für  die  Gliederzahl 
der  (n  -\-  2) -fach  transitiven  Gruppen  des  Bn  eine  obere  Gränze,  indem 
wir  bewiesen,  dass  eine  solche  Gruppe  nicht  mehr  als  n{n-{-2)  Para- 
meter enthalten  kann.  Hierdurch  werden  wir  ganz  von  selbst  auf  die 
Frage  geführt,  ob  sich  nicht  auch  für  die  Gliederzahlen  andrer  Kate- 
gorien von  Gruppen  des  Bn   derartige   obere  Gränzen   angeben  lassen. 

Die  Gliederzahl  der  transitiven  Gruppen  des  Bn  hat,  sobald  m>1 
ist,  keine  obere  Gränze,  denn  schon  in  der  Ebene  giebt  es  transitive 
Gruppen  mit  beliebig  vielen  Parametern  (s.  S.  71  ff.).  Dagegen  liegt 
es  sehr  nahe  zu  vermuthen,  dass  für  die  Gliederzahl  der  primitiven 
Gruppen  des  Bn  eine  derartige  obere  Gränze  existirt,  denn  wir  wissen, 
dass  jede  primitive  Gruppe  der  Ebene  höchstens  acht,  jede  primitive 
Gruppe  des  gewöhnlichen  Raumes  höchstens  15  Parameter  enthält. 

In  der  That  werden  wir  jetzt  zeigen,  dass  sich  für  die  Glieder- 
zahl der  primitiven  Gruppen  des  Bn  eine  obere  Gränze  angeben  lässt. 

Es  sei  G  eine  endliche  continuirliche  primitive  Gruppe  des  Bn 
und  es  sei,  wie  wir  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  annehmen 
können,  der  Coordinatenanfang  dieser  Gruppe  gegenüber  ein  Punkt 
von  allgemeiner  Lage.  Die  Gruppe  enthält  dann  in  der  Umgebung 
des  Coordinatenanfangs  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

[8)  p,-] ,  p2-\ ,  '  --y  Pn-] 

[von  nullter  Ordnung  in  den  ic,  ferner  Aj  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keine  von  zweiter 
oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt,  endlich  überhaupt  Xk  un- 
abhängige infinitesimale  Transformationen  von  /c*^^  Ordnung,  aus  denen 
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sich  keine  von  (Je  +  1)*"  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 
Da  die  Gruppe  endlich  ist,  giebt  es  überdies  eine  endliche  positive 
ganze  Zahl  s  ^  1  von  solcher  Beschaffenheit,  dass  die  Gruppe  zwar 
noch  infinitesimale  Transformationen  von  s*®'^  Ordnung  enthält,  dagegen 
keine  von  (s  +  ly^""  oder  höherer  Ordnung  (s.  Abschn.  I,  Kap.  11). 

Gelingt  es  uns  nun  nachzuweisen,  dass  die  Zahl  5  bei  keiner  pri- 
mitiven Gruppe  des  Bn  eine  blos  von  der  Zahl  n  abhängige  obere 
Gränze  überschreiten  kann,  so  ist  damit  zugleich  bewiesen,  dass  die 
Gliederzahlen  der  primitiven  Gruppen  des  Bn  eine  blos  von  der  Zahl 
n  abhängige  obere  Gränze  nicht  überschreiten  können,  denn  eine  Gruppe 
des  Bn,  bei  der  die  Zahl  s  nicht  grösser  ist  als  die  endliche  positive 
ganze  Zahl  m,  enthält  offenbar  höchstens  soviele  Parameter,  wie  die  all- 
gemeinste ganze  Function  m*®""  Grades  von  n  Veränderlichen. 

Um  nun  zu  einer  solchen  oberen  Gränze  für  die  Zahl  s  zu  ge- 
langen, betrachten  wir  zunächst  die  infinitesimalen  Transformationen 
gter  Ordnung: 

(9)  z/t-.-x^y 

der  Gruppe.  Da  wir  s  offenbar  grösser  als  1  voraussetzen  können, 
sind  diese  infinitesimalen  Transformationen  paarweise  vertauschbar 
und  erzeugen  eine  Aa-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gruppe: 


(10) 


die  von  allen  infinitesimalen  Transformationen  erster  bis  s*®^  Ordnung 
von  a  erzeugt  wird  (s.  Abschn.  I,  S.  263  und  S.  264,  Satz  9). 

•   Wäre  die  Gruppe  (9)  transitiv,   so  wäre  sie  nach  S.  301,  Satz  2 
einfach  transitiv  und  mit  der  Gruppe: 

gi  .  .  .  g« 
aller  Translationen  des  Bn  ähnlich,  zugleich  verwandelte  sich  die 
Gruppe  (10),  in  der  (9)  als  invariante  Untergruppe  enthalten  ist,  bei 
Einführung  der  neuen  Veränderlichen  2/i  •  •  •  2/«  i^  ^^^^  lineare  Gruppe 
des  Bn.  Hieraus  würde  zunächst  folgen,  dass  die  Gruppe  (10)  höch- 
stens n  (n  +  1)  Parameter  enthielte  und  also  G  selbst  höchstens 
w(w  +  2)  Parameter.  Ausserdem  würde  sich  ergeben,  dass  s  den 
Werth  2  hätte.  Wäre  nämlich  s  >  2,  so  wären  die  infinitesimalen 
Transformationen  s*«"^  und  (s—l/«'^  Ordnung  der  Gruppe  (10)  paarweise 


X,mf 

. . .  xilV 

Z.(^)/^ 

. . .  x^Sf 

X/'-»^ 

•  •  A-lf 

x/V     . 

. .  xi:y, 
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vertauschbar,  die  Gruppe  (10)  enthielte  also  miodestens  eine  infini- 
tesimale Transformation,  die  von  den  Transformationen  (9)  unabhängig 
und  mit  ihnen  allen  vertauschbar  wäre;  das  aber  ist  unmöglich,  denn 
es  giebt  im  Bn  keine  lineare  infinitesimale  Transformation,  die  mit 
allen  Translationen  dieses  Raumes  vertauschbar  ist,  ohne  selbst  eine 
Translation  zu  sein. 

Der  Fall,  dass  die  Gruppe  (9)  transitiv  ist,  braucht  demnach  gar 
nicht  weiter  berücksichtigt  zu  werden. 

Ist  die  Gruppe  (9)  intransitiv,  so  giebt  es  unter  den  A«  Glei- 
chungen : 

(11)  x/V=o,...,xi;'/-=o 

weniger  als  w,  etwa  gerade  m  von  einander  unabhängige,  die  Glei- 
chungen (11)  bestimmen  daher  ein  m-gliedriges  vollständiges  System, 
und  da  die  Gruppe  (9)  in  der  Gruppe  (10)  invariant  ist,  so  bleibt 
dieses  vollständige  System  ofi'enbar  bei  der  Gruppe  (10)  invariant. 
Ferner  ist  klar,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  s*^^  und 
{s  —  1)*®^  Ordnung  von  (10)  wieder  eine  invariante  Untergruppe  von 
(10)  erzeugen,  es   ergiebt  sich  also,  dass  auch  die  Gleichungen: 

jx/^)/«    =0,...,  xi:V    =0 

ein  bei  der  Gruppe  (10)  invariantes  vollständiges  System  bestimmen. 
Wäre  nun  das  vollständige  System  (12)  auch  blos  w«-gliedrig,  wären 
also  die  Gleichungen: 

(13)  Xi('-Y=o, ...,  xi:i;V=o 

sämmtlich  eine  Folge  der  Gleichungen  (11),  so  würden  die  Ausdrücke: 

(P.+  -- ■,  x,<-')f) ■■■{p,  +  ---,  xl;'/-) 

(v=l...n), 

die  sich  offenbar  aus  den  infinitesimalen  Transformationen: 

linear  ableiten  lassen,  sämmtlich  vermöge  (11)  verschwinden,  das 
m-gliedrige  vollständige  System  (11)  gestattete  daher  nicht  blos  die 
infinitesimalen  Transformationen  (10),  sondern  auch  die  Transformatio- 
nen (8),  das  heisst  es  gestattete  die  ganze  Gruppe  (r;  die  Gruppe  G 
wäre  demnach  gegen  unsre  Voraussetzung  imprimitiv. 

Befinden  sich  daher  unter  den  Gleichungen  (11)  gerade  m<n 
von  einander  unabhängige,  so  befinden  sich  unter  den  Gleichungen 
(12)  mindestens  m  +  1  von  einander  unabhängige. 
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Ist  das  vollständige  System  (12)  noch  nicht  w-gliedrig  und  ist 
s>2,  so  kann  man  noch  weiter  gehen.  Dann  bestimmen  nämlich 
die  Gleichungen: 


(14) 


XMf  =  0,    T,(— ly  ==  0,   x/^-2)/'  ==  0 


1  .  .  .  ;.„;  k=l 


K-2) 


wieder  ein  vollständiges  System,  das  bei  der  Gruppe  (10)  invariant 
bleibt.  Wären  nun  die  Gleichungen  (14)  alle  eine  Folge  von  (12), 
so  müssten  die  Ausdrücke: 

sämmtlich  vermöge  (12)  verschwinden,  das  vollständige  System  (12) 
bliebe  daher  bei  der  ganzen  Gruppe  G  invariant,  G  wäre  also  wieder 
gegen  unsre  Voraussetzung  imprimitiv.  Demnach  können  wir  schliessen, 
dass  sich  unter  den  Gleichungen  (14)  mindestens  eine  befindet,  die 
keine  Folge  von  (12)  ist. 

Fährt  man  in  dieser  Weise  fort,  so  findet  man  schliesslich  Fol- 
gendes: Ist  die  Zahl  s,  die  zu  der  primitiven  Gruppe  G  gehört,  grösser 
als  w,  so  giebt  es  unter  den  Gleichungen: 


(15) 


(*•) 


z/Y       =0, 


Z,(^' 


')/•     =0, 


X^^s-n  +  l)f=0, 


=  0 
=  0 


•7    ^^s  —  n  +  l' 


stets  n  von  einander  unabhängige. 

Nunmehr  ist  es  leicht  eine  obere  Gränze  anzugeben,  die  von  der 
Zahl  s  sicher  nicht  überschritten  wird;  die  Gränze,  die  wir  meinen, 
ist  der  Werth:  s  =  2n  -\-  1. 

Wäre  nämlich  s>  2n  +  1,  so  wäre:  2{s  —  n)  —  1  >5,  die  infinitesi- 
malen Transformationen  (s  —  ??)*^''  und  höherer  Ordnung  der  Gruppe 
(10)  wären  also  nach  Abschn.  I,  S.  264,  Satz  9  paarweise  vertauschbar 
und  erzeugten  eine  Gruppe.  Da  es  solcher  infinitesimaler  Transfor- 
mationen mindestens  n  -\-  \  von  einander  unabhängige  giebt,  so  wäre 
diese  Gruppe  mindestens  (w -f- l)-gliedrig,  sie  müsste  andrerseits  tran- 
sitiv sein,  weil  sich,  wie  oben  gezeigt  wurde,  schon  unter  den  Glei- 
chungen (15)  gerade  n  von  einander  unabhängige  befänden.  Aber  das 
ist  unmöglich,  denn  nach  Satz  2,  S.  301  ist  eine  transitive  Gruppe 
des  Bnj  deren  Transformationen  paarweise  vertauschbar  sind,  gerade 
w-gliedrig,  folglich  kann  s  niemals  >  2w  -(-  1  sein. 
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Wir  sprechen  dieses  Ergebniss  in  einem  Theoreme  aus: 

Theorem  23.  Eine  endliche  contimiirliche  primitive  Gruppe 
des  Bn  enthält  in  der  Umgehung  eines  Punlctes  x^^.-.Xn^  von  all- 
gemeiner Lage  niemals  infinitesimale  Transformationenj  deren 
Ordnung  in  den  Xy  —  xj^  grösser  ist  als  2n-\-l,  die  Gruppe  hat 
daher  sicher  nicht  mehr  Parameter  als  die  allgemeinste  ganse 
Function  (2n  +  1)'^"  Grades  von  n  Veränderlichen. 

Man  könnte  aus  den  eben  durchgeführten  Entwicklungen  noch 
einige  andere  Sätze  ableiten,  zum  Beispiel  ist  leicht  zu  sehen,  dass 
immer,  wenn  es  unter  den  Gleichungen  (11)  gerade  n  —  m  von  ein- 
ander unabhängige  giebt,  die  Zahl  s  nicht  grösser  sein  kann  als 
2m  +  3.  Wir  wollen  uns  aber  mit  dem  Theoreme  23  begnügen, 
denn  dieses  Theorem  zeigt  doch  wenigstens,  dass  die  Gliederzahlen  der 
primitiven  Gruppen  des  Rn  eine  gewisse  Gränze  nicht  überschreiten 
können,  und  das  ist  vorläufig  genug.  Aber  auch  nur  vorläufig,  denn 
es  liegt  auf  der  Hand,  dass  unsre  obere  Gränze  für  die  bewussten 
Gliederzahlen  noch  viel  zu  hoch  gegriffen  ist,  die  wirkliche  Gränze  ist 
sie  nicht  einmal  für  n  =  1.  Mit  der  Zeit  wird  es  unzweifelhaft  ge- 
lingen, aucb  für  beliebiges  n  die  wahre  Gränze  anzugeben  und  da 
wird  sich  aller  Wahrscheinlichkeit  nach  herausstellen,  dass  eine  primi- 
tive Gruppe  des  Bn  niemals  mehr  als  n(n  -\-  2)  Parameter  enthalten 
kann  und  dass  die  zugehörige  Zahl  s  höchstens  gleich  2  ist. 

Da  wir  uns  einmal  darauf  eingelassen  haben,  Vermuthungen  auf- 
zustellen, so  mag  hier  gleich  noch  eine  andre  Vermuthung  ausgesprochen 
werden. 

Wir  haben  gesehen,  dass  jede  primitive  Gruppe  eines  Raumes  von 
n  ^3  Dimensionen  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  kann,  dass 
ihre  infinitesimalen  Transformationen  den  Veränderlichen  nur  solche 
Zuwachse  ertheilen,  die  ganze  rationale  Functionen  der  Veränderlichen 
sind.  Es  ist  zu  vermuthen,  dass  dieses  Gesetz  nicht  blos  auf  die  ge- 
nannten Räume  beschränkt  ist,  sondern  überhaupt  für  Räume  von 
beliebig  vielen  Dimensionen  gilt.  Im  Falle  w  =  4  hat  sich  diese  Ver- 
muthung bereits  bestätigt. 
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Kapitel   17. 
Gruppen  des  Rn  mit  einer  invarianten  Grleichung  von  der  Form: 

1 . . .  ra 

Xj  fkvipc^  .  .  .  Xr)  dXkdXy  =  0  . 

kv 

Wenn  eine  Gruppe  des  E„  eine  Differentialgleichung  zweiten 
Grades: 

1 .  ■  .n 

(1)  ^    fkv  {X^   ^  .  .  Xn)  clXkdXr  =  0        (4r  =  fvk^ 

kv 

mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante  invariant  lässt,  so 
besitzt  sie  offenbar  die  folgende  Eigenschaft:  hält  man  einen  Punkt 
x^^. .  .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  werden  die  oo"—^  Richtungen: 
x{ '.  X2  :  •  •  •  :  Xn  durch  diesen  Punkt  bei  den  noch  übrig  bleibenden 
Transformationen  der  Gruppe  derart  transformirt,  dass  die  Gleichung 
zweiten  Grades: 

l...n 

(2)  ^f,,(x,'  ...x,!>)x^x:=Q 

kv 

invariant  bleibt  (vgl.  Abschn.  I,  Kap.  28);  hier  hat  natürlich  die  Deter- 
minante : 

einen  von  Null  verschiedenen  Werth. 

Wir  wollen  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  eine  gewisse  Kategorie 
von  Gruppen  dieser  Art  untersuchen,  wir  wollen  nämlich  alle  con- 
tinuir liehen  Gruppen  von  Punkttransformationen  des  Bn  bestimmen, 
die  eine  Differentialgleichung  von  der  Form  (1)  invariant  lassen  und 
dabei  so  beschaffen  sind,  dass  die  oo«~^  Richtungen:  x^:  -  •  -  :  Xn  durch 
jeden  festgehaltenen  Punkt  x^  .  .  .  xj^  von  allgemeiner  Lage  in  mög- 
lichst allgemeiner  Weise  transformirt  werden,  das  heisst  in  so  allge- 
meiner Weise,  als  es  die  Invarianz  der  Gleichung  (2)  zulässt*).  Wir 
werden  sehen,  dass  für  n>  2  alle  continuirlichen  Gruppen  von  dieser 
Beschaffenheit  endlich  sind  und  auf  bestimmte  einfache  Normalformen 
gebracht  werden  können. 


*)  Die  hiermit  bezeichnete  Aufgabe  ist  zuerst  von  Lie  gestellt  und  erledigt 
worden  und  zwar  auf  dem  Wege,  der  im  Folgenden  auseinandergesetzt  wird 
(s.  Arch.  for  Math,  og  Naturvid.  Bd.  X,  S.  389  ff.,  Kristiania  1885).  Auf  den  Zu- 
sammenhang dieses  Problems  mit  dem  berühmten  Riemann sehen  Satze  über 
Differentialausdrücke  zweiten  Grades  kommen  wir  später  zu  sprechen. 
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Der  erste  Theil  dieses  Ergebnisses,  nämlich  der  Satz,  dass  die 
betreffenden  Gruppen  alle  endlich  sind,  ist  ein  besonderer  Fall  eines 
allgemeinen  Satzes,  den  wir  in  dem  Schlussparagraphen  des  Kapitels 
ableiten  werden.  In  §  77  zeigen  wir  nämlich,  dass  überhaupt  jede 
continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  i?„,  die  eine  in 
den  dXv  homogene  Gleichung  von  der  Form: 

F(x^  . . .  Xny  dx^  .  .  .  dXn)  =  0 
invariant  lässt,  im  Allgemeinen  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von 
Parametern  abhängt,  sobald  die  Gleichung  in  den  dXy  nicht  linear  ist. 

§  72. 

Wir  suchen  also  jetzt  zunächst  alle  continuirlichen  Gruppen  des 
Bn,  die  eine  Gleichung  von  der  Form  (1)  invariant  lassen  und  die 
vorhin  angegebenen  Eigenschaften  besitzen. 

Der  Einfachheit    wegen   nehmen    wir    wie    gewöhnlich   an,    dass: 
x^  =  x.^  =  '  '  '  --^^  Xn  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.    Ausser- 
dem aber  wollen  wir  noch  voraussetzen,  dass  die  zum  Punkte:  x^=--' 
=^  Xn^  =  0  gehörige  Gleichung  (2)  die  einfache  Form: 
(3)  x;'  +  .  .  .  +  ^/2  _  0 

besitzt.      Diese  Voraussetzung  können   wir    verwirklichen,    indem    wir 
durch  eine  lineare  homogene  Transformation: 


(4)  X,  =^ 


UkvXv      {k  =  l...n) 


an  Stelle  der  Xk  die  neuen  Veränderlichen  Xk  einführen-,  an  die  Stelle 
der  Xk    treten  ja  dann  die  Grössen: 


-^ 


Xk  =  ^  KkvXv       (^  =  1  •..»), 
1 

durch  geeignete  Wahl  der  Transformation  (4)  können  wir  daher  immer 
erreichen,  dass  die  Gleichung: 

^frk{0...0)XkX:^0 
'      kv 

die  Form  (3)  erhält. 

Nach  Abschn.  I,  Theor.  109,  S.  603  ordnet  jede  der  gesuchten 
Gruppen  dem  Punkte;  x^==^Q,...yXn=^0  eine  gewisse  lineare  homogene 
Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^  .  . .  Xn  zu  und  diese  lineare  Gruppe 
giebt  an,  in  welcher  Weise  die  oo'*-^  Richtungen:  ic/:  -  ■  -  :  Xn  durch 
den  Punkt:  a^^  =  0,  .  .  .,  a;„  =  0  transformirt  werden,  sobald  man  den 
betreffenden    Punkt   festhält.      Wir   müssen    daher    vor    allen    Dingen 
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untersuchen,  was  für  lineare  homogene  Gruppen  im  vorliegenden  Falle 
auftreten  können. 

Die  allgemeinste  lineare  homogene  Gruppe,  bei  der  die  Gleichung 
(3)  invariant  bleibt,  wird  von  den  ''  ^^'  ~  ^^  +  1  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen: 

(5)  äj/jP/  —  a^/i?;,       Xl^^  + 1-  a;«>/       (r ,  i  =  1  .  .  .  n) 

erzeugt.  Unter  ihren  infinitesimalen  Transformationen  giebt  es  eine, 
aber  auch  nur  eine,  bei  der  alle  c5o«-i  Richtungen:  x^'.'r-'.Xn  in 
Ruhe  bleiben.     Demnach  ist  klar,  dass  die  genannte  Gruppe  die  oo'»-^ 

Richtungen  durch  den  Punkt:  o^i  =  •  •  •  =  a;„  =  0  — -^^^  -  gliedrig 
transformirt. 

Nun  soll  die  dem  Punkte:  a^^  =  0,  .  .  .,  a?;,  =  0  zugeordnete  lineare 
homogene  Gruppe  so  beschaffen  sein,  dass  sie  die  Gleichung  (3)  in- 
variant lässt  und  dabei  die  Richtungen  xl\-"\Xn  in  möglichst  allge- 
meiner Weise,  das  heisst  also  *^^=-i^ - gliedrig  transformirt.  Folglich 
sind  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  ist  die  betreffende  lineare  homogene 
Gruppe  mit  der  Gruppe  (5)  identisch  oder  sie  ist  eine  ^^~— -glied- 
rige  Untergruppe  von  (5). 

Im  zweiten  Falle  darf  die  dem  Punkte:  rr^  =  0,  .  .  .,  rr«  =  0  zuge- 
ordnete lineare  homogene  Gruppe  natürlich  die  infinitesimale  Trans- 
formation:   x^i\-{ +  x'nPn    nicht    enthalten,    sie    ist    daher    von 

— \ — 2 —  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 

Xv'Pk—  XkPv  +  (lrk{ODiPi   +   ...   4-  XnPn) 
(k,  v  =  l.  ..n) 

erzeugt,  wo  a^k  =  —  ükv  eine  Constante  bezeichnet.  Ist  w>2,  so  er- 
kennt man  durch  Combination  sofort,  dass  alle  a^j^  verschwinden,  ist 
dagegen  n  =  2,  so  braucht  die  Constante  «1,2  nicht  zu  verschwinden, 
sie  kann  vielmehr  jeden  beliebigen  Werth  haben.  Auch  sonst  besteht 
zwischen  n  =  2  und  w  >  2  ein  sehr  wesentlicher  Unterschied.  Wäh- 
rend nämlich  für  n  >  2  alle  Gruppen  des  Bn  von  der  hier  verlangten 
Beschaffenheit  endlich  sind,  giebt  es  für  w  ==  2  auch  unendliche  Grup- 
pen, die  unsre  Forderung  erfüllen. 

Wir  werden  deshalb  den  Fall  n  =  2  vorläufig  ausschliessen,  doch 
wollen  wir  in  einem  besondern  Paragraphen  auch  die  endlichen  con- 
tinuirlichen  Gruppen,  die  unter  diesen  Fall  gehören,  aufstellen;  wir 
können  das  sehr  leicht,  da  wir  bereits  alle  endlichen  continuirlichen 
Gruppen   der   Ebene   bestimmt   haben   (s.  Kap.  4).     Dagegen    werden 
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wir  die  unendlichen  continuirlichen  Gruppen,  die  im  Falle  n  =  2  auf- 
treten, erst  später  kennen  lernen,  wenn  wir  alle  unendlichen  continuir- 
lichen Gruppen  der  Ebene  aufstellen. 

Wenn  wir  n  grösser  als  2  voraussetzen,  wie  es  von  jetzt  ab  bis 
auf  Weiteres  geschehen  soll,  so  giebt  es  nach  dem  Vorhergehenden 
nur  zwei  lineare  homogene  Gruppen,  die  dem  Punkte:  Xj^  =  '-  •  =  Xn  =  0 
zugeordnet  sein  können,  nämlich  erstens  die  Gruppe: 

(6)  XvPk  —  XkPv      (»-.*  =  1 ... «) 

und  zweitens  die  Gruppe: 

(5)  XrPk  —  XkPr,     ^i'i?/+  •  •  •   +  XnPn         iv,k=l...n). 

Demnach  können  wir  nunmehr  über  die  Beschaffenheit  der  gesuchten 
Gruppen  Folgendes  aussagen: 

Jede  dieser  Gruppen  enthält  entweder  gerade  ^  ^^  ~  -^  oder  ge- 
rade  — —~^ h  1  solche  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 

von  erster  Ordnung  in  x^  •  •  -  Xn,  aus  denen  sich  keine  infinitesimale 
Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt. 

In  beiden  Fällen  treten  infinitesimale  Transformationen  erster 

1     .     i 

Ordnung  von  der  Form: 

XkPv  —  XvPk  +   '  '  ■    =  Skv        ('■>  k  =  l...n;  k<v) 

auf,  im  ersten  Falle  nur  diese,  im  zweiten  Falle  kommt  aber  noch 
die  infinitesimale  Transformation: 

^iPl   -\ h  XnPn   -I =    U 

hinzu.  Die  weggelassenen  Glieder  sind  hier  jedesmal  von  zweiter  oder 
noch  höherer  Ordnung  in  x^^  . .  .  x^. 

Da:  x^  =  0,  .  .  .,  Xn  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so 
kommt  jedenfalls  auch  eine  infinitesimale  Transformation  von  nullter 
Ordnung  in  Xj^  .  .  .  Xn  vor,   etwa: 

^llh   H \-^nPn-\ , 

WO  natürlich  A^  .  .  .  A„  nicht  alle  verschwinden  dürfen  und  wo  die  weg- 
gelassenen Glieder  von  erster  oder  höherer  Ordnung  in  x^^  .  .  .  Xn  sind. 
Durch  Combination  mit  den  Sik  erkennt  man  jedoch  sehr  leicht,  dass 
n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ordnung  von 
der  Form: 

i>v  +  •  •  '  =  -Pr        (V  =  1  .  .  .  n) 

auftreten.  Nach  Abschn.  I,  S.  217,  Satz  5  sind  also  die  gesuchten 
Gruppen  sammt  und  sonders  transitiv. 

Ueber  die  infinitesimalen  Transformationen  nullter  und  erster  Ord- 
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nung,  die  vorkommen  können,  sind  wir  jetzt  im  Reinen;  es  bleibt  noch 
zu  untersuchen,  welche  Form  die  etwa  auftretenden  infinitesimalen 
Transformationen  zweiter  und  höherer  Ordnung  haben. 

Wenn  eine  der  gesuchten  Gruppen  die  infinitesimale  Transforma- 
tion zweiter  Ordnung: 

1 ..  .n 

^=^  hrkjXtXkPj  +  •  •  •    (htkj^htj) 

rkj 

enthält,  so  muss  sie  auch  die  Transformation  erster  Ordnung: 

l...n 

(7)  (P.>F)  =  2^6.,,,«,i,,  +  ... 

kj 

enthalten;  folglich  müssen  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  in  (7)  ent- 
weder aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  der  Sik  allein  oder  aus  den 
Gliedern  erster  Ordnung  der  Transformationen  Sik  und  U  linear  ab- 
leiten lassen.     Hieraus  ergiebt  sich,  dass  Relationen  von  der  Form: 

(8)  hrkj  +  hrjk  =  0       {k^j) 

bestehen  müssen  und  ausserdem  solche  von  der  Form: 

(9)  hrkk  =  'bvvvj 

wo  die  Coefficienten  h^kk  natürlich  sämmtlich  verschwinden,  wenn  ü 
nicht  in  der  Gruppe  vorkommt. 

Sind  die  Zahlen  v,  7c,  j  alle  drei  von  einander  verschieden,  so  er- 
giebt sich  aus  (8)  durch  Vertauschung  der  Zeiger: 

^vkj  =  —  ^vjk  =  —  hvk  =  hkv   = 
=  hkjv  ==  —  ^kvj  =  —  ^vkj, 

also  brij  =  0.  Die  einzigen  unter  den  Coefficienten  hkjj  die  nicht  zu 
verschwinden  brauchen,  sind  demnach  die  mit  mindestens  zwei  gleichen 
Zeigern,  nämlich: 

Kkk^     bkvkf     ^kkv 

Dabei   ist,    wie   wir  wissen,  h^kk  =  ^kvk  und   ausserdem  gelten  wegen 

(8)  und  (9)  die  Gleichungen: 

hkv  ==   —  hvk  =    —   Kkk  =   —  &vrv        ("+  ^-^ 

SO  dass  nunmehr  alle  möglicherweise  nicht  verschwindenden  Coeffi- 
cienten hvkj  durch  die  h^^'v  ausgedrückt  sind. 

Enthält  die  gesuchte  Gruppe  die  Transformation  U  nicht,  so  sind 
nach  dem  Frühern  alle  byw  =  0,  es  verschwinden  daher  überhaupt 
alle  hvkj]   die  Gruppe   enthält  alsdann    gar  keine  infinitesimale  Trans- 
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formation  von  zweiter  Ordnung  in  den  x  und  ebensowenig  solche  von 
höherer  Ordnung,  das  heisst  sie  enthält  blos  die 

n{n  —  1)        n  (w  +  1) 
^  +  ~T7¥-  =     1.2 

unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  P^,  S^k- 

Kommt  dagegen  TJ  in  der  Gruppe  vor,  so  können  infinitesimale 
Transformationen  zweiter  Ordnung  auftreten,  und  zwar  hat  jede  der- 
artige Transformation  die  Form: 

n  n  n  n 

111  1 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  dritten  und  von  höherer  Ord- 
nung in  x^  . ,  .  Xn  sind.  Nun  aber  bekommt  man,  wenn  r,  h,  j  drei 
verschiedene  Zahlen  sind; 

n 

1 

(/S^y,   hkVt  —  lrVk-\ )  =  h^Vj  +  •  •  ♦, 

wenn  daher  eine  der  verlangten  Gruppen  überhaupt  eine  infinitesimale 
Transformation  von  zweiter  Ordnung  enthält,  so  kommen  in  ihr  alle 
n  Transformationen: 


1  1 

vor;  in  jeder  andern  infinitesimalen  Transformation  von  zweiter  Ord- 
nung, die  der  Gruppe  angehört,  lassen  sich  die  Glieder  zweiter  Ord- 
nung aus  den  Gliedern  zweiter  Ordnung  von  F^  .  .  .  Vn  linear  ableiten. 

Durch  paarweise  Combination  von  F^  . .  .  F„  ergeben  sich  keine 
infinitesimalen  Transformationen  von  dritter  Ordnung,  denn  die  Glieder 
dritter  Ordnung  in  der  Reihenentwicklung  von  (FrFt)  verschwinden 
identisch.  Trotzdem  wäre  es  denkbar,  dass  in  einer  der  gesuchten 
Gruppen  auch  infinitesimale  Transformationen  dritter  Ordnung  auf- 
träten. 

Es  sei: 


eine  solche  infinitesimale  Transformation  dritter  Ordnung,  l^^^) .  . .  |,/^) 
seien  die  in  ihr  vorhandnen  Glieder  dritter  Ordnung.  Durch  Com- 
bination mit:  Pt  -{-  •  '  '  ergiebt  sich  eine  infinitesimale  Transformation 
von  zweiter  Ordnung,  die  ebenfalls  der  Gruppe  angehört,  folglich 
müssen  die  ^v^^^   eine  Bedingung  von  der  Form: 
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1  *  1  '^  i  1  ^ 


"  02fc(3)  ^"^  "^ 

2   dx    Ix.   ^'  ^  ^^^rk  (XkPj  -  XjPk)  +  2arJ^-X,Pr] 


erfüllen.    Differentiiren  wir  diese  Gleichung  nach  %,  so  bekommen  wir: 

vertauschen  wir  hier  r  und  j,  die  wir  als  von  einander  verschieden 
annehmen  wollen,  so  darf  sich  nichts  ändern,  also  ergiebt  sich: 

CCtk  =  CCjk  =0       (k^t,j)^         art   +  CCjj  =  0 

das  heisst,  es  verschwinden  überhaupt  alle  Coefficienten  a,  denn  für 
X  und  j  können  ja  zwei  ganz  beliebige  unter  den  Zahlen  1  ,  .  .  n  gesetzt 
werden. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  alle  Differentialquotienten  der  |^,(^)  ver- 
schwinden, wegen  der  Relation: 


2r-S:-^^' 


(3) 

verschwinden  daher  auch  die  l^^^^  selber.  Kurz,  die  gesuchten  Grup- 
pen enthalten  niemals  infinitesimale  Transformationen  von  dritter  Ord- 
nung und  ebensowenig  solche  von  höherer. 

Fassen  wir  die  bisherigen  Ergebnisse  zusammen,  so  können  wir  sagen: 

Lässt  eine  continuirliche   Gruppe  des  n-fach   ausgedehnten   Baumes 
in  >  2)  eine  Differenüalgleiehung  von  der  Form : 

l...n 

(1)  ^   fkr  (iCi  .  .  .  Xn)  dXk  dXy   =  0 

kv 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  und  ist  sie  ausserdem 
so  heschaffen,  dass  die  Richtimgen  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt  werden^  so 
kann  man  stets  durch  geeignete  Wahl  der  Veränderlichen  x^  .  . .  Xn  erreichen^ 
dass  die  Gruppe  in  der  Umgehung  des  Punktes  x^  =  0 , .  . .  Xn  =='  0  von 
allgemeiner  Lage  die  folgenden  infinitesimalen  Transformationen  enthält: 
Erstens  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  nullter  Ord- 
nung von  der  Form: 

Pv  =  Pv-\-  •  '  '      iv  =  l...n), 

Zweitens  entweder  Vli^J^1-J  infinitesimale  Transformationen  von  der 

1       .      A 

Form: 

oder   — T" TT     -\-  1  solche  von  der  Form: 
1  .  A 
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Skr  =  XkPv  —  XvPk  +   •  •  •,     U=  X^2\  +   •  •  •  +  ^nPn    +    •  '  ' 
ik,  r=  1  ..  .  w;  k<v). 

Tritt  der  erste  dieser  heiden  Fälle  eiuj  so  enthält  die  Gruppe  Jceine 
infinitesimale  Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung;  tritt 
dagegen  der  zweite  Fall  ein,  so  enthält  die  Gruppe  entweder  keine  infini-' 
tesimalen  Transformationen  zweiter  Ordnung  oder  sie  enthält  deren  gerade 
n  unabhängige  von  der  Form: 

n  n 

Vv  =  2Xr^^XkPk  —^  OCk^  -Pv  +   ■  "       0'=  1  •  •  •  n)  . 
1  1 

Infinitesimale  Transformationen  dritter  oder  noch  höherer  Ordnung  hönnen 
auch  hier  nicht  vorJcommen. 

Die  Beschränkung,  dass  in  Skv  das  h  stets  <v  sein  soll,  kann 
übrigens  auch  fallen  gelassen  werden,  nur  muss  dann  immer  Srk  =  —  Skv 
und  also  Skk  =  0  gesetzt  werden,  was  wir  im  Folgenden  thun  wollen. 

Aus  dem  vorhin  Gesagten  ergiebt  sich,  dass  blos  drei  verschie- 
dene Fälle  zu  unterscheiden  sind:  jede  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 

^  fyi ][  "\  fi  (n  1  ^ 

schaffenheit  ist  entweder  von  n  -\ ^^:j — -^  oder  von  n  -j ^        ^  +  1 

oder  von   oi  -\ ^ \-  l-\-n  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 

mationen  erzeugt.  Demnach  giebt  es.  sobald  n^  2  ist,  sicher  heine 
unendliclie  continuirliche  Gruppe ,  die  unsre  Forderungen  erfüllt.  Das 
ist  an  und  für  sich  schon  ein  beachtenswerthes  Ergebniss. 

Wir  werden  jetzt  die  drei  Fälle,  auf  die  wir  geführt  worden  sind, 
einzeln  behandeln. 

§  73. 

Zuerst  suchen  wir  alle  Gruppen,  die  von  gerade:  n  -\ V^^    +  ^ 

unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 

77. 

(10) 

Skv   =  OCkPv  —  OCvPk  +  •  •  • 
Qi,k,v=l...n;   Sf.^  +Ä,,^,  =  0) 

erzeugt  sind. 

Zwischen  den  Skv  und  U  bestehen  offenbar  Relationen  von  der 
Form: 

(^SkvU)  ==0,    (Skv  Sj  u)  =  £vjSk/n  —   £vfiSkj  —   EkjSvjLi  -\-  £k/nSrj 
{k,  v,j\  ^  =  1.  ..n), 

wo  £vj  für  v=j  den  Werth  1,  für  v=^j  den  Werth  0  besitzt. 
Ferner  ist: 

Lie,  Theorie  der  Transformationagruppen.    III.  21 


(11)  \ 
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n  —  1        n 
1      k-\-\ 

also,  wenn  wir  die  rechte  Seite  als  neues  P^,  einführen: 

(12)  (P,LO  =  P,.     C"  =  i..-0. 

Um  nunmehr  die  Coefficienten  ßj,^  und  ß  in  der  Gleichung: 

n  —  1        n 
(P„  Sj,)  =  £„.  Pr  -  ^^rPj  +^  ^  ^,.,Ä„  +  |3  er 

zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Identität: 

((P^S,,)  U)  +  ({Sj,  Ü)F,)  +  ((UP,)Sj,)  =  0, 
die  wegen  (11)  und  (12)  die  Form: 

((p,Sj;)V)  =  iP,Sj;) 

erhält;    demnach  sind  alle  ßkvj  ß  gleich  Null  und  wir  haben  einfach: 

(13)  {P^,Sjt)  =  S/^^jP^—   S^,tPj       if',J,t=i...n). 

Jetzt  sind  noch  die  Ausdrücke: 

n  n  —  1        n 

1  1       A '  + 1 

ZU  berechnen.     Zu  diesem  Zwecke  bilden  wir  die  Identität: 

iiP^Pj)  u)  +  {{Pj  ü)  p,)  +  {{up;)  Pj)  =  0 

oder: 

((P,Pj)U)=^2iP,Pj) 
und  finden  so: 

(14)  (P,,P,-)  =  0       Ou,.  =  l...n). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  eine  jede  Gruppe   von   der  Form  (10) 

—z — 2      ~l~  1  infinitesimale  Transformationen  P^,  Skvy   U  enthält,  die 

durch   die  Relationen   (11)  ...  (14)  verknüpft  sind,  also   durch  genau 
dieselben  Relationen,  wie  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe : 


(15) 


i)^M     XkPv  —  XrPky     ^  XtPt 
1 
(^t,  A-,  r  =  1  .  ,  .  m)  , 


die  aus  den  Euklidischen  Bewegungen  und  den  Aehnlichkeitstransfor- 
mationen  des  Bn  besteht.  Auf  Grund  des  Theorems  110,  S.  614  von 
Abschn.  I  können  wir  daher  schliessen,  dass  jede  Gruppe  von  der 
Form  (10)  mit  der  Gruppe  (15)  durch  eine  Punkttransformation  des 
Raumes  x^  .  , ,  Xn  ähnlich  ist. 

Dasselbe    Ergebniss    hätten    wir    übrigens    auch    ohne    die    eben 


Gruppen  mit  einer  invarianten  Gleichung:  Hf^^^dx^dx^^  0.  323 

durchgeführten  Rechnungen   gewinnen   können;   da   nämlich  unter  den 
infinitesimalen  Transformationen  (10)  eine  von  der  Form: 

2^  xtPt  ^ — 
1 

vorkommt,   so   hätten   wir   ohne  Weiteres   das  Theor.  111,  Abschn.  I, 
S.  618  anwenden  können. 


§  74. 


n  {n  —  1) 


Jetzt  suchen  wir  alle  Gruppen,  die  von  gerade  n  -\ — ~ -\-\  -[-n 

infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form: 

{  n 

P/^C    =P^C-] ;  U=^^    X,p,    +     •    .    . 

1 

Skr  =  XkPv  —  XrPk  +   .  •  • 
n  n 

f;,  =  2x^,  ^Xtpt  —  p,u^'x/  H — 
1  1 

erzeugt  sind. 

Zwischen  den    F«  und   den  Skv  und    U  bestehen  augenscheinlich 
Relationen  von  der  Form: 


(16) 


(17)      [ 


(F„ n)  =  0,  (ur,)  =  r,,  (Sj,r,)  =  s,,rj  -  ^,,,7, 

(^<,  k,j  =  l...n). 

Ferner  ist: 

(üSkv)  =  CCkrlVj^  + h   akvn  F"«  , 

also,  wenn  wir  Skv  —  «/tn  Fj  —  •  •  •  —  Kkvn  Vn  als  neues  Skv  einführen: 

(18)  (üSk.)  =  0       (k,v  =  ...n). 

Zur  Bestimmung  der  Coefficienten  ßt  in  den  Gleichungen: 

n 

(SkjS/^i^)  =  £j  1,1  Skv  —  £jvSkf,   —  Sk^uSjv  +    £kvSj/^i  -f-  X f  ßr  Vt 

1 

bilden  wir  die  Identität: 

((S«S„,)  U)  +  {{S,.  U)S,j)  +  ({U8,j)S,,)  =  0, 

deren    zweites   und    drittes   Glied  null    werden;   wir   finden,  dass  alle 
ßt   null  sind,  und  haben  somit  einfach: 

/-jQ\  \\^kj^/.iv)  =^=  ^jjLi^kv  ^jv^kju  ^k/u^jv     |      ^kv^^j/Li 

l  ik,j,n,v=^l...n). 

Jetzt    müssen    wir    noch    die  P^^    so    normiren,   dass   die   übrigen 
Relationen  eine  möglichst  einfache  Form  erhalten. 

21* 
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Es  ist: 

n  —  1       n  n 

(P„  U)  =  P,  +_^  '^y,^s,r-VvU+'2  y.  Vr  , 
1     A+1  1 

führen  wir  daher: 

n  —  1       n  n 

1       k-\-\  1 

als  neues  P^,  ein,  so  bekommen  wir: 

(20)  (P„Cr)  =  P^         (^  =  l...n). 

Ferner  bilden  wir  die  Identität: 

((P.S^.)  V)  +  ((S„.  V)-P,)  +  ((D-P.)'5..)  =  0, 
die  sich  wegen  (18)  und  (20)  auf: 

((P*-S„,)Z/)  =  (P.-S'„.) 
reducirt;   aus  ihr  ergiebt  sich  sofort: 

(21)  (PkS^,,?)  =  Ski^cPv  —   SkrP^c       (*,^,r  =  l...«). 

In  derselben  Weise  liefert  die  Identität: 

((P.  F,.)  ü)  +  ((F.,  U) P,)  +  (iUP,)  F„)  =  0, 
deren  zwei  letzte  Glieder  sich  aufheben,  die  Relation: 

(22)  (P,  Vr)  =  2£,,  f/  +   25,,,         a,v  =  l...n) 

Endlich  zeigt  die  Identität: 

({P,Pr)  ü)   +  {PrPk)  -  {PkPr)  =  0, 

dass  die  Gleichungen: 

(23)  {PkPr)    -0        (Ä:,r=l...n) 

bestehen. 

Jede  Gruppe   von   der   Form  (16)  enthält  demnach  - — 

1    .    ü 

infinitesimale  Transformationen:  P^,  Skv,  ü,  Vj,  die  in  den  Beziehungen: 
(17)  .  .  .  (23)  stehen;  genau  in  denselben  Beziehungen  stehen  aber 
auch  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 


(24) 


Pm,     ^kPv  —  XrPk,     ^  XrPt 
1 
n  n 

2Xj^  XrPr    -  Pj^  Xr\ 


1  1 

aus  dem  schon  oben  benutzten  Theor.  110  auf  S.  614  von  Abschn.  I 
ergiebt  sich  daher,  dass  jede  Gruppe  von  der  Form  (16)  mit  der 
Gruppe  (24)  durch  eine  Punkttransformation  des  Raumes  x^  . .  .  Xn 
ähnlich  ist. 
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Hätten  wir  das  Theor.  111,  Abschn.  I,  S.  618  benutzen  wollen,  so 
wären  wir  zu  diesem  Erojebnisse  ohne  alle  Rechnung  selanst. 

§  75. 
Es  handelt  sich  schliesslich  noch  um  die  Bestimmung  aller  Grup- 
pen,  die  von  gerade  n  -\ ^    ^    ■  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  der  Form: 

[P.  =  ?>.  +  ••• 

(25)  Skv  =  X],pr   —  XrPk    +    •    •   • 

erzeugt  sind  *).    Die  Zahl  n  wird  >  2  vorausgesetzt. 

Von  vornherein   ist  klar,   dass   zwischen   den  Skv  Relationen  von 
der  Form: 


(26) 

l  U,  k,  i-i,  r  =  1  .  .  .7j) 

bestehen,  wo  £ki.i  verschwindet  oder  gleich  Eins  ist,  jenachdem  h  und 
11  verschieden  oder  gleich  sind.  Unter  diesen  Relationen  merken  wir 
uns  die  folgenden  noch  besonders  an: 

(26')  (ßikS\^2)   =  S2kj    {S2kSi^2)   =  —   Sik)     (ßlkSk2)  ==   ^\,  2; 

wo  h  natürlich  grösser  als  2  sein  muss.  x\usserdem  ist  zu  beachten, 
dass  Sjki  mit  zwei  verschiedenen  S  combinirt,  stets  verschiedenes  er- 
giebt,  es  sei  denn,  dass  beide  Male  Null  herauskomme. 

Unser  Bestreben  muss  jetzt  sein,  die  Relationen,  durch  die  jedes 
Py  mit  den  Sjk  und  mit  den  übrigen  P^  verknüpft  ist,  auf  möglichst 
einfache  Formen   zu   bringen.     Wir   werden   das  erreichen,   indem  wir 


*)  Bei  der  Behandlung  dieses  Falles  (im  norwegischen  Archive,  Bd.  X, 
S.  399  ff.,  1885)  sah  sich  Lie  veranlasst,  zwischen  geradem  und  ungeradem  n  zu 
unterscheiden.  Bald  darauf  (1886)  fand  Engel,  dass  diese  Unterscheidung  un- 
nöthig  ist  und  auf  dem  im  Texte  befolgten  Wege  vermieden  werden  kann ;  diesen 
Weg  hat  dann  auch  Lie  in  seinen  Seminarvorträgen  an  der  Universität  Leipzig 
benutzt.  Neuerdings  hat  Killing  ebenfalls  die  Aufgabe  erledigt,  ohne  die  Unter- 
scheidung zwischen  geradem  und  ungeradem  n  einzuführen,  aber  sonderbarer- 
weise erwähnt  er  dabei  Lies  viel  ältere  Lösung  der  Aufgabe  gar  nicht  (s.  Grelles 
Journal,  Bd.  109,  S.  179  ff.,  1892).  —  In  der  citirten  Arbeit  giebt  Herr  Killing 
drei  Begründungen  der  Rie  mann  sehen  Theorie  der  Grundlagen  der  Geometrie. 
Diese  drei  Behandlungen  sind  indess  sehr  wenig  originell,  da  sie  sich  auf  Lip- 
schitzs  und  in  noch  grösserer  Ausdehnung  auf  Lies  Untersuchungen  stützen. 
Herrn  Killings  Behandlung  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems  enthält 
mehrere  grobe  Fehler.  —  Wir  wollen  übrigens  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  die 
folgenden  Rechnungen  auch  für  w  =  2  zur  Bestimmung  aller  Gruppen  von  der 
Form  (25)  führen. 
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die  Py  iu  geeigneter  Weise  normiren,  das  heisst,  indem  wir  an  Stelle 
jedes  Pv  einen  geeigneten  Ausdruck  von  der  Form: 

als  neues  Pv  einführen  (vgl.  Abschn.  I,  S.  610). 
Es  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

n  —  1       n 

1    k-\-l 

71  —  1       n 
1        /t+1 

führen  wir  in  diesen: 

n  —  l        n 

n —  1       n 

P2   +   «1,2/^1,2   +2'^'  ^kj^kj 
'd       k  +  l 

als  neue  P^  und  P^  ein,  so  erhalten  wir: 

n 

(P,  Äi, .)  =       P2  +^-  { «li Sy  +  «w S,i  ] 

3 

(P,S,,2)  =  -  P,  -^-  {^«Sv+  ^2,«2;)  ■ 

3 

Um  eine  noch  grössere  Vereinfachung  zu  erreichen,  setzen  wir: 

n 

3 

n 

P^=P,  +  '2'{l^^iS,i  +  ii,iS,i} 

3 

und  bekommen: 

n 

(P.'  8,,,)  =      P;  +^^  {(«.,-  -la,  -  f.1,)  Sij  + 

3 

+  («2;  +  hj  —  ^2>)  &>  ) 

(P.'Si.,)  =  -  P/-^-  {(/3v  -  hj  +  ii2j)S^j  + 

3 
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Offenbar  können  wir  hier  nicht  alle  Coefficienten  zum  Verschwinden 
bringen,  wir  wählen  daher  die  A  und  ^  so,  dass  die  Gleichungen: 

^2j  +  ^Ij  =  «U;       i^2j  Aiy  ==  a^j       U  =  5  .  ..n) 

erfüllt  werden,  auf  diese  Weise  ergiebt  sich  wenigstens:  (P//Si^ 2)  =  ^2'- 
Lassen  wir  jetzt  noch  die  Striche  weg  und  denken  wir  uns  ausserdem 
Pg  .  .  .  Pn  durch  die  Gleichungen:  (P^Sn)  =  P^  bestimmt,  so  haben 
wir  die  Relationen: 

(p,  5,,,)  =  -  p,  -2j'  (ß^j  ^li  +  ß'^j  ^2i)  • 

3 

Durch  das  angewendete  Verfahren  sind  alle  P  soweit  normirt, 
dass  uns  nur  noch  2  (n  —  2)  willkürliche  Parameter  zur  Verfügung 
stehen;  setzen  wir  nämlich: 


und  daher  den  Relationen  (27)  entsprechend: 

n 

n 

Pk=  (P,Su)  =  Pt+  Q2kS,,2+^^9ljS,J 

3 

so  bekommen  wir: 

n 
3 

das  heisst:  die  Gleichungen  (27)  behalten  bei  Einführung  von  P^  .  .  . 
Pn  ihre  Form,  welche  Werthe  auch  die  Parameter  qu,  q^j  haben 
mögen. 

Um  die  qij  zu  verwerthen,  benutzen  wir  die  l^  —  2  Gleichungen: 

n  —  1       n 
(Pl^20  =  2^'«i?^0-  (^>^). 

aus  denen  sich  ergiebt: 

n 

iP,S,,)  =  {P,  S2,)  -  eu «1,2  +^-  92,-&,-; 

3 

indem  wir  Qik  ==  «1^2  setzen,  erreichen  wir,  dass  die  n — 2  Ausdrücke 
(P^S-ik)  von  /S'1,2  frei  werden. 
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Nicht  so  bequem  lassen  sich  die  Q2fc  verwerthen;  wenn  n>3  ist, 
können  wir  sie  allerdings  benutzen,  um  die  Ausdrücke  {P^S2k)  zu  ver- 
einfachen, ist  aber  n  =  S^  so  geht  das  nicht.  In  diesem  Falle  wird 
nämlich: 

also  hängt  der  Ausdruck  (Pi/S'2,3)  von  ^2,3  gar  nicht  ab,  ja  man  kann 
sich  sogar  leicht  überzeugen,  dass  für  w  ==  3  überhaupt  alle  neun 
Ausdrücke  (PkS/,iv)  von  ^2,3  frei  werden.  Wollen  wir  daher  den  Fall 
n  ==  3  zugleich  mit  dem  Falle  ri  >  3  erledigen,  so  dürfen  wir  die  Q2j 
nicht  zur  Vereinfachung  der  (P^S/^v)  benutzen,  sondern  zur  Verein- 
fachung der  (PkPr). 

Es  besteht  eine  Relation  von  der  Form: 

n  n —  1        n 

(A P.)  =^  «.P.+2 ^i  hjS.j; 

1  1        *+l 

bei  Einführung  der  P  erhält  diese  die  Gestalt: 

n  n  n —  1        n 

{I\P,)  ^^^a,.P,  -  2^-  Q,jFj  +^  2  bijS.j, 

1  '3  1       k-\-i 

durch  geeignete  Wahl  der  Q2j  können  wir  es  somit  dahin  bringen, 
dass  (P^  Pg)  ^^^1  Pq  .  .  .  Pn  frei  wird,  dabei  ist  es  ganz  gleichgültig, 
ob  w  ==  3  oder  >  3  ist. 

Nachdem  wir  auf  diese  Weise  alle  verfügbaren  Parameter  unter- 
gebracht haben,  lassen  wir  die  Striche  über  den  Py  weg;  zwischen 
P^  .  .  .  Pn  und  5i,2,  Ä,3,  .  .  .  Sin  habcu  wir  dann  die  Relationen  (27) 
und  ausserdem  wissen  wir,  dass  alle  (PiS2k)  (A;  >  2)  von  5i,2  frei 
sind,  sowie  dass  (P^P^)  jedenfalls  P^  ,  .  .  Pn  nicht  enthält.  Da  alle 
Pv  vollständig  normirt  sind,  müssen  wir  nunmehr  die  übrigen  Rela- 
tionen zwischen  den  \  \.  infinitesimalen  Transformationen  P^,  Ski 
1  .  j 

durch  Bildung  Jacobischer  Identitäten  erhalten. 

Zunächst  bilden  wir  für  Ic'^  2  die  beiden  Identitäten: 


(28) 


I  ((P,  S,,)  S,,2)  +  Pj.  -  (P,S,,)  =  0 
((P2Sl*)Sl,2)  -  (.P,S,,)  +  P,+ 


3 

Von  diesen  zeigt  die  erste,  dass  (P2S2k)  die  Form  hat: 

n 

(29)  {P,  Su)  =  P,  +^-  (ru  Su  +  y^j  S,j) , 

3 
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dean  der  Ausdruck  ((Pi^2ä:)^i2)  ist  von  den  P^  frei  und  enthält  höch- 
stens solche  S^iyj  bei  denen  ein  Zeiger  gleich  1  oder  gleich  2  ist,  ^1,2 
dagegen  enthält  er  nicht.  Da  von  dem  Ausdruck  {{F^Sik)  Si,^)  das- 
selbe gilt,  so  zeigt  die  zweite  der  Identitäten  (28),  dass  alle  ß^k 
null  sind  und  dass  im  Falle  w  >  3  zugleich  alle  ßij  verschwinden. 
Folglich  hat  der  Ausdruck  für  (^F^Si^^)  die  einfache  Gestalt: 

(27')  (P,S,,,)  =  -P,-^S,,3, 

wo  ß  jedenfalls  dann  gleich  Null  ist,  wenn  w  >  3,  zugleich  erhalten 
die  Relationen  (28)  die  Form: 

(280  ((Pi^2.)^i,2)  =  {{PA,)S,,,)  =  {F,S,,)  -  P,. 

Um   die   yij  und  72;  zu   bestimmen,   bilden   wir  die  beiden  Iden- 
titäten zwischen  Pi,  Sikj  Ä'1,2  und  zwischen:    P2,  ^^2*;  ^,2;  sie  lauten: 

ms,,.)  -  (PA.)  -  (p.s,,)  =  0 

^    '       \((P,S2,)St,2)  +  {P2Sit)  +  {PiS,,)-ß.s,,Si,,  =  0. 
Nun  ist  in  Folge  von  (29): 

n 

{{P.  S.A.)  Ä,.)  =  (P.  Si,.)  +2  (nj  Sv  -  nj  Su) , 

3 

also  ergiebt  sich  aus '(30): 

(P»A2)   =  (Pl<S,,)   +   (P,<Su) 

n 

==\ß  .  ek3  Ä,-}  +  i^J  (72; ^Sj  —  rijS2j)  . 

'6 

Hieraus  folgt: 

n 

3 
nach   (28')   und   (29)   hat   aber   die    linke  Seite   dieser   Gleichung   den 
Werth: 

n 

'2iP,S2k)  -  2P*  --=  2 2^  (yi;Ä\;  +  J'.,*^,), 

mithin  verschwinden  die  y\j  und  y^j  sämmtlich  und  wir  haben: 
I  (P2;S2.)  =  P. 

(31)  (Pi&,)   +  (P2Ä,)  =   (P,^l,2)   =  i^£.3  5l,2 

'  (/fc  >  2)  . 

Jetzt  bilden  wir  die  nachstehenden  Identitäten: 

^        '  U(P*S2.)S.,2)+(PASu)-i^«A3/S'u=0 
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I ((Pi  S,j) S,,)  -  P,  -  (PAk)  =  0 


l((P2Ä*)52*)   ~  Pl   -  ßS,,s  -  (PkS^,)  =  0 

(34)  ((P.A.)  ^2.)  +  i/3f.3^1,2  -  ({PkS2k)Su)  =  0, 

in  denen  natürlich  Ä;  >  2  angenommen  wird. 

Aus  der  ersten  der  Identitäten  (32)  geht  hervor,  dass  (PkS2K)  die 
Form  hat: 

n 

(35)  (P,  Ä,,)  =  -  P^  +^-  (M'i  Äi;  +  hf)S,j)  , 

3 

hier  ist  aber  jedenfalls  hfl  gleich  Null;  da  nämhch  (PiS2{)  von  /S'1,2 
frei  ist,  so  ist  {{PiS2k)Sijc)  von  S2k  frei,  die  erste  der  Identitäten 
(33)  zeigt  in  Folge  dessen,  dass  auch  (PkS^k)  das  ^2*  nicht  enthält. 
Wird  der  Werth  von  {PkS2k)  in  die  zweite  der  Identitäten  (32) 
eingesetzt,  so  kommt: 

{PkSi,)  =  -  Pi  —  ßS,,s  +  ißet.S,,  + 
(36) 


3 

werden  endlich  die  Werthe  von  (PkSik)  und  (P.&zt)  in  (34)  eingesetzt, 
so  ergiebt  sich: 

n 

-  (P1S2O  +  ßs,,S,,2  -  i^£«Ä,2  -  ^JhfJS,j  + 

3 

•  n 

+  iße,,S,,,+  (F,S,,)  -^  hfjS,j  =  0, 

3 

denn  hfH  ist  ja  gleich  Null.     Wir  finden  somit: 

n 

(Pi  Su)  -  (P.  -SiO  =  ßs,,8,,2  -  2^-  hf]S,j, 

3 

also  mit  Benutzung  von  (31): 

n 
3 

da  aber  (Pi/S'2.)   von  /S'1,2  frei  ist,   auch   im  Falle  n  =  3,   so   muss  ß 
auch  im  Falle  n  =  3  verschwinden  und  wir  bekommen: 


(37) 


(P18,,) 


(P^Su) 


•5Cä«, 


(P2Ä2)   =   -   Pu  ,     (P*Ä12)   =0        (*  >  3) . 

Aus  (33)  erhalten  wir  ausserdem  noch: 
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n 
{P,S^,)  =  -  P.   -^J  a   -  ^^j)h^]Sy 

1 

n 

(P»S„)  =  -P,  +^-  (1  -  S,j)  hf]S,j  , 

1 

was  mit  (35)  und  (36)  vergliclien  zeigt,  dass  alle  Jiij  und  alle  /iu- 
verschwinden. 

Dass  auch  alle  hf]  null  sind,  in  denen  7c  und  j  verschiedene 
Werthe  haben,  ist  nicht  schwer  zu  beweisen;  nöthig  ist  das  natürlich 
nur  für  w  >  3. 

Um  den  Nachweis  zu  führen,  bilden  wir  die  Identitäten: 

{{PiS2k)S,,)  +  (PiS,„)  -  {{PiS,,)S,,)  =  0 

((PäSu-)^^)  +  (P2&,,)  -  i{P2S,,)Su)  =  0, 

in  denen  Ic  und  ^  zwei  von  einander  verschiedene  Zahlen  bedeuten, 
die  beide  grösser  als  2  sind.     Wir  finden: 

(P2Ä/t)  ==  ^hkSl/,1  hi/iiSifc 

und  setzen  diese  Werthe  in  die  Identität  zwischen  P^,  P2,  Sk^i  ein, 
was  mit  Berücksichtigung  von  (27)  und  (31)  liefert: 

((P,P,)Ä.^)  +  2h['lP,  -  27Ä'P,,  =  0; 

da  aber  (P1P2)  von  P.^  .  .  .  Pn  frei  ist,  so  enthält  der  Ausdruck 
((Pj P2) 6^/t^)  überhaupt  keine  Glieder  mit  P^  .  .  .  P„,  es  ergiebt  sich 
also : 

Demnach  sind  wirklich  auch  alle  hf]  =  0,  das  heisst,  es  bestehen 
Relationen  von  der  Form: 

f(P,S,,2)=       P„     (PiÄ,)  =  P„     (PiSu)  =  0 

(P2Ä,2)=-P„        {P,S,,)  =  P„       (P2Ä1,)==0 

(38)  {         (Pi&„)  =  (PA^)  =  (P.Ä,2)  =  0 

(PiS..)  =  -  P„     (P*5f2*)  =  -  Pä 

(fc,  /<  >  2;    k^f.i). 

Für  den  Fall  n  =  3  sind  hierin  bereits  alle  Relationen  zwischen 
je  einem  P^  und  je  einem  &^t  enthalten.  Um  diese  Relationen  auch 
für  n  >  3  alle  zu  bekommen,  bilden  wir  die  Identitäten: 

((PiÄ.)^«,.)+   0+0  =  0 

{(PlS,k)Skr)    -Pv    +0  =  0, 
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in  denen  Ic,  ^,  v  irgend  drei  von  einander  und  von  1  verschiedene 
Zahlen  bedeuten;  wegen  (38)  ergiebt  sich  hieraus: 

Damit  sind  die  gewünschten  Relationen  auch  für  w  >  3  sämmtlicli 
bestimmt:  sie  lassen  sich  auojenscheinlich  in  die  einziehe  Gleichunec: 

(39)  {PkS/:iv)  =  SkiiiPv  —  SkvP^c       (^-'  /(,  V  =  1  .  .  .  «) 

zusammenfassen. 

Jetzt  sind  nur  noch  die  Ausdrücke  (PkPv)  zu  berechnen. 
Die  Identität: 

{{PiP2)S,,,) +  0  +  0  =  0 

zeigt,    dass   {P^P^  auch  von  P^  und  P^  frei  ist,  dass   es   also   über- 
haupt kein    P  enthält;  zugleich  ist  klar,  dass  in  {P^P.^  kein   Skj  mit 
einem    Zeiger  1    oder   2    vorkommen   kann,   mit   alleiniger   Ausnahme 
von  ;S'i,2-     Wenn  daher  n  =  3  ist,  so  haben  wir;  {1\P^  ==  «/S'1,2. 
Ist  n  >  3,  so  bilden  wir  die  Identität: 

Wäre  w>4,  so  würde  hieraus  sofort  folgen:  (Pj  Zy  =  a/S'i,2,  im  Falle 
n  =  4  ergiebt  sich  jedoch    blos,  dass 

(40)  (P,P,)  =  aS,,2  +  hS,,, 

sein  muss.  In  dieser  Gleichung  sind  daher  alle  möglichen  Fälle  zu- 
sammengefasst,  wenn  wir  nur  berücksichtigen,  dass  b  für  n  =  3  und 
?«  >  4  stets  null  ist. 

Aus  den  Identitäten: 

((PiP2)Sm)  +  (P.P3)  =  0 

({PlP,)  S2,,)  +  (P,Pi)  =  0 
folgt  nunmehr: 

iP2P3)  =  aS2,3  +  bS,,, 

(P3Pl)  =  «^\l  +   2^>^2,4 

und  demnach: 

0  =  ({p,p,)p,)  +  i(P,p,)p,)  +  ((P3P0P.)  =  -  36P4, 

das  heisst,  h  verschwindet  auch  für  w  =  4. 

Es   ist   also:   {P^P^  =  aSi^2y   schliesslich   zeigen  noch   die  Iden- 
titäten : 

((PiP2)s,,)-(PiPO  =  o 
((PiP.)Si.)-(P,PO  =  o, 

dass  die  Gleichungen: 

{P,P,)  =  aS,„   (P,P,.)=^aS„ 
gelten.     In  den  Gleichungen: 
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(41)  (P,P„)  =  aÄ,^.     (.,.^1....) 

sind  daher  alle  Relationen  zwischen  je  zwei  von  den  1\  enthalten. 

Die  Grösse  a  kann  verschwinden,  braucht  es  aber  nicht. 

Ist  a  =  0,  so  sind  die  "^^^ i^  infinitesimalen  Transformationen 
P,,;  Fk^i  durch  die  einfachen  Relationen: 

^^^^  j       (P'^^Mv)  =  e,,,P,  -  S,rP„     (P,P„)  =  0 

U,    k,    ft,    V  =  l  .  .  .71) 

verknüpft,  also  genau  durch  dieselben  Relationen  wie  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe: 

(43)  2^v,    XkPv  —  XrPk        ('S  -t  -  1  ...  n) 

aller  Euklidischen  Bewegungen  des  P^,.  Nach  dem  Theorem  110  auf 
S.  614  von  Abschn.  I  ist  daher  in  diesem  Falle  die  Gruppe  P,,  Sj,,, 
mit  der  Gruppe  (43)  durch  eine  Punkttransformation  des  Raumes 
x^  ,  .  .  Xn  ähnlich. 

Ist  dagegen  a  +  0,   so   führen  wir  --,  P,,  als   neues  P,  ein  und 

y  a 

haben  dann   zwischen   den  ^^^-±-i)    infinitesimalen    Transformationen 

Pr,  Bh^L  die  Relationen: 

(SjkSiuv)  ==   £k/iiSjr   —   SjjiiSkv  —  SkvSju    +  SjvSk/ii 
C44)  (P,S^;)  =  Sk^P,,   -  SkrP,,     (PkP.)  =   Skr 

U,  k,  /Li,  v  =  l..  .n)  . 

Genau  dieselben  Relationen  bestehen  aber  zwischen  den  infinitesima- 
len Transformationen  einer  schon  auf  S.  289  erwähnten  Gruppe,  näm- 
lich zwischen  den  "^-^^tii  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen : 

n 

(45)  p,  —  Xy^-r  XtPt  ,     XkPv  —  XrPk  ifc,v  =  l...n)^ 

1 

der  grössten  continuirlichen  projectiven  Gruppe  des  P„,  bei  der  die 
(n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades: 

(46)  x,'-\ h  Xn'  =  1 

invariant  bleibt.  Dem  vorhin  benutzten  Theorem  zufolge  ist  daher 
für  «4=0  die  Gruppe  2^.,  Sar  mit  der  Gruppe  (45)  durch  eine  Punkt- 
transformation des  Raumes  x^  .  .  .  Xn  ähnlich. 

Hiermit  ist  die  zu  Anfang  des  Kapitels  gestellte  Aufgabe  für  n>2 
vollständig  erledigt,  wir  können  also  das  Theorem  aussprechen: 
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Theorem  24.  Lässt  eine  continiiirliche  Grtq^pe  eines  Rau- 
mes x^  . . .  Xn  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  eine  Differential- 
gleichung zweiten  Grades: 


j. . . .  /( 

^j    fkv{Xi    .   .   .   Xn)dXkdXr   =  0 


invariant^  deren  Determinante  nicht  identisch  verschwindet, 
und  transformirt  sie  ausserdem  die  Richtungen  durch  jeden 
festgehaltenen  PunJct  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allge- 

n{n  —  1) 


meiner  Weise,  also  gerade 


1  .  2 


■gliedrig,  so  ist  diese  Gruppe 


stets  endlich  und  hat  entweder     \    '        oder  — - — -—  +  1    oder 


1  .  2 


1  .  2 


(m  -f-   )(n  -\-   )    Pd^fi^ßfßy'    ifyi   ersten   Falle    ist    sie   durch   eine 


1  .  2 


PunJcttransformation   des   Raumes   x^  .  .  .  Xn    entweder   mit   der 
Gruppe: 


(I) 


Pk  ,    X^,Pv  —  XrPf,       (i,  ^* ,  r  =  1 .  . .  n) 


oder  mit  der  Gruppe: 

(H) 

ähnlich,  im  zweiten  Falle  ist  sie  mit  der  Gruppe: 

(III) 


n 

■^^ — » 

Pk- 

-Xk^  XtPt, 

X^,Pv  - 

-XrP^, 

(*,^<,  -^  =  1 

..«) 

Pky     OC^iP 


11 
v  —  XrP^,,      2]  XtPt 


{k,  i.t,v  =  l...n) 


ähnlich,  im  dritten  mit  der  Gruppe: 


(IV) 


Pk  y    X^Pv   —   XvP^t,    2j    ^'^' 
1 
n  n 

2Xk^  XrPt  —  Pk'^  Xt^ 
1  1 

(Ä:,  /<,  r  =  l...n) 


und  zwar  ebenfalls  jedesmal  durch  eine  Punhttransformation 
des  Raumes  x^  .  .  .  Xn. 
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Offenbar  ist  jede  der  Gruppen  (I)  .  .  .  (IV)  primitiv;  denn  hält 
man  den  Punkt  von  allgemeiner  Lage:  x^=^0^  ,  .  .^  x,,  =  0  fest,  so 
bleibt  jedesmal  in  dem  Räume  der  oo«-i  Richtungen:  <:••.::»;  durch 

diesen  Punkt  nur  die  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades :  x^^-\ \-Xn^=^0 

invariant,  dagegen  keine  ebene  Mannigfaltigkeit  von  Richtungen.  Da 
nun  unser  Theorem  für  ^  >  2,  also  insbesondere  auch  für  w  =  3  be- 
wiesen ist,  so  liefern  die  vorstehenden  Entwicklungen  zugleich  eine 
neue  Begründung  gewisser  Ergebnisse  des  Kapitels  7  (vgl  S  122  und 
S.  126—137). 

§  76. 

Nunmehr  wenden  wir  uns  zu  dem  bisher  ausgeschlossenen  Falle 
w  =  2,  wir  begnügen  uns  aber,  wie  schon  früher  angekündigt,  mit 
der  Aufstellung  aller  endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  B^,  denen 
die  hier  verlangten  Eigenschaften  zukommen. 

Es  handelt  sich  also  darum,  in  zwei  Veränderlichen  x^,  x^  alle 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  aufzustellen,  die  eine  Gleichung  von 
der  Form: 

(47)        a{x^,  x^)  dx^  +  2 ^  (^1 ,  x^  dx, dx^  +  y  {x, ,  x,)  dx,' =  0 

mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante:  ß^  —  ay  invariant 
lassen  und  die  ausserdem  die  oo^  Richtungen:  dx^  :  dx^  durch  jeden 
festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner 
Weise  transformiren. 

Halten  wir  einen  Punkt  rr^^,  x^"^  von  allgemeiner  Lage  fest,  so 
bleiben  offenbar  unter  den  oo^  Richtungen:  dx^  :  dx.,  durch  diesen 
Punkt  jedenfalls  die  beiden  in  Ruhe,  die  durch  die  Gleichung: 

a  (x,',  X,')  dx^  +  2ß  (x^\  x/)  dx,  dx,  +  y  (x,',  x,')  dx,'  =  0 

bestimmt  sind;  sollen  daher  diese  00^  Richtungen  in  möglichst  allge- 
meiner Weise  transformirt  werden,  so  müssen  sie  nothwendig  ein- 
gliedrig transformirt  werden.  Andrerseits  folgt  aus  der  Invarianz  der 
beiden  vorhin  definirten  Richtungen,  dass  jede  der  gesuchten  Gruppen 
zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  oo^  Curven  der  Ebene  x^,  x^  in- 
variant lässt  (s.  S.  60).  Da  wir  nun  alle  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  der  Ebene  kennen,  die  zwei  verschiedene  Schaaren  von  je  00 ^ 
Curven  invariant  lassen  (s.  S.  73),  so  brauchen  wir  nur  unter  diesen 
alle  die  aufzusuchen,  bei  denen  die  00^  Richtungen  durch  jeden  fest- 
gehaltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  gerade  eingliedrig  transformirt 
werden. 

Auf  diese  Weise  ergiebt  sich,   dass  jede   endliche   continuirliche 
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Gruppe  der  Ebene  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  bei  geeig- 
neter Wahl  der  Veränderlichen  eine  der  folgenden  Formen  erhalten 
kann : 

(48)  p,,  Pi,  x^Pi  +  cx.p,     (c+i) 

(49)  i>i,     i>2,     '^iPl,     ^2P2 

(50)  P,  +P2,     OC^Pi^  +  X2P2.     ^l^Pi   +  ^2'P2 

(51)  Pu  x,p,,  Xj^2h'',  Pu  ^iPi 

(52)  Pi,  P2>   ^iPu   ^i'ä;  PiKP2f   ^iPiy  ^2P2y  ^iPi 

(53)  i?i,    P^y     X^Pi7     X^P2,     ^iPly     ^2^P2' 

W^iihrend  es  also  für  n>2  nur  vier  verschiedene  Typen  von  der- 
artigen Gruppen  giebt,  erhalten  wir  für  n  =  2  acht  Typen,  von  denen 
zwei  intransitiv  sind  und  einer  einen  wesentlichen  Parameter  enthält. 
Die  Gruppen  (51)  und  (52)  lassen  wir  bei  Seite,  da  es  für  w>2 
keine  ihnen  entsprechenden  Gruppen  giebt.  Die  übrigen  Gruppen  da- 
ö-eo-en  lassen  sich  auf  solche  Formen  bringen,  dass  die  Analogie  mit 
den  Räumen  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  deutlich  hervortritt,  in 
der  That,  die  Gruppe  (50)  ist  (vgl.  S.  76  und  88)  durch  eine  Punkt- 
transformation der  Ebene  x^^,  x^  ähnlich  mit  der  dreigliedrigen  pro- 
jectiven  Gruppe: 

\p,—X,  {X,2h  +  ^2JP2);      P2  —  ^2  i^iPi  +  ^iP^) 


(50') 

^      ^  i  x^p^^—x^p^ 

des  Keorelschnitts: 

X,'  +  x,'-l  =  0. 

Die  Gruppen  (48),  (49)  und  (53)  andrerseits   verwandeln  sich  bei  der 

Punkttransformation : 

(54)  x^  =  x^+  ix^,    X2  =  x^—  ix^ 

der  Reihe  nach  in  die  Gruppen: 

(48')  i?/,    P2y    X;p^-   ^2>i'+  C'(^1P/+  ^2P2) 

(49')  p^y  p.2,  x^p^—x^p^y  x^p^+x^p^ 

Pi\  P2>  ^iP2-^2Pi>  x^'p,'+x;p.; 

2x,\x,'p,'+  x^p.;)  -K(^/'  +  <') 

2<«J9/-f  x^p^)  -  W«'  +  O^ 
wo  das  c    durch  die  Gleichung: 

definirt  ist  und  also  jeden  endlichen  Werth  annehmen  kann. 

V^ie  man  sieht,  entsprechen  die  Gruppen  (50'),  (49'),  (53')  genau 


(53') 
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den  früher  für  n>2  gefundenen,  die  Gruppe  (48')  allerdings  hat  für 
n>2  nur  dann  ein  Analogon,  wenn  c   verschwindet. 


§  77*). 

Wir  haben  gesehen,   dass  es  keine  unendlichen,  sondern  nur  end- 
liche continuirliche  Gruppen  giebt,  die  eine  Gleichung  von  der  Form: 

l...n 
W  ^   fkv  (^1    .   .   .  Xn)  dXk  dXr  =  0 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  lassen  und  die  oo"-i 
Linienelemente  durch  jeden  festgehaltnen  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
m  möglichst  allgemeiner  Weise  transformiren.  Damit  ist  aber  noch 
keineswegs  bewiesen,  dass  überhaupt  jede  continuirliche  Gruppe,  die 
eine  Gleichung  (1)  mit  nicht  verschsvindender  Determinante  invariant 
lässt,  endlich  ist,  es  bedarf  vielmehr  noch  einer  besondern  Unter- 
suchung, wenn  man  feststellen  will,  ob  sich  die  Sache  so  verhält. 
Statt  nun  aber  diese  Untersuchung  für  die  Gleichungen  von  der  Form 
(1)  allein  durchzuführen,  wollen  wir,  wie  oben  auf  S.  315  augekündigt 
wurde,  lieber  gleich  eiue  beliebige,  in  den  dx,.  homogene  Gleichung 

(^^)  SI(X,.,.   Xn,    dX,    .   .   .   dXn)  =0 

betrachten.  Wir  werden  sehen,  dass  die  grösste  continuirliche  Gruppe 
von  Punkttransformationen,  bei  der  eine  solche  Gleichung  invariant 
bleibt,  unter  gewissen  Voraussetzungen  stets  endlich  ist. 

Wäre  die  Gleichung  (54)  in  den  dx,  linear,  wäre  sie  also  eine 
Pf  äff  sehe  Gleichung,  so  gestattete  sie  sicher  eine  unendliche  con- 
tinuirliche Gruppe  von  Punkttransformationen;  den  Fall,  dass  die  Glei- 
chung (54)  linear  ist,  müssen  wir  daher  von  vornherein  ausschliessen. 
Wir  können  ferner  ohne  Beschränkung  der  Allgemeinheit  voraus- 
setzen, dass  die  Gleichung  (54),  als  Gleichung  in  den  dx,  betrachtet, 
irreducibel  ist,  dass  sie  also  nicht  in  mehrere  Gleichungen  für  dx,  ..,dxn 
zerfällt.  Diese  Voraussetzung  wird  immer  erfüllt  sein,  wenn  wir  uns 
(54)  von  vornherein  nach  einem  der  dxy  aufgelöst  denken,  also  etwa 
in  der  Form: 

(540  dx.  =  dx._, «  (^,  .  .  .  ^„,  /^  .  .  .  'J^) 

WO    C3    in   der   Umgebung   irgend   eines    allgemein    gelegenen   Werth- 
systems  seiner  Argumente  in  eine  gewöhnliche  Potenzreihe  entwickelt 

*)  Da  die  Entwicklungen  der  späteren  Kapitel  von  denen   des  §  77   ganz 
unabhängig  sind,   so  kann  der  Leser  diesen  Paragraphen  zunächst  überschlagen. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   III.  22 
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ist.  Natürlich  darf  hier  das  Product:  dXn-iG)  keine  lineare  Function 
von  dXi  .  .  .  dXn-i  sein. 

Da  jedes  Werthsystem  Xv,  dXv  ein  Linienelement  des  jR„  bestimmt, 
so  ordnet  die  Gleichung  (54')  jedem  Punkte  x^  .  ,  .  Xn  von  allgemeiner 
Laö-e  eine  Schaar  von  oo"-^  hindurchgehenden  Linienelementen  zu 
und  diese  Schaar  bildet  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine 
krumme)  nicht  zerfallende  Mannigfaltigkeit  in  dem  Räume  der  oo^-^ 
durch  den  Punkt  gehenden  Linienelemente.  Denken  wir  uns  nun  in 
jedem  Punkte  des  Bn  alle  hindurchgehenden  ebenen  (n  —  l)-fach  aus- 
gedehnten Mannigfaltigkeiten: 

(55)  In  —  OCn==  Pi  (£l    -   ^l)   H h  Pn-1  (in-l   -   ^«-l) 

construirt,  die  die  eben  besprochene  Schaar  von  oo"-^  Linienelementen 
berühren,  so  erhalten  wir  in  jedem  Punkte  eine  Schaar  von  unendlich 
vielen  hindurchgehenden  Mannigfaltigkeiten  (55).  Berücksichtigen  wir 
daher,  dass  jeder  Punkt  x^  ,  .  .  x^  zusammen  mit  einer  hindurchgehen- 
den ebenen  Mannigfaltigkeit  (55)  ein  ilf„_i- dement*)  des  Rn  be- 
stimmt, so  erkennen  wir,  dass  durch  die  Gleichung  (54')  zugleich  eine 
gewisse  Schaar  von  Jlf^_i- dementen  des  Rn  gegeben  ist. 

Die  Gleichungen  dieser  Schaar  von  iltf,,_i -dementen  sind  leicht 
zu  bestimmen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  ebene  Mannigfaltigkeit  (55)  dann  und 
nur  dann  durch  das  Linienelement:  x^  .  .  .  Xn,  dx^  .  .  .  dXn  hindurch- 
geht, wenn  p^  .  .  .pn  die  Gleichung: 

n  —  l 

(56)  dxn  — 2  Pk  dxjc  =  0 

1 
befriedigen.     Setzen  wir  nun: 

=  X,    ,  •  •  •,     -T- =  Xn-2 


dx^_,  '  '        '   dx^_, 

und : 

(x){Xi  .  .  .  Xn,     X(  .  .  .  Xn-^^  =  «'? 

SO  finden   wir  sofort,  dass   die  Mannigfaltigkeit  (55)    die   dem  Punkte 

*)  s.  Abschn.  II,  S.  103  f.  Dort  wird  allerdings  nur  die  Bezeichnung:  „Ele- 
ment des  En''  eingeführt  und  in  dem  ganzen  zweiten  Abschnitt  ist  nur  von  „Ele- 
menten"  die  Rede.  Hier  jedoch,  wo  ja  auch  von  Linienelementen  des  Bn  ge- 
sprochen wird,  brauchen  wir,  um  Verwechselungen  vorzubeugen,  den  Ausdruck: 
„Element  einer  (n  —  l) -fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  des  Bn"  oder  kürzer: 
„Mn-i-element  des  Bn''.  Diese  Ausdrucksweise  ist  nicht  blos  leicht  verständ- 
lich, sondern  entspricht  auch  unserm  früheren  Gebrauche  in  der  Ebene  und  im 
gewöhnlichen  Räume,  denn  wir  nannten  ja  die  Elemente  der  Ebene  auch  Linien- 
elemente und  die  Elemente  des  Raumes  auch  Flächenelemente  (s.  Abschn.  II, 
S.  4  u.  47). 


y 
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x^  .  .  .Xn   zugeordnete   Scliaar  von   oo«-2  Linieuelementen    stets    dann, 
aber  auch  nur  dann  berührt,  wenn  die  Gleichungen: 


(57) 


Pn-l  =  a'  —^  X 


2 

/  d(o' 


dx' 


bestehen;  die  Gleichungen  der  vorhin  definirten  Schaar  von  lf„_i- 
Elementen  des  Rn  werden  demnach  erhalten,  wenn  man  x^  .  .  .  x,l^2 
aus  (57)  wegschafft. 

Wie  viele  von  x^ ,  . .  Xn-2  freie  Gleichungen  sich  aus  (57)  ergeben, 
das  hängt  von  der  Beschaffenheit  der  Determinante: 

ab.  Verschwindet  diese  Determinante  nicht  identisch,  so  erhält  man 
aus  (57)  durch  Wegschaffung  der  x    nur  eine  Gleichung: 

(59)  F{x,,,,Xn,    P,...Pn-l)  =  0 

zwischen  x^  .  .  .  Xn,  j^i  .  •  .  Pn-i  allein,  verschwindet  dagegen  die  Deter- 
minante identisch,  so  erhält  man  aus  (57)  ein  System  von  mindestens 
zwei  unabhängigen  Gleichungen  zwischen  x^  .  .  .  x^,  p^  . .  .  pn—i. 

Wir  wollen  uns  auf  den  Fall  beschränken,  dass  die  Determinante 
(58)  nicht  identisch  verschwindet,  wir  wollen  also  mit  andern  Worten 
annehmen,  dass  die  Schaar  der  oo"— ^  Linienelemente,  die  dem  Punkte 
Xi...Xn  durch  die  Gleichung  (54')  zugeordnet  wird,  oo^—^  verschie- 
dene durch  diesen  Punkt  gehende,  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Tangen- 
tialebenen besitzt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  diese 
Schaar  von  oo""^  Linienelementen  in  dem  (^n  —  l)-fach  ausgedehnten 
Räume  aller  c»^— ^  Linieuelemente  durch  den  Punkt  Xj^  .  .  ,  Xn  eine 
nicht  abwickelbare  Mannigfaltigkeit  bildet.  Unter  Einführung  dieser 
Beschränkung  wird  es  uns  ohne  Schwierigkeit  gelingen,  zu  zeigen, 
dass  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des 
Buf  bei  der  die  Gleichung  (54')  invariant  bleibt,  nur  von  einer  end- 
lichen Zahl  von  Parametern  abhängt. 

Den  Fall,  dass  die  Determinante  (58)  identisch  verschwindet, 
lassen  wir  ganz  bei  Seite,  weil  er  sich  nicht  so^.  allgemein  erledigen 
las  st. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  die  Determinante  (58)  von  Null 
verschieden  ist  und  dass  die  Gleichung  zwischen  Xj^  .  .  .  Xn,  p^  .  .  .Pn—ij 
die  sich  aus  (57)  durch  Wegschaffung  der  x   ergiebt,  die  Form  (59)  hat. 

22* 
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Die  Grössen  i?i  .  •  .  Pn—i  sind  ursprünglich  nichts  andres  als  die 
Coordinaten  der  (w— l)-fach  ausgedehnten  Ebenen  (55),  die  durch 
einen  beliebigen  Punkt  x^  .  .  .  Xn  gehen;  die  Gleichung  (59)  ist  daher 
nach  ihrer  Ableitung  im  Grunde  nur  eine  andre  analytische  Darstel- 
lung des  geometrischen  Gebildes,  das  durch  die  Gleichung  (54')  defi- 
nirt  wird.  Nun  aber  zeigt  die  Gleichung  (56),  dass  man  p^  .  .  .pn—i 
auch  als  die  partiellen  Differentialquotienten  einer  Function  Xn  der 
Veränderlichen  x^  .  .  .  Xn-i  betrachten  kann;  die  Gleichung  (59)  lässt 
sich  daher  auch  als  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
mit  der  unbekannten  Function  Xn  auffassen. 

Diese  Auffassung  der  Gleichung  (59)  werden  wir  im  Folgenden 
zu  Grunde  legen.  Da  nämlich  die  Gleichung  (59)  in  gewissem 
Sinne  nur  eine  andre  Form  der  Gleichung  (54')  ist,  so  ist  klar,  dass 
diese  beiden  Gleichungen  gegenüber  allen  Punkttransformationen  des 
Bn  invariant  mit  einander  verknüpft  sind;  hieraus  aber  folgt,  dass  der 
Inbegriff  aller  Punkttransformationen  des  JR„,  die  (54')  invariant  lassen, 
identisch  ist  mit  dem  Inbegriff  aller  Punkttransformationen,  bei  denen 
die  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  (59)  invariant  bleibt. 
Haben  wir  daher  bewiesen,  dass  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von 
Punkttransformationen  des  Bn,  die  (59)  invariant  lässt,  blos  endlich 
ist,  so  ist  damit  auch  für  die  Gleichung  (54')  dasselbe"  bewiesen. 

Wir  müssen  jetzt  Einiges  aus  der  Integrationstheorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  als  bekannt  voraus- 
setzen*). 

Die  partielle  Differentialgleichung  (59)  scheidet  unter  den  cx)2«-i 
M„-i- dementen  des  Bn  eine  Schaar  von  oo2«-2  Elementen  aus. 
Diese  oo^"-^  Elemente  lassen  sich,  wie  aus  der  Integrationstheorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bekannt  ist,  in 
ganz  bestimmter  Weise  in  oo^^-^^  solche  Elementmannigfaltigkeiten 
anordnen,  dass  jede  dieser  Elementmannigfaltigkeiten  gerade  oo^  Ele- 
mente enthält  und  dass  jedes  Element  von  allgemeiner  Lage,  das  der 
Gleichung  (59)  genügt,  einer  und  nur  einer  derartigen  Elementmannig- 
faltigkeit angehört.  Man  bezeichnet  diese  oo^n-s  Elementmannigfaltig- 
keiten als  die  Charakteristiken  der  Differentialgleichung  (59). 

Nun  ordnet  aber  in  unserm  Falle  die  Gleichung  (59)  jedem  Punkte 


*)  Die  hier  benutzten  Sätze  aus  der  Integrationstheorie  dieser  Differential- 
gleichungen sind  allgemein  bekannt;  in  Abschn.  II  sind  sie  nicht  mit  entwickelt 
worden,  weil  es  da  überhaupt  nicht  unsre  Absicht  war,  eine  vollständige  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zu  geben.  Wir  werden 
jedoch  in  dem  gegenwärtigen  Abschnitte  noch  einmal  auf  diese  Integrationstheorie 
zurückkommen. 
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von  allgemeiner  Lage  eine  solche  Schaar  von  oo«-^  hindurchgehenden 
itf„_i-elementen  zu,  die  einen  Kegel  von  oo"-^  durch  den  Punkt 
gehenden  Linienelementen  umhüllt,  den  Kegel  nämlich,  der  von  der 
GleichuDg  (54')  dem  Punkte  zugeordnet  wird.  Demnach  bestimmen 
die  c»2«-3  Charakteristiken  von  (59),  als  Punktgebilde  des  Bn  aufge- 
fasst,  eine  Schaar  von  oo^'^-s  Curven  dieses  Raumes  und  es  gehen 
durch  jeden  Punkt  des  jR„  gerade  oo^-^  solche  Curven.  Denkt  man 
sich  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  die  oo"-^  hindurchgehenden  Cha- 
rakteristiken gelegt,  so  erhält  man  oo'*  verschiedene  (n  —  l)-fach  aus- 
gedehnte Punktmannigfaltigkeiten,  die  sämmtlich  Integralmannigfaltig- 
keiten der  Differentialgleichung  (59)  sind,  die  sogenannten  Integral- 
conoide  von  (59).  Da  jede  Charakteristik  oo^  verschiedene  Punkte  ent- 
hält, gehen  durch  sie  offenbar  auch  gerade  c»^  solche  Integralconoide. 
Für  uns  sind  die  Charakteristiken  und  die  Integralconoide  deshalb 
wichtig,  weil  jede  Punkttransformation  des  it„,  bei  der  die  Differen- 
tialgleichung (59)  invariant  bleibt,  zugleich  auch  die  Schaar  ihrer 
oo^»— 3  Charakteristiken  und  die  Schaar  ihrer  oo«  Integralconoide  in- 
variant lässt. 

Denken  wir  uns  jetzt  die  oo^"^—^  Charakteristiken  von  (59)  mit 
einer  {n  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeit  E  von  allge- 
meiner Lage  geschnitten.  Jede  Charakteristik  von  (59)  triff't  E  im 
Allgemeinen  nur  in  einem  Punkte  und  das  zu  diesem  Punkte  gehörige 
Jf„_i- Clement  der  Charakteristik  bestimmt  auf  E  einen  Punkt  mit 
einer  hindurchgehenden  ebenen  (n  —  2) -fach  ausgedehnten  Mannigfal- 
tigkeit, es  bestimmt  also  mit  andern  Worten  ein  gewisses  ilf„_2- de- 
ment von  E.  Jeder  Charakteristik  von  (59)  ist  auf  diese  Weise  ein 
gewisses  iltf„_2- dement  von  E  zugeordnet.  Andrerseits  ist  klar,  dass 
durch  jedes  il[f„>_ 2- dement  von  J^  stets  eine  gewisse,  aber  nothwendig  dis- 
crete  Anzahl  von  solchen  i)!f„_i- dementen  des  E„  hindurchgeht,  die 
der  Gleichung  (59)  genügen.  Folglich  bestimmt  jedes  Jf„_2- dement 
von  E  eine  gewisse  discrete  Anzahl  von  Charakteristiken  der  Diffe- 
rentialgleichung (59). 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  oo^'*— ^  Charakteristiken 
von  (59)  und  den  oo^"— ^  illf„_ 2 -dementen  von  E  ein  Entsprechen 
stattfindet,  das  jedenfalls  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  von  Cha- 
rakteristiken und  eines  gewissen  Bereiches  von  i)!f„_2- dementen  ein- 
deutig umkehrbar  ist.  Wir  können  uns  daher  die  oo^'*-^  Charakteri- 
stiken von  (59)  geradezu  auf  die  oo^'»— ^  ilf^^g-elemente  von  E  ab- 
gebildet denken. 

Bei  der  so  definirten  Abbildung  werden  offenbar  zwei  unendlich 
benachbarte  Charakteristiken  von  (59),  die  einen  Punkt  gemein  haben. 
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durch  zwei  unendlich  benachbarte,  vereinigt  liegende  lf„_2-elemente 
von  E  abgebildet.  Den  oo"-^  Charakteristiken  eines  beliebigen  In- 
tegralconoids  von  (59)  entsprechen  daher  innerhalb  E  oo«-^  Mn-2- 
elemente,  von  denen  je  zwei  unendlich  benachbarte  vereinigt  liegen, 
mit  andern  Worten  cx)"-^  lf„_2-elemente  von  Ej  die  eine  Element- 
mannigfaltigkeit bilden.  Demnach  werden  die  oo^  Integralconoide  von 
(59)  auf  E  durch  cx)^  (n  —  2) -fach  ausgedehnte  Elementmannigfaltig- 
keiten abgebildet;  da  überdies  die  oo'»-^  Charakteristiken,  die  auf 
einem  Integralconoid  liegen,  E  im  Allgemeinen  in  oo«-^  verschiede- 
nen Punkten  treffen,  so  ist  klar,  dass  die  oo^  Elementmannigfaltig- 
keiten von  E,  die  den  oo^  Integralconoiden  von  (59)  entsprechen,  als 
Punktmannigfaltigkeiten  im  Allgemeinen  (n  —2) -fach  ausgedehnt  sind. 
Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  durch  jedes  ilf„_2- dement 
von  E  gerade  oo^  von  tlen  eben  besprochenen  oo"  (n  —  2) -fach  aus- 
gedehnten Punktmannigfaltigkeiten  gehen;  es  folgt  das  daraus,  dass 
durch  jede  Charakteristik  von  (59)  gerade  oo^  Integralconoide  von 
(59)  gehen*). 

Wählen  wir  also  5,  j:^  .  .  .  i\_2  zu  Coordinaten  der  Punkte  von  E 
und  §,  £j  ...£„_ 2,  ^1  .  .  .  p;t-2  zu  Coordinaten  der  it/„_2- demente  von 
Ej  so  entspricht  innerhalb  eines  gewissen  Bereiches  jeder  Charakte- 
ristik von  (59)  eindeutig  umkehrbar  ein  Element:  j,  j:,  ...ln-2,  Pi ...  P«-2. 
Den  oü"  Integralconoiden  von  (59)  entsprechen  cx)"  Elementmannig- 
faltigkeiten  von  E,  die  als  Punktgebilde  (n  —  2) -fach  ausgedehnt  sind 
und  in  Folge  dessen   durch  Gleichungen  von  der  Form: 


d(p 


S  ==  ^  (i\   •  •  •  h^-r->     ^1  •  •  •  ^n),      ft. 
{,u  =  1 


dargestellt  werden;  die  Parameter  dieser  Schaar  nennen  wir  x^  .  .  .  Xn, 
weil  jedes  Integralconoid  von  (59)  durch  einen  gewissen  Punkt  x^  .  .  .  Xn 
des  Iln  bestimmt  ist.  Endlich  wissen  wir  noch,  dass  durch  jedes  Ele- 
ment: l,  £1  .  .  .  ln-2,  Pi  .  .  .  >)n-2  gerade  oo^  Mannigfaltigkeiten  der 
Schaar  (60)  hindurchgehen;  hierin  liegt,  dass  sich  aus  (60)  gerade 
^  (^yi  _  2)  {n  —  1)  —  1  unabhängige  von  x^  ...  Xn  freie  Relationen 
zwischen  den  \{n  —  2){n  —  1)  partiellen  DifiFerentialquotienten  zweiter 
Ordnung: 

(6^) Ä  =  ''"•■     <'— •■•"-^' 

*)  Die  hier  beschriebene  Abbildung  der  Charakteristiken  von  (59)  auf  die 
Jf„_2- demente  eines  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Raumes  haben  wir  für  den  Fall 
n  =  3  bereits  auf  S.  126  ff.  kennen  gelernt,  nur  stellten  wir  sie  dort  auf  etwas 
andre  Weise  her. 
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von  §  ergeben  und  dass  sich  alle  Differentialquotienten  zweiter  und 
höherer  Ordnung  von  5  durch  §,  Ji  •  .  •  Jw— 2,  Pi  •  •  •  ^«-2  und  durch 
einen  der  Differentialquotienten  (61)  etwa  durch  pik  ausdrücken  lassen. 
Demnach  ist  jede  Mannigfaltigkeit  der  Schaar  (60)  vollkommen  be- 
stimmt^ wenn  ein  ihr  zugehöriges  Element:  g,  Ji  .  .  .  £71—2?  ^1  .  •  •  pn-2 
und  ausserdem  noch  der  Werth  eines  gewissen  unter  den  Differential- 
quotienten (61),  etwa  der  Werth  von  p,i  gegeben  ist. 

Nunmehr  wollen  wir  annehmen,  dass  G  die  grösste  continuirliche 
Gruppe  von  Punkttransformationen  ist,  bei  der  die  Gleichung  (54') 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  die  Gleichung  (59)  invariant 
bleibt. 

Die  Gruppe  G  vertauscht,  wie  wir  schon  erwähnten,  die  oo^'^— ^ 
Charakteristiken  von  (59)  unter  einander  und  zwar  natürlich  durch 
eine  gewisse  isomorphe  Gruppe  @.  Da  jede  Transformation  von  (r, 
bei  der  alle  Charakteristiken  von  (59)  in  Ruhe  bleiben,  uothwendig 
mit  der  identischen  Transformation  zusammenfällt,  so  ist  überdies  klar, 
dass  (3  mit  G  holoedrisch  isomorph  ist. 

Bilden  wir  jetzt  die  oo^""^  Charakteristiken  von  (59)  in  der  vor- 
hin beschriebenen  Weise  auf  die  oo^"-^  i)[f„_2- demente  von  E  ab, 
so  verwandelt  sich  (3  in  eine  mit  G  holoedrisch  isomorphe  Gruppe 
W  in  den  Veränderlichen  5,  ?i  .  .  .  lCn-2,  Pi  -  -  •  pn-2-  Nun  aber  führt 
G  zwei  unendlich  benachbarte  Charakteristiken  von  (59),  die  sich 
schneiden,  stets  in  zwei  Charakteristiken  von  derselben  Beschaffenheit 
über;  andrerseits  aber  entsprechen  zwei  unendlich  benachbarten  Cha- 
rakteristiken dieser  Art  zwei  unendlich  benachbarte  Elemente:  §,  j^, 
py  und  §  +  c?§,  Ir  +  (^hj  \>r  +  dpv,  die  vereinigt  liegen.  Folglich 
ergiebt  sich,  dass  die  Gruppe  &'  nichts  andres  ist  als  eine  gewisse 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  Raumes  5,  £1  •  .  .  £«-2. 
Erinnern  wir  uns  endlich,  dass  G  die  Schaar  der  oo'^  Integralconoide 
von  (59)  invariant  lassen  muss  und  dass  diese  Integralconoide  in  dem 
Räume  5,  Ji..-J«-2  durch  die  00"  Elementmannigfaltigkeiten  (60) 
abgebildet  werden,  so  erkennen  wir,  dass  die  Gruppe  Q^'  die  Schaar 
der  oo"*  Elementmannigfaltigkeiten  (60)  invariant  lassen  muss. 

Ist  5^,  £1^  . .  .  S«_2>  ^1*^  •  •  •  ^n-2  i^^gend  ein  Element  von  allgemei- 
ner Lage  in  dem  Räume  §,  £1  .  .  .  £,,-2,  so  gehen  nach  dem  Frühern 
durch  dieses  Element  gerade  00^  von  den-  Elementmannigfaltigkeiteu 
(60)  und  jede  dieser  Elementmannigfaltigkeiten  ist  vollständig  bestimmt, 
wenn  der  zu  dem  Element  f,  Jr^  pv^  gehörige  Werth  des  Differential- 
quotienten zweiter  Ordnung  pik  gegeben  ist.  Die  in  (3'  enthaltenen 
Berührungstransformationen,  bei  denen  das  Element  fy  £v^  pv^  in  ^uhe 
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bleibt,  vertauschen  natürlich  die  oo^  besprochenen  Elementmamiigfal- 
tigkeiten  unter  einander  durch  eine  Gruppe  und  es  lässt  sich  zeigen, 
dass  diese  Gruppe  höchstens  dreigliedrig  ist. 

In  der  That,  die  eben  definirten  Berührungstransformationen  trans- 
formiren  offenbar  die  oo^  besprochenen  Elementmannigfaltigkeiten  genau 
so,  wie  sie  den  Differentialquotienten  |)a  transformiren,  sobald  man  in 
ihren  Gleichungen  überall  §,  jr,  ^v  durch  5^,  j/,  \>J^  ersetzt  und  alle 
Differentialquotienten  zweiter  Ordnung  von  5  durch  )pik  ausgedrückt 
hat.     Ist  aber: 

(62)       U  =  z(s,£, p),  £;  =  z,(5, j,^),  p;  =  n,(§, £,rt 

1  (r  =  1...7j  — 2) 

die  allgemeinste  Berührungstransformation  von  @',  bei  der  das  Element 
g^,  TCr^y  ^)v^  in  Ruhe  bleibt,  so  werden  die  Differentialquotienten  zweiter 
Ordnung  ^3^;^  von  g'  offenbar  rationale  Functionen  der  Ip^^^  mit  Coeffi- 
cienten,  die  Functionen  von  5,  j^^  .  .  .  j„_2,  ^1  . .  .  J)«— 2  sind.  Setzt  man 
daher:  5  =  J^,  i\  ==  jA  ^v  =  \>v^  und  drückt  man  alle  \)uv  durch  )i>ik 
aus,  so  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(63)  pä=-WiPa), 

WO  die  Function  W  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Parametern  ent- 
hält. Da  nun  die  Gleichung  (63)  angiebt,  in  welcher  Weise  die  oo^ 
durch  5^,  Jv^,  pv^  gehenden  Mannigfaltigkeiten  (60)  transformirt  werden, 
so  ist  klar,  dass  diese  Mannigfaltigkeiten  durch  eine  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  transfor- 
mirt werden.  Aus  Theor,  I,  S.  6  ergiebt  sich  schliesslich,  dass  die 
betreffende  Gruppe  höchstens  dreigliedrig  sein  kann. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Transformationen  von  05',  die  ein 
Element  5^,  g^^,  ^3^^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  die  00^ 
durch  dieses  Element  gehenden  Mannigfaltigkeiten  (60)  höchstens  drei- 
gliedrig transformiren.  Kehren  wir  daher  zur  Gruppe  G  zurück,  so 
finden  wir,  dass  die  Transformationen  von  G,  die  eine  Charakteristik 
von  (59)  invariant  lassen,  die  00^  Integralconoide  von  (59),  die  durch 
diese  Charakteristik  gehen,  höchstens  dreigliedrig  transformiren. 

Nun  hat  es  keine  Schwierigkeit  mehr,  zu  beweisen,  dass  G  end- 
lich ist. 

Halten  wir  nämlich  eine  der  oo^""^  Charakteristiken  von  (59)  fest, 
so  werden  die  00^  hindurchgehenden  Integralconoide  höchstens  drei- 
gliedrig transformirt;  soll  daher  nicht  blos  die  Charakteristik,  sondern 
auch  jedes  hindurchgehende  Integralconoid  in  Ruhe  bleiben,  so  sind 
höchstens  2n  —  3-}- 3  =  2m  Bedingungen  zu  befriedigen.  Nun  erfüllen 
die  00^  Integralconoide,  die  durch  eine  Charakteristik  von  (59)  gehen, 
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den  gaDzen  Bn  gerade  einmal,  das  heisst  durch  jeden  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  im  Bn  geht  eines  und  nur  eines  dieser  cx)^  Integral- 
conoide.  Andrerseits  ist  klar,  dass  es  keine  lineare  partielle  Differen- 
tialgleichung erster  Ordnung  giebt,  der  alle  oo'*  Integralconoide  von 
(59)  genügten,  denn  jedes  Element  der  nichtlinearen  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung (59)  gehört  sogar  oo^  verschiedenen  der  oo"  Integral- 
conoide an.  Halten  wir  demnach  n  verschiedene  Charakteristiken  von 
allgemeiner  gegenseitiger  Lage  fest  und  ausserdem  bei  jeder  dieser 
Charakteristiken  alle  oo^  hindurchgehenden  Integralconoide,  so  gehen 
durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  n  feste  Integralconoide,  die 
sich  nur  in  diesem  Punkte  schneiden,  es  bleibt  also  jeder  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  und  demnach  überhaupt  jeder  Punkt  des  Raumes  in 
Ruhe.  Da  nun  das  Festhalten  der  n  Charakteristiken  und  der  hin- 
durchgehenden Integralconoide  höchstens  2nn  Bedingungen  repräsen- 
tirt,  so  leuchtet  ein,  dass  G  sicher  nicht  mehr  als  2nn  Parameter 
enthalten  kann,  dass  es  also  endlich  ist. 

Damit  ist  unsre  Aufgabe  erledigt  und  v\rir  haben  das 

Theorem  25.     Ist  die  Gleichung: 

F{x^  .  .  .  Xn,    dx^  .  .  .  dXa)  =  0 

in  den  dx  homogen  und  als  Gleichung  in  dx^  .  .  .  dXn  betrachtet 
irreducihel  und  ordnet  sie  überdies  jedem  Punlcte  x^  .  .  .  Xn  von 
allgemeiner  Lage  einen  solchen  Kegel  von  cx)^— ^  Linienelemen- 
ten: dx^  .  .  .  dXn  ^Uj  der  c»"— ^  verschiedene  durch  den  Punkt 
x^  .  ,  ,  Xn  gehende  (w  —  V)'fach  ausgedehnte  Tangentialebenen 
besitzt,  so  ist  die  grösste  continu'irliclie  Gruppe  von  Punldtrans- 
formationen  des  Bn,  bei  der  die  Gleichung:  F  ==  0  invariant 
bleibt,  nothivendig  endlich  und  enthält  sicher  nicht  mehr  als 
2nn  Parameter. 

Offenbar  kann  dieses  Theorem  auch  so  gefasst  werden: 
Theorem  26.     Ist  die  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung: 

si{x^ . .  .Xn,  Ä  •  •  •  i^«-i)  =  0    ypv  =  ^— j 

so  beschaffen,  dass  die  oo«-^  {n—l)-fach  ausgedehnten  Ebenen: 

In  —  Xn  =Pi(h    —  ^l)  +    •    •    •    +Pn-l{lCn-l—  Xn-l), 

die  sie  jedem  Punkte  x^  .  .  .  Xn  von  allgemeiner  Lage  zuordnet, 
einen  durch  den  Punkt  x^  .  ,  .  Xn  gehenden  Kegel  von  n  Dimen- 
sionen umhüllen,  so  ist  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von 
Punkttran^formationen   des  B„,    bei  der  die   Gleichung:   ^  =  0 
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iyivariant  hleiht,  endlich  und  enthält* sicher  nicht  mehr  als  2nn 
Parameter. 

Die  Methoden,  deren  wir  uns  im  Vorstehenden  bedient  haben, 
führen  unter  Umständen  auch  dann  noch  zum  Ziele,  wenn  ein  System 
von  m  <  w  —  1  in  Bezug  auf  die  dx  von  einander  unabhängigen  Glei- 
chungen : 

(64)  F,{.,...^„,  ^...^•)  =  0    (,,.  =  1...™, 


vorgelegt  ist.  Ohne  uns  auf  die  Ausführung  der  hierzu  erforderlichen 
Betrachtungen  einzulassen,  wollen  wir  nur  mittheilen,  dass  die  grösste 
continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen,  bei  der  das  System 

(64)  invariant  bleibt,  jedenfalls  dann  endlich  ist,  wenn  die  folgenden 
Bedingungen  erfüllt  sind:  erstens  muss  das  System  von  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  das  mit  dem  System  (64)  in- 
variant verknüpft  ist,  aus  gerade  m  Gleichungen: 

(65)  ß,u(a;i   .   .   .  Xn,    2h    •   •    '  Pn-l)  =  0       {M  =  l...m) 

bestehen,  die  in  Bezug  auf  ^^  .  .  .  Pn—i  von  einander  unabhängig  und 
nicht  linear  sind  und  zweitens  muss  das  System  (65)  unbeschränkt-  in- 
tegrabel  sein,  das  heisst,  es  müssen  die  Ausdrücke: 

sämmtlich  vermöge  (65)  verschwinden. 


Kapitel   18. 
Einige  Eigenschaften   der  im  vorigen  Kapitel   gefundenen  Gruppen. 

Was  die  Gruppen  (I),  (II)  und  (III)  auf  S.  334  bedeuten,  haben 
wir  schon  gesehen:  (I)  ist  die  Gruppe  aller  Euklidischen  Bewegungen 
des  i?„,  (III)  ist  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  und  der 
Aehnlichkeitstransformationen,  (II)  endlich  ist  die  projective  Gruppe 
einer  nicht  ausgearteten,  (n  —  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit 
zweiten  Grades  und  kann  daher  auch  kurz  als  eine  Gruppe  von  nicht- 
euklidischen Bewegungen  des  JR„  bezeichnet  werden. 

Demnach  bleibt  nur  noch  die  Bedeutung  der  Gruppe  (IV)  festzu- 
stellen, was  im  nächsten  Paragraphen  geschehen  soll.  Hieran  schliesst 
sich  ein  Paragraph  über  gewisse  charakteristische  Eigenschaften,  die 
den  Gruppen  (I)  und  (II)  gemeinsam  sind,  ferner  ein  Paragraph  über 
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die  Zusammensetzung  der  Gruppen  (1)  .  .  .  (IV).  In  einem  vierten 
Paragraphen  werden  dann  noch  zwei  wichtige  Sätze  über  die  Gruppe 
(II)  bewiesen. 

§  78. 
Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 


(IV) 


1 

n  n 


1  1 

sind  die  in  der  ersten  Reihe  stehenden  Euklidische  Bewegungen  und 
Aehnlichkeitstransformationen  des  i^,  alle  diese  lassen  daher  die 
Gleichung: 

(1)  äx,^  H h  ä^r?  =  0 

invariant.  Man  überzeugt  sich  ferner  durch  eine  einfache  Rechnung, 
die  hier  auszuführen  wohl  nicht  nöthig  ist,  dass  auch  die  infinitesi- 
malen Transformationen  in  der  zweiten  Reihe  von  (IV)  die  Gleichung 
(1)  invariant  lassen.  Hieraus  folgt,  dass  die  ganze  Gruppe  (IV)  die 
Gleichung  (1)  invariant  lässt. 

Wir  behaupten,  dass  für  n  >  2  die  Gruppe  (IV)  überhaupt  die 
grösste  continuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  24  ist, 
bei  der  die  Gleichung  (1)  invariant  bleibt. 

In  der  That,  es  sei  G  die  betreffende  grösste  continuirliche  Gruppe, 
dann  muss  G  jedenfalls  die  Gruppe  (IV)  als  Untergruppe  enthalten. 
Andrerseits  aber  müssen  bei  G  die  cx)"-^  Richtungen:  dx-^:  ■  •  •  :  dXn 
durch  jeden  festg-ehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  derart  trans- 
formirt  werden,  dass  die  Gleichung  (1)  invariant  bleibt,  demnach  müs- 
sen diese  Richtungen  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt 
werden,  soweit  es  die  Invarianz  der  Gleichung  (1)  erlaubt.  Nehmen 
wir  daher  noch  unser  Theorem  24  auf  S.  334  zu  Hülfe,  so  erkennen 
wir,  dass  G  nicht  mehr  Parameter  enthalten  kann  als  die  Gruppe  (IV), 
das  heisst,  dass  G  mit  der  Gruppe  (IV)  zusammenfällt. 

Nun  ist  es  üblich,  jede  Punkttransformation  des  i^„,  bei  der  die 
Gleichung  (1)  invariant  bleibt,  als  eine  conforme  Transformation  dieses 
Raumes  zu  bezeichnen.  Demnach  können  wir  auch  sagen:  In  jedem 
Räume  von  n>2  Dimensionen  ist  die  Griq^pe  (IV)  die  grösste  continuir- 
liche Gruppe  von  conformen  Transformationen. 

Man  kann  dieses  Ergebniss  benutzen,  um  für  n>2  überhaupt  alle 
conformen  Transformationen  des  i?„  zu  bestimmen. 
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Bei  jeder  conformen  Transformation  des  Bn  muss  oifenbar  die 
Gruppe  (IV)  als  die  grösste  continuirliclie  Gruppe  von  conformen 
Transformationen  dieses  Raumes  invariant  bleiben.  Umgekehrt  ist 
jede  Transformation  des  i?„,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  invariant  bleibt, 
nothwendig  eine  conforme  Transformation,  denn  die  Gruppe  (IV)  lässt 
ausser  der  Gleichung  (1)  keine  andre  Gleichung  von  dieser  Form  in- 
variant. Wollen  wir  daher  die  allgemeinste  conforme  Transformation 
des  Bn  bestimmen,  so  haben  wir  nur  die  allgemeinste  Punkttransfor- 
mation des  Bn  aufzusuchen,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht. 
Das  soll  jetzt  geschehen*). 

Jede  Transformation,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht, 
hat  die  Form: 

n 
Xy   =  Xy"^  +^^  «r,«  ix,,  —  X^^)  +  •   •   •      (r  =  1  .  .  .  n)  ^ 

J 
wo  Xf^  und  Xr^  zwei  Punkte  von  allgemeiner  Lage  sind,  wo  ferner 
die  weggelassenen  Glieder  auf  der  rechten  Seite  von  der  zweiten  und 
von  höherer  Ordnung  in  den  x^^  —  x^^  sind  und  wo  endlich  die  Deter- 
minante der  a^^  nicht  verschwindet.  Da  aber  die  Gruppe  (IV)  alle  n 
Translationen  2>i  •  •  •  i^«  enthält,  so  können  wir  hier  x^^  —  ^/  als  neues 
x^  und  Xy  —  Xy^  als  neues  Xy  einführen  und  können  uns  darauf  be- 
schränken, alle  Transformationen  von  der  Form: 


(2)  Xy  ^^^ay^.x^,  A 


.n) 


aufzusuchen,  bei  denen  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht. 

Jede  Transformation  (2)  von  der  verlangten  Beschaffenheit  lässt 
die  Gleichung  (1)  invariant,  demnach  muss  auch  die  verkürzte  Trans- 
formation : 

n 

(3)  Xy    =^'    f^V(.i  Xl'         (r  =  1  .  .  .  «) 

1 

diese  Gleichung  invariant  lassen  und  also  auch  die  Gruppe  (IV)  in 
sich  überführen.  Folglich  können  wir  die  Transformation  (2)  da- 
durch erhalten,  dass  wir  zuerst  eine  Transformation  von  der  Form: 

(4)  xl'=x^,-\ (/^  =  ^...«) 

ausführen,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht,  und  sodann  die 


*)  In  Abschn.  I,  S.  360  f.  ist  eine  allgemeine  Methode  angegeben,  die  zur 
Lösung  der  hier  gestellten  Aufgabe  benutzt  werden  kann;  die  hier  auseinander- 
gesetzte Methode  ist  im  Grunde  nur  eine  dem  vorliegenden  Falle  angepasste  Um- 
gestaltung jener  allgemeinen. 
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Transformation  (3).    Suchen  wir  daher  zunächst  alle  Transformationen 
von  der  Form  (4),  bei  denen  die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht. 

Unter    den    geraachten   Voraussetzungen    bestehen    vermöge    der 
Transformation  (4)  Relationen  von  der  Form: 

^  n 

1 

n 

(5)   \  x^,  p,  —  xrp^  ==  x;/p;'  —  x^'p;;  +^  ft,  ,^  f/' 

1 

Ph  =pic+^  ci^,ij,{x;'pk-  Xkpi)  +^  ß^ukVk^ 

ik  k 

WO  wir  von  den  Abkürzungen: 

n 

2j  ^tPt  =  ü 

n  n 

2x^,  2}  XrPt  —  Pa  ^  a:/  =  Vu 
i  1 

Gebrauch  gemacht  haben.    Um  diese  Relationen  zu  vereinfachen,  gehen 
wir  davon  aus^  dass   ü"  und  die    F/'  in  den  Beziehungen: 

(i7"F/)=  V,  (f;'f;')^o 

stehen,  dass  also  bei  den  endlichen  Transformationen  der  eingliedrigen 
Gruppe : 

n 

1 
erstens  die  ganze  Schaar  der  oo^  infinitesimalen  Transformationen: 
^0  U"  +  Cj  F/'  +  •  •  •  +  e^ Vn'  und  ausserdem  jede  einzelne  der  infini- 
tesimalen Transformationen  F/'  invariant  bleibt  (s.  Abschn.  I,  S.  252, 
Theor.  43  und  S.  258 f.);  wir  versuchen  daher  die  yk  durch  eine  Trans- 
formation einer  derartigen  eingliedrigen  Gruppe  wegzuschaff'en. 
Bei  der  endlichen  Transformation: 

xr=  x:'  +  \  w"x;'+  ^  w  wx:  -f  •  •  • 

(r  =  1  .  . .  n) 

der  eingliedrigen  Gruppe    W f  ergiebt  sich: 
und  ausserdem: 

n 
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wo  Q  und   die   Qk    gewisse   Functionen   von  t   sind,   die    sicli   aus   den 
Differentialgleicliungen : 

und    den    Anfangsbedingungen:    [()]i=o=l;     [^yt]<=o=0    bestimmen 
(a.  a.  0.  Theor.  43),  es  wird  also: 


7( 


das  heisst:  wenn  wir  ht  =  —  yk  wählen,  so  erhalten  die  Gleichungen 
(5)  bei  Einführung  der  o;/"  die  einfache  Form: 

[/=  ir^      Vr=  Vr      (.  =  l...r) 


(50 


X,,Pv  XvPii   =  Xf,,    Pr     —  Xv    P^u    -T  ^  Pf'Vk  Vk 

1 
l...n  l...n 

r/r     I        ^V.'  '         /       ffr       'ff  'ff        fff\      i       ^V       O  '       IT' 

P^i  =  P^^  +2j  «/-n^t   Pk  —Xk  Pi  )+^^/.^-Fi 


Durch  Combination  mit  der  Gleichung:  TJ ^=  U"'  ergiebt  sich  hier 
noch,  dass  die  ß^^vk,  «//t>,  ßi^ik  alle  verschwinden  und  aus  den  Relatio- 
nen:   11=  U"\  P^i  =  pii'  folgt  dann  schliesslich:  x^,  ^=^  x^!' . 

Hiermit   ist   bewiesen,   dass   die    endlichen   Transformationen    der 
eingliedrigen  Gruppe: 


2  n  Vk 


die  allgemeinsten  Transformationen  von  der  Form  (4)  sind,  bei  denen 
die  Gruppe  (IV)  in  sich  übergeht.  Wir  erwähnen  noch,  dass  diese 
endlichen  Transformationen  die  Form: 


(6) 


7t 


l...n  1.  .  .n 


V  Vt 

(/f  =  1  .  .  .  «) 

besitzen,  wie  man  sich  durch  Integration  leicht  überzeugt. 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusammen,  so  erkennen  wir,  dass  jede 
Transformation,  bei  der  die  Gruppe  (IV)  invariant  bleibt,  in  der  Form 
darstellbar  ist:  STS^,  wo  S  und  S^  Transformationen  der  Gruppe  (IV) 
selbst  sind,  während  T  eine  Transformation  von  der  Form  (3)  be- 
zeichnet, bei  der  die  Gleichung  (1)  invariant  bleibt. 
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Nun  ist  aus  der  Theorie  der  quadratischen  Formen  bekannt,  dass 
im  Falle  eines  ungeraden  n  die  Transformationen  (3),  bei  denen  die 
Gleichung  (1)  invariant  bleibt,  stets  eine  continuirliche  Gruppe  bilden; 
diese  Gruppe  Mit  offenbar  mit  der  zusammen,  die  von  den  infinitesi- 
malen Transformationen: 

n 

(7)  Pi.c ,     X^,Pr  —  OCrP^u ,     ^'^  Xt  Pt        (/',"  =  1  .••  «) 

1 

erzeugt  wird,  sie  ist  also  in  der  Gruppe  (IV)  enthalten.  Demnach 
ist  die  Gruppe  (IV)  bei  ungeradem  n  überhaupt  die  grösste  Gruppe 
von  conformen  Transformationen  des  jR„. 

Ist  andrerseits  n  gerade,  so  zerfällt  der  Inbegriff  aller  Transfor- 
mationen (3),  bei  denen  (1)  invariant  bleibt,  in  zwei  getrennte  Schaa- 
ren,  von  denen  die  eine  eine  continuirliche,  von  den  infinitesimalen 
Transformationen  (7)  erzeugte  Gruppe  bildet,  während  die  andre  da- 
durch erhalten  wird,  dass  man  zuerst  die  allgemeinste  Transformation 
der  Gruppe  (7)  ausführt  und  sodann  eine  geeignete  Umlegung  des  jR„, 
etwa  diese: 

(8)  X-^   =  X-j^y   •  •  •;    '^n — 1  ^^^^  Xn  —  1;    Xn  =         X^j 

bei  der  jede  Punktfigur  in  eine  zu  ihr  symmetrische  übergeht.  Da 
nun  die  Transformation  (8)  ihrerseits  die  Gruppe  (IV)  invariant  lässt, 
so  ergiebt  sich,  dass  bei  geradem  n  die  allgemeinste  conforme  Trans- 
formation des  Bn  in  zwei  Schaaren  zerfallt,  deren  eine  die  Gruppe  (IV) 
ist,  während  die  andre  durch  Verbindung  der  Gruppe  (IV)  mit  der 
Transformation  (8)  erhalten  wird. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  liefern  uns  noch  ein  andres  be- 
achtenswerthes  Ergebniss. 

Es  ist  nämlich  bekannt,  dass  die  Euklidischen  Bewegungen,  die 
ümlegungen,  die  Aehnlichkeitstransformationen  und  die  Transforma- 
tionen durch  reciproke  Radien  im  Bn  lauter  conforme  Transformatio- 
nen sind  und  es  ist  ferner  bekannt,  dass  diese  Transformationen 
zusammen  eine  Gruppe  bestimmen  —  die  sogenannte  „Gruppe  der  reci- 
proken  Radien"  —  die  gerade  (^  +  j^)  (|l+J1  Parameter   enthält,    also 

genau  so  viele  wie  die  Gruppe  (IV).  Hieraus  können  wir  schliessen, 
dass  in  jedem  Baume  von  mehr  als  zwei  Dimensionen  die  Gruppe  aller 
conformen  Transformationen  mit  der  Gruppe  der  reciprolien  Badien  zu- 
sammenfällt^'). 


*)  Dieser  Satz  ist  für  n  =  3  zuerst  -von  Liouville  aufgestellt  und  bewie- 
sen worden;  für  n  >  3  hat  ihn  zuerst  Lie  aufgestellt  (1871,  s.  Math.  Ann.  Bd.  5, 
S.  186  Anm.);  einen  Beweis  für  beliebiges  »>2  hat  zuerst  Darboux  veröffentlicht. 
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Schliesslich  wollen  wir  noch  das   folgende  Theorem  beweisen: 
Theorem  27*).     Ist  n>  1,  so  Icann  die  Gruppe: 

/  n 


(IV) 


1 

n  n 

OC^I^^'^OCrPr-  P.^'Xr^ 

1  1 

(^,  v  =  l...n) 


niemals  durch  eine  FunMtransformation  in  eine  projective 
Gruppe  übergeführt  werden. 

Für  w  >  1  ist  die  Gruppe  (IV)  offenbar  nicht  projectiv,  da  sie 
n  nicht  projective  infinitesimale  Transformationen  von  zweiter  Ordnung 
in  x^  .  . .  Xn  enthält.  Könnte  nun  die  Gruppe  (IV)  durch  eine  Punkt- 
transformation : 

n 

(9)  yr  =  2//  +^'(^vk{Xk  —  Xk'^)  H (.  =  !...«) 

1 

in  eine  projective  Gruppe  G  übergeführt  werden,  so  müsste  G  n  in- 
finitesimale Transformationen  von  zweiter  Ordnung  in  den  ?/v  —  yj^ 
enthalten,  die,   weil  G  projectiv  wäre,  die  Form  hätten: 


(yr  -  y')^  {yr  —  tjt')  g.    (''  =  i  • 


.n). 


Nun  aber  erhalten  diese  infinitesimalen  Transformationen,  wenn  die 
Transformation  (9)  rückwärts  ausgeführt  wird,  die  Form: 

n  n 

2  avk{Xk~XL'^)^  {Xt  —  Xj')pr  -\ (v  =  l...n), 

1  1 

wo  die  weggelassenen  Glieder  von  der  dritten  und  von  höherer  Ord- 
nung in  den  Xk  —  Xk  sind,  infinitesimale  Transformationen  von  dieser 
Form  sind  jedoch  augenscheinlich  in  der  Gruppe  (IV)  nicht  enthalten, 
also  kommen  wir  auf  einen  Widerspruch  und  somit  ist  unser  Theorem 
bewiesen. 

§  79. 

Im  vorigen  Kapitel  haben  wir  Gruppen  betrachtet,  bei  denen  eine 
Gleichung: 

l...n 

V 


fkv  (^1   . .  .  Xn)  dXk  dXv  =  0 


*)  s.  Lie,  Leipz.  Ber.  1890,  S.  312. 
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mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt.  Man  kann 
aber  auch  verlangen,  dass  nicht  blos  eine  solche  Gleichung,  sondern 
sogar  ein  Ausdruck  von  der  Form: 

l...n 

(^)  ^    fkv{x^^    .  .  .   Xn)dXkdXr 

*  kv 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibe. 

Soll  eine  continuirliche  Gruppe  einen  Ausdruck  von  der  Form 
(10)  invariant  lassen  und  soll  sie  ausserdem  die  oo^-i  Linienelemente 
durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner 
Weise  transformiren,  so  kann  man  stets  (vgl.  S.  315)  erreichen,  dass 
sie  in  der  Umgebung  eines  Punktes  a:/  .  .  .  Xn^  von  allgemeiner  Lage 
n  infinitesimale  Transformationen: 

von  nullter  Ordnung  und  ^^n^n  —  1)  Transformationen: 

(Xv  —  Xr^)pk   —   {Xk  —  Xi^)pr    -\ (i,  r  =  1  .  .  .  „) 

von  erster  Ordnung  enthält,  während  sie  dagegen  keine  Transformation 
erster  Ordnung  von  der  Form: 

n 

^  {x,  -  x,'^)p,  -\ 

und  also  nach  S.  320  f.  auch  keine  Transformation  von  zweiter  oder 
höherer  Ordnung  enthalten  kann.  Die  Entwicklungen  des  vorio-en 
Kapitels  zeigen  daher  unmittelbar,  dass  das  Theorem  gilt: 

Theorem  28.  Lässt  eine  continuirliche  Gruppe  von  Punht- 
transformationen  des  Rn  einen  Bifferentialausdruch  zweiten 
Grades: 

1...W 

(10)  ^  fkv{x^  . .  .  Xn)dXkdXv 

k,v 

mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  und  trans- 
formirt  sie  ausserdem  die  oo"-i  Linienelemente  durch  jeden 
festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allge- 
meiner Weise^  so  enthält  sie  gerade  ^n{n-j-  1)  Parameter  und 
ist  durch  eine  Punkttransformation  des  Bn  entweder  mit  der 
Gruppe: 

(I)  Pv ,    XkPv  —  XrPk       (v,k  =!...„) 

der  EuJclidischen  Betvegungen  oder  mit  der  projectiven  Gruppe: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgnippen.  III.  23 
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n 

(II)  Pr    —    Xr  ^  XtPt  ,     XkPy   —  Xy^k         {k,v^\...n) 

1 

der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades: 

n 
1 

ähnlich. 

In  der  That  lässt   auch   die  Gruppe  (I)   den  Differential ausdruck: 

(11)  dx,'  + h  dx,:^ 

invariant  und  die  Gruppe  (II)  den  Differentialausdruck: 


(12) 


1  — 

1 


^'oc/ 


Zugleich  ist  offenbar  jede  dieser  beiden  Gruppen  die  grösste  continuir- 
liche  Gruppe  von  Punkttransformationen,  bei  der  der  betreffende  Diffe- 
rentialausdruck invariant  bleibt. 

Bemerkensv^erth  ist,  dass  man  die  Gruppe  (II)  auf  eine  andre 
Form  bringen  kann,  bei  der  der  zugehörige  invariante  Differentialaus- 
druck wesentlich  einfacher  ist.  Zu  dieser  neuen  Form  der  Gruppe  (II) 
gelangt  man  folgendermassen: 

Die  conforme  Gruppe  (IV),  S.  334  lässt  die  Gleichung:  Z!dx,^  =  0 
invariant  und  enthält  die  Gruppe  (I)  als  Untergruppe.  Es  liegt  daher 
nahe,  zu  vermuthen,  dass  die  Gruppe  (IV)  auch  eine  Untergruppe  ent- 
hält, die  mit  der  Gruppe  (II)  ähnlich  ist;  die  wird  dann  einen  DiöV 
rentialausdruck  von  der  Form: 

p  (^1  •  •  •  Xn)  {dxj^  +  •  •  •  +  dxj) 
invariant  lassen.     Wirklich  findet  man  leicht,  dass  die  Gruppe: 


(ir) 


In  n  V 

2  X^,  ^  XrPt    ~  P/a^^^tn,    X^Pr  -  X,p^, 


(iLi,  r=l..  .  n), 


die  ja  eine  Untergruppe  von  (IV)  ist,  dieselbe  Zusammensetzung  hat 
wie  die  Gruppe  (II),  und  daraus  kann  man  nach  Abschn.  I,  Theor.  110, 
S.  614  schliessen,  dass  beide  Gruppen  durch  eine  Punkttransformation 
des  Bn  ähnlich  sind.  Der  invariante  Differential ausdruck,  der  zu  der 
Gruppe  (IP)  gehört,  lautet: 
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(13) 


^  da-r' 


('-t^r-'O^ 


er  hat  also  in  der  That  die  vermuthete  Form. 

Die  Form  (13)  ist  deshalb  von  besonderem  Interesse,  weil  sie  mit 
der  übereinstimmt,  die  Riemann  in  seiner  Habilitationsrede*)  ange- 
geben hat.  Man  sieht  hieraus,  dass  der  Inhalt  des  Theorems  28  mit 
dem  von  Riemann  aufgestellten  Satze  über  Differentialausdrücke  zwei- 
ten Grades  in  einem  gewissen  Zusammenhange  steht**).  Freilich  ist 
Riemanns  Ausgangspunkt  von  dem  unsrigen  verschieden,  selbst  wenn 
man  davon  absieht,  dass  Riemann  nur  reelle  Werthe  der  Veränder- 
lichen x^  .  .  .  Xn  berücksichtigt.  Riemann  denkt  sich  nämlich  das 
Linienelement  des  B^  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form  (10)  be- 
stimmt und  verlangt,  dass  eine  gewisse  Covariante  des  Ausdrucks  (10), 
die  er  als  das  Krümmungsmass  des  R»  bezeichnet,  für  alle  Punkte 
des  Raumes  denselben  Werth  habe.  Unter  dieser  Voraussetzung 
zeigt  er,  dass  der  Ausdruck  (10)  durch  eine  Punkttransformation  des 
Bn  auf  die  Form: 


2 


dx^ 


0  +  f2?^^0^ 

gebracht  werden  kann.  Trotzdem  kann  man  sagen,  dass  unser  Theorem 
28  in  gewissem  Sinne  mit  dem  Riemannschen  Satze  übereinstimmt, 
Riemann  sagt  nämlich  auf  S.  264  seiner  Abhandlung:  „Der  gemein- 
same Charakter  dieser  Mannigfaltigkeiten,  deren  Krümmungsmass  con- 
stant  ist,  kann  auch  so  ausgedrückt  werden,  dass  sich  die  Figuren  in 
ihnen  ohne  Dehnung  bewegen  können.  Denn  offenbar  würden  die 
Figuren  in  ihnen  nicht  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sein,  wenn 
nicht  in  jedem  Punkte  in  allen  Richtungen  das  Krümmungsmass  das- 
selbe   wäre."     Hierin    liegt,    dass    Riemanns    Forderung,    das   Krüm- 


*)  Riemanns  gesammelte  Werke  S.  254—269;  'der  betreffende  Differential- 
ausdruck findet  sicli  auf  S.  264.  Uebrigens  theilt  Riemann  seinen  Satz  mit,  ohne 
den  Beweis  auszuführen;  den  vollständigen  Beweis  haben  erst  später  Lipschitz 
und  Christoffel  geliefert. 

**)  Auf  diesen  Zusammenhang  hat  Lie  bereits  in  Bd.  X  seines  Archivs  auf 
S.  411  hingewiesen  (Kristiania  1885). 

23* 
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mungsmass  solle  constant  sein,  mit  der  Forderung,  dass  sich  alle  Figu- 
ren ohne  Dehnung  bewegen  können,  äquivalent  ist.  Die  letztere  For- 
derung aber  kommt,  wie  hier  nicht  näher  ausgeführt  werden  soll,  auf 
die  Voraussetzung  unsers  Theorems  28  hinaus,  dass  bei  der  gesuchten 
Gruppe  von  Transformationen  die  Linienelemente  durch  jeden  festge- 
haltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise 
transformirt  werden. 

§  80. 
Wir   wenden   uns  jetzt  zur  Untersuchung    der  Zusammensetzung 
der  Gruppen  (I)  .  .  .  (IV). 

Die  Gruppe  (IV)  ist  einfach,  sobald  n>2  ist.     Wäre  nämlich  T 
eine  invariante  Untergruppe  von  (IV)  und 

l...n  1 ...  7t  l--^ 

W  =y^  €C,pr  +^  ßkr  [XuPv   "  X^  Pl)   +  ß  ^  X,  p,  + 
V  kv  r 

l...n  /  l...n  l---« 

+  ^yr\2  Xr   y^  Xk  Pk  —  Pr  ^  X,' 
r  y  k  k 

eine  infinitesimale  Transformation  von  T,  so  müsste  T  auch  die  in- 
finitesimalen Transformationen: 

{VkW)     ipjiPkW)) 
enthalten,  es  gäbe  daher  in  F  sicher  eine  infinitesimale  Transformation 
von  der  Form: 

in  der  A^  .  .  .  A„  nicht  sämmtlich  verschwänden;  durch  Combination 
dieser  Transformation  mit  den  Xj.pv  —  XrVi-  würde  sich,  da  >^  >  2  ist, 
ergeben,  dass  F  alle  pk  enthielte,  ferner  durch  Combination  der  pk  mit 
den  Transformationen: 

1  ■ . .  n  l.-.w 

(14)  2Xv^  X^pt—  Pv  2'X/        (r=  1  . . .  n)  , 

t  t 

dass  in  T  auch  x^p^  -\ +  XnPn,  sowie  alle  XkPv  —  XrPk  vorkämen, 

endlich  würde  man  durch  Combination  von:  x^p^^  +  •  •  •  +  XnPn  mit 
den  Transformationen  (14)  erkennen,  dass  F  auch  alle  n  Transforma- 
tionen (14)  enthielte:  t  wäre  also  mit  der  Gruppe  (IV)  identisch. 
Demnach  ist  die  Gruppe  (IV)  wirklich  einfach. 

Was  die  Gruppe  (II),   S.  334  anbelangt,  so  ist  klar,  dass  sie  im 
Falle  w  ==  3  nicht  einfach  ist,  denn  die  sechsgliedrige  projective  Gruppe 
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einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  dreifach  ausgedehn- 
ten Räume  enthält  zwei  dreigliedrige  invariante  Untergruppen  (s.  S.  199  f.). 
Der  Fall  w>3  erledigt  sich  durch  den  Umstand,  dass  die  projec- 
tive  Gruppe  (II)  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im 
Bn  mit  der  Gruppe  der  reciproken  Radien  im  Bn-i  gleichzusammen- 
gesetzt ist,  die  zuletzt  genannte  Gruppe  kann  ja  nach  einer  Bemer- 
kung von  F.  Klein*)  aus  der  zuerst  genannten  durch  stereographische 
Projection  erhalten  werden;  da  nun  die  Gruppe  der  reciproken  Radien 
des  Bn—i  für  n  —  1  >  2  stets  einfach  ist,  wie  wir  oben  gezeigt  haben, 
ist  auch  die  Gruppe  (II)  für  n'>?>  stets  einfach. 

Wir  haben  demnach  das 

Theorem  29**).  Die  continuirlicJie  Gruppe  der  reciprolcen 
Radien  im  n-fach  ausgedehnten  Räume  ist  für  n^2  stets  ein- 
fach; die  continuirliche  projective  Gruppe  einer  nicht  ausge- 
arteten {n — l)-fach  ausgedehnten  Mannig faltiglicit  zweiten 
Grades  im  Räume  von  n  Dimensionen  ist  für  n>3  stets  einfach. 

Es  blieben  jetzt  noch  die  Gruppen  (I)  und  (HI),  S.  334  zu  unter- 
suchen, die  offenbar  nicht  einfach  sind,  da  sie  beide  die  Gruppe  aller 
Translationen  als  invariante  Untergruppe  enthalten.  Wir  begnügen 
uns  aber  mit  den  folgenden  Bemerkungen: 

Ist  n  =  3  oder  >  4,  so  enthält  die  Gruppe  (I)  keine  andre  in- 
variante Untergruppe  als  die  schon  genannte :  p^  ...  Pn  und  die  Gruppe 
(III)  enthält  ausser  p^...  Pn  nur  noch  die  Gruppe :  p^,  .  . »  Pm  x^Pi  H —  • 
+  XnPn  und  die  Gruppe  (I)  als  invariante  Untergruppen;  ist  dagegen 
?^  =  4,  so  treten  in  der  Gruppe  (I)  noch  zwei  und  in  der  Gruppe  (III) 
noch  vier  andre  invariante  Untergruppen  auf.  Es  rührt  das  daher, 
dass  die  Gruppe: 

(15)  XkPv—XvPk        {k,v=l...n) 

für  n  =  3  und  n^  4:  einfach  ist,  für  n  =  4:  aber  zwei  dreigliedrige 
invariante  Untergruppen  enthält. 

§  81. 

Wir  beweisen  jetzt  noch  die  beiden  in  der  Einleitung  des  Kapitels 
angekündigten  Sätze  über  die  projective  Gruppe  einer  Mannigfaltigkeit 
zweiten  Grades  im  jR„;  der  erste  von  ihnen  lautet  folgendermassen: 

Theorem  30***).   Die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe 


*)  Math.  Ann.  Bd.  5,  S.  267  (1871). 
**)  Dieses  Theorem  hat  Lie    zuerst  aufgestellt  und  bewiesen   (s.  Archiv  for 
Math.  Bd.  X,  S.  413,  Kristiania  1885). 

***)  Zuerst  aufgestellt  und  bewiesen  von  Lie,  Leipz.  Ber.  1890,  S.  319  f. 
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einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigheit  zweiten  Grades  des 
Hn  stecht,  wenn  w>l  ist,  in  heiner  grossem  continuirlicJien 
Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Baumes. 

Für  n  =  2  ist  dieses  Theorem  richtig,  denn  nach  S.  94^  Theor.  7 
lässt  jede  continuirliche  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
der  Ebene  entweder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt  oder  einen  Kegel- 
schnitt invariant;  da  nun  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines 
nichtausgearteten  Kegelschnitts  weder  eine  Gerade,  noch  einen  Punkt 
invariant  lässt,  so  steckt  sie  in  keiner  grössern  coutinuirlichen  Unter- 
gruppe der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene.  Hieraus  folgt, 
dass  wir,  um  unser  Theorem  zu  beweisen,  nur  zu  zeigen  brauchen: 
sobald  es  für  den  Raum  von  n  —  1  >  2  Dimensionen  gilt,  gilt  es 
auch  für  den  von  n  Dimensionen. 

Wir  nehmen  also  an,  dass  unser  Theorem  für  den  Raum  von 
n  —  \  Dimensionen  richtig  ist,  und  betrachten  nun  im  jR„  die  grösste 
continuirliche  projective  Gruppe  G  einer  nicht  ausgearteten  Mannig- 
faltigkeit zweiten  Grades.  Wir  werden  zeigen,  dass  jede  grössere  con- 
tinuirliche projective  Gruppe  @  des  i?„,  in  der  G  enthalten  ist,  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes   zusammenfällt. 

Ist  P  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  dem  7?„,  so  erzeugen 
alle  infinitesimalen  Transformationen  von  G,  die  P  invariant  lassen, 
eine  continuirliche  Gruppe,  bei  der  die  oü""-^  Richtungen:  dx^:-  "idXn 
durch  den  Punkt  P  durch  eine  continuirliche  projective  Gruppe  g 
transformirt  werden  und  zwar  ist  g  offenbar  die  grösste  continuirliche 
projective  Gruppe  einer  gewissen  nichtausgearteten  Mannigfaltigkeit 
zweiten  Grades  in  dem  Rn—i  jener  oo«— ^  Richtungen.  Andrerseits 
erzeugen  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  @,  die  P  invariant 
lassen,  eine  continuirliche  Untergruppe  von  ßJ,  bei  der  die  oo^~^  be- 
sprochenen Richtungen  durch  eine  gewisse  projective  Gruppe  g  trans- 
formirt werden. 

Es  ist  klar,  dass  ^  in  g  enthalten  ist;  nun  aber  steckt  g  unter 
den  gemachten  Voraussetzungen  in  keiner  grössern  coutinuirlichen 
Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  Rn—if  also  ergiebt 
sich,  dass  g  entweder  mit  g  oder  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  des  Raumes  jener  c»"*— ^  Richtungen  zusammenfällt. 

Wäre  g  mit  g  identisch,  so  wäre  (3  nach  dem  Theor.  24,  S.  334 
durch  eine  Punkttransformation  des  P„  entweder  mit  der  Gruppe  der 
reciproken  Radien  des  P„  ähnlich  oder  mit  der  Gruppe  der  Euklidi- 
schen Bewegungen  und  Aehnlichkeitstransformationen.  Das  erste  ist 
ausgeschlossen,  weil  die  Gruppe  der  reciproken  Radien  überhaupt  nicht 
durch  Punkttransformation  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden 
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kann  (s.  Theor.  27,  S.  352).  Aber  auch  der  zweite  Fall  kann  nicht 
eintreten,  denn  dann  wäre  (3  nach  Theor.  19,  S.  292  mit  der  Gruppe 
der  Aehnlichkeitstransformationen  durch  eine  projective  Transformation 
ähnlich  und  Hesse  in  Folge  dessen  eine  (w  — l)-fach  ausgedehnte  ebene 
Mannigfaltigkeit  invariant,  während  doch  G  keine  solche  ebene  Man- 
nigfaltigkeit in  Ruhe  lässt  und  demnach  auch  in  keiner  projectiven 
Gruppe,  die  das  thut,  enthalten  sein  kann. 

Nunmehr  bleibt  blos  die  Annahme  übrig,  dass  g  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  des  Bn—i  zusammenfällt.  Bei  dieser  An- 
nahme ist  (3  nach  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631  entweder  mit  der 
allgemeinen  projectiven  oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  endlich 
uait  der  speciellen  linearen  Gruppe  des  Bn  ähnlich  und  zwar  durch 
eine  projective  Transformation  dieses  Raumes  (s.  Theor.  18,  S.  288). 
Die  zwei  zuletzt  genannten  Gruppen  kommen  aber  gar  nicht  in  Frage, 
da  sie  beide  je  eine  ebene  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
invariant  lassen,  also  ergiebt  sich,  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Bn  die  einzige  grösser^ 
■continuirliche  projective  Gruppe  des  Bn  ist,  in  der  G  steckt. 

Damit  ist  unser  Theorem  allgemein  bewiesen.  Man  kann  es  übri- 
gens auch  noch  verallgemeinern  und  den  Satz  aussprechen:  Die  grösste 
projective  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  ziveiten  Grades 
des  Bn  ist  in  keiner  grössern  Untergruppe  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  dieses  Baumes  enthalten.  Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  würde 
man  sich  auf  das  Kap«  18  des  Abschnitts  I  zu  stützen  haben. 

Der  zweite  der  beiden  in  der  Einleitung  des  Kapitels  angekündig- 
ten Sätze  lautet  so: 

Satz  1.  Ist  n>\j  so  stecht  die  grösste  continuirliche  projective 
Gruppe  einer  nichtausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  des  Bn 
ausser  in  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  sonst  in  keiner  endlichen 
continuirlichen  Gruppe  des  B»,  hei  der  die  oo"-^  Linienelemente  durch 
jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemeinster  Weise^ 
das  hässt  gerade  {äi^  —  1)  -gliedrig  transformirt  tverden. 

Es  sei  h  die  grösste  continuirliche  projective  Gruppe  einer  nicht 
ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  Bn  und  H  sei  eine 
endliche  continuirliche  Gruppe  des  jR„,  in  der  h  als  Untergruppe  ent- 
halten ist  und  bei  der  die  oo'^-^  Linienelemente  durch  jeden  festge- 
haltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise 
transformirt  werden.  Dann  behauptet  unser  Satz,  dass  H  die  allge- 
meine projective  Gruppe  des  Bn  ist. 

In  der  That,  nach  Abschn.  I,  Theor.  112,  S.  631  ist  H  durch  eine 
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Punkttransformation  des  Bn  entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven 
oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  mit  der  speciellen  linearen 
Gruppe  des  Bn  ähnlich.  Bei  dieser  Punkttransformation  verwandelt 
sich  h  offenbar  wieder  in  eine  projective  Gruppe,  nach  Theorem  19, 
S.  292  ist  daher  die  betreffende  Punkttransformation  nothwendig  pro- 
jectiv  und  H  ist  in  Folge  dessen  selbst  eine  projective  Gruppe.  Das 
Theorem  30,  S.  357  zeigt  nunmehr,  dass  H  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  des  i?„  zusammenfällt. 


Kapitel  19.  . 

Die   reellen   Grruppen. 

Während  wir  bei  allen  bisherigen  Untersuchungen  die  auftreten- 
den Veränderlichen  und  Parameter  als  complexe  Grössen  betrachtet 
haben,  wollen  wir  uns  jetzt  einmal  sowohl  die  Veränderlichen  als  die 
Parameter  auf  reelle  Werthe  beschränkt  denken  und  nur  Gruppen  mit 
reellen  Transformationen  betrachten.  Wir  entwickeln  zunächst,  aller- 
dings nur  sehr  kurz*),  die  allgemeine  Theorie  der  reellen  Gruppen. 
Sodann  vervollständigen  wir  die  Untersuchungen  der  ersten  Abtheilung 
soweit,  dass  wir  auf  der  Geraden  und  der  Ebene  alle  endlichen  reellen 
Gruppen  und  alle  reellen  projectiven  Gruppen  angeben  können.  Schliess- 
lich erledigen  wir  noch  die  in  Kapitel  17  behandelte  Aufgabe  insbeson- 
dere für  reelle  Gruppen. 

§  82.  _  . 

Es  sei: 

(1)  Xv  =  fr  {OC^   .  .  .  Xn\    a^    .  .  .   ür)       {v=^l,..n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  von  reellen  Transformationen.  Die  Transfoi 
mationen  der  Gruppe  seien  paarweise  zu  einander  invers;  die  Func- 
tionen /i  .  . .  fn  seien  zunächst  analytische  Functionen  ihrer  Argumente, 
im  Weierstrassschen  Sinne,  wir  denken  sie  uns  demnach,  indem  wir 
unter  x^^  ,  .  .  Xn^y  a^  ,  .  .  aj^  ein  reelles  Werthsystem  von  allgemeiner 
Lage  verstehen,  als  gewöhnliche,  aber  natürlich  reelle  Potenzreihen 
der  Xr  —  x^Py  ük  —  ük^  gegeben. 


*)  Es  ist  nicht  schwer,  sich  bei  den  einzelnen  Theorien  von  Abschnitt  I  und 
II  klar  zu  machen,  wieweit  sie  sich  ohne  Aenderung  auf  reelle  Gruppen  über- 
tragen lassen  und  wo  sie  umgestaltet  werden  müssen,  um  auf  die  reellen  Gruppen 
anwendbar  zu  sein.  Hier  besprechen  wir  nur  einige  der  wichtigsten  Punkte  (vgl. 
Abschn.  I,  S.  1). 
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Unter  diesen  Voraussetzungen  zeigen  die  Entwicklungen  der  Ka- 
pitel 2,  4  und  9  des  Abschnitts  I  unmittelbar,  dass  die  Gruppe  (1) 
r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

^kf  =2''  ^kv  (X^    .  ..   Xn)  -/-         (^-  =  1  .  .  .  r) 

enthält,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(2)  (Z.X,.)=^cy,Z/    (*,>  =  !....) 

1 

stehen,   und    zwar   sind   hier   die   ^kj  reelle   gewöhnliche   Potenzreihen 
.,  Xn  —  Xn^  und  die  c^js  sind  reelle  Constanten. 
Ist  nun  andrerseits  irgend  eine   infinitesimale  Transformation: 


Zf='^Ux,...x^)^ 


1 

gegeben,  in  der  die  ^  reelle  gewöhnliche  Potenzreihen  sind,  so  leuchtet 
ein,  dass  die  Gleichungen: 

Xv  =  Xy  +  Y  ^^»'  +  r~2  ^^^»'  +  •  •  • 

(r  =  1  .  .  .  rO 

mit  dem  reellen  Parameter  t  eine  eingliedrige  Gruppe  von  reellen 
Transformationen  darstellen,  eine  eingliedrige  Gruppe,  von  der  wir 
natürlich  sagen,  dass  sie  von  der  reellen  infinitesimalen  Transformation 
Zf  erzeugt  sei.  Verstehen  wir  daher  unter  e^  ...  er  willkürliche  reelle 
Parameter,  so  stellt  der  Ausdruck: 
(3)  e,X,f+-.-+e,X,f 

oc^'—i  verschiedene  reelle  infinitesimale  Transformationen  dar,  die  eben- 
soviele  reelle  eingliedrige  Gruppen  erzeugen,  und  es  ist  unter  den  oben 
gemachten  Voraussetzungen  klar,  dass  der  Inbegriff  dieser  oo^'—^  ein- 
gliedrigen Gruppen  eben  die  Gruppe  (1)  bildet.  Demnach  können  wir 
sagen:  Jede  r-gliedrige  reelle  Gruppe  (1)  mit  paarweise  inversen  Trans- 
formationen ist  von  r  unabhängigen  reellen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: X^f . . .  Xrf  erseugtj  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form 
(2)  stehen j  unter  den  Ckjs  reelle  Zahlen  verstanden. 

Aber  aus  den  Entwicklungen  des  Kapitels  9  von  Abschnitt  I  geht 
zugleich  hervor,  dass  auch  das  Umgekehrte  gilt:  Wenn  die  r  unab- 
hängigen reellen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf  paarweise 
in  Beziehungen  von  der  Form  (2)  stehen,  wo  die  Ckjs  reelle  Zahlen  he- 
deuten^  so  erzeugen  sie  eine  r-gliedrige  reelle  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
sen Transformationen. 
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Da  die  Functionen  in  den  Gleichungen  (1)  analytische  Functionen 
ihrer  Argumente  sind,  so  behalten  die  Gleichungen  (1)  auch  dann 
noch  einen  Sinn,  wenn  man  x^^  .  .  .  Xn,  a^  .  .  .  a,-  als  complexe  Func- 
tionen ihrer  Argumente  auffasst.  Andrerseits  ist  klar,  dass  die  Be- 
dingungen, aus  deren  Erfülltsein  die  Gruppeneigenschaft  der  Gleichungen 
(1)  für  reelle  Werthe  von  x^  .  . .  Xny  %  ...  a?-  folgt,  von  selbst  zugleich 
für  die  complexen  Werthe  dieser  Grössen  erfüllt  sind.  Die  Gleichungen 
(1)  bestimmen  demnach  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch 
dann  noch  eine  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  mau  die  x  und  a  als  com- 
plexe Grössen  auffasst,  natürlich  eine  Gruppe  von  complexen  Trans- 
formationen. Der  Ausdruck  (3)  stellt  augenscheinlich  die  allgemeine 
infinitesimale  Transformation  dieser  letzteren  Gruppe  dar,  sobald  man 
in  ihm  die  x^  als  complexe  Veränderliche  und  die  e^  als  complexe 
Parameter   betrachtet.     Also: 

Zu  jeder  r-gliedrigen  reellen  Gruppe  gr  in  n  reellen  Veränderlichen , 
die  durch  analytische  Gleichungen  dargestellt  wird,  gehört  eine  ganz  he- 
stimmte  r-gliedrige  Gruppe  Gr  von  complexen  Transformationen;  diese 
Gruppe  Gr  ivird  erhalten,  wenn  man  die  Veränderlichen  und  die  Para- 
meter von  gr  als  complexe  Grössen  auffasst. 

Die  enge  Beziehung,  in  der  die  Gruppe  Gr  zu  gr  steht,  legt  es 
nahe,  bei  der  Untersuchung  von  gr  stets  auch  Gr  mit  in  Betracht  zu 
ziehen;  es  ist  daher  wünschenswerth,  sich  allgemein  darüber  klar  zu 
werden,  welche  Eigenschaften  beiden  Gruppen  gemeinsam  sind  und 
worin  sie  sich  unterscheiden  können.  Wir  werden  deshalb  jetzt  die 
im  ersten  Abschnitte  eingeführten  Begriffe:  Transitivität,  Intransitivität, 
Primitivität  u.  s.  w.  der  Reihe  nach  durchgehen  und  prüfen,  wie  sich 
gr  und  Gr  diesen  Begriffen  gegenüber  verhalten. 

Wir  nennen  gr  natürlich  transitiv  ^  wenn  jeder  reelle  Punkt 
x^  . .  .  Xn  von  allgemeiner  Lage  bei  gr  gerade  oo^  verschiedene  reelle 
Lagen  annimmt;  im  entgegengesetzten- Falle  nennen  wir  gr  intransitiv. 
Hieraus  geht  hervor,  dass  gr  transitiv  oder  intransitiv  ist,  jenachdem 
sich  unter  den  r  Gleichungen: 

(4)  X,/-=0,  ...,  X./-=0 

gerade  ?^  oder  weniger  von  einander  unabhängige  befinden,  mit  andern 
Worten:  Gr  und  gr  sind  stets  zu  gleicher  Zeit  transitiv,  aber  auch  zu 
gleicher  Zeit  intransitiv.  Ist  insbesondere  gr  intransitiv,  so  haben  die 
Gleichungen  (4)  eine  gewisse  Anzahl  etwa  m  <  n  unabhängige  Lö- 
sungen gemein,  die  offenbar  stets  als  reelle  Functionen  von  x^  , . .  Xn 
gewählt  werden  können;  werden   diese  Lösungen   gleich    willkürlichen 


Die  reellen  Gruppen,  363 

reellen  Constanteu  gesetzt,  so  erhält  man  eine  Zerlegung  des  reellen 
Raumes  x^  .  .  .  Xn  i^  <3o'"  (n  —  w)-fach  ausgedehnte  reelle  Mannigfal- 
tigkeiten, die  sämmtlich  hei  g,.  invariant  bleiben. 

Imprimitiv  nennen  wir  Qry  wenn  es  eine  bei  Qr  invariante  Zer- 
legung des  reellen  Raumes  x^  .  .  .  Xn  in  oo"*  (n  —  m)-fach  ausgedehnte 
reelle  Mannigfaltigkeiten  giebt,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
wenn  Qr  ein  {n  ■ — m)-gliedriges  reelles  vollständiges  System: 

df 


7,f=^V^rix,...x„)l^=0     (*=. 


invariant  lässt;  im  entgegengesetzten  Falle  nennen  wir  g^  primitiv. 

Hier  kann  offenbar  der  Fall  eintreten,  dass  gr  primitiv  ist,  Gr 
aber  imprimitiv,  denn  es  ist  denkbar,  dass  gr  kein  reelles  vollständi- 
ges System  invariant  lässt,  während  bei  Gr  ein  vollständiges  System 
invariant  bleibt,  dessen  Coefficienten  imaginäre  Functionen  von  x^..  .x^ 
sind.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so  muss  Gr  offenbar  auch  das  conjugirt 
imaginäre  vollständige  System  invariant  lassen.  Ueberhaupt  ist  klar, 
dass  stets,  wenn  bei  Gr  nur  ein  {n  —  m)-gliedriges  vollständiges 
System  invariant  bleibt,  dieses  System  eine  reelle  Form  erhalten  kann 
und  auch  bei  gr  invariant  bleibt,  dass  aber  mehrere  bei  Gr  invariante 
vollständige  Systeme,  soweit  sie  nicht  durch  reelle  Gleichungen  dar- 
gestellt werden  können,  sich  paarweise  als  conjugirt  imaginär  zusam- 
menordnen müssen. 

Einfach  nennen  wir  die  Gruppe  gr,  wenn  sie  keine  reelle  invariante 
Untergruppe  enthält.  Ist  gr  einfach,  so  kann  Gr  trotzdem  zusammen- 
gesetzt sein,  die  invarianten  Untergruppen  von  Gr  müssen  sich  nur 
dann  paarweise  als  conjugirt  imaginär  zusammenordnen.  Dieser  Fall 
tritt  zum  Beispiel  bei  der  projectiven  Gruppe  der  Fläche  zweiten 
Grades:  x"^  -\-  y^  -\-  s^  -]-  l  =  0  ein.  Die  Gruppe  aller  reellen  und 
complexen  Transformationen,  bei  denen  diese  Fläche  zweiten  Grades 
invariant  bleibt,  enthält  nämlich  zwei  dreigliedrige  invariante  Unter- 
gruppen, die  conjugirt  imaginär  sind,  entsprechend  den  beiden  con- 
jugirt imaginären  Schaaren  von  Erzeugenden  der  Fläche  (vgl.  Kap.  10); 
dagegen  enthält  die  Gruppe  aller  reellen  projectiven  Transformationen, 
bei  denen  die  Fläche  in  sich  übergeht,  keine  reelle  invariante  Unter- 
gruppe, sie  ist  also  einfach. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  jede  2-gliedrige  invariante  Untergruppe 
von   Gr,  die  innerhalb  Gr  einzig  in  ihrer  Art  ist,  nothwendig  l  unab- 
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hängige  reelle  infinitesimale  Transformationen  enthält,  die  eine  reelle 
invariante  Untergruppe  von  g^  erzeugen. 

Ist  9;.  eine  zweite  reelle  r-gliedrige  Gruppe  in  m  reellen  Ver- 
änderlichen 2/i  ...  y,n,  so  sagen  wir,  dass  gr  und  g,  glekhzusammen- 
geseM  sind,  wenn  g,  r  unabhängige  reelle  infinitesimale  Transformationen: 
Y^f .  .  .  F;/ enthält,  die  durch  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

( K  Yj)  =  2J  ^^J^  ^/       (k,j  =  l...r) 
1 

mit  denselben  reellen  Constanten  c^js  wie  bei  (2)  verknüpft  sind.  Wenn 
gr  und  g,.  in  diesem  Sinne  gleichzusammengesetzt  sind,  so  sind  natür- 
lich auch  die  zugehörigen  Gruppen  Gr  und  (3r  von  complexen  Trans- 
formationen gleichzusammengesetzt  im  Sinne  von  Abschn.  I,  S.  291; 
dagegen  folgt  aus  dem  Gleichzusammengesetztsein  von  Gr  und  (3r 
noch  keineswegs  das  von  gr  und  g^,  denn  es  ist  denkbar,  dass  sich  ©^ 
und  Gr  nur  in  imaginärer  Weise  holoedrisch  isomorph  auf  einander 
beziehen  lassen.  Ein  Beispiel  hierfür  bieten  die  beiden  Gruppen: 
p,  xp,  x^p  und:  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr,  die  als  Gruppen  von 
complexen  Transformationen  betrachtet  gleichzusammengesetzt  sind, 
nicht  aber  als  Gruppen  von  reellen  Transformationen,  denn  die  erste 
von  ihnen  enthält  reelle  zweigliedrige  Untergruppen,  die  zweite  nicht. 

Zwei  r-gliedrige  reelle  Gruppen  gr  und  g^  in  den  reellen  Ver- 
änderlichen x^  .  .  .  Xn  rechnen  wir  zu  demselben  Gruppentypus,  wenn 
sie  durch  eine  reelle  Punkttransformation  in  x^  .  .  .  Xn  mit  einander 
ähnlich  sind.  Sollten  gr  und  g,.  nicht  durch  eine  reelle  Punkttransfor- 
mation mit  einander  ähnlich  sein,  so  könnte  immer  noch  der  Fall 
eintreten,  dass  die  zugehörigen  Gruppen  Gr  und  (5J,.  von  complexen 
Transformationen  durch  eine  imaginäre  Punkttransformation  mit  ein- 
ander ähnlich  wären. 

Wünscht  man'  zu  entscheiden,  ob  zwei  r-gliedrige  reelle  transi- 
tive Gruppen  gr  und  g^  in  den  reellen  Veränderlichen  x^  , .  .  Xn  durch 
eine  reelle  Punkttransformation  ähnlich  sind,  so  muss  man  zunächst 
feststellen,  ob  sie  in  dem  angegebenen  Sinne  gleichzusammengesetzt 
sind.  Sind  sie  das,  so  genügt  das  Theorem  76  auf  S.  425  von  Abschn.  I, 
um  die  Frage  nach  der  Aehnlichkeit  zu  entscheiden;  man  muss  nur  noch 
die  zwei  Forderungen  hinzufügen,  dass  die  in  diesem  Theorem  ver- 
langte holoedrisch  isomorphe  Beziehung  der  beiden  Gruppen  auf  ein- 
ander in  reeller  Weise  möglich  sei  und  dass  man  für  x^^  .  .  .  x^  und 
y^  .  .  .  yn^  zwei  reelle  Punkte  von  allgemeiner  Lage  wählen  könne.  In 
der  That,  a.  a.  0.  auf  S.  427  wird   eine  Transformation  T  aufgestellt, 
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vermöge  deren  die  beiden  *  Gruppen :  X/ .  . .  X^/"  und:  ZJ...Zrf 
unter  den  in  Theorem  76  gemachten  Voraussetzungen  mit  einander 
ähnlich  sind;  es  ist  nun  klar,  dass  aus  den  besonderen  Forderungen, 
die  wir  soeben  noch  zu  diesen  Voraussetzungen  hinzugefügt  haben, 
ohne  Weiteres  folgt,  dass  diese  Transformation  T  reell  wird. 

Wir  haben  uns  im  Vorhergehenden  auf  solche  reelle  Gruppen 
beschränkt,  die  durch  analytische  Gleichungen  dargestellt  werden. 
Was  lässt  sich  nun  über  die  reellen  Gruppen  sagen,  deren  Transfor- 
mationsgleichungen nicht  analytisch  und  also  blos  für  reelle  Werthe 
der  Veränderlichen  und  der  Parameter  definirt  sind? 

Wir  begnügen  uns  mit  einigen  kurzen  Bemerkungen  über  diese 
Gruppen. 

Die  Gleichungen: 

(5)  Xy    =  Fy{Xy    .  .  .   Xn'^     a^    ,  .  .   ür)       (r  =  1  .  .  .  n)^ 

in  denen  die  Fr  reelle  nichtanalytische  Functionen  ihrer  reellen  Aro-u- 
mente  sind,  mögen  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen 
Transformationen  darstellen.  Sollen  auf  diese  Gruppe  die  im  ersten 
Abschnitt  entwickelten  Methoden  anwendbar  sein,  so  müssen  die  F, 
jedenfalls  gewisse  DifFerentialquotienten  nach  den  n-\-r  Grössen  x  ...Xn 
a^. .  .  ür  besitzen.  Wir  wollen  uns  nicht  damit  aufhalten,  die  kleinste 
Zahl  von  erforderlichen  DijBFerentialquotienten  festzustellen,  wir  beo-nü- 
gen  uns  vielmehr  mit  der  Mittheilung  der  Thatsache,  dass  die  Existenz 
aller  Differentialquotienten  von  erster  und  einer  gewissen  Anzahl  von 
Differentialquotienten  von  zweiter  Ordnung  hinreicht,  um  die  Haupt- 
sätze der  Kapitel  2,  4  und  9  von  Abschn.  I  auch  für  Gruppen  von 
der  hier  betrachteten  Beschaffenheit  zu  beweiseu.  Indem  man  sich 
etwa  auf  die  Untersuchungen  von  Cauchy  und  Lipschitz  über  die 
Existenz  der  Lösungen  reeller  nichtanalytischer  Differentialgleichungen 
stützt,  kann  man  insbesondere  die  nachfolgenden  beiden  Theoreme 
beweisen: 

Theorem  31.      Wenn  die  Gleichungen: 

(5)  Xr=  Fv{x^    .  .  >   Xa\    «1    ...   «r)       {v  =  \...  n) 

eine  r-gliedrige  reelle  Gruppe  darstellen^  deren  Transformatio- 
nen sich  paarweise  als  invers  zusammenordnenj  und  wenn  die 
Functionen  Fy  alle  Differentialquotienten  erster  und  eine  ge- 
wisse, hier  nicht  näher  zu  hestimmende  Zahl  von  Differential- 
quotienten  zweiter  Ordnung  nach  Xj^  . . ,  x„,  a^  .  . .  ar  besitzen,  so 
ist  die  hetreffende  Gruppe  von  r  unabhängigen  reellen  infini- 
tesimalen Transformationen: 
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Z,f=^r  i,r  {X,    ...  Xn)  ^  ^^ 


erzeugt^  in  denen  die  Ikv  nach  jeder  von  den  Veränderlichen 
Xi  .  . ,  Xn  einmal  differentiirhar  sind.  Diese  infinitesimalen 
Transformationen  Zkf  stehen  überdies  paarweise  in  Beziehungen 
von  der  Form: 

r 

(6)  {z,  z;)  =^.  cjs  zj  (A-,  > = 1 . . . .) , 

1 

unter  den  Ckjs  reelle  Zahlen  verstanden. 

Theorem  32.     Sind   die   r   reellen   infinitesimalen    Transfor- 
mationen: 


Zkf==^v   ikr(Xi   .  .  .Xn) 


dl 


von  einander  unabhängig ,  sind  ferner  die  rn  reellen  Functio- 
nen t,icv  nach  jeder  der  n  Veränderlichen  x^  . . .  Xn  einmal  diffe 
rentiirhar  und  bestehen  endlich  Beziehungen  von  der  Form: 


(6)  {ZkZ,)==^sCkjsZ,f    (Aw-  = 


-), 


unter  den  Ckjs  reelle  Zahlen  verstanden,  so  erzeugen  Z^f  . . .  Zrf 
eine  r-gliedrige  reelle  Transformationsgruppe  mit  paarweise 
inversen  Transformationen. 

Von  grosser  Wichtigkeit  ist  ferner  das 

Theorem  33.     Sind  die  Transformationen: 

(5)  Xr  =  Fr  (X^  .  .   .  Xn]    O^    .  .  .  ar)        {v  =  l...n) 

einer  r-gliedrigen  reellen  Gruppe  paarweise  zu  einander  invers, 
besitzen  ferner  die  Fv  sämmtliche  Differentialq^uotienten  von 
erster  Ordnung  nach  x^...Xn,  a^  . . .  ar  und  eine  gewisse  hier 
nicht  näher  zu  bestimmende  Zahl  von  Bifferentialquotienten 
zweiter  Ordnung,  so  kann  die  betreffende  Gruppe,  wenn  sie 
transitiv  ist,  stets  durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  yi..»yn 
und  neuer  Parameter  l^  .  . .  Ir  auf  eine  solche  Form: 

2//=/i'(2/i-.-2/«;  k-"  Ir)     {v  =  ^.--n) 
gebracht  werden,  dass   die  fv  analytische  Functionen   ihrer  Ar- 
gumente sind*). 


*)  Diesen  Satz  hat  Lie  zuerst  in  den  Leipziger  Berichten  von  1888  ausge- 
sprochen, S.  17. 
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Die  Wichtigkeit  dieses  Theorems  beruht  darauf,  dass  es  uns 
ermöglicht,  uns  hei  der  Bestimmung  reeller  transitiver  Gruppen  vmi 
vornherein  auf  solche  Gruppen  zu  beschränken ^  die  durch  reelle  ana- 
lytische Gleichungen  dargestellt  iverden,  also  mit  andern  Worten  auf 
solche  Gruppen,  in  deren  infinitesimalen  Transformationen: 


1 

die  ^kv  analytische  Functionen  von  x-^  . . .  x^  sind. 

Den  Beweis  des  Theorems  33  wollen  wir  nur  andeuten. 
Es  seien: 

df 


Zkf  =  ^;  ikv{x^  .  .  .  Xn)  ^ 


(Ä  =  l 


r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  von  denen  die  transitive 
Gruppe  (5)  erzeugt  ist.    Dann  bestehen  sicher  Relationen  von  der  Form : 


(6)  {Z,Z,)  =  '^,c,j,Z,f 


\  .  .  .  r) 


in  denen  die  Ckjs  reelle  Zahlen  sind.  Hieraus  folgt  zunächst,  wie  in 
Abschn.  I,  Kap.  16,  dass  zu  der  Gruppe  (5)  eine  adjuugirte  Gruppe 
gehört,  die  von  den  infinitesimalen  Transformationen: 

Ekf=^  CrJ:ser   JJ-       {k  =  1  .  . .  r) 

vs 

erzeugt  ist.  Andrerseits  kann  man  leicht  beweisen,  dass  E^f .  .  .  Erf 
gerade  in  den  Beziehungen: 

r 
(EkEj)  =2'  Ckjs  E,f      (Ä- ,  i  =  1  .  .  .  r) 

1 
stehen,  dass  also  die  c^js  die  bekannten  Gleichungen: 

r 
^    {CkjvCrhs  +  CjkvCvks  +  ChJcvCrjs  }    =  0 

1 

(k,  j ,  h,  s  =  l  .  .  .  r) 

befriedigen*).  Nach  Anleitung  von  Abschn.  II,  S.  294  ff.  kann  man  nun- 
mehr eine  r-gliedrige  reelle  einfach  transitive  Gruppe   aufstellen,  die 


*)  Aus  den  Gleichungen  (6)  kann  man  das  Bestehen  dieser  Relationen 
zwischen  dem  c^  .^  nicht  direct  schliessen,  weil  man  nicht  weiss,  ob  die  ^^.^ 
zweite  Differentialquotienten  besitzen  und  weil  man  in  Folge  dessen  die  Jacobi- 
sche Identität  nicht  anwenden  kann. 
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mit  der  Gruppe  (5)  gleichzusammeugesetzt  ist  und  in  deren  infinitesi- 
malen Transformationen: 

df 

"  =  1  .  .  .  r) 


ükf^^vCD,r{lH...n,)^^~^-^       (A:  = 


die  Okv  reelle  analytische  Functionen  ihrer  Argumente  sind.  Da 
andrerseits  die  Parametergruppe  der  Gruppe  (5)  ebenfalls  reell,  ein- 
fach transitiv  und  mit  der  Gruppe  (5)  gleichzusammengesetzt  ist,  so 
ist  klar,  dass  diese  Parametergruppe  durch  eine  reelle  Punkttransfor- 
mation mit  der  Gruppe:  U^f .  .  .  JJ,f  ähnlich  ist  (vgl.  Abschn.  I, 
Theor.  64,  S.  340).  Berücksichtigt  man  endlich  die  Entwicklungen  des 
Kapitels  22  von  Abschnitt  I  und  das  auf  S.  427  f.  ebenda  Gesagte,  so 
erkennt  man  leicht,  dass  auch  die  Gruppe  (5)  selbst  durch  eine  reelle 
Punkttransformation  in  eine  reelle  analytische  Gruppe  übergeführt  wer- 
den kann. 

Das  Theorem  33  beschränkt  sich  auf  transitive  reelle  Gruppen. 
Dass  für  die  intransitiven  reellen  Gruppen  ein  ähnliches  Theorem  nicht 
bestehen  kann,  ergiebt  sich  schon  durch  Betrachtung  der  intransitiven 
Gruppen  der  Ebene.  Zum  Beispiel  erzeugen  ja  die  drei  infinitesimalen 
Transformationen: 

XJ=^q,  X,f=xq,  XJ=Fix)q 
stets  eine  dreigliedrige  intransitive  Gruppe  der  Ebene,  welche  nicht- 
lineare Function  von  x  auch  F  sein  mag  (vgl.  S.  39),  also  auch  dann, 
wenn  F  eine  reelle  nichtanalytische  Function  von  x  ist.  Tritt  dieser  Fall 
ein,  so  lässt  sich  die  Gruppe:  X^f^  X.^f,  X^f  sicher  nicht  durch  geeig- 
nete Wahl  der  Veränderlichen  in  eine  analytische  Gruppe  überführen, 
denn  wäre  etwa: 

Xi-f  =  ik  {x,  y)p  +  rik  {x,  y)q     {i  =  h  2, 3) 

eine  analytische  Form   der  Gruppe,   so   müssten   zwei  Identitäten  von 

der  Form: 

XJ=Q2  (x,  y)  X,  f,     XJ EEQ,(x,  y)  X,  f 

bestehen,  wo  q^  ^^^  Q^  analytische  Functionen  wären,  die  ihrerseits 
der  Identität: 

?3(^,  y)  =  F{Q.,{x,y)) 
genügten,  das  aber  ist  offenbar  unmöglich,  sobald  F  keiue  analytische 
Function  seines  Arguments  ist. 

Wir  wollen  jetzt  die  vorstehenden  allgemeinen  Betrachtungen 
durch  einige  Beispiele  erläutern  und  zwar  wollen  wir  die  Untersuchungen 
der  Kapitel   1  ...  5  insbesondere   mit  Rücksicht   auf  die  Bestimmung 
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der  reellen   Gruppen  umgestalten.      Wir  werden   sehen,   dass    wir    zu 
den  damaligen  Entwicklungen  nur  weuig  hinzuzufügen  brauchen. 

§  83. 

Bestimmung  aller  reellen  endlichen  und  aller  reellen  projec- 
tiven  Gruppen  auf  der  Geraden  und  der  Ebene. 

Die  endlichen  continuirlichen  Gruppen  auf  der  Geraden  sind  sämmt- 
lich  transitiv,  die  reellen  unter  ihnen  können  wir  uns  daher  nacli 
S.  366f.  von  vornherein  auf  eine  solche  Form  gebracht  denken,  dass  die 
auftretenden  Functionen  reelle  analytische  Functionen  sind.  Hieraus 
^olgt,  dass  die  Entwicklungen  der  S.  2—6  ohne  Weiteres  auch  zur 
Bestimmung  der  reellen  Gruppen  auf  der  Geraden  führen,  nur  muss 
man  natürlich  den  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  der  auf  S.  2  zum 
Coordinatenanfang  gewählt  wird,  reell  annehmen.  Das  Theorem  1  auf 
S.  6  bleibt  demnach  auch  gültig,  wenn  man  sagt:  Jede  reelle  endliche 
continuirliche  Gruppe  einer  reellen  einfach  ausgedehnten  Mannigfal- 
tigkeit ist  durch  reelle  Puukttransformation  ähnlich  u.  s.  w.  Zu  dem- 
selben Ergebnisse  gelangt  man  übrigens  auch  auf  Grund  des  §  2,  S.  7  ff., 
denn  es  macht  für  das  Endergebniss  offenbar  keinen  Unterschied, 
wenn  man  der  Definitionsgleichung  (6)  auf  S.  7  eine  reelle  Form  vor- 
schreibt. 

Anders  ist  es  bei  den  reellen  projeetiven  Gruppen  der  Geraden; 
hier  bedürfen  die  Auseinandersetzungen  des  §  4,  S.  12  fif.  einer  kleinen 
Ergänzung,  wenn  man  die  Aufgabe  für  die  reellen  Gruppen  vollstän- 
dig erledigen  will. 

Ist  g  eine  reelle  Untergruppe  der  dreigliedrigen  reellen  allgemeinen 
projeetiven  Gruppe  auf  der  Geraden,  so  lässt  die  zugehörige  Gruppe 
G  von  complexen  Transformationen  (vgl.  S.  362)  nach  Theorem  2, 
S.  17  entweder  zwei  verschiedene  Punkte  invariant  oder  nur  einen, 
der  allerdings  doppelt  zählen  kann.  Bleibt  nur  ein  Punkt  invariant, 
so  ist  der  nothwendig  reell  und  kann  durch  eine  reelle  projective 
Transformation  ins  Unendliche  verlegt  werden,  in  diesem  Falle  kann 
daher  g  durch  reelle  projective  Transformationen  auf  eine  der  beiden 
Formen: 


(7) 


p,  xp 


p 


gebracht  werden.  Bleiben  andrerseits  bei  G  zwei  verschiedene  PunktQ 
invariant,  so  sind  die  entweder  beide  reell  oder  beide  imaginär  und 
zwar  conjugirt  imaginär;  sind  sie  reell,  so  kann  man   sie   durch  eine 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  24 
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reelle  projective  Transformation  in  die  Punkte  0  und  oo  überführen, 
sind  sie  imaginär,  in  die  beiden  Punkte:  +  ^,  —  i-  Demnach  lässt 
sich  dann  g  durch  reelle  projective  Transformationen  in  eine  der  bei- 
den Formen: 


(8)  xp  {x'  +  l)p 


überführen.     Damit  ist  für  jeden  Typus  von  reellen  Untergruppen  der 
reellen  projectiven  Gruppe:  Py  xpj  x^p  ein  Repräsentant  gefunden. 

Die  reellen  linearen  homogenen  Gruppen  in  zwei  Veränderlichen  sind 
in  Theorem  3,  S.  26  schon  fast  alle  aufgezählt,  es  fehlen  nur  die,  die 
zwei  conjugirt  imaginäre  Gerade  durch  den  Punkt:  x  =  y  =  Q  festhal- 
ten; da  man  jedes  Paar  von  solchen  Geraden  durch  eine  reelle  lineare 
homogene  Transformation  in  das  Geradenpaar:  {x  +  iy)  {x  —  iy)  =  0 
überführen  kann,  so  ist  klar,  dass  man  zu  den  Gruppen  des  Theorems  3 
nur  noch  die  beiden: 


(9)  xq  —  yp,   xp  +  yq  \  xq  —  yp  +  c{xp  +  yq) 


hinzuzufügen  braucht.  Hier  bedeutet  c  natürlich  eine  reelle  Constante, 
die  man  übrigens  der  Bedingung:  c^O  unterwerfen  kann,  da  man 
durch  Vertauschung  von  x  mit  y  eine  Gruppe  von  derselben  Form 
mit  dem  Parameter  —  c  erhält.  Uebrigens  kann  man  jetzt  auch  in 
der  Gruppe  7  des  Theorems  3  das  c  auf  die  Werthe,  die  >0  sind, 
beschränken. 

Wir  kommen  zu  den  reellen  endlichen  Gruppen  der  Ehene^). 

Ist  gr  eine  r-gliedrige  Gruppe  dieser  Art  und  ist  gr  im  Sinne 
von  S.  363  primitiv^  so  ist  es  nothwendig  zugleich  transitiv  und  kann 
daher  nach  S.  366  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  nur 
analytische  Functionen  auftreten.  Nehmen  wir  an,  dass  gr  bereits 
eine  solche  Form  hat,  so  sind  noch  zwei  Fälle  denkbar:  entweder  ist 
nämlich  auch  die  zugehörige  r-gliedrige  Gruppe  Gr  von  complexen 
Transformationen  (s.  S.  362)  primitiv  oder  sie  ist  imprimitiv. 

Im  ersten  Falle  werden  bei  gr  offenbar  die  oo^  reellen  Linien- 
elemente durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  durch  eine  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  transformirt,  also 
in  möglichst  allgemeiner  Weise.  Beachten  wir  daher,  dass  die  Ent- 
wicklungen des  Kap.  29  in  Abschn.  I  auch   dann   noch  gültig  bleiben, 

*)  Lie  hat  schon  in  den  Leipziger  Berichten  von  1889,  S.  156  die  Bestim- 
mung der  reellen  Gruppen  der  Ebene  angedeutet. 
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wenn  man  sich  auf  reelle  Werthe  von  x^  . ,  .  Xn  und  auf  reelle  ana- 
lytische Transformationen  beschränkt  (vgl.  auch  S.  364  f.),  so  gelangen 
wir  zu  dem  Ergebniss,  dass  Qr  in  diesem  Falle  stets  durch  eine  reelle 
Punkttransformation  der  Ebene  mit  einer  der  drei  Gruppen  des  Theo- 
rems 5;  S.  35  ähnlich  ist. 

Im  zweiten  Falle  lässt  Gr  mindestens  eine  Schaar  von  oo^  Curven 
der  Ebene  invariant.  Liesse  es  blos  eine  solche  Schaar  invariant,  so 
bestände  diese  Schaar  nach  S.  363  aus  den  Charakteristiken  einer 
reellen  linearen  partiellen  Differentialgleichung  und  enthielte  somit 
ooi  reelle  Curven,  deren  Inbegriff  natürlich  bei  gr  invariant  bliebe;  gr 
wäre  also  gegen  unsre  Voraussetzung  imprimitiv.  Liesse  Gr  andrer- 
seits unendlich  viele  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant,  so  blieben 
mit  jedem  festgehaltenen  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich 
alle  hindurchgehenden  Linienelemente  in  Ruhe  und  daher  auch  alle 
hindurchgehenden  reellen  Linienelemente,  es  gäbe  folglich  sogar  unend- 
lich viele  bei  gr  invariante  reelle  Schaaren  von  je  c»^  Curven.  Dem- 
nach (vgl.  S.  61)  muss  Gr  nothwendig  zwei  und  nur  zwei  Schaaren 
von  je  oo^  Curven  invariant  lassen  und  diese  beiden  Schaaren  müssen 
conjugirt  imaginär  sein,  das  heisst,  sie  müssen  durch  zwei  Gleichungen 
von  der  Form; 

(p(ix,y)  +  if  (x,  y)  =  const. ;     cp(x,y)  —  i^  (x,  y)  =  const. 

dargestellt  werden,  wo  tp  und  ^  von  einander  unabhängige  reelle 
Functionen  sind,  üeberdies  ist  klar,  dass  Gr,  wenn  es  die  eine  der 
beiden  Schaaren  gerade  Z-gliedrig  transformirt,  auch  die  andre  Z-glied- 
rig  transformiren  muss;  Gr  enthält  ja  r  unabhängige  reelle  infinitesi- 
male Transformationen  und  diese  Transformationen  ändern  sich  offenbar 
nicht,  wenn  man  +  i  mit  —  i  vertauscht. 

Nun  kennen  wir  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene, 
bei  denen  zwei  und  nur  zwei  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant 
bleiben  (s.  S.  73),  und  unter  diesen  Gruppen  giebt  es  nur  vier  Typen 
von  solchen  Gruppen,  bei  denen  beide  invariante  Schaaren  gleichviel- 
gliedrig  transformirt  werden,  es  sind  das  die  Typen,  die  durch  die 
vier  Gruppen: 

Pi  +  Q.U  ^iJPi  +  yiQ.1,  oc.^Pi  +  2/i'^i 
Pi,   9.1,  ^iPi  +  c^y^qi     (cx  +  o,  1) 

repräsentirt  werden.  Da  die  beiden  zu  diesen  Gruppen  gehörigen  in- 
varianten Curvenschaaren:  r^^==  const.,  und:  «/^  =  const.  reell  sind,  so 

24* 


(10) 
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muss  offenbar  jede  Gruppe  Gr  von  der  betrachteten  Beschaffenheit 
durch  eine  imaginäre  Transformation  mit  einer  der  Gruppen  (10)  ähn- 
lich sein. 

Ist  die  Gliederzahl  r  von  Gr  gleich  sechs,  so  ist  Gr  durch  eine 
imaginäre  Transformation  mit  der  ersten  unter  den  Gruppen  (10)  ähn- 
lich. Diese  Transformation*)  hat  nothwendig  die  Form: 
x^  =  a  (x,  y)  +  iß  {x,  y),  yi  =  (p{cc—  iß), 
wo  a  und  ß  zwei  reelle  von  einander  unabhängige  Functionen  sind, 
während  cp  eine  reelle  oder  imaginäre  Function  von:  a  —  iß  ist;  bei 
der  bewussten  Transformation  müssen  ja  die  oo^  Curven:  x^  =  const. 
in  oo^  imaginäre  Curven  übergehen  und  die  Curven:.  y^  =  const.  in  die 
oo^  conjugirt  imaginären  Curven.  Führen  wir  daher  in  Gr  die  reellen 
Functionen  a  und  ß  als  neue  x  und  y  ein,  so  erhält  Gr  eine  neue 
Form,  die  die  ursprüngliche  ersetzen  kann,  und  die  in  Redfe  stehende 
Transformation  bekommt  die  Gestalt: 

x^  =  x-\-  iy,    y,  =  cp{x  —  iy). 
Durch  Auflösung  finden  wir  hieraus: 

WO  CO  eine  reelle   oder  imaginäre  Function  bedeutet.      Demnach  muss 
sich  die  neue  Form  von  Gr  ergeben,  wenn  wir  in  die  erste  der  Gruppen 
(10)  an  Stelle  von  x^,  2/1  ^i^  neuen  Veränderlichen  x,  y   einführen. 
Nun  bekommen  wir  vermöge  (11): 

Pi  =  ^i  i}P  +  i) 

^iPi  ==  ^4r^  (^>  +  ^i) 
,^^,,  =  (^i^(.p  +  ,), 


also  sind: 


ip  +  q,  xq  —  yp  +  i{xp  +  yq) 
—  2xyp  +  {x^  —  y')q-\-  i{{x^  -  y^)P  +  '^^V^) 
drei  imaginäre  infinitesimale  Transformationen,  die  in  der  neuen  Form 
von  Gr  auftreten.  Da  aber  Gr  sechsgliedrig  ist  und  sechs  unabhängige 
reelle  infinitesimale  Transformationen  enthält,  so  muss  es  ausser  den 
eben  geschriebenen  auch  noch  die  zugehörigen  conjugirt  imaginären 
Transformationen  enthalten,  das  heisst  es  muss  von  den  sechs  reellen 
infinitesimalen  Transformationen : 


*)  Das  hier  bei  den  sechs-  und  den  vier-ghedrigen  Gruppen  Gr  benutzte 
Verfahren  hat  Lie  bereits  in  den  Leipziger  Berichten  von  1890  auf  S.  406  ff.  an- 
gewendet. 
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(12) 


Py   g,   xq  —  yp,   xp  +  yq 
(x^  —  y^)p  +  ^xyq,    2xyp  +  (y^  —  x^)q 


erzeugt  sein.  Da  diese  Transformationen  wirklich  eine  sechsgliedrige 
reelle  Gruppe  erzeugen,  so  ist  jede  sechsgliedrige  Gruppe  G,.  von  der 
hier  betrachteten  Beschaffenheit  durch  eine  reelle  Punkttransformation 
der  Ebene  mit  der  Gruppe  (12)  ähnlich. 

Die  Gruppe  (12)  ist  die  grösste  endliche  continuirliche  Gruppe 
der  Ebene,  bei  der  die  beiden  Curvenschaaren:  x  -\-  iy  =  const., 
X  —  iy  ==  const.  invariant  bleiben;  sie  ist  uns  schon  auf  S.  336  be- 
gegnet, wir  erhielten  sie  damals  aus  der  ersten  der  Gruppen  (10) 
durch  die  Transformation: 

/i  o\  ^1  4"  Vi  ^1  —  Vi 

(13)  *=^^,     2'  =  ^¥i      • 

Ist  Gr  viergliedrig,  so  ist  es  durch  eine  imaginäre  Transformation 
mit  der  zweiten  der  Gruppen  (10)  ähnlich;  die  eben  angestellten  Be- 
trachtungen zeigen  daher,  dass  es  durch  eine  reelle  Punkttransforma- 
tion der  Ebene  mit  der  Gruppe: 


(14)  p,   q,    xq~ijp,    xp  +  yq 

ähnlich  ist. 

Die  Gruppe:  p^j  q^,  x^p^  -\-  (^iVi^i  (^i  H=  ^;  1)  enthält  nur  eine 
zweigliedrige  invariante  Untergruppe,  nämlich  jp^,  q^.  Ist  daher  G, 
dreigliedrig  und  mit  der  genannten  Gruppe  durch  eine  imaginäre 
Punkttransformation  ähnlich,  so  enthält  es  eine  zweigliedrige  invariante 
Untergruppe,  die  mit  der  Gruppe:  p^,  q^  durch  imaginäre  Punkttrans- 
formation ähnlich  ist  und  in  der  es  nach  S.  363  f.  sicher  zwei  unab- 
hängige reelle  infinitesimale  Transformationen  giebt.  Hieraus  folgt, 
dass  die  betreffende  invariante  Untergruppe  durch  eine  reelle  Punkt- 
transformation auf  die  Form:  p,  q  gebracht  werden  kann  und  dass 
Gr  zu  gleicher  Zeit  die  Form: 

p,  q,  (a,x  +  a^y)p  +  {a^x  +  a^y)q 

erhält,  wo  die  a  reelle  Constanten  sind.  Berücksichtigt  man  schliess- 
lich, dass  Gr  zwei  und  nur  zwei  conjugirt  imaginäre  Schaaren  von  je 
oo^  Curven  invariant  lassen  soll,  so  findet  man  auf  Grund  von  S.  370 
leicht,  dass  Gr  durch  eine   reelle  Punkttransformation  in  die  Gruppe: 


(15)  p,    q,    yp  —  xq  +  cipcp+yq) 

überführbar  ist. 
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Eodlich  müssen  wir  noch  den  Fall  erledigen,  dass  Gr  dreigliedrig 
und  mit  der  Gruppe:  ^h  +  ö'i?  ^iPi  +  2/iÖ'i;  ^i^Pi  ~\~  yi9.i  (^urch  eine 
imaginäre  Punkttransformation  ähnlich  ist.  In  diesem  Falle  kommen 
wir  zum  Ziel,  indem  wir  die  zu  der  Gruppe  G^  gehörige  adjuugirte 
Gruppe  betrachten. 

Sind  Xj/",  ^^fy  ^sf  irgend  drei  reelle  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  der  gesuchten  dreigliedrigen  Gruppe  G^,  so  bestehen 
Relationen  von  der  Form: 

3 

{XkXj)  =^   CkjsXsf       (^i  =  l,   2,  3)  , 
1 

WO  die  Ckjs  reelle  Zahlen  bedeuten;  die  adjungirte  Gruppe  von  G^ 
wird  daher  von  drei  unabhängigen  reellen  linearen  homogenen  infini- 
tesimalen Transformationen:  E^f^  E^fy  E.^f  in  den  drei  Veränderlichen 
<^i>  ^2)  ^3  erzeugt,  zwischen  denen  die  Beziehungen: 


(Ej^Ej)  =2  CkjsKf     (*>  J-^^  2>  3) 


mit  denselben  Constanten  Ckjs  bestehen.  Deuten  wir  e^,  Cg,  e^  als 
homogene  Coordinaten  der  Punkte  einer  Ebene,  so  bestimmen  E^f? 
E^fj  E^f  eine  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  F  dieser  Ebene 
und  zwar  ist  F  transitiv  und  lässt  einen  gewissen  nicht  ausgearteten 
Kegelschnitt  invariant  (vgl.  S.  13  ff.) ,  der  offenbar  durch  eine  reelle 
Gleichung  dargestellt  wird.  Nun  gestattet  jeder  reelle  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  in  der  Ebene  von  G^  eine  und  nur  eine  reelle  infini- 
tesimale Transformation:  c^X^f -}-  02X2/"+  t^X^f  von  G^  und  andrer- 
seits gestattet  der  reelle  Punkt:  t^'.Zc^:t^  in  der  Ebene  von  F  nur  die 
infinitesimale  Transformation:  z^E^f  +  t^E^f  -\-  t^E^f  von  F,  die  bei- 
den reellen  transitiven  Gruppen  G^  und  JT  sind  demnach  durch  eine 
reelle  Punkttransformation  mit  einander  ähnlich  (vgl.  S.  364  f.). 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  G^  durch  eine  reelle  Punkttransfor- 
mation in  die  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  eines  Kegelschnitts 
mit  reeller  Gleichung  übergeführt  werden  kann;  da  nun  jeder  solche 
Kegelschnitt  durch  eine  reelle  projective  Transformation  entweder  die 
Form:  x^  -\-  y^  —  \  =  0  oder  die  Form:  äj^  +  2/^  +  1  ^=  ^  erhalten 
kann,  so  ergiebt  sich,  dass  jede  reelle  Gruppe  G^  von  der  hier  be- 
trachteten Beschaffenheit  durch  eine  reelle  Punkttransformation  ent- 
weder mit  der  Gruppe: 


(16)  P  —  ^ipcp  +  yq),   q  —  y(xp  +  yq),   yp  —  xq 


oder  mit  der  Gruppe: 
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(17)  p  +  ^i^p+yq),  gi  +  y{oop+yq)y  yp  —  xq 

ähnlich  ist.' 

Nunmehr  kennen  wir  alle  endlichen  continuirlichen  reellen  Grup- 
pen von  Punkttransformationen  der  Ebene,  die  als  Gruppen  von  reellen 
Transformationen  primitiv,  als  Gruppen  von  complexen  Transforma- 
tionen dagegen  imprimitiv  sind.  Wir  wollen  jedoch  die  dreigliedrigen 
unter  diesen  Gruppen  jetzt  noch  einmal  und  zwar  auf  einem  directen 
Wege  bestimmen;  wir  werden  dabei  noch  zu  zwei  andern  bemerkens- 
wertben  Formen  der  Gruppen  (16)  und  (17)  gelangen. 

Ist  (xg  eine  dreigliedrige  reelle  Gruppe  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit, so  denken  wir  uns  die  infinitesimalen  Transformationen 
von  Gq  in  der  Umgebung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage 
in  Potenzreihen  entwickelt.  Verlegen  wir  den  betreffenden  Punkt 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  in  den  Coordinatenanfang,  so 
enthält  (rg,  weil  es  transitiv  ist,  in  der  Umgebung  von:  x  =  y  =  0 
zwei  reelle  infinitesimale  Transformationen  von  nuUter  Ordnung  in  den 
Xj  y,  etwa: 

P-=P  +  ---,    e  =  g+-- 

und  ausserdem  noch  eine  von  erster  Ordnung,  die  wir  in  der  Form: 

S  =  yp  —  xq-\-  c{xp  +  yq)-\ 

annehmen  können,  unter  c  eine  reelle  Zahl  verstanden-,  denn  mit  dem 
Punkte:  x  =  y  =  0  bleiben  zugleich  zwei  hindurchgehende  conjugirt 
imaginäre  Linienelemente  invariant  und  die  können  wir  stets  durch 
eine  reelle  lineare  homogene  Transformation  in  die  beiden  Linien- 
elemente: dx  -{-  idy  =  0f  dx  —  idy==0  überführen  (vgl.  S.  370). 
Noch  ist  zu  bemerken,  dass  in  P  und  Q  die  weggelassenen  Glieder 
alle  von  erster  und  höherer  Ordnung  m  Xj  y  sind,  in  S  aber  alle  von 
zweiter  und  höherer. 

Da  P,   §,  S  reelle   unabhängige  infinitesimale   Transformationen 
einer  dreigliedrigen  Gruppe  sind,  so  bestehen  Relationen  von  der  Form : 

^    '       \  {pq)  =  iP+i,Q  +  rS, 

wo  a,  ßj  y,  l,  ^  reelle  Constanten  sind.     Setzen  wir  daher: 

so  kommt: 

(P'S)  =  -  Q'+  cF'+  (h  —  ca  +  a)S 

{Q'S)  =       F+  cQ'-  (a  +  ch-  ß)S. 
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Hier  können  wir,  da  c  reell  ist,  stets  zwei  solche  endliche  reelle  Zahlen 
finden,  dass  rechts   die  Glieder  mit  ;S^^ verschwinden,  wir  können  also 
in  den  Gleichungen  (18)  «  und  ß  gleich  Null  setzen.     Durch  Bildung 
der  Jaco bischen  Identität  zwischen  P,  Q,  S  ergieht  sich  sodann: 
l{-Q  +  cP)  +  ^i,(P  +  cQ)  -  2ciPQ)  =  0 

und  mithin: 

^  —  Ac  =  0,     fAC  +  A  =  0,     cy  =  Oj 

also ,   da  c  reell   ist:    A  =  ft  =  0,  während  y  jedenfalls  nur  dann  ver- 
schieden von  Null  sein  kann,  wenn  c  verschwindet. 

Ist  y  =  0,  so  hat  unsre  Gruppe  die  Zusammensetzung: 
(19)        {P,Q)  =  0,    iPS)=-Q+cP,    {QS)==P+cQ. 
Eine  reelle  Gruppe  von  dieser  Zusammensetzung  ist: 


(15)  p,    g,    ^JP  —  xq  +  c(xp  +  yq) 


da  nun  der  Punkt:  x==y  =  0  auch  dieser  Gruppe  gegenüber  ein  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  ist,  so  ergiebt  sich  bei  Berücksichtigung  des 
auf  S.  364  f.  Gesagten,  dass  jede  reelle  Gruppe:  P,  §,  S  von  der 
Zusammensetzung  (19)  mit  der  Gruppe  (15)  durch  eine  reelle  Punkt- 
transformation ähnlich  ist.  In  der  Gruppe  (15)  kann  man  überdies 
noch  den  reellen  Parameter  c  der  Beschränkung:  c^  0  unterwerfen, 
da  die  Gruppen  von  der  Form  (15)  paarweise  durch  die  Transforma- 
tion: 00^  =  y^  yi  =  X  mit  einander  ähnlich  sind. 

Wie  wir  schon  auf  S.  336  gesehen  haben,  wird  die  Gruppe  (15) 
aus  der  letzten  der  Gruppen  (10)  durch  die  Transformation  (13) 
erhalten  und   zwar   bestehen   zwischen   den  Parametern   c  und  c,    die 


Beziehungen: 


)     ^1  — 


Ci  —  1 '       1        c  —  i  c^  +  1        > 

die  Gruppe:  ^9^,  g^,  x^p^  +  c^y^qi  (Ci=t=0,  1)  verwandelt  sich  daher 
bei  der  Transformation  (13)  nur  dann  in  eine  reelle  Gruppe,  wenn 
der  absolute  Betrag  von  q  den  Werth  1  hat, 

Ist  die  oben  vorkommende  reelle  Constante  y  =|=  0,  so  ist  c  =  0 
und  unsre  G^  hat  die  Zusammensetzung: 

(PQ)  =  yS,    (PS)=-Q,    {QS)  =  P. 
Jenachdem  nun  y  >  0  oder  <  0  ist,  führen  wir  entweder: 

2P      20       ,  2P  20 

ocler: 


Vy     Vy  V-y     V-y 

als  neue  P  und  Q  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  y  einen  der  beiden 
Werthe:  +4,-4  erhält.  Wir  haben  daher  entweder  die  Zusammen- 
setzung: 
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(19-)  (P«)  =  4S',    {PS)^-Q,    (QS)  =  F 

oder  diese: 

(19")  (PQ)^_4S,     (PS)==-Q,     (QS)  =  P. 

Es  liegt  nun  nahe  zu  fragen,  ob  nicht  die  Gruppe  (12)  zwei  reelle 
Untergruppen  von  derartiger  Zusammensetzung  enthält,  und  wirklich 
findet  man  leicht,  dass  die  reelle  Untergruppe: 


(20)      p+(x'  —  y^)p+2xyq,   q  +  2xyp  +  {f  —  x^)q,   yp 


xq 


von  (12)  die  Zusammensetzung  (19')  hat,  während  die  Untergruppe: 


(21)      p—(x'—y')p—2xyq,    q -~- 2xyp  —  (y' ^  x')q,   yp—xq 


die  Zusammensetzung  (19'')  besitzt.  Auf  Grund  des  S.  364f.  Gesagten 
können  wir  daher  schliessen,  dass  jede  dreigliedrige  reelle  Gruppe 
von  der  Form:  P,  Q,  S  die  eine  der  beiden  Zusammensetzungen  (19'), 
(19")  besitzt,  durch  reelle  Punkttransformation  mit  der  unter  den 
Gruppen  (20),  (21)  ähnlich  ist,  die  dieselbe  Zusammensetzung  hat. 

Von  vornherein  ist  klar,  dass  die  beiden  Gruppen  (20)  und  (21) 
mit  der  dritten  der  Gruppen  (10)  durch  eine  imaginäre  Punkttrans- 
formation ähnlich  sind;  da  aber  bei  dieser  letzten  Gruppe  der  Punkt: 
^1  =  2/1=0  kein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  empfiehlt  es  sich 
zunächst,  in  ihr  solche  neue  Veränderliche  einzuführen,  dass  der  Coor- 
dinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  wird.  Wir  erreichen 
das  durch  die  Transformation: 


1 

y^  =  —  — 


bei  der  die  Gruppe:  p,  +  q^,  x,p,  +  y,q,,  x,%  +  y,^q^  die  Form: 
(22)  i),  +  y^^q,,  q,  +  x./i-),,  o^2P2  —  1/2(12 

erhält.     Man   sieht  nun   sofort,   dass   diese    Gruppe   durch    die   Trans- 
formation: 

(23)  ^-'^-''-,   y  =  "Sr^ 

mit  der  Gruppe  (20)  und  durch  die  Transformation: 

(24)  ^  =  ^^,     2/  =  ^^ 

mit  der  Gruppe  (21)  ähnlich  ist. 

Hiermit  ist  die  auf  S.  375  angekündigte  neue  Bestimmung  der 
dreigliedrigen  unter  den  gesuchten  Gruppen  vollendet.  Wir  erwähnen 
nur  noch,  dass  die  Gruppen  (20)  und  (21)  durch  reelle  Punkttrans- 
formationen  bezüglich   mit   den   Gruppen  (17)  und  (16)  auf  S.  374  f. 
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ähnlich  sind.  Während  nun  aber  die  beiden  reellen  Gruppen  (20)  und 
(21)  in  der  ganzen  reellen  Ebene  primitiv  sind,  ist  von  den  beiden 
reellen  Gruppen  (16)  und  (17)  nur  die  zweite  in  der  ganzen  reellen 
Ebene  primitiv,  die  erste  dagegen  ist  zwar  im  Innern  des  Kegelschnitts: 
x^  -{-y^  —  1  =  ö;  ^^^  sie  invariant  lässt,  primitiv,  aber  in  dem  übrigen 
Theile  der  reellen  Ebene  ist  sie  imprimitiv,  da  sie  die  Schaar  der 
reellen  Taugenten  dieses  Kegelschnitts  invariant  lässt. 

Nunmehr  sprechen  wir  das  Theorem  aus: 

Theorem  34.  Ist  eine  reelle  endliche  contimiirliche  Gruppe 
der  Ebene  primitiv,  lässt  sie  also  keine  Schaar  von  oo^  reellen 
Curven  invariant,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  PunJcttransforma- 
tion  der  Ebene  ähnlich  entweder  mit  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe,  oder  mit  der  allgemeinen  linearen  oder  mit  der 
speciellen  linearen  oder  mit  einer  der  Gruppen:  (12),  (14),  (15) 
auf  S.  373,  (20)  und  (21)  auf  S.  377. 

Es  bleiben  jetzt  noch  die  reellen  imprimitiven  Gruppen  der  Ebene 
zu  bestimmen,  also  die,  bei  denen  mindestens  eine  Schaar  von  cx)^ 
reellen  Curven  invariant  bleibt. 

Sind:  ILJ .  .  .  Xrf  r  unabhängige  reelle  infinitesimale  Transfor- 
mationen einer  solchen  Gruppe  und  ist:  ^){x,  y)  ==  const.  eine  bei  der 
Gruppe  invariante  reelle  Curvenschaar,  so  bestehen  Gleichungen  von 
der  Form: 

wo  die  dk  reelle  Functionen  von  q)  sind.  Führen  wir  daher  durch 
eine  reelle  Punlittransformation  das  (p  als  neues  x  ein,  so  erhält  unsre 
Gruppe  die  reelle  Form: 

X],f=  (Ok{x)p  +  Tikix,  y)q     ik^i...r) 

und  die  verkürzten  reellen  infinitesimalen  Transformationen: 

Xkf=COk(x)p       {k^l...r) 

erzeugen  eine  reelle  mit  der  Gruppe:  X^f .  . ,  Xrf  isomorphe  Gruppe 
der  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit.  Da  nun  nach  S.  360  jede 
reelle  endliche  continuirliche  Gruppe  der  einfach  ausgedehnten  Man- 
nigfaltigkeit durch  eine  reelle  Punkttransformation  mit  einer  der 
Gruppen : 

p,  xp,  x^p;    p,  xp-,   p 

ähnlich  ist,  so  können  jetzt  ohne  Weiteres  die  Ueberlegungen  des  §  8 
(S.  36  fiF.)  angewandt  werden  und  das  auf  S.  38  aufgestellte  Programm 
bleibt  auch  jetzt  massgebend,  nur  muss  man  sich  natürlich  von  vorn- 
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herein  auf  reelle  Transformationen  von  der  Form  (5)^  S.  38,  beschrän- 
ken, wenn  man  die  einzelnen  Gruppen  auf  Normalformen  bringen  will. 

Die  Entwicklungen  des  §  9  (S.  38  ff.)  liefern  nunmehr  alle  reellen 
intransitiven  Gruppen  der  Ebene;  die  Normalformen  dieser  Gruppen 
bleiben  die  alten:  [1],  [2],  [3],  aber  die  Functionen  Fk(x)  brauchen 
jetzt  nicht  mehr  analytische  Functionen  von  x  zu  sein,  sondern  sie 
sind  ganz  willkürliche  reelle  Functionen,  die  weder  differentiirbar  noch 
mtegrirhar  zu  sein  braucheD. 

Ebenso  liefern  die  in  §  10,  11  und  12  (S.  42  ff.)  durchgeführten 
Rechnungen  ohne  Weiteres  auch  alle  reellen  transitiven  Gruppen  der 
Ebene,  die  eine  reelle  Schaar  von  c»^  Curven  invariant  lassen.  Die 
dort  benutzten  Variabeinänderungen  sind  nämlich  so  gewählt,  dass  sie 
reell  ausfallen,  sobald  die  behandelte  Gruppe  reell  ist.  Nur  einmal, 
nämlich  auf  S.  47,  wird  eine  Variabeinänderung  benutzt,  die  unter 
Umständen  nicht  reell  ist,  denn  es  wird  die  Con staute  h  dadurch  fort- 
geschafft, dass  xyii  als  neues  x  eingeführt  wird;  man  bemerkt  jedoch 
sofort,    dass   man    zu   demselben  Ziele    gelangt,    wenn    man:    -j-y  als 

neues  y  einführt  und  diese  Variabeinänderung  ist  immer  reell,  wenn  die 
in  Frage  kommende  Gruppe  reell  ist. 

Demnach  kann  jede  reelle  Gruppe  der  Ebene,  die  eine  reelle 
Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lässt,  durch  eine  reelle  Punkttrans- 
formation auf  eine  der  Formen:  [1]  .  .  .  [20]  des  Kapitels  3  gebracht 
werden,  nur  bei  den  beiden  Formen  [5]  und  [6]  auf  S.  44  f.  wird 
durch  die  Beschränkung  auf  reelle  Gruppen  eine  kleine  Aenderung 
nöthig.  Die  Constanten  «^  .  . .  «;,  die  dort  auftreten,  brauchen  näm- 
lich, auch  wenn  die  Gruppe  reell  ist,  nicht  alle  reell  zu  sein,  sondern 
sie  können  auch  paarweise  conjugirt  imaginär  sein.  Will  man  daher, 
wie  billig,  nur  reelle  infinitesimale  Transformationen  der  betreffenden 
reellen  Gruppen  angeben,  so  muss  man  statt  der  Normalformen  [5] 
und  [6]  die  folgenden  wählen: 


[5' 


[6-] 


fk^  COS  ßf^x  .  q,    xe^'k^  cos  ßj^x  .q,  .  .  .  x'^'k  e«i^  cos  ßj^x  .q, 
fk^  %in§^x  .  q,    xe^k^mnßj^x  .  q,  .  .  .  x'''^  e"k^  sin  ß^,a?  .  q,  ^ 

{k  =  l,  2  ..  .1;    l>0) 


e"k^cosß^x  .q,    xe^k^  cos  ß^x  .  q,  .  .  .   x"'k  e'^k^  cos  ß^x  .  q,    yq 
e«*^ sin  ß^x  .  q  ,    xe'^k^  cos  ß^^x  .  q  ,  .  .  .   x'^k  e«Ä^  cos  ß^x  .  q,  p 

ik  =  l,   2  .  ..l;    l>0) 


WO  die  cck  und  ßk  reelle  Constanten  sind. 
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Die  Entwicklungen  des  §  13,  S.  52  ff.  lassen  sich,  soweit  sie  in- 
transitive Gruppen  betreffen,  sofort  auf  den  Fall  reeller  Gruppen  an- 
wenden. Der  Scliluss  des  §  13  bedarf  jedoch  bei  den  reellen  Gruppen 
einer  kleinen  Umänderung,  weil  man  da  von  den  Normalformen  [5"] 
und  [6"]  ausgehen  muss.  Es  ergiebt  sich  leicht,  dass  man  in  den 
Gruppen  von  der  Form  [6"]  stets  eine  der  nicht  verschwindenden 
Constanten  a^,  ßk  durch  Einführung  eines  neuen  x  gleich  1  machen 
kann.  Andrerseits  kann  man  in  den  Gruppen  von  der  Form  [6"J 
stets  durch  eine  reelle  Transformation  erreichen,  dass  eines  der  a^ 
gleich  Null  wird  und  dass  eine  der  dann  noch  von  Null  verschiedenen 
Constanten  a^,  ßk  den  Werth  1  erhält;  dagegen  kann  man,  wenn  alle 
Kk  verschwinden  und  alle  ßk  von  Null  verschieden  sind,  niemals  durch 
reelle  Transformation  erreichen,  dass  eines  der  ßk  gleich  Null  wird. 

Endlich  behalten  auch  die  Untersuchungen  des  §  17  (S.  65  ff.) 
für  reelle  Gruppen  ihre  Gültigkeit. 

Nunmehr  können  wir  angeben,  wie  die  Tabelle  auf  S.  71  —  73 
vervollständigt  werden  muss,  wenn  man  für  jeden  Typus  (s.  S.  364) 
von  endlichen  continuirlichen  reellen  Gruppen  der  Ebene  einen  und 
nur  einen  Repräsentanten  zu  haben  wünscht:  man  muss  zu  den  pri- 
mitiven Gruppen  noch  die  fünf  Gruppen: 


P,  Q,  ^^—yP,  ^P+y(ly  (^^—y^')P+'^^yQy  2xyp-\-(i/—x^)q 

p,  q,  xq—yp,  xp+yq\ 

p,  q,  xq—yp +  c(xp  +  yq)    (cto) 

(25) 

!  P  +  {^^-y'')P  +  ^ocyq,  q-\r2xyp  +  (y'  —  x')q,  xq  —  yp 

\p—(x''-  y^)p  -  2xyq,  q  —  2xyp-  (y^  —  x^)  q,  xq  —  yp 

hinzufügen  (s.  Theor.  34,  S.  378)  und  ausserdem  muss  man  die  siebente 
Gruppe  auf  S.  72  durch  die  Gruppe  [6"],  S.  379  und  die  erste  Gruppe 
auf  S.  73  durch  die  Gruppe  [5"]  ersetzen;  dabei  ist  noch  zu  beachten, 
dass  die  Gruppe  [6"]  mindestens  vier  und  die  Gruppe  [5'']  mindestens 
drei  Parameter  haben  muss. 

Schliesslich  kommen  wir  zur  Bestimmung  aller  reellen  projectiven 
Gruppen  der  Ebene. 

Ist  Qr  eine  r-gliedrige  reelle  projective  Gruppe  der  Ebene,  so  ist 
die  zugehörige  Gruppe  Gr  von  complexen  Transformationen  (s.  S.  362) 
ebenfalls  eine  r-gliedrige  projective  Gruppe.  Ist  daher  r  <  8,  so  lässt 
Gr  nach  Theorem  7,  S.  94   entweder  einen   Punkt   oder   eine    Gerade 


Die  reellen  Gruppen.  3g  1 

invariant   oder   es   ist   die   dreigliedrige  projective   Gruppe    eines   nicht 
ausgearteten  Kegelschnitts. 

Tritt  der  letzte  Fall  ein,  so  muss  der  betreffende  Kegelschnitt 
offenbar  durch  eine  reelle  Gleichung  zweiten  Grades  zwischen  x  und  y 
dargestellt  werden,  und  da  bekanntlich  jeder  solche  Kegelschnitt  durch 
eine  reelle  projective  Transformation  auf  eine  der  beiden  Formen: 

^'  +  2/'  +  1  =  0,     ^2  ^  2/'  ~  1  =  0 
gebracht  werden  kann,  so  ist  gr  nothwendig  durch  eine  reelle  projec- 
tive Transformation  mit  einer  der  beiden  schon  auf  S.  374  f.  erwähnten 
Gruppen: 


(26) 


i>  +  x'i^  +  xyg,  q  +  xyp-\-  y'q,  yp  - 

-  xq 

p  —  x^p—  xyq,  q~xyp—  y'q,  yp  - 

-xq 

ähnlich. 

Lässt  Gr  andrerseits  einen  Punkt  invariant  und  ist  dieser  Punkt 
imaginär,  so  muss  es  jedesmal  auch  den  conjugirt  imaginären  Punkt 
und  also  auch  die  reelle  Verbindungslinie  beider  Punkte  festhalten; 
lässt  es  dagegen  eine  imaginäre  Gerade  invariant,  so  muss  es  offen- 
bar auch  die  conjugirt  imaginäre  und  den  reellen  Schnittpunkt  beider 
in  Ruhe  lassen.  Mit  andern  Worten:  jedesmal  wenn  bei  Gr  ein 
imaginärer  Punkt  oder  eine  imaginäre  Gerade  invariant  bleibt,  bleibt 
zugleich  ein  imaginäres  Linienelement  in  Ruhe,  von  dem  aber  ent- 
weder die  Gerade  oder  der  Punkt  reell  ist. 

Wir  können  in  Folge  dessen  die  reellen  projectiven  Gruppen  (jry 
bei  deren  zugehörigen  Gruppen  Gr  mindestens  ein  Punkt  oder  eine 
Gerade  invariant  bleibt,  in  drei  Klassen  eintheilen.  In  die  erste  Klasse 
rechnen  wir  ^^,  wenn  Gr  überhaupt  kein  Linienelement  invariant  lässt, 
in  die  zweite,  wenn  Gr  mindestens  ein  reelles  Linienelement  invariant 
lässt,  in  die  dritte,  wenn  Gr  kein  reelles,  sondern  nur  imaginäre 
Linienelemente  invariant  lässt. 

Gehört  Qr  der  ersten  Klasse  an,  so  lässt  Gr  entweder  eine  reelle 
Gerade  aber  keinen  auf  ihr  liegenden  Punkt  oder  einen  reellen  Punkt 
aber  keine  hindurchgehende  Gerade  invariant;  nach  §  24,  S.  94 ff.  ist 
daher  Gr  durch  eine  projective  Transformation  der  Ebene  mit  einer 
der  Gruppen  [1]  .  .  .  [6J  auf  S.  95  und  96  ähnlich.  Es  liegt  auf  der 
Hand,  dass  dann  auch  Qr  durch  eine  reelle  projective  Transformation 
mit  einer  dieser  Gruppen  ähnlich  ist. 

Gehört  Qr  der  zweiten  Klasse  an,  so  kann  es  durch  eine  reelle 
projective  Transformation  in  eine  reelle  Untergruppe  der  fünfgliedrigen 
reellen  Gruppe: 
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[7J  p,  q,  xq,  xp,  yq 

übergeführt  werden  (vgl.  S.  96).    Wir  brauchen  daher  blos  alle  reellen 

Untergruppen  von  [7]  zu  bestimmen. 

Da  jede  reelle  Untergruppe  von  [7]  augenscheinlich  die  oo^  reellen 
Geraden:  x  «=  const.  entweder  null-  oder  ein-  oder  zweigliedrig  trans- 
formirt,  so  können  wir  diese  Untergruppen  genau  in  derselben  Weise 
bestimmen,  wie  das  in  §  25,  S.  97  ff.  unter  Benutzung  der  Ergebnisse 
des  §  20,  S.  81  ff.  durchgeführt  ist.  Dass  wir  uns  jetzt  auf  reelle 
Gruppen  beschränken,  macht  dabei  gar  keinen  Unterschied,  da  wir 
damals  nur  solche  endliche  Transformationen  der  Gruppe  [7]  benutzt 
haben,  die  reell  sind,  wenn  die  betrachtete  Untergruppe  von  [7]  reell 
ist*).  Hieraus  folgt,  dass  jede  reelle  Untergruppe  der  Gruppe  [7] 
durch  eine  reelle  Transformation  dieser  Gruppe  auf  eine  der  Formen: 
[8] . . .  [39]  (s.  S.  97  ff.)  gebracht  werden  kann.  Die  Untersuchungen  des 
§  26,  S.  103  ff.  zeigen  endlich,  welche  unter  den  gefundenen  Gruppen 
innerhalb  der  reellen  allgemeinen  projectiven  Gruppe  gleichberechtigt 
sind.  Man  überzeugt  sich  auf  diese  Weise,  dass  in  der  Tabelle  auf 
S.  106  f.  alle  reellen  projectiven  Gruppen,  die  ein  reelles  Linienelement 
invariant  lassen,  repräsentirt  sind. 

Gehört  endlich  Qr  unsrer  dritten  Klasse  an,  so  lässt  Gr  entweder 
eine  reelle  Gerade  und  auf  ihr  zwei  conjugirt  imaginäre  Punkte  in- 
variant oder  einen  reellen  Punkt  und  zwei  hindurchgehende  conjugirt 
imaginäre  Gerade.  Im  ersten  Falle  verlegen  wir  die  beiden  invarian- 
ten Punkte  durch  eine  reelle  projective  Transformation  in  die  imaginären 
Kreispunkte,  dann  wird  Qr  eine  reelle  Untergruppe  der  viergliedrigen 
reellen  Gruppe: 


(27)  i?,  g,  yp  —  xq,  xp  +  yq 


Im  zweiten  Falle  führen  wir  die  beiden  invarianten  Geraden  in  die 
beiden:  x  -\-  iy  =  0j  x  —  iy  ==  0  über  und  damit  g,.  in  eine  reelle 
Untergruppe  der  viergliedrigen  reellen  Gruppe: 


(28)  I  yp  —  xq,  xp  +  yq,  x^p  -f  xyq,  xyp  +  y^q    |  , 

die  offenbar  mit  der  Gruppe  (27)  gleichzusammengesetzt  und  dualistisch 


*)  Eine  Ausnahme  hiervon  findet  nur  auf  S.  82  statt,  dort  kann  nämlich  die 
infinitesimale  Transformation:  p -\- {a' x -{-  ß'y  +  y')q  durch  reelle  Transformatio- 
nen von  der  benutzten  Form  nur  auf  eine  der  vier  Formen:  Pi-f  2/i5'i?  i^i  +  ^iQ'i; 
2)^  —  iCiSr,  Pi  gebracht  werden;  augenscheinlich  geht  aber:  Pi  —  x^q^  in:  p^-h^i^i 
über,  wenn  man  die  reelle  endliche  Transformation:  x^^x^,  2/2==— 2/i  ^^^  Gruppe 
[7]  anwendet. 
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ist.    Wir  brauchen  jedoch  nur  solche  Untergruppen  dieser  beiden  Gruppen 
zu  berücksichtigen,  die  kein  reelles  Linienelement  stehen  lassen. 

Enthält    eine    reelle    Untergruppe    von    (27)    keine    infinitesimale 
Translation,  so  hat  sie  eine  der  drei  Formen; 

yp  —  xq  +  ap  -{-  ßq,    xp  +  yq -{-  Xp  +  ^q 

yp-  xq  +  c(xp  +  yq)  +  ap  +  ßq^ 

xp  +  yq  +  ap  +  ßq. 

Von  diesen  Formen  braucht  die  dritte  nicht  berücksichtigt  zu  werden 
da  bei  ihr  unendlich  viele  reelle  Linienelemente  invariant  bleiben.  In 
den  beiden  ersten  Fällen  kann  man  durch  eine  reelle  Transformation: 

x^^x  +  a,     y^  =  y-{-h 
stets  die  beiden  Formen: 


(29)  I    yp—  xq,   xp+  yq    i  yp—xq  +  c{xp  +  yq)   j 

erreichen,  wo  die  reelle  Constante  c  wegen   der  Vertauschbarkeit  von 
X  und  y  auf  die  Werthe:  c%0  beschränkt  werden  kann. 

Enthielte  eine  reelle  Untergruppe  y  von  (27)  blos  eine  infinitesi- 
male reelle  Translation:  ap  +  ßq,  so  erzeugte  die  eine  eingliedrige 
invariante  Untergruppe  von  y,  y  hätte  daher,  wie  man  sofort  sieht, 
eine  der  beiden  Formen: 

ap  +  ßq-^    ap  +  ßq^   xp  +  yq  +  Ip  +  ^q 
und  liesse  daher  unendlich  viele  reelle  Linienelemente  in  Ruhe. 

Enthält  endlich  eine  reelle  Untergruppe  von  (27),  die  kein  reelles 
Linienelement  stehen  lässt,  p  und  q  beide,  so  hat  sie  die  Form: 

(^^)  P,  Q,  yp  —  xq  +  c{xp  +  yq)    1, 


wo  c  >  0  angenommen  werden  kann. 

In  ähnlicher  Weise  erkennt  man,  dass  jede  reelle  Untergruppe 
von  (28),  die  kein  reelles  Linienelement  invariant  lässt,  durch  eine 
reelle  projective  Transformation  auf  eine  der  Formen  (29)  und: 


(31)  yp  —  xq  +  c  (xp  +  yq)^  x^p  +  xyq,   xyp  +  y'q 


gebracht  werden  kann. 

Damit  sind  nunmehr  alle  reellen  projectiven  Gruppen  der  Ebene 
bestimmt.  Da  die  zweite  der  Gruppen  (26),  S.  381  ofi'enbar  durch 
eine  reelle  projective  Transformation  mit  der  Gruppe: 

p  +  xq,  xp  +  2yq,  (x'  -  y)p  +  xyq 
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des   reellen  Kegelschnitts:    y  —  ^^x^  =  0  ähnlich  ist,   so  ergiebt  sich, 
dass  man  zu  den  Gruppen  auf  S.  106  f.  nur  noch  die  Gruppen: 


p  +  x^p  +  xyq,   q  +  xyp  +  y'q,  yp  —  xq 


Pf  ^>  yp  —  ^Q.,  ^P  +  ya   ^{^^P  +  ^ygi,  xyp  +  y^q,   yp—xq,  xp  +  yq 


1  


P>  Q.,  yp  —  xq  +  c{xp  +  yq) 
(c  T  0) 


x^p+xyq,  xyp+y^q,  yp—ooq  —  c(xp+yq) 

{CTO) 


yp  —  xq,  xp  +  yq 


yp  —  xq-{-c{xp  +  yq)    (c>  o) 


hinzuzufügen  braucht,  um  auch  für  jeden  Typus  von  reellen  projec- 
tiven  Gruppen  der  Ebene  einen  und  nur  einen  Repräsentanten  zu 
haben.  Erwähnt  sei  noch,  dass  alle  Gruppen,  die  hier  oder  auf  S.  106  f. 
als  zu  einander  dualistisch  bezeichnet  sind,  es  durch  eine  reelle  dua- 
listische Transformation  sind. 


Ebenso  wie  wir  alle  reellen  Gruppen  von  Punkttransformationen 
der  Ebene  bestimmt  haben,  kann  man  natürlich  auch  alle  reellen  end- 
lichen Berührungstransformationsgruppen  der  Ebene  aufsuchen.  Wir 
wollen  die  Bestimmung  dieser  Gruppen  nicht  durchführen,  wir  be- 
schränken uns  vielmehr  auf  einige  Bemerkungen  über  die  irreducibeln 
unter  diesen  Gruppen. 

Eine  reelle  Gruppe  G  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  ist 
irreducibel,  wenn  sie  keine  reelle  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lässt. 
Ist  nun  G  auch  als  Gruppe  von  complexen  Berührungstransformationen 
irreducibel,  lässt  es  also  auch  keine  imaginäre  Schaar  von  oo^  Curven 
invariant,  so  ist  es,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  entweder  zehn- 
oder  sieben-  oder  sechsgliedrig  und  durch  eine  reelle  Berührungstrans- 
formation mit  einer  der  drei  Gruppen  ähnlich,  die  in  Abschn.  11  auf 
S.  432,  425  und  419  angegeben  sind.  Ist  andrerseits  G  als  Gruppe 
von  complexen  Berührungstransformationen  reducibel,  so  lässt  es  zwei 
conjugirt  imaginäre  Schaaren  von  je  oo^  Curven  invariant  und  kann, 
wie  Engel  bemerkt  hat,  durch  eine  reelle  Berührungstransformation 
auf  eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  diese  beiden  invarianten 
Curvenschaaren  durch  die  gewöhnliche  Differentialgleichung  zweiter 
Ordnung: 
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definirt  werden.  G  ist  in  diesem  Falle  durch  eine  imaginäre  Berüh- 
rungstransformation entweder  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe 
der  Ebene  ähnlich  oder  mit  gewissen  Untergruppen  dieser  Gruppe. 


Endlich    noch    ein    paar    Worte    über    die    reellen    Gruppeim  von 
Euklidischen  Bewegungen  im  gewöhnlichen  Räume. 

Alle  diese  Gruppen  sind  reelle  Untergruppen  der  Gruppe: 


(33) 


Py  <Z>  r,  xq  —  yp,   yr-^zq,  zp 


xr 


ihre  Bestimmung   kann   nach   der  in   Kapitel   11    auseinandergesetzten 
Methode  durchgeführt  werden.     Da  nun  die  Gruppe: 


xr 


m  —  yp,  yr  —  ^q,  ^p 

augenscheinlich  keine  reellen  zweigliedrigen  Untergruppen  enthält,  so 
findet  man  ohne  Schwierigkeit,  dass  jede  solche  Gruppe,  die  nicht  mit 
der  Gruppe  (33)  zusammenfällt,  durch  eine  reelle  Transformation  der 
Gruppe  (33)  auf  eine  der  Formen: 


(34) 


^^  -  yp,  y'' 


q,   zp  —  xr 


X(J 


VPj  P,   q,  r  \ 


xq  —  yp  -\-  er 


xq  —  yp,   r 


xq  —  yp  +  er,  p,  q 


p 


Py   Q 


p,  q,   r 


gebracht   werden    kann*).      Hier    bedeutet    c    natürlich    einen    reellen 
Parameter. 

§  84. 

Reelle    Gruppen    des    i?„    mit    einer    reellen    invarianten 

Gleichung: 

^  fjtv  (Xj^  .  .  .  Xn)  dx/c  dxy  =  0. 

Wir  nehmen  jetzt  das  Problem  des  Kapitels  17  wieder  auf,  aber 
indem  wir  uns  auf  reelle  Gruppen  beschränken.  Wir  suchen  also  alle 
reellen  Gruppen  in  den  n  reellen  Veränderlichen  x^  .  .  .  x^,  bei  denen 
eine  reelle  Gleichung  von  der  Form: 

l...n 

(35)  V  f '  „  {x,  .  ..  X,)  dXk  dx,  -=  0 


*)  Die  reellen  Gruppen  von  Bewegungen  hat  zuerst  C.  Jordan  aufgestellt, 
(1868  in  den  Annali  di  Matematica) ,  die  nichtreellen  kommen  bei  ihm  nicht  vor. 

liie,  Theorie  der  Transformationsgruppen      III.  25 
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mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt  und  bei  denen 
die  cx)""~^  reellen  Linienelemente:  doc^  .  .  .  dxn  durch  jeden  festgehalte- 
nen reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise 
transformirt  werden.  Die  Zahl  n  setzen  tvir  dabei  zunächst  grösser  als  2 
vorMs. 

Gäbe  es  unter  den  gesuchten  Gruppen  eine  intransitive,  so  zerfiele 
der  Raum  bei  dieser  Gruppe  io  oo'^  reelle  (n  —  ^)-fach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeiten,  die  sämmtlich  invariant  blieben  und  wo  q  einen 
der  Werthe  1,  2  ...  w  —  1  hätte;  dann  aber  bliebe  mit  jedem  fest- 
gehaltenen reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich  ein  ebenes 
Bündel  von  oo"~~'?~^  hindurchgehenden  reellen  Linienelementen  invariant, 
die  reellen  Linienelemente  durch  den  festgehaltenen  Punkt  würden  also 
sicher  nicht  in  so  allgemeiner  Weise  transformirt,  wie  es  mit  der 
Invarianz  der  Gleichung  (35)  verträglich  ist.  Demnach  sind  die  ge- 
suchten Gruppen  alle  transitiv.  Auf  Grund  des  Theorems  33,  S.  366 
können  wir  uns  daher  von  vornherein  auf  solche  Gruppen  beschränken, 
in  deren  Transformationsgleichungen  nur  analytische  Functionen  auf- 
treten. 


0 


Durch  eine  reelle  Translation  können  wir  dann  zunächst  diesen  Punkt 
in  den  Coordinatenanf'ang  verlegen,  wir  dürfen  also  ohne  Weiteres: 
rr^'^  =  '  •  ■  =Xn^  =  0  annehmen.  Ferner  können  wir,  wie  sich  aus  der 
bekannten  Theorie  der  reellen  quadratischen  Formen  ergiebt,  durch  eine 
reelle  lineare  homogene  Transformation  in  den  x  stets  erreichen,  dass 
die  Gleichung: 


^f,,(0   ...0)dX,dXr  =  0 

die  einfache  Form: 

(36)  dx^^  -\-  dx.^  +  •  •  •  +  dxm  —  {dXrn-\-\  +  •  •  •  +  äXr)  =  0 
erhält,  wo   die  positive    ganze  Zahl  m    der  Bedingung:    ^n  ^  m  ^  ot 
genügt. 

Nunmehr  ergiebt  sich,  da  w  >  2  sein  soll,  in  derselben  Weise  wie 
auf  S.  316  ff.,  dass  jede  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  in 
der  Umgebung  des  Punktes:  x^  =  •  ■  ■  =  Xn  =  0  von  allgemeiner 
Lage  die  folgenden  infinitesimalen  Transformationen  enthält: 

Erstens  n  reelle  infinitesimale  Transformationen: 

(37)  ft  +  •  ■  -,    •  •  •,  i)»  +  •  •  • 
von  nullter  Ordnung  in  den  x. 

Zweitens  entweder  ^^  ~  -  oder  ^  ^  ~--  +  1  unabhängige  reelle 
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infinitesimale  Transformationen  erster  Ordnung,  aus  denen  sich  keiue 
Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten 
lässt.     Im  ersten  Falle  haben  diese  Transformationen  die  Form: 

iX^,Pv  —  XvPi.i+  ■  •  ',       'X^Pm-\-k  +  00m  +  kPf<  +    '" 

(^8)  I  Xm^kP,n+j   —  Xrn+jPm  +  k  +    '  '  * 

^  ilLi,  r  ^1  .  .  .  II,;    k,  j  =  1  .  ..7i  —  ?n)  , 

im  zweiten  kommt  zu  den  eben  geschriebenen  noch  eine  reelle  Trans- 
formation von  der  Form: 


(39)  ^  XrPr    + 


hinzu. 

Infinitesimale  Transformationen  von  höherer  Ordnung  treten  ent- 
weder gar  nicht  auf,  oder  es  kommen  n  solche  von  zweiter  Ordnung 
vor,  nämlich: 


(40) 


n  m  n  —  m 

2Xi,,^XrPt  —   (^Trc/  —^^-  •^•L  +  /)iV   + 
1                                   1  1 

n  m  ri  —  m 


1  1 

(a  =  l  .  .  .  in ;    J  =  1  .  .  .  «  —  «0 


Diese  Transformationen,  die  natürlich  reell  sein  müssen,  können 
jedoch  nur  dann  auftreten,  wenn  eine  Transformation  von  der  Form 
(39)  vorhanden  ist.  Infinitesimale  Transformationen  von  dritter  und 
höherer  Ordnung  sind  ausgeschlossen. 

Enthält  daher  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  eine 
Transformation  von   der  Form  (39),   so   sind  nur   zwei  Fälle  denkbar: 

entweder  ist  sie  von  *^7^"^—  +  1  infinitesimalen  Transformationen 
von  der  Form:  (37),  (38),  (39)  erzeugt  oder  von  (_^_+iI(|.+  l)  Trans- 
formationen von  der  Form  (37)  .  .  .  (40).  Im  ersten  Falle  erkennt 
man  durch  Verbindung  des  auf  S.  364  f.  Gesagten  mit  den  Entwick- 
lungen in  Abschn.  I,  S.  616 — 618,  dass  die  Gruppe  durch  eine  reelle 
Punkttransformation  des  Rn  mit  der  Gruppe: 


(41) 


Pl--'Pn,     XlPl   +   •  ' 

■  -\-  Xnl)n,     ^/.Pv  —  XvPiic 

XaPm  +  k  +  Xru-]-kP^n 

Xm  +  kPm +;  y^m  -^jPm  +  k 

1                                            (:<,r=l.../ 

,5    Ä- ,  7  =  1  .  .  .  71  —  m) 

ähnlich  ist.     Im   zweiten  Falle   ergiebt   sich  ebenso,    dass    die  Gruppe 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  die  Form: 

25* 
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(42) 


1 

'Pn,      U, 

XuPv   — 

^vPf,                             1 

X^,p,n^k  +  X„ 

l+lcP^,y       X„ 

+  *JP'«+J 

—  X,a-\-jP,n+k 

2x,U- 

in 

-(2'--/ 

71  — JM                                                                     j 

—    >jXrn+APu 

2x,n+J:U+(^rX/ 

n  —  m 
1 

m-\-s\Pm-\-k 

0',  1' 

=  l  .  .  .  w;   A-, 

j=l...i 

%  —  m) 

erhalten  kann,  wo  zur  Abkürzung:  x^p^  -[-...  -|-.  XnPn  =  U  gesetzt  ist. 
Jetzt    fehlen    nur    noch    die    reellen    Gruppen    des    Bn,    die    von 

— p      -  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  von  der  Form 

(37),  (38)  erzeugt  sind. 

Es  sei  g  eine  solche  Gruppe  und  G  sei  die  nach  S.  362  zu  ihr 
gehörige  Gruppe  von  complexen  Transformationen.  Denken  wir  uns 
in  G  an  Stelle  von  x^  .  .  .  Xn  die  neuen  Veränderlichen: 

X^  =  ^i  )  '  '  '  y  Xj,t  =  Xni j     Xm -|-  1  ^^   '  ^m  + 1  •  •  •  •  >     "^n  ^ ^n 

eingeführt^  so  erhalten  wir  eine  Gruppe,  die  von  -\  ^  infinitesi- 
malen Transformationen  von  der  Form: 

P^,  +   •   •  • ;     Xup'v    —  Xvpü  +   •  •  •        {^i,r  =  l...n) 

erzeugt  ist  und  die  nach  S.  333  durch  eine  Punkttransformation  von 
der  Gestalt: 

l^i  =  x^  -\-  •  •  • ,  •  •  ■ ,   £«  =  .'?^rt  -f"  *  •  • 

entweder  in  die  Gruppe: 

(43)  ))^,,     hi'^v-h'^u        (u,v=l...n) 

aller  Euklidischen  Bewegungen  übergeführt  werden  kann  oder  in  die 
projective  Gruppe: 

(44)  p,,  —  i,,  U ,    i^,  pv  —  h  Vfi     (." ,  ^'  =  1  •  •  •  -) 

der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades:  jf'  -]-..•-[-  j,,-  _  1  =  0.  Wir 
können  daher  schliessen,  dass  G  jedenfalls  durch  eine  reelle  oder  ima- 
ginäre Punkttransformation  mit  einer  der  beiden  Gruppen  (43),  (44) 
ähnlich  ist  und  zwar  durch  eine  Punkttransformatiou,  die  sicli  in  der 
Umgebung  des  Coordinatenanfangs  regulär  verhält. 

Zuerst  betrachten  wir  den  Fall,  dass  G  mit  der  Gruppe  (43)  ähn- 
lich ist. 

Von  der  Gruppe  (43)  der  Euklidischen  Bewegungen  wissen  wir 
(s.  S.  357),   dass  sie   nur  eine  ?z-gliedrige    invariante  Untergruppe  mit 


Die  reellen  Gruppen.  389 

paarweise  veitauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  enthält,  näm- 
lich die  Gruppe:  p^  .  .  .  p«  aller  Translationen.  Für  die  mit  ihr  ähn- 
liche Gruppe  G  gilt  natürlich  entsprechendes,  auch  sie  kann  nur  eine 
n-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthalten,  deren  Transformationen 
paarweise  vertausch  bar  sind.  Diese  invariante  Untergruppe  y  von  G 
niuss  nach  S.  363f.  n  unabhängige  reelle  infinitesimale  Transformationen 
enthalten,  die,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  sämmtlich  von  nullter 
Ordnung  in  Xi  .  .  .  Xn  sind  und  daher  die  Form: 

Pi-\ ,  •",  Pn-i 

haben.  Auf  Grund  von  S.  364 f.  können  wir  daher  schliessen,  dass  y 
durch  eine  reelle  Pun^kttransformation  von  der  Form: 

X,.  =  Xr  -{-  •  '  '       {v  =  l  ...  n) 

mit  der  Gruppe:  Pi...pn  aller  Translationen  ähnlich  ist.  Führen  wir 
diese  Transformation  auf  G  aus,  so  bekommt  G  die  Gestalt: 

(^1   •  •  •   Pn,     X^^Pv   —   X^Pf.i   +   •  •  •;     X^,Pra+k   +  Xm^kT>i.c    +   •  '   ' 
{f.1 ,  V  =^  l  .  .  .  m\    k ,  j  =  i  .  .  .  n  —  rn) 

und  in  dieser  neuen  Gruppe  muss  selbstverständlich:  p^  .  ■  .  pn  eine 
invariante  Untergruppe  sein.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  in  den  infini- 
tesimalen Transformationen  (45)  die  weggelassenen  Glieder  zweiter 
und  höherer  Ordnung  verschwinden. 

Wenn  also  die  Gruppe  G  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Punkt- 
transformation mit  der  Gruppe  (43)  der  Euklidischen  Bewegungen 
ähnlich  ist,  so  ist  sie  durch  eine  reelle  Punkttransformation  mit  der 
Gruppe: 


Ih  • 

■  •  Pn,     Xf^,  Pv  —  Xr  Pf,  ,      X,,  p,,,  +  /,  +  X,u  +  kPfi 

X,„j^,p,„^j  —  X„+jPn,  +  k 

i 

{(/  ,   !•  =  1  .  .  .  /A/ ;     ^  ,  J  =  1  .  .  .  ?i  —  ??/) 

(46) 


ähnlich.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  der  reellen  Gruppe  ^,  zu  der  G 
gehört. 

Es  sei  zweitens  G  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Punkttrans- 
formation mit  der  Gruppe  (44)  ähnlich. 

Die  Gruppe  (44)  steckt  nach  S.  359,  Satz  1  nur  in  einer  einzigen 
endlichen  continuirlichen  Gruppe,  bei  der  die  oo"~^  Linienelemente 
durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  allgemein- 
ster Weise,  das  heisst  {n^ — l)-gliedrig  transformirt  werden,  nämlich 
nur  in  der  ?2  (n  +  2)-gliedrigen  allgemeinen  projectiven  Gruppe: 

(47)  p,,,   lf,)^r,   i'uU     {^',-==1...«) 
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des  Raumes  jj  .  .  .  J«.  Die  Gruppe  G,  die  mit  der  Gruppe  (44)  durch 
eine  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  reguläre  Punkttrans- 
formation ähnlich  ist,  kann  daher  jedenfalls  nur  in  einer  einzigen  end- 
lichen continuirlichen  Gruppe  F  stecken,  bei  der  die  Linienelemente 
durch  den  Coordinatenanfang,  sobald  dieser  festgehalten  wird,  in  all- 
gemeinster Weise  transformirt  werden.  Diese  Gruppe  F  ist  n(n  -{-  2)- 
gliedrig  und  enthält,  da  sie  einzig  in  ihrer  Art  ist,  n  (n  +  2)  unabhängige 
reelle  infinitesimale  Transformationen,  die  nach  Abschn.  I,  Kap.  29  die 
Form  haben: 


P^ 


,   +   •••,    X^,pr  +   •  •  •,     Xf.'SlxrPt  + 


l 

(^/ ,  r  =  1  .  .  .  « 1  . 


(48) 


Hieraus  folgt  zunächst,  dass  F  durch  eine  reelle  Transformation  von 
der  Gestalt: 

£i  ^^^^  ^1  ~T"  *  '  ■  7     £«  ^"^^  ^n  -jr  '  '  ' 
mit  der  Gruppe  (47)  ähnlich  ist  (vgl.  S.  364  f.).    Zu  gleicher  Zeit  ergiebt 
sich  aber,  dass  bei  dieser  Transformation   die  Gruppe   G  in  eine  pro- 
jective  Gruppe  von  der  Form: 

Pl  +  •••,•••;    ^   +  ••  • 

hn-hkp7n-\-j    —   l^m-\-jpm-^k-\-   '  "  * 
ijii ,  r  =:  1  .  .  .  m ;     k,  j  =  1  .  .  .  n  —  in) 

übergeht,  deren  infinitesimale  Transformationen  sämmtlich  reell  sind. 
Da  die  Gruppe  (48)  projectiv  und  mit  der  Gruppe  (44)  ähnlich 
ist,  so  ist  sie  nach  Theor.  19,  S.  292  selbst  die  projective  Gruppe 
einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades.  Die  Glei- 
chung dieser  Mannigfaltigkeit  ist  in  unserm  Falle  offenbar  reell,  dem- 
nach ist  auch  die  zum  Coordinatenanfang  gehörige  (n  —  l)-fach  aus- 
gedehnte Polarebene  reell.  Da  überdies  der  Coordinatenanfang  ein 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist  und  also  nicht  auf  seiner  Polarebene 
liegt,  so  können  wir  seine  Polarebene  durch  eine  reelle  projective 
Transformation  von  der  Gestalt:  Jv  =  Jv  +  •  •  ins  Unendliche  verlegen. 
Die  Gruppe  (48)  wird  dabei  die  einfache  Form: 

Pl   H ;    •••,     P.  +   ••• 

^npr   £vP,«o        h'Pm+k  +    J„t+Ä:P// 

tm-]rkrm-{-j  l^m-}-j  Y>n-{-k 

(fi,  V  =  1  .  .  .  m;  k,  j  =  1  .  .  .  n  —  m) 

annehmen.     Nun  aber  sind  die  oo^  Mannigfaltigkeiten: 


(48') 
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offenbar  die  einzigen  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeiten  zweiten 
Grades,   die  bei  den  ^'^^^-^  infinitesimalen  Transformationen: 

invariant  bleiben.  Die  infinitesimalen  Transformationen  nullter  Ord- 
nimg unter  den  Transformationen  (48')  können  daher  auf  die  Form: 

(^  =  1  ...?/< ;    7,  =  1  .  .  .  M  —  w)  , 

gebracht  werden,  wo  a  eine  reelle,  von  Null  verschiedene  Constante 
sein  muss.  Durch  eine  reelle  projective  Transformation  kann  man 
schliesslich  a  entweder  gleich  —  1  oder  gleich  +  1   machen. 

Wenn  also  G  durch  eine  reelle  oder  imaginäre  Punkttransforma- 
tion mit  der  Gruppe  (44)  ähnlich  ist,  so  giebt  es  stets  eine  reelle 
Punkttransformation,  bei  der  G  und  somit  auch  g  entweder  die  Form: 


(49) 


P^i   +  OOu  U,     p,n  +  k  —  X,a  +  k  U,     X/uPv  —  X^p^, 
Xi_,  Prn  +  k  +   Xnc  +  kPy  ,     Xm  +  fcPrn  +  J  ^m  -\-j  Pm  +  k 


(,"  1  '" 


k,  j  =  1  .  .  .  n  —  m) 


oder  die  Form: 


(50) 


XvP;c 


p^,  —  X^,  U,    Pm  +  k  +  00,n-\.k  U,     XuP, 

Xi_,  Pm  +  k  +  ^m  +  k  Pfc ,      X,n  +  kPm  +i   —  ^m  +j  Pm  +  k 
{^u ,  V  =  i  .  .  .  7n;    k,  j  =  1  .  .  .n  —  m) 


erhält.     Ist   insbesondre   n  =  2m,    so   sind   offenbar  diese  beiden  For- 
men durch  die  reelle  projective  Transformation: 

Xa  =  Xm  +  ,<  ,     Xm^,,  =  X^u       (i"  =  1  •  •  ■  ^0 

mit  einander  ähnlich. 

Hiermit  sind  auch  alle  reellen  Gruppen  von  der  Form  (37),  (38) 
gefunden  und  die  Aufgabe,  die  wir  uns  gestellt  hatten,  ist  erledigt. 
Wir  erhalten  das 

Theorem  35.  Lässt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  in 
n>2  reellen  Veränderlichen  x^  .  .  .  Xn  eine  reelle  Gleichung: 

l...n 

^  \kv  (^'i   •   •   •  ^n)  dXkdXy   =  0 

mit   nicht   identisch    verschwindender    Determinante   invariant 
und   ist   sie    ausserdem    so    beschaffen,   dass    die   oo'»-^    reellen 
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Linien  demente  durch  jeden  festgehaltnen  Punkt  von  allgemei- 
ner Lage  in  möglichst  allgemeiner   Weise  transformirt  werden, 

so  hat  sie  entweder  (IL+Jli^+Il  oder  "^^fi-^  +  1  oder  ^^^-+-1^ 

Parameter.  Im  ersten  Falle  ist  sie  durch  eine  reelle  PunJcttrans- 
formation  des  R»  ähnlich  mit  einer  Gruppe  von  der  Form  (42), 
S.  388,  wo  m  eine  der  ganzen  Zahlen  ist,  die  der  Bedingung: 
^n-^m^n  genügen.  Im  zweiten  Falle  ist  sie  durch  eine  reelle 
PunMtransformation  ähnlich  mit  einer  Gruppe  von  der  Form 
(41).  Im  dritten  Falle  kann  sie  durch  eine  reelle  PunMtrans- 
formation entweder  in  eine  Gruppe  von  der  Form  (46),  S.  389 
übergeführt  iverden,  oder  in  die  reelle  projective  Gruppe  einer 
solchen  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades j 
die  durch  eine  reelle  Gleichung  zwischen  x^  .  . .  Xn  dargestellt 
wird. 

Was   endlich   den  Fall  «  ==  2   angeht,    so   können    wir  uns   sehr 
kurz  fassen. 

Lässt  eine  reelle  Gruppe  der  Ebene  eine  reelle  Gleichung: 
a  {x,  y)  dx'  +  2/3  {x,  y)  dx  dy  +  y  {x,  y)  dy^  =  0 
mit  nicht  identisch  verschwindender  Determinante:  /3^  —  ay  invariant, 
so  kann  man  zunächst  durch  eine  reelle  Punkttransformation  erreichen, 
dass  die  Gleichung  eine  der  beiden  Formen: 

dx^  +  dy'^  =  0,  dxdy  =  0 
erhält.  Ausserdem  ist  noch  die  Forderung  hinzuzufügen,  dass  die  c»^ 
reellen  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise,  also  eingliedrig 
transformirt  werden-  Die  verschiedenen  Formen,  auf  die  eine  derartige 
Gruppe  gebracht  werden  kann,  falls  sie  endlich  ist,  ergeben  sich 
sofort,  wenn  man  die  Entwicklungen  der  SS.  370 — 380  benutzt. 


Abtheilung  V. 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie. 

Von  einer  Anzahl  einfacher  Grundbegriflfe  und  Axiome  ausgehend 
hat  Euklid  die  Geometrie  rein  geometrisch  entwickelt,  ohne  analy- 
tische Hülfsmittel  zu  benutzen.  So  bewunderungswürdig  sein  Lehr- 
gebäude auch  ist,  so  lässt  es  doch,  wenn  man  die  darin  benutzten 
Grundlagen  ins  Auge  fasst,  noch  einiges  zu  wünschen  übrig. 

Erstens  nämlich  übersieht  man  nicht,  ob  das  System  der  Eukli- 
dischen Grundbegriffe  und  Axiome  wirklich  vollständig  ist,  auch  ist 
es  jetzt  wohl  allgemein  anerkannt,  dass  Euklid  im  Laufe  der  Ent- 
wicklung stillschweigend  Voraussetzungen  eingeführt  hat,  die  als 
Axiome  hätten  formulirt  werden  müssen.  Zum  Beispiel  beruht  die 
Einführung  des  Begriffs  Flächenraum  bei  Euklid  auf  einem  wirk- 
lichen Axiome,  das  von  ihm  nicht  aufgestellt  ist. 

Zweitens  aber  ist  es  denkbar,  dass  gewisse  unter  den  Euklidischen 
Axiomen  überflüssig  sind,  das  heisst,  dass  sie  auf  Grund  der  früheren 
Definitionen  und  Axiome  bewiesen  werden  können. 

Im  Grunde  ist  es  zunächst  viel  wichtiger,  sich  darüber  Gewiss- 
heit zu  verschaffen,  ob  man  ein  vollständig  ausreichendes  System  von 
Grundbegriffen  und  Axiomen  besitzt,  als  nach  etwaigen  überflüssigen 
Axiomen  zu  fragen.  Trotzdem  harrt  die  Frage,  inwieweit  das  Eukli- 
dische System  von  Axiomen  vervollständigt  werden  muss,  noch  immer 
der  endgültigen  Erledigung.  Um  so  eifriger  hat  man  sich  mit  der 
zweiten  Frage  beschäftigt,  sind  doch  die  neueren  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie  eigentlich  nur  durch  die  Frage  nach 
der  Beweisbarkeit  oder  Unbeweisbarkeit  des  elften  Euklidischen  Axioms, 
des  Paralleleuaxioms  veranlasst  worden. 

Nachdem  mehrere  Mathematiker,  namentlich  Legendre,  zahl- 
reiche vergebliche  Versuche  gemacht  hatten,  das  Parallelenaxiom  zu 
beweisen,  gelang  es  zuerst  »Lobatschewski  (1829)  und  kurz  darauf 
Bolyay  (1832)   die  Unbeweisbarkeit    des  Axioms   indirect   darzuthun, 
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sie  zeigten  nämlich,  dass  sich  eine  Geometrie  aufbauen  lässt,  in  der 
das  Parallelenaxiom  gar  nicht  benutzt  wird.  Aus  älteren  Briefen  von 
Gauss,  die  freilich  erst  viel  später  veröffentlicht  worden  sind,  geht 
hervor,  dass  Gauss  schon  lange  vorher  zu  ähnlichen  Ergebnissen 
gelangt  war. 

Heute  muss  man  sich  eigentlich  wundern,  dass  die  Mathematiker 
erst  auf  diesem  Umwege  über  die  Nothwendigkeit  des  Parallelenaxioms 
aufgeklärt  werden  mussten,  während  doch  ein  einziger  Blick  auf  die 
Kugeloberfläche  ihnen  hätte  zeigen  können,  dass  auch  ohne  das  Paral- 
lelenaxiom eine  widerspruchsfreie  Geometrie  möglich  ist,  die  jedenfalls 
innerhalb  eines  passend  gewählten  Bereichs  die  vorhergehenden  Axiome 
Euklids  erfüllt. 

Lobatschewski  und  Bolyay  hatten  ihre  Geometrie  ganz  in  der 
Weise  Euklids  entwickelt,  also  rein  geometrisch.  Riemann  war 
der  erste,  der  analytische  Hülfsmittel  anwendete,  um  über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  Aufschluss  zu  gewinnen.  Leider  besitzen  wir 
von  seiner  Hand  keine  ausführliche  Darstellung  seiner  Untersuchungen, 
sondern  wir  sind  auf  die  sehr  knappen  und  darum  oft  schwer  ver- 
ständlichen Auseinandersetzungen  in  seiner  1854  gehaltenen  Habili- 
tationsrede*)  angewiesen. 

Riemann  stellt  an  die  Spitze  seiner  Untersuchung  den  Satz, 
dass  der  Raum  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei,  dass  also  die  Punkte 
des  Raumes  durch  Coordinaten  bestimmt  werden  können.  Sodann 
fragt  er,  welche  Eigenschaften  dieser  Zahlenmannigfaltigkeit  zuge- 
schrieben werden  müssen,  damit  in  ihr  die  Euklidische  oder  eine  ähn- 
liche Geometrie  gelte.  Die  Beantwortung  dieser  Frage  ist  offenbar 
eine  rein  analytische  Aufgabe,  die  für  sich  allein  gelöst  werden  kann. 

Allerdings  tritt  bei  Riemann  die  wahre  Bedeutung  des  Satzes, 
dass  der  Raum  eine  Zablenmannigfaltigkeit  sei,  nicht  hervor.  Rie- 
mann sucht  diesen  Satz  zu  beweisen,  aber  sein  Beweis  kann  nicht 
als  stichhaltig  gelten.  Will  man  wirklich  beweisen,  dass  der  Raum 
eine  Zahlenmannigfaltigkeit  ist,  so  muss  man  vorher  unzweifelhaft 
eine  nicht  geringe  Anzahl  von  Axiomen  aufstellen  und  dessen  scheint 
sich  Riemann  nicht  bewusst  gewesen  zu  sein.  Man  muss  dabei  frei- 
lich auch  bedenken,  dass  es  Riemann  darauf  ankam,  durch  Einfüh- 
rung der  Zahlenmannigfaltigkeit  dem  Problem  eine  rein  analytische 
Fassung  zu  geben  und  dass  die  Voraussetzungen,  unter  denen  die  Ein- 
führung der  Zahlenmannigfaltigkeit  erst  möglich  ist,  für  ihn  Neben- 
sache waren.     Dazu  kommt,  dass  seine  Abhandlung  eine  Probevorlesung 


')  Abb.  d.  Gott  Akad.  ßd.  13,  1867.  Rieraanns  ges.  Werke,  l.Anfl.  S.  254ff. 
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und  nicht  zum  Drucke  bestimmt  war;  wäre  er  dazu  gekommen,  sie 
selbst  zu  veröffentlichen,  er  hätte  gewiss  manches  anders  gemacht. 

üebrigens  ist  die  Einführung  der  Zahlenmannigfaltigkeit  in  die 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  keineswegs  eine 
Willkürlichkeit,  sondern  in  der  Natur  der  Sache  begründet.  Beim 
Aufbau  der  Geometrie  sind  nämlich  verschiedene  Stufen  zu  unter- 
scheiden. Eine  Stufe  ist  vom  Parallelenaxiome  sowie  von  den  Begriffen 
Flächeninhalt  und  irrationale  Zahl  unabhängig.  Es  giebt  aber  auch 
höhere  Stufen,  u.  A.  eine,  wo  sich  der  Begriff  der  irrationalen  Zahl  nicht 
vermeiden  lässt  und  wo  es  als  Axiom  eingeführt  werden  muss,  dass 
jedenfalls  die  Gerade  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei.  Hr.  G.  Cantor 
ist  der  Erste,  der  auf  die  Nothwendigkeit  hingewiesen  hat,  ein  Axiom 
dieser  Art  einzuführen,  wenn  man  das  Gebäude  der  Geometrie  zum 
Abschluss  bringen  will. 

Die  Geometrie  der  Zahlen mannigfaltigkeit  begründet  Riemann 
auf  den  Begriff  des  Bogenelements,  aus  dem  sich  durch  Integration 
der  Begriff  der  Länge  einer  endlichen  Linie  ergiebt.  Er  verlangt,  dass 
das  Quadrat  des  Bogenelements  eine  ganze  homogene  Function  zweiten 
Grades  von  den  Differentialen  der  Coordinaten  sei;  indem  er  u.  A. 
noch  die  Forderung  hinzufügt,  dass  sich  jede  Linie  beliebig  ohne 
Aenderung  ihrer  Länge  bewegen  könne,  gelangt  er  zu  dem  Ergebniss, 
dass  ausser  der  Euklidischen  Geometrie  noch  zwei  andre  Geometrien 
möglich  seien.  Von  diesen  fällt  die  eine  mit  der  von  Lobatschewski 
aufgestellten  zusammen,  die  andere  entspricht  der  Geometrie  auf  der 
Kugeloberfläche. 

Riemanns  Untersuchungen  über  das  Bogenelement,  die  aller- 
dings von  Riemann  selbst  nur  skizzirt  sind,  haben  vor  allen  Dingen 
vom  Standpunkte  der  Analysis  aus  das  grösste  Interesse;  sie  sind  u.  A. 
wahrscheinlich  die  Veranlassung  gewesen,  dass  später  (von  1870  an) 
die  Herren  Lipschitz  und  Christoffel  die  Theorie  der  Differential- 
ausdrücke zweiten  Grades  entwickelt  haben,  denn  jedenfalls  Herr  Lip- 
schitz verfolgte  bei  der  Entwicklung  seiner  Theorie  zugleich  den 
Zweck,  zu  entscheiden,  ob  die  von  Riemann  aufgestellten  Behaup- 
tungen richtig  wären.  Dagegen  kann  man  nicht  leugnen,  dass  die 
Riemann  sehen  Betrachtungen  über  den  eigentlichen  Gegenstand  der 
Untersuchung,  nämlich  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  wenig  Auf- 
schluss  geben.  Riemanns  Axiome  beziehen  sich  nämlich  alle  auf 
das  Bogenelement,  also  nur  auf  Eigenschaften  des  Raumes  im  Infini- 
tesimalen; will  man  aus  ihnen  auf  die  Beschaffenheit  des  Raumes 
innerhalb  eines  endlichen  Bereichs  schliessen,  so  muss  man  erst  eine 
Integration  vornehmen.    Da  nun  Axiome,  die  zu  einem  rein  geometri- 
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sehen  Aufbau  der  Geometrie  dienen  sollen,  elementar  sein  müssen  und 
da  weder  Bogenelement  noch  Integration  elementare  Begriffe  sind,  so 
ist  klar,  dass  die  Riemannschen  Axiome  für  einen  solchen  Zweck 
unbrauchbar  sind. 

Den  eben  besprochenen  Mangel  der  Riemannschen  Axiome  hat 
Herr  v.  Helmholtz  in  seiner  bekannten  Arbeit*)  aus  dem  Jahre 
1868,  wenn  auch  unbewusst,  vermieden,  indem  er  gewisse  Axiome  auf- 
stellte, die  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  bezogen, 
und  versuchte,  aus  ihnen  das  Rie mann  sehe  Axiom  über  das  Bogen- 
element abzuleiten. 

Herr  v.  Helmholtz  stellt  es  von  vornherein  ausdrücklich  als 
Axiom  auf,  dass  der  Raum  eine  Zahlenmannigfaltigkeit  sei;  hierin 
liegt  Rie  mann  gegenüber  ein  Fortschritt,  obwohl  allerdings  auch 
Herr  v.  Helmholtz  die  Tragweite  dieses  Axioms  entschieden  unter- 
schätzt, wenn  er  am  Schlüsse  seiner  Arbeit  (auf  S.  221)  behauptet, 
dass  die  von  ihm  aufgestellten  Axiome  „weniger  annehmen,  als  die 
gewöhnlich  geführten  geometrischen  Beweise  voraussetzen."  Diese 
Behauptung  ist  ganz  sicher  unrichtig,  zumal  da  die  übrigen  Helm- 
holtzschen    Axiome    gewisse    überflüssige   Voraussetzungen   enthalten. 

Ein  weiterer  Fortschritt  im  Vergleich  mit  Riemann  besteht 
darin,  dass  Herr  v.  Helmholtz  direct  mit  der  Schaar  der  Bewegungen 
des  Raumes  operirt,  indem  er  sie  als  eine  Schaar  von  Transformatio- 
nen der  betreffenden  Zahlenmannigfaltigkeit  auffasst-,  er  führt  sogar 
einmal  zwei  solche  Bewegungen  nach  einander  aus  und  benutzt  den 
Umstand,  dass  diese  beiden  Bewegungen  zusammengenommen  durcli 
eine  dritte  Bewegung  ersetzt  werden  können,  er  macht  also  gewisser- 
massen  von  der  Gruppeneigenschaft  der  Bewegungen  Gebrauch,  aller- 
dings ohne  den  allgemeinen  Gruppenbegriff  zu  kennen. 

Wenn  aber  auch  die  Helmholtz  sehe  Arbeit  in  ihren  Voraus- 
setzungen den  älteren  Untersuchungen  Riemanns  gegenüber  einen 
gewissen  Fortschritt  bezeichnet,  so  darf  man  doch  nicht  übersehen, 
dass  sie  an  mathematischem  Werthe  der  Riemannschen  nachsteht. 
Während  es  sich  nämlich  herausgestellt  hat,  dass  die  von  Riemann 
skizzirte  Methode  wirklich  zum  Beweise  der  von  ihm  aufgestellten 
Sätze  führt,  werden  wir  später  sehen,  dass  die  analytischen  Hülfs- 
mittel,  deren  sich  Herr  v.  Helmholtz  bedient,  nicht  ausreichen,  um 
zum  Ziele  zu  gelangen,  und  dass  Herr  v.  Helmholtz  im  Verlaufe 
seiner  Untersuchung  eine  Reihe  von  unrichtigen  Voraussetzungen  einführt. 


*)  „Ueber  die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen",  Gott.  Nachr. 
1868,  S.  193  —  221,  s.  auch  seine  ges.  wiss.  Abb.    Bd.  II,  S.  618—639. 
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Fassen  wir  die  bei  Riemann  und  bei  Herrn  v.  Helmholtz  zu 
Grunde  liegenden  Gedanken  zusammen,  so  können  wir  sagen,  dass 
beide  Forscher,  wenn  auch  nur  implicite,  ein  neues  Problem  aufgestellt 
haben,  das  wir  als  das  Riemann-Helmholtzsche  Problem*)  bezeich- 
nen wollen,  und  das  kurz  so  ausgesprochen  werden  kann:  Es  sollen 
solche  Eigenschaffen  gefunden  werden,  die  sowohl  der  Schaar  der  Eukli- 
dischen als  den  beiden  Schaaren  von  NicUeuUidischen  Bewegungen  m- 
kommen,  und  durch  die  diese  drei  Schaaren  vor  allen  andern  möglichen 
Schaaren  von  Bewegungen  einer  Zahlenmannigfaltigkeit  ausgezeichnet  sind. 

Als  Lie  im  Jahre  1869  seine  ersten  Untersuchungen  über  con- 
tinuirliche  Gruppen  seinem  Freunde  F.  Klein  mitgetheilt  hatte,  da 
lenkte  Klein  sehr  bald  Lies  Aufmerksamkeit  auf  die  Riemann  sehen 
und  die  Helmholtzschen  Untersuchungen  und  hob  hervor,  dass  darin 
implicite  der  Begriff  der  continuirlichen  Gruppe  eine  Rolle  spiele  (vgl. 
Lies  Abhandlung  in  den  Math.  Ann.  Bd.  16,  S.  527).  Aber  erst  im 
Jahre  1884  unternahm  es  Lie  auf  wiederholte  Aufforderungen  von 
Klein  hin,  die  Helmholtzschen  Entwicklungen  genau  zu  prüfen  und 
eine  eingehende  gruppentheoretische  Behandlung  des  Riemann- Helm- 
holtzschen Problems  im  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Räume 
zu  geben.  Für  Lie  hatte  das  keine  Schwierigkeit,  da  er  damals  schon 
längst  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  dieses  Raumes  bestimmt 
hatte.  Die  Ergebnisse  dieser  Untersuchung  machte  Lie  zuerst  1886 
in  den  Leipziger  Berichten  bekannt,  ohne  die  zu  ihrer  Ableitung  erfor- 
derlichen Rechnungen  mitzutheilen.  In  zwei  grösseren  Abhandlungen 
aus  dem  Jahre  1890,  ebenfalls  in  den  Leipziger  Berichten,  gab  er 
sodann  nicht  blos  eine  ausführliche  Kritik  der  Helmholtzschen  Ent- 
wicklungen, sondern  auch,  und  das  war  der  Hauptzweck  dieser 
Arbeiten,  mehrere  neue  Lösungen  des  Riemann-Helmholtzschen 
Problems. 

Die  folgenden  Kapitel  sind  eine  Umarbeitung  und  theilweise  eine 
Ergänzung  der  erwähnten  Abhandlungen,  die  Lie  über  den  Gegen- 
stand veröffentlicht  hat. 

Das  Kapitel  20  enthält  gewisse  Theorien,  die  am  besten  für  sich 
dargestellt   werden,    ehe   man   auf  die  Besprechung  der   Helmholtz- 

*)  Im  Grunde  rührt  das  Problem  wohl  eigentlich  schon  von  Riemann  her. 
Wir  glauben  jedoch,  dass  ^uch  unsre  Benennung  des  Problems  ganz  berechtigt 
ist,  denn  Herr  v.  Helmholtz  hat  zuerst  erkannt,  dass  durch  Ricmanns  Theorie 
das  Problem  noch  nicht  erledigt  ist.  Eine  wirkliche  Formulirung  des  Problems 
hat  keiner  von  beiden  gegeben. 
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sehen  Entwicklungen  eingeht.  Ein  Theil  der  von  Herrn  v.  Helm- 
holtz  aufgestellten  Axiome  lässt  sich  nämlich,  wie  wir  sehen  werden, 
so  formuliren:  Die  Schaar  der  Bewegungen  bildet  eine  Gruppe  und 
bei  dieser  Gruppe  haben  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante 
und  alle  Invarianten  von  mehr  als  zwei  Punkten  lassen  sich  durch  die 
Invarianten  von  Punktepaaren  ausdrücken.  Will  man  nun  die  Trag- 
weite der  Helmholtzschen  Axiome  prüfen,  so  ist  es  nöthig,  von 
vornherein  alle  Gruppen  zu  kennen,  die  den  eben  aufgestellten  Forde- 
rungen genügen,  und  da  die  schon  an  und  für  sich  wichtige  Aufgabe, 
diese  Gruppen  zu  bestimmen,  nicht  ohne  einigen  Aufwand  von  Rech- 
nung geleistet  werden  kann,  so  scheint  es  empfehlenswerth,  diese 
Bestimmung  besonders  durchzuführen. 

In  Kapitel  21  wird  eine  ausführliche  Kritik  der  Helmholtz- 
schen Entwicklungen  und  Axiome  gegeben  und  es  werden  dann  in  den 
Kapiteln  22  und  23  verschiedene  Lösungen  des  Riemann-Helm- 
holtz  sehen  Problems  im  gewöhnlichen  und  im  w-fach  ausgedehnten 
Räume  auseinandergesetzt.  In  Kapitel  24  endlich  werden  einige  neuere 
Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  besprochen  und 
kritisirt. 

Wir  können  diese  Vorbemerkungen  nicht  schliessen,  ohne  aus- 
drücklich zu  betonen,  dass  die  folgenden  Untersuchungen  nicht  den 
Anspruch  erheben,  philosophische  Speculationen  über  die  Grundlagen 
der  Geometrie  zu  sein,  sie  wollen  nicht  mehr  sein,  als  eine  sorgfältige 
gruppentheoretische  Behandlung  des  gruppentheoretischen  Problems, 
das  wir  als  das  Riemann-Helmholtzsche  Problem  bezeichnet  haben. 
Am  Schlüsse  der  Abtheilung  werden  wir  dann  noch  mit  ein  paar 
Worten  auf  den  Nutzen  zu  sprechen  kommen,  den  die  Erledigung 
dieses  Problems  für  den  Aufbau  eines  Systems  der  Geometrie  gewäh- 
ren kann.  Wenn  wir  auch  hier  keinen  Versuch  dazu  machen,  so 
wollen  wir  doch  als  unsere  Ueberzeugung  die  Auffassung  aussprechen, 
dass  es  keineswegs  unmöglich  ist,  ein  System  von  geometrischen 
Axiomen  aufzustellen,  das  hinreichend  ist  und  dabei  nichts  Ueberflüssiges 
enthält.  Leider  ist  unzweifelhaft,  dass  es  nur  sehr  wenige  Unter- 
suchungen giebt,  welche  das  Problem  der  Grundlagen  der  Geometrie 
wirklich  gefördert  haben. 


Gruppen  des  B^,  bei  denen  zwei  Punkte  nur  eine  Invariante  haben.      399 

Kapitel  20. 

Bestimmung    aller    Gruppen    des   jRg,   bei   denen   zwei   Punkte    eine 
und   nur   eine,   mehr  als    zwei  Punkte    dagegen    keine    wesentliche 

Invariante  haben. 

Die  Entwicklungeu  des  gegenwärtigen  Kapitels  knüpfen  an  den 
§  59  des  Abschnitts  I  (S.  218  ff.)  au.  Wir  haben  damals  den  Begriff': 
,,Invariante  von  mehreren  Punkten^'  eingeführt,  jetzt  wollen  wir  alle 
endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  R^  bestimmen,  die  gewisse  For- 
derungen in  Bezug  auf  die  Invarianten  beliebig  vieler  Punkte  erfüllen. 
Es  sollen  nämlich  jeder  solchen  Gruppe  gegenüber  zwei  Punkte  eine 
und  nur  eine  Invariante  haben,  dagegen  sollen  sich  alle  Invarianten 
von  5  >  2  Punkten  stets  durch  die  Invarianten  der  Punktepaare  aus- 
drücken lassen,  die  unter  diesen  s  Punkten  enthalten  sind.  Bezeich- 
nen wir  daher  in  Uebereinstimmung  mit  Abschn.I,  S.  219  eine  Invariante 
von  s  Punkten  dann  als  wesentlich,  wenn  sie  sich  nicht  durch  die 
Invarianten  von  Systemen  von  je  s  —  1  oder  noch  weniger  Punkten 
ausdrücken  lässt,  so  können  wir,  wie  es  schon  in  der  Ueberschrift 
des  Kapitels  geschehen  ist,  unsre  Aufgabe  auch  so  fassen: 

Es  sollen  alle  endlichen  continuirlichen  Gruppen  des  R^  hestimmt 
werden,  hei  denen  zwei  FimUe  eine  und  nur  eine  Invariante  haben,  wäh- 
rend mehr  als  zwei  Punlcte  niemals  eine  wesentliche  Invariante  haben. 

Wir  werden  diese  Aufgabe  zunächst  ohne  Rücksicht  auf  Reali- 
tätsverhäitnisse  lösen  und  also  zunächst  alle  Gruppen  von  complexen 
Transformationen  suchen,  denen  die  angegebenen  Eigenschaften  zu- 
kommen, erst  nachher  lösen  wir  die  Aufgabe  auch  für  Gruppen  von 
reellen  Transformationen*). 

Ueber  die  Gründe,  die  uns  veranlasst  haben,  das  gegenwärtige 
Kapitel  vorauszuschicken,  bevor  wir  zu  den  eigentlichen  Untersuchungen 
über  die  Grundlagen  der  Geometrie  übergehen,  haben  wir  uns  bereits 
auf  S.  397  f.  ausgesprochen. 

§  85. 
Charakteristische  Eigenschaften  der  gesuchten  Gruppen. 
Es  sei: 

Xj,f=  i,k{x,  y,  0)p  +  ■rik(x,  tj,z)q  +  ^k(x,  y,  z)r 


{k=i...m) 


*)  Die  Resultate,  zu  denen  das  gegenwärtige  Kapitel  führt,  hat  Lie  bereits 
1886  in  den  Leipziger  Berichten,  S.  337  ff.  angedeutet;  ausführliche  Beweise  hat 
er  zuerst  1890  gegeben  (ebd.  S.  355-418).  Das  Folgende  ist  eine  Umarbeitung 
der  zuletztgenannten  Abhandlung. 
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eine    »w-gliedrige    Gruppe    vou    der    verlangten   Beschaffenheit.     Sind 
dann: 

(1)  x^,  2/u  ^i\  ^2'  2/2»  ^2;  •  •  •;  ^-^^  y^>  ^^• 

irgend  s  beliebige  Punkte  des  R^  und  setzen  wir: 

SO  müssen  erstens  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

(2)  X,(l)/'+X,(2)/-==0       ik=l...m) 

in  den  6  Veränderlichen:  iCj,  y^,  z^,  x^,  y^,  z^  eine  und  nur  eine 
Lösung: 

(3)  J{x^,  y„  z,',  a;,,  i/„  ^,) 

gemein  haben  und  zweitens  müssen  sich,  wenn  s>  2  ist,  alle  gemein- 
samen Lösungen  der  m  Gleichungen: 

(4)  X/l)/-  +   X,(2)/-  ^ 1-  X,(^y  =0       fA:  =  1 .  .  .  m) 

in  den  35  Veränderlichen  Xu.yu.Zk  durch  die     \    ^     Functionen: 

(5)  J{xi,  yx,  ZV,  X,,,  y^,z^)     {?.^i...s-i;  ,=?.-\-i,...s) 

ausdrücken  lassen. 

Vor  allen  Dingen  ist  zu  bemerken,  dass  jede  Gruppe  von  der 
verlangten  Beschaffenheit  transitiv  sein  muss.  Wäre  nämlich  die 
Gruppe:  XJ.  .  .  X,«/"  intransitiv,  so  hätten  schon  die  Gleichungen: 

jedenfalls  eine  Lösung  gemein  und  die  Gleichungen  (2)  hesässen  daher 
im  Widerspruch  mit  unsern  Forderungen  mindestens  zwei  unabhängige 
gemeinsame  Lösungen. 

Um  noch  andre  Eigenschaften  der  gesuchten  Gruppen  zu  finden, 
erinnern  wir  daran,  dass  die  m  infinitesimalen  Transformationen: 

(6)  X,^^)f  +  X,^'Y  +  . .  .  +  X.^^)/-    (^-  =  1  •  •  •  -) 

eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  3s  Veränderlichen  (1)  erzeugen,  die 
angiebt,  wie  das  System  der  s  Punkte  (1)  des  R^  bei  der  Gruppe: 
Xj^f.  .  .  Xmf  transformirt  wird.  Ferner  wollen  wir  annehmen,  dass  die 
s  Punkte  (1)  der  Gruppe:  XJ,..  Xmf  gegenüber  nicht  nur  Punkte  von 
allgemeiner,  sondern  auch  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
seien,  so  dass  also  das  Werthsystem  (1)  der  Gruppe  (6)  gegenüber  ein 
Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  ist. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  kann  man  leicht  übersehen,  welche 
neuen  Lagen  das  System  der  s  Punkte  (1)  bei  den  Transformationen 
der  Gruppe  (6)  annehmen  kann;  nach  Abschn.  I,  S.  216  ist  nämlich 
die  Beweglichkeit  dieses  Punktsystems  im  Allgemeinen  durch  keine 
andre  Bedingung   beschränkt   als   durch   die,  dass  jede   Invariante   der 
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Gruppe  (6)  für  alle  Lagen  des  Punktsystems  denselben  Zahlenwerth 
haben  muss.  Bezeichnen  wir  daher  die  Lage  des  Punktes  a;*,  2/*?  ^k 
nach  einer  beliebigen  Transformation  der  Gruppe:  XJ .  .  .  Xmf  m\i: 
x'k,  y'k,  4  und  erinnern  wir  uns,  dass  alle  Invarianten  der  Gruppe  (6) 
durch  die  Invarianten  (5)  ausdrückbar  sein  sollen,  so  erkennen  wir, 
dass  die  5  Punkte  (1)  in  alle  Punkte:  x'k,  y'k,  z'k  (/t;  =  1  .  .  .  s)  über- 
gehen können,  die  den  Gleichungen: 

(7)  1^(4;  y'h  ^'i\  <o  y^,  ^;0  =  J{xi,  yi,  ZV,  x^,,  y^,,  z^) 
genügen  und  die  so  beschaffen  sind,  dass  das  Werthsystem: 

(!')  ^i>  yi,  ^i'-,  ^2';  2/2';  h'->  •  •  •;  ^'sy  yU  ^'s 

in  einer  gewissen  Umgebung  des  Werthsystems  (1)  liegt. 

Halten  wir  jetzt  die  s— 1  ersten  der  Punkte  (1)  fest,  so  wird: 
oc'k  =  Xky  yk  =  yi,,  Zk  =  Zk     (^  =  1 ....  - 1), 
unter  den   Bedingungen  (7)    sind   daher    alle   die,   in   denen  l   und    ^ 
beide  <s   sind,   von   selbst   erfüllt   und  es   bleiben  nur  die  5  ~  1   Be- 
dingungen : 

(8)  l"^^^^'  y^y^^'i  ^^;  y's,  4)  ==  Jixi,  yi,  ZV,  .V,,  y,,  z^ 
l  (/. -=i,  2.. .,  5  — 1) 

übrig,  das  heisst:  nach  Festhaltung  jener  s—\  Punkte  kann  der  Punkt 
x,^  ys,  Zs  noch  in  alle  Punkte  x's,  y's,  z'^  übergehen,  die  den  Gleichungen 
(8)  genügen  und  die  in  eiuer  gewissen  Umgebung  von  Xs,  ys,  Zs  liegen. 
Da  aber  die  Gruppe:  XJ..  .  X^f  endlich  ist,  so  muss,  wenn  man  eine 
genügende  Anzahl  von  Punkten  von  gegenseitiger  allgemeiner  Lage 
festgehalten  hat,  schliesslich  einmal  der  Fall  eintreten,  dass  überhaupt 
alle  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  die  Gleichungen  (8)  müssen  demnach  so 
beschaffen  sein,  dass  sie,  wenn  s  gross  genug  ist,  nicht  mehr  durch 
eine  continuirliche  Schaar  von  Werthsystemen  x's,  y's,  z,  befriedigt 
werden,  sondern  die  Gleichungen: 

(^)  ^s  =  Xsy  y's  =  ys,  z's  =  Zs 

nach  sich  ziehen.    Dieser  Fall  tritt  nach  Abschn.  I,  S.  490  f.  spätestens 

für:  s  =  m  +  1  ein,  wir  werden  jedoch  sehen,  dass  er  unter  den  hier 

gemachten  Voraussetzungen   schon  für  einen    kleineren  Werth   von   s 

eintritt. 

Halten  wir  blos  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  etwa  x^,  y^^z^ 
fest,  so  kann  jeder  andre  Punkt  x^,  y^,  0^  von  allgemeiner  Lage  noch 
in  die  oo^  Punkte  x^,y^,z^  übergehen,  die  der  Gleichung: 
J{x„  y,,  z,-  X.;,  y;,  z;)  ==  J (x^,  ?/,,  z,-,  x^,  y^,  z,) 

Lie,  Theorie  der  Trausformationsgruppeu.    III.  26 
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genügen.  Da  nun  unsre  Gruppe:  X^f .  .  .  X„if  transitiv  ist  und  in 
Folge  dessen  durch  Festhaltung  eines  Punktes  von  allgemeiner  Lage 
die  Parameter  der  Gruppe  gerade  drei  Bedingungen  unterworfen  wer- 
den, so  kann  der  Punkt  x^,  y^,  H  offenbar  nur  dann  noch  oo^  Lagen 
annehmen,  wenn  noch  mindestens  zwei  willkürliche  Parameter  übrig 
sind,  unsre  Gruppe  ist  daher  mindestens  fünfgliedrig. 

Es  ist  klar,  dass  nach  Festhaltung  des  Punktes:  x^^  ^/u  ^i  sich  die 
oo^  Punkte  des  Raumes  in  cso^  invariante  Flächen: 

(10)  J(^i,  2/i.  ^i5  ^,  Vi  ^)  =  const. 

anordnen.  Bei  der  sechsgliedrigen  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen, 
die  offenbar  alle  auf  S.  399  gestellten  Forderungen  erfüllt,  sind  diese 
oo^  Flächen  (10)  nichts  andres  als  die  oo^  Kugeln  mit  dem  Mittel- 
punkte: Ä^i,  2/ij  ^1-  Um  uns  kurz  ausdrücken  zu  können,  wollen  wir 
daher  die  oo^  Flächen  (10)  einfach  als  „die  zur  Gruppe:  XJ...  X^f 
gehörigen  Fseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte:  x^y  y^,  z^'  bezeichnen. 
Wir  können  dann  auch  sagen:  wird  bei  der  Gruppe:  XJ.,.  X^f  ein 
Punkt:  x^y  y^j  z^  von  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so  kann  sich  jeder 
andre  Punkt  im  Allgemeinen  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudo- 
kugel  mit  dem  Mittelpunkte:  x^y  «/j,  z^  bewegen.  Der  Inbegriff  aller 
vorhaudenen  Fseudokugeln  bildet  selbstverständlich  eine  bei  der  Gruppe: 
X^f  .  .  .  Xmf  invariante  Flächenschaar.  Erwähnt  möge  auch  noch 
werden,  dass  die  oo^  Fseudokugeln  (10)  sich  durch  eine  integrable 
Pf  äff  sehe  Gleichung  von  der  Form: 

(11)  «(^i;2/ij  -^15  ^?  Vy  ^)dx  +  ßdy  +  ydz  =  0 

definiren  lassen,  die  aus  (10)  durch  Differentiation  erhalten  wird  und 
in  der  x^,  2/1?  ^1  ^^^  ^^^^^  ^^^  Constanten  spielen. 

Nunmehr  denken  wir  uns  zwei  Punkte:  x^j  2/1?  ^1  "^^  ^2?  2/2?  ^2 
festgehalten;  dann  kann,  wie  wir  wissen,  jeder  dritte  Puukt:  x^,  y^,  z^ 
von  allgemeiner  Lage  noch  alle  Lagen:  x^^  2/3';  %'  annehmen,  die  den 
beiden  Gleichungen: 

p(^i>  Vu  ^n  <;  2/3'?  O  ==  ^fe?  Viy  h\  ^zi  Vzi  ^3) 
^^  ^  \3(x^,  2/2J  ^25  ^3';  2/3'?  h)  =  ^(^2;  ^2;  ^2;  ^3;  2/3;  ^3) 

genügen  und  in  einer  gewissen  Umgebung  von  x^,  2/3;  H  Hegen,  er 
kann  also  mindestens  noch  00^  Lagen  annehmen.  Da  nun  durch  das 
Festhalten  der  beiden  Punkte  die  Parameter  der  Gruppe  fünf  Bedin- 
gungen unterworfen  werden,  so  kann  die  Gliederzahl  der  Gruppe  jeden- 
falls nicht  kleiner  als  sechs  sein. 

Wären  die  beiden  Gleichungen  (12)  in  Bezug  auf  x^,  y^,  z^ 
nicht  von  einander  unabhängig,  wäre   also   die   zweite  Gleichung   eine 


Gruppen  des  Äg,  bei  denen  zwei  Punkte  nur  eine  Invariante  haben.     403 

Folge  der  ersten,  so  würden  offenbar  auch  alle  s  —  1  Gleichungen  (8) 
eine  Folge  der  ersten  unter  ihnen  sein,  wie  gross  man  auch  s  wählen 
würde;  man  könnte  also  im  Widerspruch  mit  dem  oben  Gesagten  s 
nicht  so  gross  wählen,  dass  die  Gleichungen  (8)  die  Gleichungen  (9) 
nach  sich  zögen,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  es  würden  sich, 
wenn  s  gross  genug  wäre,  nicht  alle  Invarianten  von  s  Punkten  durch 
die  Invarianten  von  Punktepaaren  ausdrücken  lassen.  Demnach  kön- 
nen wir  schliessen ,  dass  die  Gleichungen  (12)  in  Bezug  auf  x^',  y^\  0^' 
von  einander  unabhängig  sind  und  dass  der  Punkt  x^,  y^^  0^  nach  Fest- 
haltung von  ^j,  2/1,  ^1  und  x^,  y^,  %  nur  noch  oo^  Lagen  annehmen 
kann.  Mit  andern  Worten:  die  oo^  Pseudokugeln  mit  dem  Mittel- 
punkte: x^,  y^,  ^2  müssen  die  oo^  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte: 
^1?  2/1?  ^1  in  «^^  Curven  schneiden,    die  durch  die  beiden  Gleichungen: 

/^gx  f^(^i;  2/n  ^1;  ^,  y,  2)  ==  const. 

\j{x^,  2/2;  ^2;  ^;  y,  ^)  =  const. 
oder  durch  das  simultane  System: 

(u)  1"^^"  ^''  ^''  ^'  ^'  ^)^^  +  ß^y  +  rd0  =  o 

\^(^2>  y^i  h\  ^,  y,  0)dx  +  ßdy  4-  yds  =  0 
bestimmt  werden.    Insbesondere  ergiebt  sich,  dass  die  00^  Pseudokugeln 
mit  dem  Mittelpunkte:  x^,  y^,  z^   nicht  von   ihrem  Mittelpunkte  unab- 
hängig sein  können,  dass  es  also  mindestens  oo^  verschiedene  Pseudo- 
kugeln giebt. 

Endlich  denken  wir  uns  drei  verschiedene  Punkte:  x^,^  y^,,  Zk 
{h=\j  2,  3)  festgehalten,  dann  kann  jeder  vierte  Punkt  x^^,  y^,  0^ 
noch  alle  Lagen  x^',  yl,  0^  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ic^,  y^,  0^ 
annehmen,  die  den  drei  Gleichungen: 

iJix,,  y„  0,1    xl,  2//;  0  =  ^(^1;  2/1,  ^1;    ^4,  2/4;  ^4) 
(15)  /(^2,  ^2,  ^2;   xl,  yl,  0i)=^J(x^,  2/2;  ^2;   ^4;  2/4,  ^4) 

■^fe.  2/3;  %;  <^  2/4';  0  =  ^(^3?  2/3;  h\  ^4.  2/4;  -^4) 

genügen.  Wären  nun  unter  diesen  drei  Gleichungen  blos  zwei  in 
Bezug  auf  xl,  y^,  0^  von  einander  unabhängige  vorhanden,  wäre  also 
etwa  die  dritte  eine  Folge  der  beiden  ersten,  so  würden  auch  unter 
den  s  —  1  Gleichungen  (8)  die  s  —  3  letzten  stets  eine  Folge  der 
beiden  ersten  sein,  aus  (8)  würden  daher  niemals,  wie  gross  man 
auch  5  wählte,  die  Gleichungen  (9)  folgen.  Demnach  müssen  schon 
die  Gleichungen  (15)  die  folgenden: 

<=^4?  yi  =  y^i  ^^=^i 

nach  sich  ziehen,  das  heisst  nach  Festhaltung  dreier  Punkte  von  gegen- 

26* 
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seitiger  allgemeiner  Lage  müssen  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes 
in  Ruhe  bleiben*). 

Hieraus  ergiebt  sich  in  erster  Linie,  dass  m  gerade  gleich  sechs 
sein  muss;  zweitens  aber  folgt,  dass  die  oo^  Curven  (13)  nicht  alle 
auf  den  oo^  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte  x^^  y^,  ^3  liegen 
können,  sondern  dass  jede  solche  Curve  mit  jeder  solchen  Pseudokugel 
im  Allgemeinen  nur  einen  Punkt  gemein  hat,  dass  also  das  simultane 
System  (14)  nicht  von  Xj^,  y^,  z^,  x^,  y^,  z^  unabhängig  sein  kann. 
Hiermit  ist  bewiesen,  dass  es  im  Eg  keine  Schaar  von  cxd^  Curven 
giebt,  die  so  beschaffen  ist,  dass  auf  jeder  Pseudokugel  00^  Curven 
der  Schaar  liegen.  Da  nun  jede  Schaar  von  00^  Curven,  die  den  B.^ 
ganz  erfüllt,  darstellbar  ist  als  die  Schaar  der  Mon gesehen  Charak- 
teristiken einer  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

so  können  wir  auch  sagen:  die  Pseudokugeln  sind  nicht  sämmtlich  In- 
tegralflächen ein  und  derselben  linearen  partiellen  Differentialgleichung. 

Aus  der  eben  bewiesenen  Eigenschaft  der  Pseudokugeln  lässt  sich 
noch  eine  wichtige  Eigenschaft  der  gesuchten  Gruppen  ableiten,  es 
lässt  sich  nämlich  beweisen,  dass  in  keiner  der  gesuchten  Gruppen 
zwei  infinitesimale  Transformationen  vorkommen,  die  dieselben  Bahn- 
curven  haben. 

In  der  That,  es  seien  etwa:  XJ  und  X.J  zwei  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe:  X^/' .  .  .  Xg/",  die  genau 
dieselben   Bahncurven   haben,   es   bestehe   also   eine  Identität    von  der 

Form:  ^  x  -x^  /. 
X.J=(p{x,y,z)XJ, 

*)  Hieraus  folgt  unter  anderm,  dass  die  Gleichungen: 

(A)  J{x'^,  2/;,  4.;    X,  y,  z)  =  J{Xj^,  yj,,  ^^.;  x,  y,  z)    (^=i,2,d) 

nach  x\  y\  z  auflösbar  sind.  Unterwirft  man  die  Grösseu:  ^^',  y^t',  ^a;,  ^x.»  Vk^  ^k 
den  Gleichungen: 

«^(^*»  2/;»  zi\  ^p  Vp  ^P  =  ^(^/fc'  Vk^  H'^  ^p  Vp  ^) 

ik,  j  =  1,  2,  3;  k<  j) 

und  fasst  sie  als  Parameter  auf,  so  stellen,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  die 
Auflösungen  der  Gleichungen  (A)  nach  x\  y\  z'  die  allgemeinste  Gruppe  des 
Raumes  x,  y,  z  dar,  bei  der  die  beiden  Punkte:  x^,  2/1,  h'i  ^i>  Vi^  ^2  die  Inva- 
riante: J  {x^,  Vi,  Zy\  ^2»  2/2»  ^i)  haben.  Diese  Gruppe  umfasst  offenbar  die 
Gruppe:  X^f  .  .  .  X^J,  sie  braucht  aber  nicht  continuirlich  zu  sein,  sondern  sie 
kann  in  mehrere  getrennte  continuirlich e  Schaaren  von  Transformationen  zerfallen 
(vgl.  Abschn.  I,  Kap.  18).  Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  man  aus  den  Glei- 
chungen (A)  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f  .  .  .  X^J  erhält,  wenn 
man  die  Auflösung  nach  x\  y\  z  wählt,  die  für:  x'^  =  x]^^  V'k^  Vk^  4  =  ^k 
(Ä;  =  1,  2,  3)  in  die  Gleichungen:  x  =  x,  2/'=  2/,  z  =  z  übergeht.. 
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wo   (p  keine   blose  Constante  ist.     Bilden   wir  nun   die  sechs   linearen 

partiellen  Differentialgleichungen : 

(16)  Z,/'+Z,a)/-=0    (A  =  i...6), 

deren  eine  gemeinsame  Lösung: 

gleich  einer  willkürlichen  Constanten  gesetzt  die  oo^  Pseudokugeln  mit 
dem  Mittelpunkte:  x^,  y^^  z^  bestimmt,  so  bemerken  wir,  dass  unter 
diesen  sechs  Gleichungen  die  beiden: 

q)  {x,  y,0)XJ+(p  (x„  y^,  0,)  X/V=  0 
enthalten  sind,  aus  denen  sofort  die  Gleichungen: 

XJ^O,    X,Wf=0 

folgen.  Da  nun  die  erste  'dieser  beiden  Gleichungen  von  x^,  y^,  0^ 
unabhängig  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  unter  den  gemachten  Voraus- 
setzungen alle  Pseudokugeln  des  Raumes  ein  und  dieselbe  lineare 
partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  befriedigen,  was,  wie 
wir  vorhin  nachgewiesen  haben,  nicht  der  Fall  sein  darf. 
Wir  können  demnach  jetzt  den  Satz  aussprechen: 
Satz  1.  Ist  eine  endliche  continuirliclie  Gruppe  von  Punkttransfor- 
mationen  des  R^  so  beschaffen,  dass  hei  ihr  zwei  PunJcte  eine  und  nur 
eine  und  s^2  Punlcte  Itcine  tvesentliche  Invariante  haben y  so  ist  die 
Gruppe  transitiv  und  sechsgliedrig ,  sie  enthalt  ferner  niemals  zwei  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen,  deren  Bahncurven  übereinstim- 
men ;  ausserdem  besteht  die  zur  Gruppe  gehörige  Schaar  von  Pseudokugeln 
aus  mindestens  cxd^  Flächen  und  es  giebt  im  R^  keine  zweifach  unendliche 
Curvenschaar,  von  deren  Curven  alle  vorhandenen  Pseudokugeln  erzeugt  sind. 

Bevor  wir  weiter  gehen,  wollen  wir  noch  die  Bedingung  dafür, 
dass  zwei  Punkte  bei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe:  Xj^f 
.  .  .  Xgf  eine  und  nur  eine  Invariante  haben,  auf  eine  bequeme  Form 
bringen. 

Zunächst  kommt  die  genannte  Bedingung  darauf  hinaus,  dass  die 
sechs  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  (16)  eine  und  nur  eine 
gemeinsame  Lösung  haben  dürfen,  dass  sich  also  unter  diesen  Glei- 
chungen gerade  fünf  von  einander  unabhängige  befinden  müssen.  Nun 
ist  die  Gruppe:  X^/" ...  Xg/' transitiv,  es  werden  also  etwa:  X^/*,  X^/^, 
X^f  durch  keine  lineare  homogene  Relation  verknüpft  sein,  während: 
X4/',  Xg/',  X^f  sich  linear  und  homogen  durch:  X^f,  X^f,  X^f  aus- 
drücken lassen: 
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Xs+kf=^j  (Pkj  {x,  y,  2)  Xjf     {k  =  1,  2, 3) 


Mit  Berücksichtigung  dieser    Identitäten   können    wir  die  sechs   Glei- 
chungen (16)  offenbar  durch  die  folgenden: 

Xkf+XkWf=0 


(18) 


^  { cpkj  {x,  y,  0)  Xjf  +  g>kj  (x, ,  y, ,  z,)  X^f]  =  0 


(Ä-  =  l,  2,3) 


oder  auch  durch  die  folgenden; 


(19) 


^i  {(Pkj{x,y,0)- (pkj{x„y,,0,)}  Xjf=0 


(k  =  1,  2,  8) 

ersetzen. 

Von  den  sechs  Gleichungen  (19)  sind  die  drei  ersten  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  nach  p^,  q^^  r^  auflösbar,  die  drei  letzten 
dagegen  sind  von  p^,  g^,  r^  ganz  frei;  soll  es  daher  unter  den  Glei- 
chungen (19)  gerade  fünf  von  einander  unabhängige  geben,  so  ist 
nothwendig  und  hinreichend,  dass  sich  die  drei  letzten  unter  ihnen, 
die  wir  auch  in  der  Form: 


(20) 


X^^kf  —^J  (pkj  (^1 ,   ^1 ,   ^i)  Xjf  =0         ik==  1,  2.  3) 


schreiben  können,  auf  gerade  zwei  unabhängige  reduciren.  Bedenken 
wir  daher,  dass  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

3 

Xs+kf—^j (Pkj (^1,  yi,  h)  ^jf   (^^ ^'  2, 3) 

1 

sämmtlich  den  Punkt  Xj^,  y,  z^  invariant  lassen  und  dass  sich,  wenn 
dieser  Punkt  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  aus  ihnen  alle  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Gruppe :  X^f  . .  .  X^f  linear  ableiten 
lassen,  die  den  betreffenden  Punkt  festhalten  (s.  Abschn.  I,  S.  203, 
Satz  7),  so  erhalten  wir  den 

Satz  2.     Ist  X^f  . . .  Xßf  eine  sechsglieärige  transitive  Gruppe  des 
JRg  und  sind: 

Ykf=  cck{x,  y,  z)p  +  ßk{x,  y,  z)q  +  yk{x,  y,  z)r 

ik  =  1,  2,  3) 

irgend  drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe^  die 
einen  Funkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen^  so  haben  der  Gruppe: 
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X^f . . .  Xgf  gegenübe)'  swei  FunMe  stets  dann  aber  auch  nur  dann  eine 
und  nur  eine  Invariante ,  wenn  die  Determinante: 

«1    ßi    n  I 

(21)  «,     ß,     y,  \ 

«3        A        ?3    I 

identisch  verschwhidet,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  Unterdeterminanten 
verschwinden. 

Durch  Benutzung  des  in  diesem  Satze  enthaltenen  Kriteriums 
können  wir  jetzt  noch  eine  andre  wichtige  Eigenschaft  der  gesuchten 
Gruppen  ableiten;  diese  Eigenschaft  bezieht  sich  allerdings  nur  auf 
die  imprimitiven  unter  ihnen. 

Ist  eine  sechsgliedrige  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit 
imprimitiv,  so  kann  es  vorkommen,  dass  sie  eine  Schaar  von  cx)^ 
Flächen :  co  {x,  y,  s)  =  const.  invariant  lässt.  Tritt  dieser  Fall  ein,  so 
können  wir  uns  immer  die  Veränderlichen  x,  y,  z  so  gewählt  denken, 
dass  die  invariante  Flächenschaar  durch  die  Gleichung:  x  =  const. 
dargestellt  wird;  die  betreffende  Gruppe  wird  dann  die  Form  haben: 
Xkf=  h(x)p  +  rjk{x,  y,  z)q+  tk(x,  y,  z)r     (^  =  i...6), 

wo  li  .  . .  Iß  jedenfalls  nicht  sämmtlich  verschwinden,  weil  sonst  die 
Gruppe  intransitiv  wäre. 

An  und  für  sich  sind  nun  drei  Fälle  denkbar,  die  Gruppe:  Xj' 
: .  .  Xrf  kann  nämlich  nach  Theorem  1 ,  S.  6  die  Flächen :  x  =  const. 
entweder  ein-,  zwei-  oder  dreigliedrig  transformiren;  wir  werden  jedoch 
zeigen,  dass  hier  nur  der  dritte  Fall  eintreten  kann. 

Würden  die  Flächen:  x  =  const.  blos  eingliedrig  transformirt,  so 
könnte  man  nach  dem  eben  angeführten  Theorem  die  Veränderliche  x 
so  wählen,  dass  jedes  ^k{^)p  die  Form:  akP  erhielte.  Wäre  nun  zum 
Beispiel  o-^  =(=  0,  so  könnte  man  die  beiden  unabhängigen  Lösungen 
der  Gleichung:  X^f  ==  0  als  neues  y  und  neues  z  einführen  und  damit 
die  Gruppe  auf  die  Form: 

XJ=p,     Xj,f=rik(x,y,z)q  +  ik(oo,y,z)r 

(A:  =  2  .  .  .  6) 

bringen.  Dann  aber  hätte  die  Invariante  der  beiden  Punkte:  a;,  y,  z 
und  iCj,  2/1,  Zj^  nothwendig  die  Form:  x  —  x^,  es  wären  also:  x  —  Xj^ 
==  const.  oder  einfacher:  x  ==  const.  die  00^  Pseudokugeln  mit  dem 
Mittelpunkt:  x^^  2/1  >  hi  ^^^  heisst,  es  gäbe  überhaupt  blos  c»^ 
verschiedene  Pseudokugeln,  was  nach  dem  Früheren  ausgeschlossen  ist. 
Würden   andrerseits   die   Flächen:    x  =  const.   zweigliedrig   trans- 
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formirt,  so  könnten  wir  nach  Theorem  1,  S.  6  die  Gruppe:  X^/^.  ..Xg/* 
durch  geeignete  Wahl  von  x  auf  die  Form: 

^if=-p  +  ni  {^,  2/,  ^)  ^i  +  ^1  {^,  y,  ^)  r 

XJ'  ==xp  +  71^  (x,  y,  2)q  +  ti  (^,  y,  ^)  r 
^kf  =  rik  {x,  y,  z)a  +  Ik  {x,  y,  z)  r 

(Ä  =  3  .  .  .  6) 

bringen,  ein  Punkt  Xj^,  y^,  z^  von  allgemeiner  Lage  gestattete  demnach 
drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

'^J=  {.x  —  x,)p  -^%q+  l^r 

und  die  zugehörige  Determinante: 

^  —  ^1     Vi    li 

=  {x-  x^) 


^2& 


Dann    aber    wären    die 


0  %      ^2 

müsste  nach   Satz  2   identisch   verschwinden. 

beiden    unabhängigen    infinitesimalen    Transformationen    Y.^f  und    Y^f 

durch  eine  Identität  von  der  Form: 

YJ=(d{x,  y,  z)  YJ 
verknüpft   und   hätten   in   Folge   dessen   die  Bahacurven   gemein,    was 
nach  Satz  1  ausgeschlossen  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  invariante  Flächenschaar:  x  =  const. 
dreigliedrig  transforniirt  werden  muss: 

Satz  3.  Haben  bei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe  des  R^ 
zwei  Funkte  eine  und  nur  eine  Invariante  und  s  >  2  Funkte  keine 
ivcsentliche  Invariante ^  so  transformirt  die  Gruppe  jede  Schaar  von  00^ 
Flächen,  die  sie  etwa  invariant  lässt,  dreigliedrig. 


Wir  werden  jetzt  alle  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppen  des  R.^ 
bestimmen,  die  gewisse  unter  den  in  Satz  1  und  3  ausgesprochenen 
Eigenschaften  besitzen,   also  um  uds  genauer  auszudrücken: 

Wir  suchen  jetzt  alle  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppen  XJ\.. 
X^f  des  i?3,  bei  denen: 

erstens  zwei  Funkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben,  bei  denen 
zweitens  niemals  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  die 
Bahncurven  gemein  haben  und  bei  denen  drittens  jede  etwa  invariant 
bleibende  Schaar  von  00^  Flächen  dreigliedrig  transformirt  wird. 
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Um  die  früher,  auf  S.  399  gestellte  Aufgabe  vollständig  zu  lösen, 
müssen  wir  schliesslich  noch  bei  jeder  Gruppe,  die  sich  ergiebt,  fest- 
stellen, ob  s  >  2  Punkte  eine  wesentliche  Invariante  haben  oder  nicht, 
denn  nur  die  Gruppen,  bei  denen  sie  keine  wesentliche  Invariante 
haben,  sind  für  uns  brauchbar.  Die  Entscheidung  hierüber  wird  aber 
durch  den  folgenden  Satz  wesentlich  erleichtert: 

Satz  4.  Wenn  hei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe:  X^f... 
X^f  des  Rq  0wei  PtmUe  x,  y,  0  tmd  x^,  y^,  b^  eine  und  nur  eine  In- 
variante: J{x,  y,  0;  x^,  2/1,  0^  hahen,  so  haben  s>  2  PunUe  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  keine  wesentliche  Invariante  y  wenn  erstens  0u  der 
Gruppe  mindestens  oo^  verschiedene  Fseudokugeln  gehören  und  wenn  es 
0weitens  keine  bei  der  Gruppe  invariante  Schaar  von  00^  Curven  giebt, 
von  deren  Curven  alle  Fseudokugeln  erzeugt  sind. 

Von  der  Richtigkeit  dieses  Satzes  überzeugt  man  sich  ohne  Schwie- 
rigkeit. Satz  1,  S.  405  zeigt  nämlich  sofort,  dass  die  in  dem  Satze  4 
angegebenen  Bedingungen  nothwendig  sind;  dass  sie  auch  hinreichend 
sind,  sieht  man  so  ein: 

Da  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  sollen  und 
da  es  mindestens  00^  verschiedene  Pseudokugeln  geben  soll,  so  ist  klar, 
dass  zwei  Pseudokugeln,  deren  Mittelpunkte:  x^,  y^,  0^  und  ^21  2/2;  ^2 
von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind,  im  Allgemeinen  nur  eine 
Curve  gemein  haben,  dass  also  die  beiden  Functionen: 

J{Xi,  iJi,   0^\    ^3,   2/3,   %),       J(^2,   2/2»  ^2;    ^3;    ?/3»   ^3); 

für  die  wir  kurz:  Ji,3  und  J2, 3  schreiben  wollen,  in  Bezug  auf  0.3,  y^,  % 
von  einander  unabhängig  sind.  Hieraus  folgt  augenscheinlich,  dass 
die  drei  Functionen:  Ji, 2,  Ji,^  j  «^2,3  von  einander  unabhängige  Lö- 
sungen der  Gleichungen: 

Xk^^)f  +  X.^^^f  +  Xki')f  =0     (^-  =  1 . . .  6) 

sind,  da  aber  diese  Gleichungen  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
sicher  nach  sechs  von  den  neun  Differentialquotienten  p^^  qr,  n 
(v  =  1,  2,  3)  auflösbar  sind  und  infolge  dessen  nur  drei  unabhängige 
Lösungen  gemein  haben,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  sich  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  alle  Invarianten  von  drei  Punkten  durch 
die  von  Punktepaaren  ausdrücken  lassen,  dass  also  drei  Punkte  keine 
wesentliche  Invariante  haben. 

Würden  andrerseits  drei  Pseudokugeln,  deren  Mittelpunkte:  Xr, 
2/v,  Bv  (v  =1,  2,  3)  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind,  stets 
nicht  blos  einen  Punkt,  sondern  eine  ganze  Curve  gemein  haben,  so 
würden  die  Pseudokugeln  um  irgend  zwei  dieser  Punkte  eine  Schaar 
von    oo''^  Curven    bestimmen,    die   so   beschaffen   wäre,   dass    auf  jeder 
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Pseudokugel  oo^  Curven  der  Schaar  lägen;  da  nun  diese  Curvenschaar 
offenbar  von  der  Lage  jener  drei  Punkte  unabhängig  wäre,  so  bliebe 
sie  ebenso  wie  die  Schaar  aller  Pseudokugeln  (vgl.  S.  402)  bei  der 
Gruppe  X^f  •  .  .  X^f  invariant,  während  doch  in  unserm  Satze  das 
Auftreten  einer  derartigen  invarianten  Curvenschaar  ausdrücklich  aus- 
geschlossen ist.  Hiermit  ist  bewiesen,  dass  drei  Pseudokugeln  mit 
drei  verschiedeneu  Mittelpunkten  im  Allgemeinen  nur  einen  Punkt 
gemein  haben;  verstehen  wir  daher  unter  x^,  y^,  z^  irgend  einen  vier- 
ten Punkt  von  allgemeiner  Lage,  so  sind  die  drei  Functionen:  Ji,4, 
f/2,4,  «73,4  sicher  in  Bezug  auf  0^4,  2/4,  84^  von  einander  unabhängig. 
Bedenken  wir  überdies,  dass  vier  Punkte  bei  der  Gruppe:  XJ'...  XJ 
gerade  sechs  unabhängige  Invarianten  haben  und  dass:  Ji,2,  «Ti,  3,  J2, 3; 
e^i,  4,  «/2, 4,  eTs,  4  scchs  solche  Invarianten  sind,  so  ergiebt  sich,  dass 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  auch  vier  Punkte  keine  wesent- 
liche Livariante  haben.  Endlich  ist  nunmehr  zugleich  unmittelbar 
klar,  dass  s>4  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben;  demnach 
ist  unser  Satz  vollständig  bewiesen. 

Wir  bestimmen  jetzt  zuerst  alle  primitiven  Gruppen,  welche  die 
auf  S.  408  angegebenen  Eigenschaften  besitzen  und  nachher  die  im- 
primitiven. 

§  86. 

Die  primitiven  unter  den  gesuchten  Gruppen. 

Von  sechsgliedrigen  primitiven  Gruppen  giebt  es  im  B.^  überhaupt 
nur  zwei  Typen  (s.  Theorem  9,  S.  139)  und  diese  zwei  werden  reprä- 
sentirt  erstens  durch  die  Gruppe: 


(22) 


Py  g,  r,  xq  —  yp^   yr  —  zq,  zp  —  xr 


der  Euklidischen   Bewegungen  und   zweitens   durch   die   sechsgliedrige 
projective  Gruppe: 


(23) 


p  +  xUy  q  +  yU,  r  -\-  zTJ 
xq  —  ypj  yr  —  zq^  zp  —  xr 


der  Fläche  zweiten  Grades:  x^ -^  y"^ -\- z^  +  1  =  0^  wo  wie  gewöhnlich 
?7  für  xp  -\-  yq  -^  ZT  geschrieben  ist. 

Bei   der   Gruppe   (22)   haben   zwei   Punkte   bekanntlich   eine   und 
nur  eine  Invariante,  nämlich  ihre  Entfernung  im  gewöhnlichen  Sinne: 


(^i  —  ^2)'  +  (2/1  -  2/2)'  +  (^1  —  ^2) 
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Von  der  Gruppe  (23)  gilt  dasselbe  und  zwar  lautet  die  betreffende 
Invariante: 

\l-\-x,x^-{-y,y^-\-z,z^y 

sie  ist  bekanntlich  das  Doppelverhältniss  zwischen  x^,  y^,  z^\  x.^,  y^,  ^2 
und  den  beiden  Punkten,  die  ihre  Verbindungsgerade  auf  der  invarian- 
ten Fläche  zweiten  Grades  ausschneidet.  Man  weiss  ferner  schon 
längst,  dass  bei  beiden  Gruppen  die  Invarianten  beliebig  vieler  Punkte 
sich  durch  die  Invarianten  von  Punktepaaren  ausdrücken  lassen,  dass 
also  s  >  2  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben;  wüsste  man 
das  noch  nicht,  so  könnte  man  es  sofort  aus  Satz  4,  S.  409  schliessen, 
denn  erstens  haben  in  jeder  von  beiden  Gruppen  zwei  Punkte  eine  und 
nur  eine  Invariante  und  zweitens  lassen  beide  Gruppen,  da  sie  primitiv 
sind,  überhaupt  keine  Schaar  von  00^  Curven  invariant. 

Der  Fall  der  primitiven  Gruppen  ist  hiermit  erledigt;  wir  erwäh- 
nen nur  noch,  dass  bei  jeder  der  beiden  gefundenen  Gruppen  eine 
Gleichung  zweiten  Grades: 

a^^dx^  -\-  «22^^^  +  «33^-^^  +  2a^2^xdy  -\-  2a^.^dydz  +  2a^^dzdx  =  0 
mit  nicht  verschwindender  Determinante  invariant  bleibt  und  dass  die 
00^  Richtungen  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
dreigliedrig  transformirt  werden. 

§  87. 
Die  imprimitiven  unter  den   gesuchten  Gruppen. 

Alle  die  betreffenden  Gruppen  sind  sechsgliedrig  und  transitiv. 
Wird  nun  bei  einer  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppe  des  jRg  ein 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  festgehalten ,  so  wird  die  zweifach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit  der  00^  hindurchgehenden  Linienelemente 
durch  eine  projective  Gruppe  transformirt,  die  höchstens  dreigliedrig 
ist.  Andrerseits  wissen  wir  aus  der  Aufzählung  der  projectiven  Grup- 
pen der  Ebene  (s.  S.  106  f.),  dass  jede  projective  Gruppe  der  Ebene 
mit  nicht  mehr  als  drei  Parametern  entweder  einen  Punkt  invariant 
lässt  oder  aus  den  00^  projectiven  Transformationen  besteht,  die  einen 
nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  lassen.  Wir  können  daher 
schliessen,  dass  bei  den  sechsgliedrigen  transitiven  Gruppen  des  B^ 
nur  zwei  Fälle  möglich  sind:  entweder  bleibt  mit  jedem  festgehaltenen 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich  ein  hindurchgehendes  Linien- 
element invariant,  oder  es  bleibt  ein  nicht  ausgearteter  Kegel  zweiten 
Grades  invariant  und  die  00^  Linienelemente  durch  den  festgehaltenen 
Punkt  werden  dreigliedrig  transformirt. 
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Der  zuletzt  genannte  Fall  kann  hier  nicht  eintreten,  weil  die 
betrefifende  sechsgliedrige  Gruppe  sonst  primitiv  wäre  (vgl.  S.  123  f.), 
demnach  muss  jede  Gruppe  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  ein 
simultanes  System: 

dx        dy  dz 

« (^,  2/,  ^)  ~~  PT^,  2/,  ^y  ""  y(.x',  2/,  z) 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  Schaar  von  oo-  Curven: 

(p(x,y,z)  =  const. ,     ^  (a;, «/,  ^')  =  const. 

invariant  lassen.    Wählen  wir  daher  die  Veränderlichen  x,y,  ^  derart, 

dass    die    invariante  Curvenschaar  die    Form:    x  =  const.,    y  =  const. 

bekommt,  so  erhalten  alle  die  gesuchten  Gruppen  die  Form: 

Xj,f=  |a(^,  y)p  +  rjkix,  y)q  +  ^k(x,  y,  z)r 

(i  =  1  .  .  .  6). 

Nach  Abschnitt  I,  S.  307,  Satz  4  erzeugen  die  sechs  verkürzten 
infinitesirgalen  Transformationen: 

^*/"=  lk{x,  y)p  +  rjk(x,  y)q     {k  =  i  ...6) 
in   den  zwei   Veränderlichen  x,  y  eine   Gruppe,  die   mit   der   Gruppe: 
XJ'.,.  X^f  isomorph  ist.     Diese  verkürzte  Gruppe  wollen  wir  zunächst 
ins  Auge  fassen. 

Hätte  die  verkürzte  Gruppe  weniger  als  fünf  Parameter,  so  ent- 
hielte die  Gruppe:  X^f .  .  .  X^f  zwei  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen von  der  Form: 

(D,(x,  y,  z)r,  o.,(x,  y,  £)r, 
also  zwei  infinitesimale  Transformationen  mit  gemeinsamen  Bahncurven, 
was  nach  Satz  1,  S.  405  nicht  sein  darf,  folglich  muss  die  verkürzte 
Gruppe:  XJ' .  .  .  X^f  entweder  sechsgliedrig  oder  fünfgliedrig  sein. 
Es  fragt  sich  daher  nur  noch,  welche  verschiedenen  Formen  die  ver- 
kürzte Gruppe  haben  kann. 

Ist  die  Gruppe:  X^f .  .  .  X^f  in  den  zwei  Veränderlichen  x,  y 
primitiv,  so  kann  sie  nach  S.  71  stets  durch  geeignete  Wahl  von  x 
und  y  eine  der  beiden  Formen  erhalten: 

\p,  a,  ^Q,  ^p  —  yQ,  yp- 

Ist  andrerseits  die  Gruppe:  X^f .  .  .  X^f  imprimitiv,  so  lässt  sie,  als 
Gruppe  der  Ebene  x^  y  aufgefasst,  mindestens  eine  Schaar:  op  (x,  y) 
=  const.  von  oo^  Curven  invariant,  dann  aber  stellt  die  Gleichung: 
q)  (x,  y)  =  const.  im  Räume  x,  y,  z  offenbar  eine  Schaar  von  oo^ 
Flächen  dar,  die  bei  der  Gruppe:  XJ...  X^f  invariant  bleibt.  Da 
nun    nach  Satz  3,  S.  408    die   Gruppe:    XJ' .  .  .  X^f  jede   bei    ihr   in- 
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Variante  Schaar  von  oo^  Flächen  dreigliedrig  transformiren  muss,  so 
ergiebt  sich,  dass  die  verkürzte  Gruppe:  Xjf .  .  .  Xg/"  aufgefasst  als 
Gruppe  der  Ebene,  jede  bei  ihr  invariante  Schaar  von  c»^  Curven 
dreigliedrig  transformiren  muss.  Unter  den  fünf-  und  sechsgliedrigen 
imprimitiven  Gruppen  der  Ebene  giebt  es  aber,  wie  die  Tabelle  auf 
S.  71  ff.  zeigt,  verhältnissmässig  nur  wenige,  die  diese  Forderung  erfüllen, 
und  zwar  können  die  sechsgliedrigen  durch  geeignete  Wahl  von  x  und 
y  auf  eine  der  drei  Formen: 


(25) 


(l,  x(i,  yq,  p,  xp,  x^p  +  xyq 

q,  xq,  x^q,  p,  xp  +  yq,  x^p  +  2xyq 


gebracht  werden  und  die  fünfgliedrigen  auf  die  Form: 
(26)  q,  xq,  p,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq. 

Damit  sind  alle  möglichen  Formen  der  verkürzten  Gruppe:  X^f 
.  .  .  X^f  gefunden  und  wir  haben  nur  noch  für  jede  dieser  verkürzten 
Gruppen  die  sechsgliedrigen  Gruppen:  X-^f  .  .  .  X^f  in  Xy  y,  z  zu  be- 
stimmen, zu  denen  sie  als  verkürzte  Gruppe  gehören  kann.  Dabei 
müssen  wir  natürlich  darauf  achten,  dass  die  Gruppe:  X^f .  .  .  XJ' 
keine  zwei  infinitesimalen  Transformationen  mit  denselben  Bahncurven 
enthalten  darf.  Haben  wir  die  verschiedenen  Formen  der  Gruppe: 
XJ'...  X^f  bestimmt,  die  dieser  Bedingung  genügen,  so  müssen  wir 
schliesslich  noch  bei  jeder  der  gefundenen  Gruppen  untersuchen,  ob 
zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  ob  5  >  2  Punkte 
nicht  etwa  eine  wesentliche  Invariante  haben. 

Zuerst  setzen  wir  voraus,  dass  die  verkürzte  Gruppe:  X^f .  .  .  X^f 
sechsgliedrig  ist,  sodann  dass  sie  fünfgliedrig  ist. 

A)    Bestimmung  aller  Gruppen,  deren  verkürzte  Gruppen 
sechsgliedrig  sind. 

Ist  die  verkürzte  Gruppe:  X^f  ...  Xg/"  sechsgliedrig,  so  kann  sie, 
wie  wir  gesehen  haben,  auf  eine  der  folgenden  vier  Formen  gebracht 
werden: 

(1)    p,  q,  xq,  xp  +  yq,  xp  —  yq,  ijp 
(II)    p,  q,  xq,  xp  +  yq,  xp  —  yq,  x'p  +  xyq 

(III)  p,  q,  xq,  xp  +  yq,  x^q,  x^p  +  2xyq 

(IV)  p,  q,  xp,  yq,  x^p,  y'q. 

Diese  vier  Fälle  müssen  wir  also  der  Reihe  nach  durchgehen. 
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Erster  Fall. 

Wir  suchen  zunächst  alle  sechsgliedrigen  Gruppen  in  x,  y,  z^ 
die  unsre  Forderungen  auf  S.  408  erfüllen  und  deren  verkürzte  Grup- 
pen die  Form  (I)  haben.     Jede  solche  Gruppe  hat  die  Gestalt: 

,      .  |i^  +  9i^.      ^  +  9^2^      ^^  +  9^3^;      ^i>  +  2/?  +  94^ 

1  X'p  —  yq-\-  (p^r,     yp  +  (p^r, 

unter  (Pi  -  .  -  g^e  Functionen  von  rr,  y,  z  verstanden.  Wir  müssen  daher 
jetzt  (Pi  .  .  '  (Pq  in  allgemeinster  Weise  so  bestimmen,  dass  die  infini- 
tesimalen Transformationen  (27)  eine  sechsgliedrige  Gruppe  erzeugen, 
die  unsre  Forderungen  auf  S.  408  erfüllt,  jedoch  dürfen  wir  dabei  die 
Veränderliche  z  in  geeigneter  Weise  wählen,  um  die  Form  der  Func- 
tionen  (Pi  .  '  '  g>6  möglichst  zu  vereinfachen. 

Gleich  von  vornhein  denken  wir  uns  an  Stelle  von  z  eine  von  z 
nicht  freie  Lösung  der  Differentialgleichung: 

als    neues    z    eingeführt;    auf   diese    Weise    erhält    die    infinitesimale 
Transformation:   jp  +  9?i^  die  einfache  Form:  p,  während  die  andern 
Transformationen   ihre  Gestalt  nicht  wesentlich    ändern.     Wir  können 
demnach  q)^  ohne  Weiteres  gleich  Null  setzen. 
Nunmehr  ergiebt  sich  durch  Combination: 

da  aber  unsre  Gruppe,  keine  infinitesimale  Transformation  von  der 
Form:  '^{XjyyZ)r  enthält,  so  muss  hier  der  Factor  von  r  identisch 
verschwinden,  das  heisst  cp^  muss  von  x  frei  sein.  Führen  wir  über- 
dies: z^  =  Gi(y,  z)  als  neue  Veränderliche  ein,  so  behält  p  seine  Form, 
während: 

wird;  wählen  wir  daher  o  so,  dass  es  die  Gleichung:  o^,  +  9>2 CJ^  ==  0 
befriedigt,  so  erhalten  die  beiden  ersten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen unsrer  Gruppe  die  Form: 

P:  ^• 
um  9)3  zu  bestimmen,   bilden  wir  die  Gleichungen: 

(p,  xq  +  tp^r)  =  (i-\-  -^^r 
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die  zeigen,  dass  cp^  nur  von  0  abhängt;  andrerseits  aber  darf  cp^  auch 
nicht  verschwinden,  weil  sonst  unsre  Gruppe  zwei  infinitesimale  Trans- 
formationen: q  und  xq  mit  denselben  Bahncurven  enthielte  und  dieser 
Fall  ist  auf  S.  408  ausgeschlossen.  Wir  können  demnach  eine  solche 
Function  von  s  als  neues  0  einführen,  dass  953=1  wird,  und  da  dies 
auf  p  und  q  keinen  Einfluss  hat,  so  erscheinen  die  drei  ersten  infini- 
tesimalen Transformationen  unsrer  Gruppe  jetzt  in  der  Form: 

p,  g,  xq  +  r. 
Indem  wir:   xp  -\-  yq  -\-  (p^r   mit  p    und   q   combinireu,    erkennen 
wir   geradeso    wie   bei   (p^,    dass    9)4   nur   von   z   abhängt;    andrerseits 
ergiebt  sich  aber: 

{xq  +  r,    xp  +  yq  +  cp^  (^)  r)  =  (p^\0)  r, 

also  ist  auch  g?/(^)  =  0  und  (p^(^z)  =  c,  so  dass  wir  die  infinitesi- 
male Transformation: 

rrp  +  ?/g  +  er 
bekommen. 

Genau  so  wie  bei  cp^  und  qp^  ergiebt  sich,  dass  auch  g?.  nur  von 
0  abhängt;  überdies  erhalten  wir: 

(xq  +  r ,  xp  -yq  +  tp^  {z)  r)  ==  -  2xq  +  (p.;{z)  r 
und  somit:  (p^{0)  =  —  2,  das  heisst:  (p^{0)  ==  —  2z  -\-  const.,  wo  aber 
die  Integrationsconstante  durch  Einführung  eines  neuen  z  gleich  Null 
gemacht  werden  kann,   ohne   dass   sich   die  Form    der  früheren  infini- 
tesimalen Transformationen  ändert.    Nunmehr  ergiebt  sich  auch  noch: 

{xp  -\-  yq-\-  cr^   xp  —  yq  —  2zr)  =  —  2cr, 
die  Constante  c  muss  also  verschwinden. 

Um  endlich  noch  q)^  zu  bestimmen,    das   natürlich   auch  nur  von 
z  abhängt,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

{xq  +  r,   yp  +  q?^  (z)  r)  =  xp  -  yq  +  (p,\z)  r 
{xp  —  yq  —  2zr,   yp  +  (p^  (z)  r)  =  —  2yp  —  2  { zcp^{z)  —  (p^  (z) }  r, 
aus  denen  sich: 

^ß  W  =  --  2^,   z(p;(z)  =  2(p,  (z)  =  -  2z' 

ergiebt.  Demnach  finden  wir,  dass  die  infinitesimalen  Transformatio- 
nen unsrer  Gruppe  die  einfache  Form: 

IP,   a>  xq  +  r,    yq  +  zr,    xp  —  zr 

[  yp  —  z'r 

erhalten    können;    es    ist   das,    wie    nebenbei   bemerkt    sein    mag,    die 
Gruppe,  die  entsteht,  wenn  man  die  allgemeine  lineare  Gruppe: 
p,   q,  xq,  yq,  xp,  yp 
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der  Ebene  durch  Hinzunahme  des  Differentialquotienten: 

dx 
erweitert  (vgl.  S.  165). 

Noch  bleibt  zu  untersuchen,  ob  unsre  Gruppe  (28)  die  Forde- 
rungen auf  S.  399  erfüllt,  vor  allen  Dingen  also,  ob  zwei  Punkte  des 
Raumes  x,  y,  ^  der  Gruppe  gegenüber  eine  und  nur  eine  Invariante 
haben. 

ünsre  Gruppe  enthält  drei  infinitesimale  Transformationen,  die  in 
x^  y,  z  von  der  nullten  Ordnung  sind  und  aus  denen  sich  keine  Trans- 
formation von  erster  oder  höherer  Ordnung  linear  ableiten  lässt;  es 
sind  das: 

Hieraus  geht  hervor,  dass  der  Coordinatenanfang:  x  =  y  =  z  =  ^  ein 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist.  Dieser  Punkt  bleibt  bei  den  drei 
infinitesimalen  Transformationen : 

y^  —  /r,  xi^  —  y<l  —  2^r,  xp  +  yq 

unsrer  Gruppe  in  Ruhe,  nach  Satz  2,  S.  406  kommt  es  daher  zunächst 
darauf  an,  ob  die  Determinante: 

y         0    -z' 

X    —y    —2z    =2y^z~2xyz^ 

X        y        0 

identisch  verschwindet  oder  nicht.  Da  nun  diese  Determinante  nicht 
identisch  verschwindet,  so  haben  zwei  Punkte  des  B^  der  Gruppe  (28) 
gegenüber  sicher  keine  Invariante,  die  Gruppe  (28)  ist  also  für  uns 
unbrauchbar. 

Zweiter  Fall. 

Die  verkürzte  Gruppe:  XJ...  XJ  habe  jetzt  die  Form  (II)  auf 
S.  413  und  die  Gruppe:  XJ'.  .  .  X^f  infolgedessen  die  Form: 

\p  +  (fir,    q  +  (p^r,    xq  +  cp^r ,   xp  +  yq  +  (p^r 
^     ^  1  xp -yq  +  ip^r,    x'p  + xyq  +  cp^r, 

wo  <Pi  '  '  ■  cpQ  Functionen  von  x,  y,  z  sind. 

Die  beim  ersten  Falle  ausgeführten  Rechnungen  zeigen  unmittel- 
bar, dass  die  fünf  ersten  der  infinitesimalen  Transformationen  (29)  die 
Form: 

P,  Qi   m  +  ^,  ^P  +  y^^  xp  —  yq  —  2zr 

erhalten  können.     Da  andrerseits  die  Gleichungen: 
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dx 


(i>,  ^'P  +  ooyq  +  (p^r)  =  2xp  +  yq  +  ^-^r 


fe;  ^^P  +  ocyq  +  (p^r)  ^  xq  +  -^r 

(xp  +  yq^   x'p  +  xyq  +  cp,r)  ==  rr^p  +  xyq  +  {^  |?^  +  ^z  ^«}  r 

sofort  ergeben: 

?^  —  _  ^       ?^  _  1 
dx  ~  '       dy   ~  -^' 

so  erhalten  wir  die  sechs  infinitesimalen  Transformationen; 

(30)  P'  ^'  "^^  "^  ^'  ^^~^  ^^'  ^p  —  ya  —  2^r 

Diese    erzeugen    augenscheinlich   eine    sechsgliedrige   Gruppe,    die   aus 
der  sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe; 

p,  q,  xq,  xp  +  yq,   xp  —  yq^  x^p  +  xyq 
der  Ebene  x,  y  in   derselben  Weise   durch  Erweiterung  entsteht,   wie 
die  Gruppe  (28)  aus  der  allgemeinen  linearen  Gruppe  der  Ebene. 

Aber  auch  die  Gruppe  (30)  ist  für  uns  unbrauchbar.     Der  Punkt; 
x==  y  =  s  =  0,    der    wieder    ein    Punkt    von    allgemeiner    Lage    ist, 
bleibt  nämlich  bei  den  drei  infiuitesimalen  Transformationen: 
xp  +  yq,  xp  —  yq~  2sr,  x^p  +  xyq  +  (?/  —  xz)  r 
der  Gruppe  (30)  invariant^  aber  die  zugehörige  Determinante: 

==  —2xy{y-~xz) 


X 

y      0 

X 

~y      —20 

x^ 

xy    y  —  x0 

verschwindet   nicht  identisch,    also   haben   auch   zwei   Punkte   des  B^ 
der  Gruppe  (30)  gegenüber  keine  Invariante. 

Dritter  Fall. 

Die  verkürzte  Gruppe:  XJ  • .  .  XJ  hat  hier  die  Form  (111),  S.  413 
und  die  Gruppe:  XJ .  .  .  XJ  daher  die  Form: 

(31)  |^+>i^   ^  +  9^2^,     ^Q  +  ^P^r,     xp  +  yq  +  fp^r 

\  x^q  +  (pr^r,     x'p  +  2xyq  +  (p^r, 

unter  q)i  . . .  (p^  Functionen  von  x,  y,  0  verstanden. 

Genau   wie   im   ersten   Falle   erkennen   wir,   dass   die   vier  ersten 
unter  den  infinitesimalen  Transformationen  (31)  auf  die  Form; 

p,  q,  xq  +  r,  xp  +  yq  +  er 
gebracht  werden  können. 

Lie,  Tlieorie  der  Transformationsgruppen.  III.  07 
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Um  9)5  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Gleichungen: 
{p,  x^'q  +  9P5  r)  =  2xq  +  -^r 

ii,x'q  +  <p,r)=  ^r 

(xq  +  r,x^q  +  g,,r)^{x^-^  +  ^-g)r 

{xp  +  yq  +  cr,x^q  +  .p,r)  =  x^q+{x'^  +  y'-^  +  c'-f^}r, 
aus  denen  sich  ergiebt: 


^<P6    _    9 

8^  —  ^^ 


C^^5 


dz 


0 


In  derselben  Weise  erhalten  wir  aus  den  Gleichungen: 

{p,   x'p  +  2xyq  +  9^^^)  =-  2xp  +  2yq  +  -^  r 

(q,   x'p  +  2xyq  +  cp,r)  =  2xq  +  -/f  r 
ixq  +  r,  x'p  +  2xyq  +  ip,r)  ==.  x' q  +  {x  ^-^  + '-^)  r 
(xp  +  yq  +  er,  x^p  +  2xyq  +  (p^r)  =  x^p  +  2xyq  + 

die  einzige  noch  unbekannte  Function  (pQ,  es  wird  nämlich: 

Demnach  kann  unsre  Gruppe  (31)  die  Form  erhalten: 
(32) 


Py  a,  xq  +  r,  xp  +  yq  +  cr 
x^q  +  2xr,    x^p  +  2xyq  + 2{y  +  cx)r 


Auch  hier  ist:  x  =  y  =  ^  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage. 
Dieser  Punkt  bleibt  bei  den  drei  infinitesimalen  Transformationen: 
xp  +  {y  —  cx)q,   x^q  +  2xr 
,   x'p  +  2xyq  +  2(y  +  ex)r 
invariant  und  die  zugehörige  Determinante: 

X    y  —  ex  0 

=  2x^  (y  +  ex)  —  4x^y  +  2x\y —ex) 


(33) 


(34) 


0        x^  2x 

x'     2xy     2  (2/  +  ex) 
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verschwindet  identisch,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  ünterdeter- 
minanten  verschwinden.  Demnach  (s.  Satz  2,  S.  406)  haben  zwei 
Punkte:  Xj^,  y^,  Zy  und  x.^,  y^,  ^2  ^^s  R^  der  Gruppe  (32)  gegenüber 
eine  und  nur  eine  Invariante  und  zwar  findet  man  bei  der  Ausrech- 
nung für  diese  Invariante  den  folgenden  Ausdruck : 

(35)  ,^  +  ,^-cl{x,-x,f-2l^. 

Alles  das  gilt,  welchen  Werth  auch  die  Constante  c  haben  mag;  da 
nun  diese  Constante  ofi'enbar  nicht  durch  Einführung  neuer  Veränder- 
licher X,  y,  z  weggeschafft  werden  kann,  so  ist  sie  ein  wesentlicher 
Parameter,  das  heisst  die  Gruppe  (32)  repräsentirt  cxd^  verschiedene 
Gruppentypen. 

Es  ist  jetzt  noch  zu  untersuchen,  ob  die  Gruppe  (32)  auch  wirk- 
lich zu  den  Gruppen  gehört,  die  wir  suchen,  ob  also  die  Invarianten 
beliebig  vielör  Punkte  sich  durch  die  Invarianten  von  Punktepaareu 
ausdrücken  lassen.  Da  wir  aber  schon  wissen,  dass  zwei  Punkte  eine 
und  nur  eine  Invariante  haben,  da  andrerseits  die  Seh  aar  der  Pseudo- 
kugeln  (vgl.  S.  402): 

(36)  ^  +  ^^  _  c  ?  (^  —  x^^  —  2  |^°  =  const. 

nicht  blos  aus  oo^,  sondern  sogar  aus  oo^  verschiedenen  Flächen  be- 
steht, so  brauchen  wir  nach  Satz  4,  S.  409  nur  noch  festzustellen,  ob 
es  eine  bei  der  Gruppe  (32)  invariante  Schaar  von  oo^  Curveu  giebt, 
von  deren  Curven  sämmtliche  Pseudokugeln  erzeugt  sind. 

Da  der  Punkt:  x  =  y  =  z  =  ^  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
ist,  so  muss,  wenn  er  festgehalten  wird,  von  jeder  invarianten  Schaar 
von  oo'^  Curven  die  durch  ihn  gehende  Curve  in  Ruhe  bleiben.  Nun 
gestattet  der  Punkt:  x  =  y  =  z  =  ^  die  drei  unabhängigen  infinitesi- 
malen Transformationen  (33),  die  natürlich  eine  dreigliedrige  Unter- 
gruppe von  (32)  erzeugen;  setzt  man  aber  in  der  Determinante  (34), 
die  zu  dieser  Untergruppe  gehört,  alle  zweireihigen  Determinanten 
gleich  Null,  so  findet  mau,  dass  x  =  y  =  0  die  einzige  durch  den 
Punkt:  X  =  y  =  z  =  0  gehende  Curve  ist,  die  gleichzeitig  mit  diesem 
Punkte  invariant  bleibt.  Da  die  Curve:  x  ==  y  =  0  bei  der  Gruppe 
(32)  die  oo^  Lagen:  ic  =  const. ,  2/ =  const.  annimmt,  so  ist  hiermit 
bewiesen,  dass:  x  =  const.,  y  ==  const.  die  einzige  bei  der  Gruppe  (32) 
invariante  Schaar  von  oo"  Curven  ist;  da  endlich  die  Pseudokugeln 
(36)  offenbar  nicht  von  Curven  der  Schaar:  x  =  const.,  y  =  const. 
erzeugt  sind,  so  leuchtet  ein,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gruppe 
(32)  gegenüber  keine   wesentliche  Invariante  haben. 

Wir  erwähnen  noch^   dass:  x  ==  0  die   einzige   durch   den  Punkt: 

27* 


(^'^)  I  ^2^     }      ^   ^       „2, 
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X  =  y  =  0  =  0  gehende  Fläche  ist,  die  bei  der  Gruppe  (33)  invariant 
bleibt,  und  dass  infolgedessen  ausser  der  Schaar:  x  =  const.  keine 
andre  Schaar  von  oo^  Flächen  die  Gruppe  (32)  gestattet. 

Vierter  Fall. 

Jetzt  suchen  wir  alle  sechsgliedrigen  Gruppen  des  Raumes  x^  y,  z^ 
die  unsre  Forderungen  auf  S.  408  erfüllen  und  deren  verkürzte  Gruppen 
die  Form: 

(IV)  jp,  x^,  x^p,  q,  yq,  y\ 

besitzen.  Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppen  haben 
die  Gestalt: 

x^p  +  (p^r,   y^q  +  ^)^r, 

V70  g^i  .  . .  9>6  Functionen  von  x,  y,  z  sind. 

Wie  im  ersten  Falle  erkennen  wir,  dass  9?^  und  (p<^  ohne  Be- 
schränkung der  Allgemeinheit  gleich  Null  gesetzt  werden  können. 
Durch  Combination  mit  p  und  q  ergiebt  sich  ferner,  dass  93  von  x 
und  y  frei  ist,  da  überdies  (f^  augenscheinlich  nicht  verschwinden 
darf,  so  können  wir  es  durch  Einführung  eines  neuen  ^  gleich  1 
machen  und  haben  nunmehr  die  drei  infinitesimalen  Transformationen: 

p,  q,  xp  +  r. 

Combiniren  wir  jetzt:  yq  +  qo^r  mit  den  ebengenannten  Trans- 
formationen, so  finden  wir,  dass  9^  von  x,  y,  z  frei  und  also  eine 
blose  Constante  ist;  wir  können  daher  (p^=^  c  setzen,  wo  aber  die 
Constante  c  nicht  verschwinden  darf. 

Um  auch  q)^  zu  bestimmen,  bilden  wir  die  Gleichungen: 

(p,  x'p  +  (p,r)  =  2xp  +  -^'r 

{q,   x'p+cp^r)=  -^r 

{yq  +  er,  x^p  +  9.,.)  =  [y^^  +  c^-^)r 

{xp  +  r,   x'p  +  ^,r)=x^^p+{x^-^  +  ^-^)r. 
Von  diesen  zeigen  die  drei  ersten,  dass: 

?3l,^2      ^  =  ^  =  0 

dx  '       dy  dz 

ist,  die  letzte  ergiebt  daher:  9)5  =  2x. 

Durch  eine  ganz  ähnliche  Rechnung  findet  man:  tp^  ==  2cy,  man 
gelangt  also  zu  der  Gruppe: 
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(38) 


p,  q,  xp  +r,  yq  +  er,  x^p  +  2xr,  t/q  +  2cyr 

(c  +  O) 


Der  Parameter   c  ist   hier   offenbar   wesentlich    und   kann    nicht   fort- 
geschafft werden. 

Das  Vorhandensein  der  drei  infinitesimalen  Transformationen:  p^ 
q,  xp  -\-  r  zeigt,  dass  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemei- 
ner Lage  ist.  Dieser  Punkt  bleibt  bei  den  drei  infinitesimalen  Trans- 
formationen : 

(39)  yq  —  cxp,    x^p-\-2xr,   y^q-{-2cyr      (c  +  o) 

der  Gruppe  (38)  in  Ruhe.     Da  nun  die  zugehörige  Determinante: 
-  ex    y       0 


(40) 


x^      0      2x 
0       y^    2cy 


=  2cx^y^  —  2ex^y 


2^.2 


identisch  verschwindet,  während  ihre  zweireihigen  ünterdeterminanten 
nicht  alle  null  sind,  so  können  wir  schliessen,  dass  zwei  beliebige 
Punkte  des  Raumes  x,  y,  z  der  Gruppe  (38)  gegenüber  eine  und  nur 
eine  Invariante  haben.  In  der  That,  durch  eine  leichte  Rechnung 
überzeugt  man  sich,  dass  der  Ausdruck: 

(41)  z,  +  z^-l{x^~  x,f  -eJ(y,-  y.f 

eine  und  zwar  die  einzige  Invariante  der  beiden  Punkte:  x^,  y^^,  s^  und 

a?2,    2/2  >    ^2    ist. 

Die  Schaar  der  Pseudokugeln  hat  für  unsre  Gruppe  (38)  die  Form: 

(42)  ^  -\-  ^Q  —  l{x  —  x^^  —  e.l{y  —  y^f  =  const. 

und  besteht  daher  sicher  aus  mehr  als  oo^  Flächen.  Andrerseits 
erkennt  man  wie  im  vorigen  Falle  durch  Null  setzen  der  zweireihigen 
Determinanten  von  (40),  dass  x  =  y  =  0  die  einzige  durch  den  Punkt: 
X  =  y  =  s  =  0  gehende  Curve  ist,  die  zugleich  mit  diesem  Punkte  in 
Ruhe  bleibt,  dass  also:  ^  =  const.,  ?/  =  const.  die  einzige  bei  der 
Gruppe  (38)  invariante  Schaar  von  cx)^  Curven  ist.  Da  nun  die  Pseudo- 
kugeln (42)  augenscheinlich  nicht  von  Curven  dieser  Schaar  erzeugt 
sind,  so  ist  nach  Satz  4,  S.  409  sicher,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der 
Gruppe  (38)  gegenüber  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

Erwähnt  sei  noch,  dass  es  ausser  den  beiden  Schaaren:  x  =  const. 
und  y  =  const.  keine  bei  der  Gruppe  (38)  invariante  Schaar  von  cx>^ 
Flächen  giebt. 
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B)    Bestimmung  aller  Gruppen,   deren  verkürzte  Gruppen 
fünfgliedrig   sind. 

Nach  S.  412  f.  kann  hier  die  verkürzte  Gruppe:    X^f . . ,  X^f  auf 
eine  der  beiden  Formen: 

( V)  p,  Q,  x^,  ^p  —  ya,  yp 

(VI)    p,  q,  xq,  2xp  +  yq,  x^p  +  xyq 
gebracht  werden.     Wir  haben   also  jetzt  noch   diese   beiden  Fälle   zu 
behandeln. 

Fünfter   Fall. 
Hat    die    verkürzte   Gruppe    die   Form  (V),    so    hat    die    Gruppe: 
XJ.  ..  XJ  die  Form: 

(pr,    p  +  (p,r,    q  +  tp^r,   xp  —  yq  +  tp^r 


(43)  ,  ,  , 

unter  cp,  q)^  .  .  .  q)^  Functionen  von  x,  y,  0  verstanden. 

Dieser  Fall  ist  bereits  auf  S.  157  f.  erledigt,   es  ist  nämlich  dort 

gezeigt,  dass  die  Gruppe  (43)   durch  geeignete  Wahl   von  0  entweder 

auf  die  Form: 

r,  p,  q,   xq,  xp  —  yq,  yp 

oder  auf  die  Form: 

fr,  p,  q  +  xr,  xp  ^  yq 

^     ^  \yp+  W^r,  xq  +  ^x-r 

gebracht  werden  kann.  Die  erste  dieser  Gruppen  kommt  hier  nicht  in 
Betracht,  da  q  und  xq  dieselben  Bahncurven  haben.  Die  Gruppe  (44) 
ist  uns  aus  dem  Abschnitt  II  bekannt  (s.  das.  Theor.  66,  S.  421); 
wir  wissen  ferner,  dass  diese  Gruppe,  wenn  man  die  Ausdrücke: 
Xy  iy^  ^  — i^y  ^^  Stelle  von  x,  y,  z  als  neue  Veränderliche  ein- 
führt, in  die  projective  Gruppe: 


(45)  \p—yr,  q  +  xr,  r,  xq,  xp—yq,  yp 


übergeht  (a.  a.  0.  S.  445  f.),    wir   wollen  daher  diese  projective  Form 
der  Gruppe  unsrer  Untersuchung  zu  Grunde  legen. 

Das  Auftreten  der  drei  infinitesimalen  Transformationen:  j9 — yr, 
q-\-xr,  r  zeigt,  dass  x  =  y  =  2  =  0  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
ist.  Da  nun  dieser  Punkt  bei  den  drei  infinitesimalen  Transforma- 
tionen : 

(46)  xq,  xp  —  yq,  yp 

der  Gruppe  (45)  invariant  bleibt  und  da  die  zugehörige  Determinante: 
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0       o;       0 

(47)  X    —y    0 

2/0      0 

identisch  verschwindet,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  Unterdeter- 
minanten dasselbe  thun,  so  ist  nach  Satz  2,  S.  406  sicher,  dass  zwei 
Punkte:  x^,  y^,  0^  und  x^,  y^,  2^  der  Gruppe  (45)  gegenüber  eine  und 
nur  eine  Invariante  haben.  Man  findet  für  diese  Invariante  sehr  leicht 
den  Ausdruck: 

(48)  ^2  —  ^1   +  ^l2/2  —  ^22/l- 

Die  zur  Gruppe  (45)  gehörige  Schaar  von  Pseudokugeln: 

(49)  ^  —  -^0  +  ^o2/  —  2/o^  =  const. 

enthält  oo^  verschiedene  Flächen  und  zwar  besteht  sie  aus  allen  Ebe- 
nen des  Raumes  x,y,  0.  Da  überdies  die  Gruppe  (44)  nach  Abschn.  II, 
Theor.  73,  S.  445  keine  andre  Schaar  von  cx)^  Curven  invariant  lässt 
als  die  Schaar:  ;z;  =  const.,  y  =  const,  so  gilt  von  der  Gruppe  (45) 
augenscheinlich  dasselbe,  und  da  die  cx)^  Pseudokugeln  (49)  nicht  von 
Curven  der  Schaar:  x  =  const.,  y  =  const.  erzeugt  sind,  so  ergiebt 
sich  aus  Satz  4,  S.  409  sofort,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gruppe 
(44)  gegenüber  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

Noch  ist  zu    erwähnen,    dass   die   Gruppe    (45)    überhaupt    keine 
Schaar  von  cx>^  Flächen  invariant  lässt  (s.  Abschn.  II,  a.  a.  0.) 

Sechster  Fall. 

Hat  die  verkürzte  Gruppe:    XJ.  ..  XJ  die   Form   (VI),  S.  422, 
so  hat  die  Gruppe:  XJ  .  .  .  XJ  nothwendig  die  Form: 

|g>^;  P  +  ^ir,   q  +  g>2r,    ^ocjQ  +  yq  +  (f^r 
^     ^  1  xq-i-  (p^r,  x^p  +  xyq  +  (p^r , 

wo  g),  ^1  ...  9)5  Functionen  von  x^  y,  0  sind. 

Genau  wie  auf  S.  157  f.  können  wir  erreichen,  dass  9^=1,  cp^^^O 
(p.^=  Cx  wird;  dann  sind  zugleich  9)3,  9)4  und  9)5  sicher  von  0  frei. 

Zur  Bestimmung  von  cp.^  (x,  y)  bilden  wir  die  Gleichungen : 

(jo,  2xp  +  2/g  +  9^3^)  =  2i9  +  -^  r 

(g  +  Cxr,  2xp  +  yq  +  (f^r)  =  2  +  ("^  —  ^0^)  r, 

die  ergeben: 

^  =  D,    ^  =  30a;  +  E, 
dx  '     dy  '       ' 

also:   (7=0  und    q)^  =  Dx -{-  Ey  -\-  H,   wo    aber   H  ohne    Weiteres 

weggelassen    werden    kann,   während   D  und    E  gleich  Null   werden. 
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wenn    man:    0  —  ^Dx  —  Ey  als  neues  0  einführt.     Wir  haben    also 
jetzt  die  vier  ersten  der  Transformationen  (50)  in  der  einfachen  Form: 

jp,   q,  r,   2xp  +  yq. 

Combiniren  wir  xq  +  cp^{x,  y)r  mit  p  und  q,  so  erkennen  wir, 
dass  cp^  die  Form  hat:  (p^  =  Lx  +  My,  wo  die  überflüssige  Integra- 
tionsconstante  bereits  weggelassen  ist.     Ferner  erhalten  wir: 

i2xp  +  yq^  xq  +  {Lx  +  My)  r)  =  xq  +  {2Lx  +  My)r, 
so  dass  L  verschwinden  muss,  während  M  natürlich  nicht  verschwin- 
den darf,  weil   sonst  q  und  xq  dieselben  Bahncurven   hätten.     Indem 
wir  daher  ^s  als  neues  z   einführeu,   können   wir  erreichen,    dass  M 
gleich  1  wird. 

Endlich  bilden  wir  die  Gleichungen: 

{p,  x^p  +  xyq  +  (p^r)  =  2xp+yq  +  ^r 

(q,  x^p  +  xyq  +  cp^r)  =  xq  +  ^  r 

(xq  +  yr,  x'p  +  xyq  +  (p,r)  =  {x^-^~xy)r 
{2xp  +  yq,  x'p  +  xyq  +  cp^r)  =  2  (x'p  +  xyq)  + 


und  finden  aus  ihnen: 


dx         ^'      dy   ~y 


wo  wir  jedoch  K  gleich  Null  setzen  dürfen.     Damit  sind  wir  denn  zu 
der  Gruppe  gelangt: 

p,  q,  r,   2xp  +  yq,  xq  +  yr 


(51) 

'     ^'P  +  xyq  +  {\y'  +  cx)r. 

Da  j),  q,  r  auftreten,  ist  der  Punkt:   x  =  y  =  0  =  0  wieder  ein 
Punkt   von   allgemeiner   Lage.     Die    infinitesimalen    Transformationen 
der  Gruppe  (51),  die  diesen  Punkt  invariant  lassen,  lauten: 
2xp  +  yq,    xq  +  yr,   x^p  +  xyq  +  {\y^  +  cx)r 
und  die  zugehörige  Determinante: 

2x     y  0 

0      X  y 

x^    xy    ^y^  +  ex 
hat  den  Werth: 
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x^y^  +  2cx^-'2x^y^  +  xhf  =  2cx^, 

sie  verschwindet  also  nur  dann  identisch,  wenn  die  Constante  c  den 
Werth  Null  hat,  während  ihre  zweireihigen  Unterdeterminanten  auch 
für  c  =  0  nicht  alle  verschwinden.     Demnach  ist  die  Gruppe: 


(52) 


p,  q,   r,   2xp  +  yq,    xq  +  yr 
x^p  +  xyq  +  ^«/V 


unter  allen  Gruppen  von  der  Form  (51)  die  einzige,  bei  der  zwei 
Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben.  Bei  der  Ausrechnung 
findet  man,   dass  diese  Invariante  die  Form: 

besitzt. 

Die  Schaar  der  Pseudokugeln: 

(54)  .-.„-i|=:§  =  const., 

die  zu  unsrer  Gruppe  (52)  gehört,  besteht  ojffenbar  aus  oo^  verschie- 
denen Flächen.  Ferner  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  die  infinite- 
simalen Transformationen  der  Gruppe  (52),  die  den  Punkt  von  allge- 
meiner Lage:  x  =  y  =  s  ^=  0  festhalten,  keine  andere  durch  diesen 
Punkt  gehende  Curve  in  Ruhe  lassen,  als  die  Gerade:  x  =  y  =  0\  dem- 
nach ist:  X  =  const. ,  y  =  const.  die  einzige  Schaar  von  oo^  Curven, 
die  bei  der  Gruppe  (52)  invariant  bleibt,  und  der  Satz  4,  S.  409  zeigt 
wiederum,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  der  Gruppe  (52)  gegenüber 
keine  wesentliche  Invariante  haben. 

Schliesslich  bemerken  wir  noch,  dass  die  Gruppe  (52)  nur  eine 
einzige  Schaar  von  c»^  Flächen  invariant  lässt,  nämlich  die  Schaar: 
x  =  const. 

Damit  sind  auch  alle  imprimitiven  Gruppen  des  R^  gefunden,  die 
unsre  auf  S.  399  gestellten  Forderungen  erfüllen. 

§  88. 

Die  in  der  Einleitung  des  Kapitels  ausgesprochene  Aufgabe  hat 
nach  den  Ergebnissen  der  beiden  letzten  Paragraphen  folgende  Lösung: 

Theorem  36.  Ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  des 
Baumes  x,  y,  z  so  beschaffen,  dass  swei  Punkte  des  Raumes 
hei  ihr  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  dass  alle  In- 
varianten von  mehr  als  zwei  Punkten  sich  durch  die  Invarian- 
ten  von   Punktepaaren   ausdrücken   lassen,   so   ist  die   Gruppe 
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transitiv  und  sechsgliedrig  und  zwar  ist  sie  durch  eine  FunJct- 
transformation  des  Raumes  x,  y,  z  ähnlich  entweder  mit  der 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  oder  mit  der  sechsglied- 
rigen  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zwei- 
ten Grades  oder  mit  einer  der  nachstehenden  vier  Gruppen: 


[l] 

[21 

|3| 

[4J 


P,  q,  xp  -\-  r,  yq  •}-  er,  x^p  +  2xr,  y^q  +  2cyr 
(c  +  0) 


p,  q,  xq  -\-  r,  x^q  +  2xr,  xp  -\-  yq  -{■  er 
x^p  -f  2xyq  -f  2(2/  +  cx)r 


p  —  yr,  q-\-  xr,  r,  xq,  xp  —  yq,  yp 


p,  q,  r,  xq  +  yr,  2xp  +  yq 

x^p  +  xyq-{-  ^y^r 


Der  Parameter  c  ist  hier  beide  Male  wesentlich  und  Jcann 
nicht  fortgeschafft  iverden. 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gezeigt  haben,  lässt  jede  der 
vier  Gruppen  [1]  ...  [4]  nur  eine  Schaar  von  oo^  Curven  invariant, 
nämlich  die  Schaar:  x  =  const.,  y  =  const.  Wir  wollen  jetzt  noch 
hinzufügen,  dass  diese  vier  Gruppen  sämmtlich  systatisch  sind. 

In  der  That,  die  infinitesimalen  Transformationen  der  genannten 
vier  Gruppen  sind  alle  mit  der  infinitesimalen  Transformation  r  ver- 
tauschbar, damit  ist  nach  Abschn.  I,  S.  510,  Satz  2  bewiesen,  dass 
die  Gruppen  systatisch  sind;  man  kann  sich  aber  auch  direkt  davon 
überzeugen,  denn  bei  jeder  der  Gruppen  [1]  •  .  .  [4]  lassen  alle  infini- 
tesimalen Transformationen,  die  einen  Punkt  x^^y^y  z^  von  allgemeiner 
Lage  festhalten,  zugleich  jeden  Punkt  der  Geraden:  x  =  x^^  V^^Vo 
in  Ruhe. 

Schliesslich  sei  noch  erwähnt,  dass  bei  den  Gruppen  [1],  [2],  [3] 
die  oo^  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  Punkt  von  allge- 
meiner Lage  dreigliedrig  transformirt  werden,  bei  der  Gruppe  [4] 
dagegen  blos  zweigliedrig;  die  Gruppe  [4]  enthält  eben  in  der  Um- 
gebung jedes  Punktes:  rr^,  i/o,  <^o  '^^^  allgemeiner  Lage  eine  infinitesi- 
male Transformation  von  zweiter  Ordnung  in:  x  —  ic^,  y  —  2/0?  ^  —  ^o- 

Man  könnte  fragen,  ob  die  Gruppen  [1],  [2],  [4],  die  keine  pro- 
jective  Form  haben,  durch  geeignete  Wahl  von  Xj  y^  z  m  projective 
Gruppen  überführbar  sind.    Für  die  Gruppe  [4]  ist  diese  Frage  sicher 
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mit  Nein  zu  beantworten,  denn  sollte  sie  in  eine  projective  Giiuppe 
übergehen  können,  so  müsste  die  infinitesimale  Transformation  zweiter 
Ordnung,  die  sie  in  der  Umgebung  des  Punktes  von  allgemeiner  Lage: 
X  =  y  =  0  =  0  enthält,  die  Form: 

(Xx  +  iiy  +  vz)  {xp  +  yq-\r  0r)  -\ 

haben,  wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x,  y,  2  von  dritter  und 
höherer  Ordnung  wären;  da  diese  noth wendige  Bedingung  nicht  erfüllt 
ist,  kann  die  Gruppe  [4]  sicher  nicht  mit  einer  projectiven  Gruppe 
ähnlich  sein. 

§  89. 
Erledigung  des  Problems  für  reelle  Gruppen. 

Bisher  betrachteten  wir  die  Veränderlichen  Xy  y,  z  als  complexe 
Grössen,  nunmehr  wollen  wir  sie  auf  das  Gebiet  der  reellen  Zahlen 
beschränken  und  wollen  die  in  der  Einleitung  des  Kapitels  gestellte 
Aufgabe  unter  der  Voraussetzung  lösen,  dass  die  Gruppen  reell  und 
dass  nur  reelle  Punkttransformationen  zulässig  sind. 

Wir  fragen  also  jetzt  nach  allen  reellen  endlichen  continuirlichen 
Gruppen  des  i^g,  hei  denen  zivei  reelle  PunUe  eine  und  nur  eine  In- 
variante haben,  während  drei  oder  mehr  reelle  PunJcte  Jceine  tvesentliche 
Invariante  besitzen.  Dabei  beschränken  wir  uns  natürlich  auf  solche 
reelle  Gruppen,  deren  endliche  Gleichungen  eine  gewisse  Anzahl  von 
DifiTerentiationen  nach  den  Veränderlichen  und  nach  den  Parametern 
zulassen  (vgl.  S.  365). 

Von  vornherein  ist  klar,  dass  die  gesuchten  Gruppen  sämmtlich 
transitiv  sind  (vgl.  S.  400).  Nach  S.  366  können  wir  uns  daher  in 
jedem  einzelnen  Falle  durch  eine  reelle  Punkttran sformatiou  solche 
neue  Veränderliche  x,  y,  z  eingeführt  denken,  dass  die  betrefiPende 
Gruppe  durch  reelle  Gleichungen  dargestellt  wird,  in  denen  die  auf- 
tretenden Functionen  der  Veränderlichen  und  der  Parameter  analytische 
Functionen  sind  im  Weierstrass sehen  Sinne.  Wir  brauchen  daher 
nur  solche  m-gliedrige  Gruppen  zu  betrachten,  in  deren  infinitesimalen 
Transformationen : 

Xkf===  ik{x,  y,  z)p  +  rikipo,  y,  z)q+  ^k{oo,  y,  z)r 

(*  =  1 ,  2  .  .  .  m) 

die  ^k,  Vkp  ^k  in  der  Umgebung  eines  beliebigen  reellen  Punktes: 
^oj  2/o>  ^0  ^^^  allgemeiner  Lage  gewöhnliche  Potenzreihen  von  x  —  Xq, 
y  —  ^Q,  z  —  Zq  sind,  aber  selbstverständlich  Potenzreihen  mit  lauter 
reellen  Coefficienten. 
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Es  sei:  X-^f .  .  .  X^f  oder  kurz  Gm  eine  solche  m-gliedrige  reelle 
Gruppe,  die  unsre  Forderungen  in  Bezug  auf  die  Invarianten  zweier 
und  mehrerer  Punkte  erfüllt.     Dann  stellt  der  Ausdruck: 

e^XJ-\-  •  ..  +  emX„J, 
wenn  wir  in  ihm  x,  y,  z  als  complexe  Veränderliche  und  e^.  .  .  Bm  als 
complexe  Parameter  betrachten,  die  allgemeine  infinitesimale  Trans- 
formation einer  gewissen  m-gliedrigen  Gruppe  Gm  von  complexen 
Transformationen  dar  (vgl.  S.  362).  Es  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass 
diese  Gruppe  Gm  in  Bezug  auf  die  Invarianten  zweier  und  mehrerer 
Punkte  ebenfalls  unsre  Forderungen  erfüllt,  das  heisst:  bei  Gm  haben 
zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante,  mehr  als  zwei  Punkte  da- 
gegen haben  keine  wesentliche  Invariante.  In  der  That,  die  Invarian- 
ten von  s  Punkten  sind  bei  Gm  sowohl  wie  bei  Gm  einfach  die  Lö- 
sungen des  vollständigen  Systems: 

x,(i)/-+  x,(2YH —  +  z,(^)/'=  0    (*=!...,«), 

auf  die  Zahl  der  von  einander  unabhängigen  Lösungen  dieses  vollstän- 
digen Systems  hat  es  aber  gar  keinen  Einfluss,  ob  man  x,  y^  z  als 
reelle  oder  als  complexe  Veränderliche  ansieht.  Wenn  also  bei  reellen 
x^  y,  z  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  alle  In- 
varianten von  mehr  als  zwei  Punkten  sich  durch  die  von  Punktepaaren 
ausdrücken  lassen,  so  gilt  das  auch  bei  complexen  x,  y,  z  und  um- 
gekehrt; man  kann  ja  sogar  immer  erreichen,  dass  alle  Invarianten 
von  s  Punkten  reelle  Functionen  der  3s  Veränderlichen:  x^y  y-^,  ^ly-y 
oOsi  ys,  ^s  werden. 

Hiermit  ist  Folgendes  bewiesen:  Wenn  eine  m-gliedrige  reelle 
Gruppe:  X^f  . .  .  X^f  unsre  Forderungen  in  Bezug  auf  die  Invarianten 
mehrerer  Funkte  erfüllt,  so  liefert  sie,  sobald  man  x,  y,  z  als  complexe 
Veränderliche  auffasst,  eine  Gruppe,  die  alle  in  §  85  entwickelten  Eigen- 
schaften besitzt;  die  Gruppe:  X^f , .  .  Xmf  ist  daher  nothwendig  sechs- 
gliedrig  und  durch  eine  reelle  oder  complexe  PunMtransformation  des 
Ratimes  x,  y,  z  mit  einer  der  Gruppen  des  Theorems  36,  S.  425  ähnlich. 

Die  in  Theorem  36  aufgezählten  Gruppen  zerfallen  in  zwei  Klas- 
sen. Jede  Gruppe  der  ersten  Klasse  lässt  eine  Gleichung  zweiten 
Grades: 

(55)  a^i^dx^ -\- a22dy^-{- a^^dz'^ 'i-2ai2dx dy  +  2 a2sdy dz  +  2 a^^dz dx  =  0 
invariant,  wo  die  a  Functionen  von  x,  y,  z  sind  und  wo  die  zuge- 
hörige Determinante  nicht  identisch  verschwindet;  ausserdem  sind  diese 
Gruppen  so  beschaffen,  dass  die  cx)^  Linienelemente  durch  jeden  fest- 
gehaltenen Punkt  von  allgemeiner  Lage  dreigliedrig  transformirt  wer- 
den.   Die  Gruppen  der  zweiten  Klasse,  die  Gruppen  [1]  .  . .  [4]  zeichnen 
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sich  nach  S.  426  dadurch  aus,  dass  jede  von  ihnen  die  Schaar  der 
oo^  Geraden:  x  =  consi,  y  =  const.  invariant  lässt,  sonst  aber  keine 
andre  Schaar  von  oo^  Curven. 

Soll  eine  sechsgliedrige  reelle  Gruppe  des  H^  mit  einer  Gruppe  ähnlich 
sein,  die  der  ersten  unsrer  beiden  Klassen  angehört,  so  muss  sie  offen- 
bar eine  Gleichung  von  der  Form  (55)  invariant  lassen,  deren  Deter- 
minante nicht  identisch  verschwindet  und  in  der  die  a  reelle  Func- 
tionen von  X,  y,  B  sind,  ausserdem  müssen  aber  noch  die  oo^  reellen 
Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemei- 
ner Lage  dreigliedrig  transformirt  werden.  Jede  sechsgliedrige  reelle 
Gruppe  von  dieser  Art  ist  aber  nach  Theorem  35,  S.  391  durch  eine 
reelle  Funkttransformation  ähnlich  entweder  mit  der  Gruppe  der 
Euklidischen  Bewegungen,  oder  mit  der  sechsgliedrigen  reellen  projec- 
tiven  Gruppe,  die  einen  reellen  nicht  ausgearteten  uuendlich  fernen 
Kegelschnitt  sowie  die  Volumina  invariant  lässt,  oder  mit  der 
sechsgliedrigen  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche 
zweiten  Grades,  die  durch  eine  reelle  Gleichung  zwischen  ^,  ?/,  z  dar- 
gestellt wird;  dabei  sind  jedoch  noch  drei  Fälle  zu  unterscheiden, 
denn  diese  Fläche  zweiten  Grades  kann  entweder  imaginär,  oder  reell 
und  nichtgeradlinig,  oder  reell  und  geradlinig  sein. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  reellen  sechsgliedrigen  Gruppen,  die 
mit  einer  der  Gruppen:   [1]  .  .  .  [4]  auf  S.  426  ähnhch  sind. 

Da  jede  der  Gruppen:  [1]  .  .  .  [4]  nur  die  Schaar:  a;  =  const., 
y  =  const.,  sonst  aber  keine  Schaar  von  oo^  Curven  invariant  lässt,  so 
muss  jede  reelle  sechsgliedrige  Gruppe:  XJ .  .  .  XJ,  die  mit  einer 
von  ihnen  ähnlich  ist,  eine  aber  auch  nur  eine  Schaar  von  oo^  Curven 
invariant  lassen,  üeberdies  muss  diese  Schaar  nothwendig  reell  sein, 
denn  wäre  sie  imaginär,  so  bliebe  bei  der  Gruppe:  X^f .  .  .  X^f,  die 
ja  reell  ist,  auch  die  conjugirt  imaginäre  Curvenschaar  invariant,  es 
gäbe  also  zwei  verschiedene  invariante  Schaaren,  was  nicht  der  Fall 
sein  kann.  Durch  eine  reelle  Punkttransformation  können  wir  nun 
diese  eine  vorhandene  invariante  Schaar  von  oo^  Curven  in  die  Schaar: 
X  =  const.,  y  =  const.  überführen,  wir  dürfen  daher  die  reelle  Gruppe : 
X^f .  .  .  Xß/"  von  vornherein  in  der  Form: 

Xkf==  ^k (oo,  y)p  +  rik {pc,  y)q  +  tk  {x,  y,  0)r 

(Ä  ==  1,  2  .  .  .  6) 

annehmen,  wo  natürlich  ^k ,  V^f  fe  reelle  Functionen  ihrer  Argumente 
sind. 

Wie  früher  (s.  S.  412),  so  erzeugen  auch  jetzt  die  sechs  verkürz- 
ten infinitesimalen  Transformationen: 
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Xkf=  lk{x,  y)p  +  rik{x,  y)q  (k  =  i...Q) 
eine,  offenbar  reelle  Gruppe  in  den  zwei  Veränderlichen  x,  y  und 
es  versteht  sich  nach  S.  412  von  selbst,  dass  diese  verkürzte  Gruppe 
mindestens  fünfgliedrig  sein  muss  und  dass  sie  als  Gruppe  einer  Ebene 
aufgefasst  jede  reelle  oder  imaginäre  Schaar  von  cx)^  Curven,  die  sie 
invariant  lässt,  dreigliedrig  transformiren  muss. 

Lässt  nun  die  verkürzte  Gruppe:  X.^f  ...  X^f  gar  keine  Schaar 
von  oo^  Curven  der  Ebene  invariant,  so  ist  sie  nach  S.  370  f.  durch  eine 
reelle  Punkttransformation  der  Ebene  mit  einer  der  beiden  Gruppen: 
(I),  S.  413  und  (V),  S.  422  ähnlich.  Lässt  sie  andrerseits  blos  eine 
Schaar  von  oo^  Curven  invariant,  so  ist  diese  Schaar  nothwendig  reell 
und  die  Gruppe  kann  daher  auf  Grund  der  Entwicklungen  der  SS.  378  f. 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  auf  eine  der  drei  Formen:  (II) 
(III),  S.  413  und  (VI),  S.  422  gebracht  werden.  Lässt  die  Gruppe: 
Xj/"...  Xß/'  endlich  zwei  verschiedene  Schaaren  von  (x>^  Curven  in- 
variant, so  kann  sie,  wenn  diese  beiden  Schaaren  reell  sind,  die  Form 
(IV),  S.  413  erhalten,  wenn  sie  dagegen  conjugirt  imaginär  sind,  die 
Form: 

.  f         Py  Q^  ^p  +  y^,  yp  —  ^q. 

\{x^  —  2/0 i>  +  2^«/g,  2xyp  +  (/  —  x') q 
(vgl.  S.  380)  und  zwar  beide  Male  durch  reelle  Punkttransformationen. 

Hat  die  verkürzte  Gruppe:  X^f .  .  .  Xgf  eine  der  Formen  (I)  •  .  • 
(VI),  so  führen  genau  dieselben  Rechnungen  wie  früher  (s.  S.  414— 
425)  zur  Bestimmung  aller  möglichen  Formen  der  Gruppe:  XJ... 
Xß/",  denn  bei  diesen  Rechnungen  sind,  wie  man  sich  leicht  überzeugt, 
nur  solche  Transformationen  angewendet,  bei  denen  die  Gruppe:  XJ' 
.  .  .  Xß/",  wenn  sie  einmal  reell  ist,  auch  reell  bleibt.  Wir  sehen  da- 
raus, dass  die  Formen  (I)  und  (II)  der  verkürzten  Gruppe  auch  zu 
keinen  reellen  Gruppen  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  führen 
und  dass  jede  reelle  Gruppe:  Xj/' .  .  .  Xg/",  die  unsre  Forderungen 
erfüllt  und  deren  verkürzte  Gruppe  eine  der  Formen  (III)  .  .  .  (VI) 
besitzt,  durch  eine  reelle  Punkttransformation  mit  einer  der  Gruppen: 
[2]?  [1];  [3]?  [4]  ähnlich  ist.  Natürlich  muss  aber  der  Parameter  c, 
der  in  den  beiden  Gruppen  [1]  und  [2]  auftritt,  einen  reellen  Werth 
haben. 

Hat  endlich  die  verkürzte  Gruppe:  X^f  .  .  .  XJ'  die  Form  (VII), 
so  muss  die  Gruppe:  XJ .  .  .  XJ  durch  eine  imaginäre  Transformation 
mit  einer  Gruppe  von  der  Form  [1]  ähnlich  sein,  denn  die  Gruppe 
(IV),  S.  413  entsteht  ja  aus  der  Gruppe  (VII),  wenn  man  rz;  +  ^V 
und   X  —  iy   an  Stelle  von  x  und  y  als  neue   Veränderliche  einführt 
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(s.  S.  336).  Wir  wollen  jedoch  von  diesem  Umstände  keinen  Gebrauch 
machen  und  ziehen  es  vor  direet  alle  sechsgliedrigen  reellen  Gruppen 
zu  bestimmen,  die  unsre  Forderungen  erfüllen  und  deren  verkürzte 
Gruppen  die  Form  (VII)  haben. 

Wir  suchen  also  jetzt  alle  sechsgliedrigen  reellen  Gruppen  von 
der  Form: 

i  P  +  <3Pi^;  2  +  fP2^,  ocp  +  yq  +  (p^r,   yp  —  xq+  tp^r 
(ö6)        |^^2  _  2/2) ^  +  2xyq  +  (p^r,    2xyp  +  (y'  —  x') q  +  (p,r, 
bei  denen  zwei  Punkte   eine  und   nur  eine  und  mehr  als  zwei  Punkte 
keine   wesentliche    Invariante    haben;    (fi  -  -  ■  (Pß    sind    dabei    natürlich 
reelle  Functionen  von  x,  y,  0. 

Genau  wie  auf  S.  414  f.  sehen  wir  ein,  dass  die  drei  ersten  der 
infinitesimalen  Transformationen  (56)  durch  eine  Ponkttransformation 
und  zwar  durch  eine  reelle  Punkttransformation  auf  die  Form: 

p,  q,  xp  +  yq  +  ar 
gebracht  werden  können,  wo  a  eine  reelle  Constante  bezeichnet. 

Combiniren  wir:  yp  —  xq  -{-  cp^r  mit  p  und  g,  so  ergiebt  sich, 
dass  9)4  von  x  und  y  frei  ist.     Ferner  bekommen  wir: 

{xp  +  yq  +  ar,    yp  —  xq  +  (Pi{s)r)  ==  a(p^{z)  r, 
wenn  also  a  nicht  verschwindet,  so  ist  ^4  auch  von  z  frei;  ist  andrer- 
seits a  =  0  und  ^4  =f=  0,  so  führen  wir  die  reelle  Function 

r  dz 

als  neues  z  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  9)4  =  1  wird.  Wir  kön- 
nen demnach  beide  Fälle  zusammenfassen,  indem  wir  die  vier  ersten 
unter  den  Transformationen  (56)  in  der  Form: 

p,  q,  xp  +  yq  +  ar,  yp  —  xq  +  hr 
annehmen,  wo  h  ebenfalls  eine  reelle  Constante  bedeutet. 
Nunmehr  bilden  wir  die  Gleichungen: 

{p,  (x-  -  i/)p  +  2xyq  -f  (p.,r)  =  2{xp  +  yq)  +^  r 
{q,  (x^  —  y')p  +  2xyq  +  (p^r)  =  —  2{yp-xq)  +  ^  r 


(xp  +  yq  +  ar,  (x^  ■ 

-  y^)p  +  2xyq  +  95 r)  =  (x^—y^)p+  2xyq  + 

'     \      8x     '    ^  dy     '         CS  1 

(yp  —  XQ  +  ^^,  (^'^  - 

-  t/)p  +  2xyq  +  <p,r)  =  2xyp  +  (if  -  x')q  + 

+  {^'^-4^+''%^ 

432^  Abtheilung  V.    Kapitel  20.    §  89. 

(yp  —  xq+  hr,  2xyp  +  (y^  —x^)q  +  cp^r)  =  —  {x^  —  y'^)p  —  2xyq  + 


und  erhalten: 


(57) 


-t+^fe}'- 


^^5    _  9^       dcp. 


ex 


2«, 


dy 


=  ~2b. 


^  dx  dy     ^         dz         ^'' 


CcpQ 


oy     '         dz 


-  9Pr>- 


Hieraus  ergiebt  sich  zunächst: 

und  demnach: 

9,;  =  2  (5iK;  +  <^:^)  +  b^o  {z)\ 

setzen   wir   aber   diesen  Werth   von  9),,    in   die   letzte   der   Gleichungen 
(57)  ein,  so  kommt: 

Gleichungen,   die  für   reelle   Werthe  von  a  und  h    nur   dann   bestehen 
können,  wenn  03 (^)  verschwindet. 


Damit   sind  wir  zu  der  Gruppe  gelangt: 


(58) 


P^ 

Q> 

xp  +  yq 

1  +  ar,    yp  — 

xq  +  br 

{x' 

'  — 

f)p  + 

2xyq  +  2{ax 

~hy)r 

2xyp 

+  (f- 

x'')q  +  2{hx 

+  ay)r 

Hier  dürfen  natürlich  a  und  h  nicht  beide  verschwinden,  weil  sonst 
die  Gruppe  intransitiv  wäre;  ist  daher  &=0,  so  können  wir  durch 
Einführung  eines  neuer  z  stets  erreichen,  dass  a  ==  1  wird,  andrer- 
seits können  wir  das  6,  wenn  es  nicht  verschwindet,  stets  gleich  1 
machen. 

Bei  der  Gruppe  (58)  haben,  wie   man  leicht  findet,  zwei  Punkte: 
x^y  2/1;  ^1  ^^^  ^2?  2/2;  ^2   ^i^®  u^^  ^^^  ßi'^®  Invariante,  nämlich  diese: 


h  +  ^2 


a  .  M(^2  -  ^1)^  +  (2/2  -  2/1)^)  +  2&  arctg  |^-_f 


Man  könnte  sich  auch  in  der  früheren  Weise  (vgl.  z.  B.  S.  419)  leicht 
überzeugen,  dass,  sobald  a  und  h  nicht  beide  verschwinden,  drei  und 
mehr  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben;  doch  ziehen  wir  es  vor, 
dies  dadurch  zu  beweisen,  dass  wir  die  imaginäre  Punkttransformation 
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angeben,  bei  der  die  Gruppe  (58)  in  die  Gruppe  [1],  S.  426  übergeht, 
denn  von  der  Gruppe  [1]  wissen  wir  schon,  dass  sie  alle  unsre  For- 
derungen erfüllt. 

Führen  wir  in  die  Gruppe  (58)  die  neuen  Veränderlichen: 
x^=x  -\-  iy,   y^=x~  iy,   z^=  z 
ein,  so  ergiebt  sich  die  Gruppe: 

Vx  +  ^i;   ^'fe  —  ^i);   ^iVi  +  2/i^i  +  ö^^i,    ^*(2/i^i  —  ^ii>i)  +  Ir^ 
^iPi  +  yi'qi  +  {{a  +  ih)x,  +  {a  —  ih) y, } r^ 
i  {yi\i  —  ^i^Pi)  +  i{(a—  ih)  y^  —  {a  +  ih)  x,]r,. 

Da  nun  a-\-  ih=^0  ist,  so  können  wir  noch  -^—^  als  neues  z, 
einführen  und  bekommen  so  eine  Gruppe,  die  genau  die  Form  [1]  hat. 
Die  Gruppe  (58)  ist  demnach  mit  der  Gruppe  [1]  durch  die  imaginäre 
Transformation : 

x,^x  +  iy^    y^  =  x  —  iy,    ^,  =  -1^ 

ähnlich  und  zwar  entspricht  den  Parametern  a  und  h  der  Gruppe  (58) 
der  Werth: 

des  Parameters  c  der  Gruppe  [Ij. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  reelle  Gruppe  (58)  alle  unsre  For- 
derungen erfüllt,  und  es  sind  nunmehr  überhaupt  alle  reellen  Gruppen 
des  i?3  gefunden,  die  das  thun: 

Theorem  37.  Ist  eine  reelle  endliche  continuirliche  Gruppe 
des  Baumes  x,  y,  0  so  heschaffeUj  dass  ihr  gegenüher  zwei 
FunMe  eine  und  nur  eine  Invariante  hahen  und  dass  die  In- 
varianten von  mehr  als  zwei  Punhten  sich  sämmtlich  durch  die 
von  Funktepaaren  ausdrücken  lassen^  so  ist  sie  sechsgliedrig 
und  durch  eine  reelle  PunJcttransformation  des  Raumes  mit 
einer  der  nachstehenden  Gruppen  ähnlich: 


1 

p,  q,  r,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr 

2 

p,  q,  r,  xq  —  yp,  yr  +  zq,  zp  -f  xr 

p  -{-  xU,  q  +  yU,   r  -f  zU,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr 

p  —  xü,q—  yV,  r  —  zU,  xq  —  yp,  yr  —  zq,  zp  —  xr 

p  —  xU,  q  ~  yll,  r  -\-  zU,  xq  —  yp,  yr  -\-  zq,  zp  +  xr 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    m. 


434 


Abtheilung  V.    Kapitel  20.    §  89,  90. 


p,  g,  xp-\-yq-\-  er,   yp  —  xg[-\-r 
{x^  —  if)p  +  2xyq  +  2{cx-y)r,    2xyp-\-  {y""  —  x^)q-\-  2  (o;  +  cij)r 


p,  q,  xp-\ryq-\-r,   yp  —  xq 
(a;2  —  2/') 2?  +  2xyq  +  2xr,     2xyp  +  (y^  —  x^)q-{-  2yr 


p,  q,  xp  -\-  r,   yq-{-  er,   x^p  +  2xr,  y'q  -\-  2cyr 

(c  +  O) 


P>  9. 


xq  +  r,    x^q  +  2xr,  xp-\-  yq  +  er 
x^p  +  2xyq  -\-  2{y  -\-  ex) r 


10       p—yr,   q-\-xr,   r,  a?g',  xp—yq,   yp 


11 


p,  2,  r,  a;g:  +  2/»*,    2ajp  +  yq 
x^p  +  ^2/2  +  i?/*** 


Der  reeZ^e  Farameter  c  ist  hier  jedesmal  tvesentlich  und  kann 
nicht  fortgeschafft  werden. 

Um  das  Verständniss  dieser  Tabelle  zu  erleichtern,  bemerken  wir 
noch  Folgendes: 

Für  xp  -}-  yq  -{-  ^r  ist  zur  Abkürzung  jedesmal   U  geschrieben. 

Die  Gruppe  2  lässt  den  Kegelschnitt  invariant,  den  der  reelle 
Kegel:  x^  +  tf  —  0^  =  0  auf  der  unendlich  fernen  Ebene  ausschneidet, 
sie  entsteht  aus  der  Gruppe  1  der  Euklidischen  Bewegungen,  wenn 
man  iß  als  neues  z  einführt. 

Die  Gruppe  4  lässt  die  reelle  nichtgeradlinige  Fläche  zweiten 
Grades :  x^  +  y^  +  z'^  =  1  invariant  und  die  Gruppe  5  die  reelle 
geradlinige  Fläche:  x^  +  y^  —  z^  =  l.  Diese  Gruppen  werden  aus 
der  Gruppe  3  der  Fläche:  x^  +  y^  +  0^  +  1  ==  0  erhalten,  wenn  man 
entweder  ix,  iy,  iz  oder  ^a?,  iy,  0  als  neue  Veränderliche  einführt,  die 
zugehörigen  Invarianten  zweier  Punkte  sind  daher  nach  S.  410  f.  ohne 
Weiteres  angebbar. 

Statt  der  Gruppe  (58)  stehen  in  unsrer  Tabelle  die  beiden  Gruppen 
6  und  7,  weil  nach  S.  432  stets  einer  von  den  Parametern  a  und  b 
gleich  1  gemacht  werden  kann;  doch  ist  zu  beachten,  dass  man  in  der 
Gruppe  6  den  Parameter  c  auf  solche  Werthe  beschränken  darf,  die 
^  0  sind,  denn  zu  den  Parametern  +  c  und  —  c  gehören  zwei  gleich- 
berechtigte Gruppen,  wie  man  sich  sofort  überzeugt,  wenn  man  x  und 
y  vertauscht  und  z  durch  —  z  ersetzt. 
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Die  Gruppen  8  ...  11  sind  die  Gruppen  [1]  .  .  .  [4]  auf  S.  426; 
insbesondere  sei  noch  erwähnt^  dass  man  in  der  Gruppe  8  dem  Para- 
meter c  nur  solche  Werthe  zu  ertheilen  braucht,  dass  c^  <  1  ist,  denn 
bei  der  Transformation: 

geht  die  Gruppe  8  in  eine  von  derselben  Form  über,  deren  Parameter 

den  Werth  -     besitzt, 
c 

§  90. 

Mit  ein  paar  Worten  wollen  wir  noch  auseinandersetzen,  wie 
man  das  soeben  für  den  dreifach  ausgedehnten  Raum  erledigte  Problem 
in  der  Ebene  lösen  kann. 

Soll  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  der  Ebene  so  beschaffen 
sein,  dass  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  mehr 
als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante,  so  erkennt  man  zu- 
nächst wie  in  §  85,  dass  die  Gruppe  transitiv  und  dreigliedrig  sein 
muss  und  dass  sie  keine  zwei  infinitesimalen  Transformationen  enthal- 
ten darf,  die  die  Bahncurven  gemein   haben. 

Umgekehrt  ist  klar,  dass  bei  jeder  dreigliedrigen  transitiven 
Gruppe  G  der  Ebene  zwei  Punkte  stets  eine  und  nur  eine  Invariante 
haben.  Wenn  nun  G  ausserdem  noch  keine  zwei  infinitesimalen 
Transformationen  mit  gemeinsamen  Bahncurven  enthält,  so  lässt  sich 
zeigen,  dass  mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

In  der  That,  halten  wir  einen  Punkt  P^  von  allgemeiner  Lage 
fest,  so  bleibt  noch  eine  eingliedrige  Untergruppe  von  G  übrig,  bei 
der  sich  die  andern  Punkte  der  Ebene  auf  00^  Curven  bewegen,  näm- 
lich auf  den  zu  G  gehörigen  Pseudokreisen  mit  dem  Mittelpunkte  P^. 
Gäbe  es  nun  blos  <x>^  Pseudokreise,  hingen  also  die  Pseudokreise  nicht 
von  ihren  Mittelpunkten  ab,  so  würde  die  infinitesimale  Transforma- 
tion von  Gf  die  den  Punkt  P^  invariant  lässt,  dieselben  Bahncurven 
haben,  wie  die  von  ihr  unabhängige  infinitesimale  Transformation,  die 
irgend  einen  andern  Punkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lässt.  Da 
das  nicht  sein  darf,  so  können  wir  schliessen,  dass  es  mindestens  oo^ 
Pseudokreise  giebt.  Halten  wir  jetzt  ausser  dem  Punkte  P^  noch 
einen  zweiten  Punkt  Pg  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  schneiden 
sich  die  beiden  Pseudokreise  mit  den  Mittelpunkten  Pj  und  Pg,  die 
durch  einen  dritten  Punkt  P3  von  allgemeiner  Lage  gehen,  ausser  in 
P3  höchstens  noch  in  isolirten  Punkten;  demnach  bleibt,  sobald  P^ 
und  Pg  festgehalten  sind,  überhaupt  jeder  Punkt  P  der  Ebene  in  Ruhe 
und  zwar  wegen  der  beiden  Invarianten,  die  zu  den  beiden  Punkte- 
te* 
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paaren  P^,  P  und  Pg,  P  gehören.  Hieraus  folgt,  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  alle  Invarianten  von  mehr  als  drei  Punkten 
durch  die  von  Punktepaaren  ausgedrückt  werden  können  (vgl.  auch 
S.  409  f.). 

Wenn  wir  daher  alle  Gruppen  der  Ebene  suchen,  die  in  Bezug 
auf  die  Invarianten  mehrerer  Punkte  die  bekannten  Eigenschaften  be- 
sitzen, und  wenn  wir  zunächst  auf  die  Realitätsverhältnisse  keine  Rück- 
sicht nehmen,  so  brauchen  wir  blos  unter  den  dreigliedrigen  Gruppen, 
die  auf  S.  57  zusammengestellt  sind,  die  aufzusuchen,  die  transitiv 
sind  und  bei  denen  zwei  infinitesimale  Transformationen  niemals  die- 
selben Bahncurven  haben.  Wir  finden  auf  diese  Weise  nur  die  folgen- 
den vier  Gruppen: 


(60) 


p,  q,   xp+cijq 

(c  +  O) 


p  +  x^p  +  xyq,    q  +  xyp  +  y^q ,    yp  —  xq 


xq,  xp  —  yq,  yp 


p,  q,  xp  +  (x  +  y)q 


Hier  ist  die  Gruppe: 

p,  xp  +  yq,   x^p  +  (2xy  +  y^)q 
durch  die  projective  Gruppe  des  Kegelschnitts:  x^  +  y^-\-l  =  0  ersetzt 
(vgl.  S.  70,   76   und  88).      Ebenso    ist    die    Gruppe:    p,    2xp -\- yq, 
x^p  +  xyq  durch  eine  mit  ihr  ähnliche  projective  Gruppe  ersetzt  (vgl. 
S.  95). 

Die  Invarianten  der  beiden  Punkte  x^,  2/1  ^^^  ^2>  Vi  ^^n  Gruppen 
(60)  gegenüber  lauten  der  Reihe  nach: 

ci{x,-x,y-i{y,-y,y,   (r+^;+2/,2/.r 


(61) 


Vi  — Vi 

X^  —  Xi 


^l2/2  —  ^22/1;     (^2  —  ^1)  ^ 

Wünscht  man  alle  reellen  Gruppen  der  Ebene,  die  die  verlangten 
Eigenschaften  besitzen,  so  muss  man  zu  den  Gruppen  (60)  noch  die 
beiden  hinzufügen  (vgl.  S.  370  ff.  und  428): 


(62) 


i>,   2,  yp  —  ^a  +  o{oop  +  yq) 


p-^x^p  —  xyq,   q  —  ooyp-~y'q,   yp 


xq 
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Von  diesen  liefert  die  erste  die  Invariante*): 


2  c  arctg  ^ 


(63)  [^o:,-x,r  +  {y,-y,r]e  -—; 

die  zweite  entsteht  aus  der  zweiten  der  Gruppen  (60),  wenn  man  ix^ 
iy  an  die  Stelle  von  Xj  y  als  neue  Veränderliche  einführt,  die  zu  ihr 
gehörige  Invariante  kann  daher  sofort  angegeben  werden**). 


Kapitel  21. 
Kritik  der  Helmholtzschen  UntersuchTingen. 

Herr  v.  Helmholtz  hat  in  seiner  schon  auf  S.  396  angeführten 
Arbeit  eine  Behandlung  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems 
gegeben,  mit  der  wir  uns  hier  näher  beschäftigen  wollen. 

Wir  beginnen  damit,  dass  wir  (in  §  91)  den  Wortlaut  der  von 
ihm  aufgestellten  Axiome  wiedergeben.  Sodann  (in  §  92  und  93) 
stellen  wir  fest,  welche  Fassung  diese  Axiome  erhalten  können,  wenn 
man  die  Begriffe  und  die  Ausdrucksweisen  der  Gruppentheorie  heran- 
zieht. In  §  94  liefern  wir  eine  Kritik  der  Schlüsse,  die  Herr  v.  Helm- 
holtz für  den  Fall  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  aus  seinen 
Axiomen  zieht,  und  zeigen,  dass  er  m  seinem  Endergebniss  gelangt^ 
indem  er  stillscliiveigend  eine  Reihe  Voraussetzungen  machte  die  sämmt- 
lich  unrichtig  sind. 

Will  man  diesen  sehr  wesentlichen  Mangel  der  Helmhol  tzschen 


*)  Herr  v,  Helmholtz  hat  sich  jedenfalls  schon  1868  mit  Untersuchungen 
beschäftigt,  deren  Ziel  nach  unsrer  jetzigen  Ausdrucksweise  so  bezeichnet  wer- 
den kann:  es  sollen  solche  Gruppen  der  Ebene  bestimmt  werden,  bei  denen  zwei 
Punkte  eine  und  nur  eine  und  mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante 
haben.  Er  hat  schon  damals  bemerkt,  dass  in  der  Ebene  eine  Schaar  von  Be- 
wegungen denkbar  ist,  bei  der  zwei  Punkte  die  Invariante  (63)  besitzen. 

**)  Die  dreigliedrigen  Gruppen  der  Ebene  hatte  Lie  schon  in  der  Zeit  von 
1874 — 76  bestimmt,  wenn  auch  ohne  alle  Rechnungen  bis  ins  Einzelne  hinzuschreiben 
(Gott.  Nachr.  v,  1874;  norwegisches  Archiv  1878).  Im  Jahre  1884  gab  er  sodann 
eine  detaillirte  Aufzählung  der  verschiedenen  Normalformen,  auf  die  sich  alle 
derartigen  Gruppen  bringen  lassen.  Später  (1887)  beschäftigte  sich  Herr  Poin- 
care  mit  den  Grundlagen  der  Geometrie  der  Ebene  und  berücksichtigte  auch  in 
seiner  darauf  bezüglichen  Arbeit  (Bull,  de  la  Soc.  Math.  Bd.  15)  die  älteren  grup- 
pentheoretischen Untersuchungen  von  Lie,  während  er  Lies  Arbeit  von  1884 
und  auch  Lies  erste  Mittheilung  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  (1886)  nicht 
kannte,  ja  nicht  einmal  die  Helmholtz  sehe  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1868. 
Die  interessanten  Ergebnisse,  zu  denen  Herr  Poincare  gelangt,  gehen  eigentlich 
unmittelbar  aus  Lies  älteren  Untersuchungen  hervor. 
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Entwicklungen  beseitigen,  so  bieten  sich  zwei  verschiedene  Wege  dar: 
man  kann  entweder  die  Axiome  des  Herrn  v.  Helmholtz  ganz  bei 
Seite  lassen  und  blos  seine  Rechnungen  ins  Auge  fassen  oder  man 
kann,  ohne  seine  Rechnungen  zu  berücksichtigen,  von  seinen  Axiomen 
ausgehen. 

Den  ersten  Weg  schlagen  wir  in  §  95  ein,  indem  wir  zeigen, 
welche  Axiome  aufgestellt  werden  müssen,  damit  man  durch  Bechmmgen^ 
die  den  Helmholtz  sehen  ihren  GrundgedanTicn  nach  verwandt  sind,  zum 
Ziele  gelangt. 

In  §  96  verfolgen  wir  den  zweiten  Weg  und  setzen  auseinander, 
welche  Schlüsse  die  Gruppentheorie  aus  den  Helmholtz  sehen  Axio- 
men zu  ziehen  gestattet.  Es  ergiebt  sich  dabei,  dass  zwar  diese  Axiome, 
ivenn  man  sie  in  einer  nahe  liegenden  Weise  deutet,  ausreichen,  um  die 
Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  Raumes  von 
drei  Dimensionen  zu  charakterisiren,  dass  aber  jedenfalls  eins_  seiner 
Axiome,  das  Monodromieaxiom,  überflüssig  ist 

Das  hiermit  gewonnene  Ergebniss  legt  die  Frage  nahe,  ob  nicht 
auch  andre  Theile  der  Helmholtzschen  Axiome  entbehrt  werden 
können.  Die  Antwort  auf  diese  Frage  wird  in  Kapitel  23  gegeben; 
es  zeigt  sich,  dass  auch  seine  übrigen  Axiome  überflüssige  Bestand- 
theile  enthalten. 

§  91. 
Die  Helmholtzschen  Axiome. 

Herr  v.  Helmholtz  legt  seiner  Untersuchung  die  folgenden  Axiome, 
oder,  wie  er  sie  nennt,  Hypothesen  zu  Grunde*): 

„I.  Der  Raum  von  n  Dimensionen  ist  eine  w-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit, das  heisst,  das  bestimmte  Einzelne  in  ihm,  der  Punct,  ist  be- 
stimmbar durch  Abmessung  irgend  welcher,  continuirlich  und  unabhängig 
von  einander  veränderlicher  Grössen  (Coordinaten),  deren  Anzahl  n  ist. 
Jede  Bewegung  eines  Punctes  ist  daher  begleitet  von  einer  continuirlich en 
Aenderung  mindestens  einer  der  Coordinaten.  Sollten  Ausnahmen  vorkom- 
men, wo  entweder  die  Aenderung  discontinuirlich  wird,  oder  trotz  der 
Bewegung  gar  keine  Aenderung  sämmtlicher  Coordinaten  stattfindet,  so  sind 
diese  Ausnahmen  doch  beschränkt  auf  gewisse  durch  eine  oder  mehrere 
Gleichungen  begrenzte  Orte  (also  Puncte,  Linien,  Flächen  u.  s.  w.),  die 
zunächst  von  der  Untersuchung  ausgeschlossen  bleiben  mögen. 

„Zu  bemerken  ist,  dass  unter  der  Continuität  der  Aenderung  bei  der 
Bewegung  nicht  nur  gemeint  ist,  dass  alle  zwischen  den  Endwerthen  der 
sich  ändernden  Grössen  liegenden  Zwischenwerthe  durchlaufen  werden,  son- 
dern auch,  dass  Differentialquotienten  existiren,  das  heisst,  dass  die  Ver- 
hältnisse   der    zusammengehörigen   Aenderungen    der    Coordinaten    sich    bei 

*)  Gott.  Nachr.  1868,  S.  197  ff. 
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zunehmender  Verringerung  der  Grösse  dieser  Aenderungen  einem  festen 
Verhältnisse  nähern. 

„II.  Es  wird  die  Existenz  von  beweglichen  aber  in  sich  festen  Kör- 
pern, beziehlich  Punctsystemen,  vorausgesetzt,  wie  sie  nöthig  ist,  um  Ver- 
gleichung  der  Raumgrössen  durch  Congruenz  vornehmen  zu  können.  Da 
wir  hier  noch  keine  speciellen  Messungsmethoden  der  Raumgrössen  voraus- 
setzen dürfen,  so  kann  die  Definition  eines  festen  Körpers  an  dieser  Stelle 
nur  folgende  sein:  Zwischen  den  2n  Coordinaten  eines  jeden 
Punctpaares,  welches  einem  in  sich  festen  Körper  angehört, 
besteht  eine  von  der  Bewegung  des  letzteren  unabhängige  Glei- 
chung, welche  für  alle  congruenten  Punctpaare  die  gleiche  ist. 

„Congruent  sind  solche  Punctpaare,  welche  gleichzeitig  oder  nach 
einander  mit  demselben  Punctpaare  des  Raumes  zusammenfallen  können. 

„III.  Es  wird  vollkommen  freie  Beweglichkeit  der  festen 
Körper  vorausgesetzt;  das  heisst,  es  wird  vorausgesetzt,  dass  jeder 
Punct  derselben  an  den  Ort  jedes  andern  continuirlich  übergehen  könne, 
so  weit  er  nicht  durch  die  Gleichungen,  die  zwischen  ihm  und  den  übrigen 
Puncten  des  festen  Systems  bestehen,  zu  dem  er  gehört,  gebunden  ist. 

„Der  erste  Punct  eines  in  sich  festen  Systems  ist  also  absolut  beweg- 
lich. Wenn  er  festgestellt  ist,  besteht  für  den  zweiten  Punct  eine  Gleichung, 
und  eine  seiner  Coordinaten  wird  Function  der  (n  —  l)  übrigen.  Nachdem  auch 
der  zweite  festgestellt  ist,  bestehen  zwei  Gleichungen  für  den  Dritten  u. s.w. 

Im  Ganzen  sind  also  ^  f  "t       Grössen  zur  Bestimmung  der  Lage  eines  in 
1  .  j 

sich  festen  Systems  erforderlich. 

„Aus  dieser  Annahme  und  der  unter  II  aufgestellten  folgt,  dass  zwei 
in  sich  feste  Punctsysteme  A  und  5,  die  in  einer  ersten  Lage 
von  Ä  zur  Congruenz  entsprechender  Puncto  gebracht  werden 
konnten,  auch  in  jeder  andern  Lage  von  A  zur  Congruenz  aller 
derselben  Puncto,  die  vorher  congruirten,  müssen  gebracht  wer- 
den können.  Das  heisst  mit  andern  Worten,  die  Congruenz  zweier  Raum- 
gebilde ist  nicht  von  ihrer  Lage  abhängig,  oder  alle  Theile  des  Raumes 
sind,  wenn  von  ihrer  Begrenzung  abgesehen  wird,  unter  einander  con- 
gruent. 

„IV.  Endlich  müssen  wir  dem  Räume  noch  eine  Eigenschaft  beilegen, 
die  der  Monodromie  der  Functionen  einer  complexen  Grösse  analog  ist, 
und  die  sich  darin  ausspricht,  dass  zwei  congruente  Körper  auch  noch 
congruent  sind,  nachdem  der  eine  eine  Umdrehungnum  irgend  eine  Rota- 
tionsaxe  erlitten  hat.  Drehung  ist  analytisch  dadurch  charakterisirt,  dass 
eine  gewisse  Anzahl  von  Puncten  des  bewegten  Körpers  während  der  Be- 
wegung unveränderte  Coordinaten  behalten,  Umkehr  der  Bewegung  dadurch, 
dass  früher  durchlaufene  continuirlich  in  einander  übergehende  Werthcom- 
plexe  der  Coordinaten  rückwärts  durchlaufen  werden.  Wir  können  die  be- 
treffende Thatsache  so  aussprechen:  Wenn  ein  fester  Körper  sich  um 
n  —  1  seiner  Puncte  dreht,  und  diese  so  gewählt  sind,  dass  seine 
Stellung  nur  noch  von  einer  unabhängig  Veränderlichen  ab- 
hängt, so  führt  die  Drehung  ohne  Umkehr  schliesslich  in  die 
Anfangslage  zurück,  von  der  sie  ausgegangen  ist." 
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Die  mitgetheilten  Axiome  des  Herrn  v.  Helmholtz  schreiben  den 
Bewegungen  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  gewisse  Eigenschaften 
zu,  und  es  handelt  sich  nun  darum,  alle  möglichen  Systeme  von  Be- 
wegungen zu  bestimmen,  bei  denen  die  angegebenen  Eigenschaften 
vorkommen.  Um  auf  dieses  Problem  unsre  Gruppentheorie  anwenden 
zu  können,  müssen  wir  vor  allen  Dingen  zeigen,  dass  wir  es  überhaupt 
mit  einem  gruppentheoretischen  Probleme  zu  thun  haben.  Das  soll 
im  nächsten  Paragraphen  geschehen. 

§  92. 
Folgerungen  aus  den  Helmholtzschen  Axiomen. 

Das  erste  Helmholtzsche  Axiom  sagt  blos  aus,  dass  continuir- 
liche  Bewegungen  möglich  seien,  und  bestimmt,  was  überhaupt  unter 
einer  continuirlichen  Bewegung  verstanden  werden  soll. 

Wenn  wir  eine  Bewegung  im  w-fach  ausgedehnten  Räume  be- 
trachten, so  denken  wir  uns  am  bequemsten  zwei  n-fach  ausgedehnte 
Räume  in  einander  liegend,  von  denen  der  eine  fest,  der  andre  beweg- 
lich ist;  die  besondre  Beschaffenheit  der  betrachteten  Bewegung  bestimmt 
dann,  in  welcher  Weise  die  einzelnen  Punkte  des  beweglichen  Raumes 
innerhalb  des  festen  Raumes  ihre  Lage  ändern.  Nun  verlangt  das 
Axiom  I,  dass  jede  Bewegung  von  einer  continuirlichen  Aenderung 
der  Coordinaten  der  bewegten  Punkte  begleitet  sei.  Denken  wir 
uns  daher  irgend  eine  Bewegung,  die  zur  Zeit  t  =  0  beginnt  und 
während  einer  gewissen  Zeit  t  fortgesetzt  wird,  und  nehmen  wir  an, 
dass  ein  beliebiger  Punkt  des  beweglichen  Raumes  auf  den  festen 
Raum  bezogen  zur  Zeit  ^  =  0  die  Coordinaten  x^  .  . ,  Xn  und  zur  Zeit 
t  die  Coordinaten  ^i  . .  .  J„  habe,  so  wird  unsre  Bewegung  durch  Glei- 
chungen von  der  Form; 

(1)  lv==  Fr{x^  ,  ,  .Xnj   t)       l,v  =  l...n) 

dargestellt,  die  für  t  =^  0  in  die  Gleichungen:  £v  =  Xy  übergehen;  die 
Fy  sind  dabei  reelle  Functionen  ihrer  Argumente. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  continuirliche  Bewegung  des  w-fach 
ausgedehnten  Raumes  eine  continuirliche  Schaar  von  oo^  reellen  Punkt- 
transformationen dieses  Raumes  liefert  und  zwar  eine  Schaar,  in  .der 
die  identische  Transformation  enthalten  ist. 

Was  die  Beschaffenheit  der  Functionen  F^  anlangt,  so  ist  zu 
bemerken,  dass  Herr  v.  Helmholtz  jedenfalls  die  Existenz  erster 
Differentialquotienten  nach  den  x  und  nach  t  voraussetzt;  das  folgt 
schon   aus   dem   Axiome   I,   obwohl    es   da  nicht  mit  der  wünschens- 
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werthen  Bestimmtlieit  ausgesprochen  ist,  ganz  zweifellos  wird  es  aber, 
wenn  man  die  Rechnungen  auf  S.  202 — 206  seiner  Arbeit  ins  Auge 
fasst.  Dort  benutzt  Herr  v.  Helmholtz  übrigens  auch  die  Existenz 
gewisser  Differentialquotienten  zweiter  Ordnung,  er  differentiirt  nämlich 
zuerst  nach  den  x  und  dann  nach  den  auftretenden  Parametern,  dem 
würde  entsprechen,  dass  die  Differentialquotienten  der  Fr  nach  den  x 
ihrerseits  nach  t  differentiirbar  wären. 

Zu  beachten  ist  ferner,  dass  Herr  v.  Helmholtz  solche  Stellen, 
an  denen  die  Stetigkeit  unterbrochen  ist,  von  der  Betrachtung  aus- 
schliesst.  Wir  können  das  schärfer  ausdrücken,  indem  wir,  wie  es 
auch  sonst  gebräuchlich  ist,  festsetzen,  dass  man  sich  bei  der  ganzen 
Untersuchung  auf  einen  begränzten  Theil  des  Raumes  beschränken 
soll,  innerhalb  dessen  alle  auftretenden  Functionen  und  ihre  ersten 
Differentialquotienten  stetig  sind;  es  ist  das  genau  dieselbe  Festsetzung, 
die  auch  wir  von  jeher  bei  allen  allgemeinen  Untersuchungen  über 
continuirliche  Gruppen  getroffen  haben. 

In  seinem  zweiten  Axiome  kennzeichnet  Herr  v.  Helmholtz  die 
Bewegungen  des  n-fach.  ausgedehnten  Raumes  näher,  indem  er  angiebt, 
wie  sich  zwei  beliebige  Punkte  des  oben  erwähnten  beweglichen  Rau- 
mes bei  den  verschiedenen  Bewegungen  zu  einander  verhalten.  Natür- 
lich beziehen  sich  die  Forderungen  des  Axioms  II  und  ebenso  die 
der  folgenden  Axiome  nur  auf  solche  Punkte,  die  sich  innerhalb  jenes 
begränzten  Theiles  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  befinden  und  auch 
während'  der  Bewegung  darin  bleiben. 

Wir  betrachten  unsern  beweglichen  Raum  in  irgend  einer  Lage 
innerhalb  des  festen  Raumes  und  fassen  zwei  beliebige  Punkte  des 
beweglichen  Raumes  ins  Auge,  die,  auf  den  festen  Raum  bezogen,  die 
Coordinaten:  x^^  .  .  .  Xn^ ,  Vi  -  -  -  Vn  haben;  die  Grössen:  x^  .  ,  .  a;/, 
y^-'-Vn^  besitzen  dann  bestimmte  Zahlenwerthe,  die  wir  uns  aber 
ganz  beliebig  gewählt  denken  können.  Ferner  seien  x^...Xnj  2/i"-2/« 
die  Coordinaten  der  beiden  besprochenen  Punkte  in  irgend  einer  andern 
Lage  des  beweglichen  Raumes.  Das  zweite  Helmholtz  sehe  Axiom 
verlangt  dann,  dass  zwischen  den  Coordinaten  x^  .  .  ,  Xn,  Vi  -  •  •  Vn  eine 
von  allen  Bewegungen  unabhängige  Gleichung  bestehe,  also  eine  Glei- 
chung, die  auch  in  jeder  neuen  Lage  unsers  Punktepaares  von  den 
Coordinaten  seiner  beiden  Punkte  befriedigt  wird.  In  dem  Axiome 
wird  überdies  ausdrücklich  hervorgehoben,  dass  zwischen  den  2n  Coor- 
dinaten eines  jedeii  Punktepaares,  das  einem  in  sich  festen  Körper  an- 
gehört, eine  solche  Gleichung  bestehen  solle.  Hierin  liegt,  dass  die 
Gleichung  zwischen  x^  . .  .  Xn,  y^  .  .  .ijn   stets   eine  wirkliche  Gleichung 
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sein  soll,  wie  auch  die  Anfangslagen:  x^  . .  .  Xn,  Vi^  -  -  •  Vn  der  beiden 
Punkte  gewählt  sein  mögen. 

In  Axiom  II  wird  nun  weiter  verlangt,  dass  die  besprochene  Glei- 
chung für  alle  congruenten  Punktepaare,  also  für  alle  Punktepaare, 
die  durch  Bewegungen  in  einander  übergeführt  werden  können,  die- 
selbe sei,  sie  hängt  daher  ausser  von  x^  ,  . .  Xnj  2/i  •  •  •  2/«  ^^^  ^^ch  von 
den  Coordinaten  irgend  eines  beliebig  wählbaren  congruenten  Punkte- 
paares ab,  also  etwa  von  x^^ .  .  .  Xn^,  iji^ .  .  .  yn^,  sie  kann  mithin  auf 
die  Form: 

(2)  0  (o^i^ .  . .  xj",  ^1^  .  .  ?/n^  ^1 . . .  Xny  y,...yn)  =  0 

gebracht  werden.  Insbesondere  muss  diese  Gleichung  noch  erfüllt 
sein,  wenn  das  Punktepaar  Xv,  y^  mit  dem  Punktepaare  xj^,  yj^  zu- 
sammenfällt, da  aber  den  Grössen  xj^,  yj^  alle  beliebigen  Zahlenwerthe 
ertheilt  werden  können  und  da  infolgedessen  zwischen:  x^^  .  .  .  rr„^, 
y^^  . .  .  yn  allein  keine  Relation  bestehen  kann,  so  ergiebt  sich,  dass 
die  Gleichung  (2)  bei  der  Substitution: 

Xr.  ==  Xv^,     y,,  ==  yv^       (r  ==  1  .  .  .  «) 

in  eine  Identität  übergehen  muss.  Hieraus  folgt  zugleich,  dass  (2) 
nicht  von  allen  2n  Grössen  Xv^y  yj^  frei  sein  kann. 

Nunmehr  denken  wir  uns  das  Punktepaar  Xv,  yv  der  continuir- 
lichen  Bewegung  unterworfen,  die  durch  die  Gleichungen  (1)  darge- 
stellt wird;  es  geht  dabei  in  ein  neues  Punktepaar  über,  dessen  Punkte 
in  dem  festen  Räume  die  Coordinaten: 

'  {v  =  l...n) 

besitzen.  Da  dieses  neue  Punktepaar  dieselbe  Gleichung  erfüllen  muss 
wie  das  Punktepaar  Xv,  yv,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung: 

besteht,  welchen  Werth  auch  t  haben  mag.  Machen  wir  in  dieser 
Gleichung  die  Substitution  (3),  so  bekommen  wir  eine  Gleichung 
zwischen  x^  . .  ,  Xn,  yi  .  .  .  yn  und  t,  die  für  alle  Werthe  von  t  erfüllt 
sein  muss.  Erinnern  wir  uns  daher,  dass  Xj^  .  .  .  Xn,  y^  .  .  .  yn  durch 
die  Relation  (2)  verknüpft  sind  und  dass  diese  Relation  von  allen 
Bewegungen  unabhängig  sein  soll,  so  erkennen  wir,  dass  die  Glei- 
chung (2')  bei  der  Substitution  (3)  in  eine  Gleichung  übergehen  muss, 
die  mit  (2)  äquivalent  ist.  Wäre  das  nämlich  nicht  der  Fall,  ginge 
also  (2')  bei  der  Substitution  (3)  nicht  in  eine  Gleichung  über,  die 
eine  Folge  von  (2)  ist,  so  wäre  die  Gleichung  (2)  zwischen  den  Coor- 
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dinaten  des  bewegten  Punktepaares  offenbar  nicht  von  der  Bewegung 
unabhängig,  sondern  würde  sich  im  Verlaufe  der  Bewegung  ändern. 

Da  die  Gleichung  (2)  nicht  von  allen  2n  Grössen  xj^j  yv^  frei  sein 
kann,   dürfen  wir  sie   uns  nach   einer  dieser  Grössen,    etwa  nach  yn 
aufgelöst  denken: 

(4)  yr!"  =  9>  (^1^  .  .  .  ^n,    Vi     '  .  •  yl-ly    ^i  .  •  •  ^'« ;    ^/l  '  •  '  2/«)' 

Aus  dem  vorhin  Gesagten  ergiebt  sich  nunmehr,   dass  die  Gleichung: 

(4')  2/«'  =  ^  {^l     '  '  '  ^n\    2/l'   .  •  .  !/«-!,    3^1  .  .  .   £n;    tli    .  .  .   ^n) 

bei  der  Substitution  (3)  in  (4)  übergeht,  und  da  wir  den  Grössen 
Xv^y  yv^  alle  beliebigen  Zahlenwerthe  ertheilen  können,  muss  das  gelten, 
welche  Werthe  auch  die  Xy^y  yj^  haben  mögen,  das  heisst  die  Glei- 
chung : 

l  =  (p  (^i^  .  .  .  ^«^     2/i"  •  .  .  yl-1  ,     X^.  ..Xn,    ?/i  . . .  yn) 

muss  sich  bei  der  Substitution  (3)  in  eine  Identität  verwandeln. 

Alles  das  bleibt  auch  dann  noch  richtig,  wenn  wir  den  Grössen: 
x^^  .  .  .  Xn^,  Vi^  '  '  '  yl—i  bestimmte  Zahlenwerthe:  «^  . .  .  an,  ft  .  .  .  ßn-i 
ertheilen-,  setzen  wir  daher: 

(p(a^.  .,an,    ßi_..  .  ßn-l,    X^.,.Xn,    i/l  •  •  •  Vn)  =  9.{x^...  Xny    2/l  •  •  •  V  n) , 

so  erhalten  wir  aus  (5)  die  Gleichung: 

(6)  ßfe  ..,£«,   t)i  ...  t)«)  =  5^(;2:l  ..  .  Xn,   ^1  . . .  yn), 

die  ebenfalls  bei  der  Substitution  (3)  in  eine  Identität  übergeht.  Wir 
finden  also,  dass  die  beiden  Punkte  ^^  .  . .  rr«,  y-^  .  .  ,yn  den  oo^  Trans- 
formationen (1)  gegenüber  die  Invariante:  ^{x-^^  .  .  .  Xn,  2/i  •  •  •  Vn)  ^ß" 
sitzen.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  die  Gleichung  (2)  oder  die  mit 
ihr  äquivalente  Gleichung  (4)  auf  die  Form: 

(7)  Sl(x^...Xn,y^...  yn)  =  ^W  '  •  .  ^n\    ^l^  •  •  ?//) 

gebracht  werden  kann. 

Die  Gleichungen  (1)  stellten  eine  beliebige  unter  den  continuir- 
lichen  Bewegungen  dar,  die  in  dem  w-fach  ausgedehnten  Räume  als 
möglich  angenommen  wurden;  die  eben  durchgeführten  Betrachtungen 
zeigen  daher,  dass  die  Function  Sl{x^  .  . .  Xn^  Vi-  -  -Vn)  der  Coordina- 
ten  des  Punktepaares  x^  .  , .  Xny  y^  .  .  .  y»  bei  allen  Bewegungen,  deren 
dieses  Punktepaar  fähig  ist,  ihren  Zahlenwerth  beibehält,  dass  also  bei 
Zugrundelegung  des  zweiten  Helmholtzschen  Axioms  jedes  Punkte- 
paar des  früher  erwähnten  beweglichen  Raumes  allen  Bewegungen 
gegenüber  eine  Invariante  besitzt.     Mit  andern  Worten: 
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Ist: 

(1)  lv  =  Fr{x^...Xnyt)       0=1...«) 

die  Schaar  von  oo^  Transformationen,  die  durch  eine  heliebige  continuir- 
Uclie  Betvegung  des  n-facJi  ausgedehnten  Baumes  bestimmt  ivird,  so  he- 
sitzen  zwei  BunUe:  x^.,,Xn,  j/i  . .  .  tjn  der  Schaar  (1)  gegenüber  stets 
eine  Invariante: 

und  zwar  haben  die  beiden  Bunhte  diese  Invariante  gegenüber  jeder  Schaar 
von  oo^  Transformationen,  die  durch  eine  der  als  möglich  angenommenen 
continuirlichen  Bewegungen  des  Baumes  bestimmt  wird. 

Doch  muss  hervorgehoben  werden,  dass  die  Existenz  einer  solchen 
Invariante  blos  eine  Folge  des  zweiten  Hei mholtz sehen  Axioms  ist, 
dass  dagegen  die  Forderung,  es  solle  eine  solche  Invariante  existiren, 
dieses  Axiom  nicht  vollständig  ersetzt. 

In  der  That,  das  zweite  Axiom  verlangt,  wie  wir  oben  sahen, 
dass  zwischen  den  Coordinaten  je  zweier  von  einander  verschiedener 
Punkte  unsers  beweglichen  Raumes  eine  von  der  Bewegung  unab- 
hängige Gleichung  bestehe  und  zwar  eine  wirkliche  Gleichung,  also 
eine,  die  nicht  für  einzelne  Punktepaare  bedeutungslos  wird.  Haben 
nun  zwei  Punkte:  x^  . .  .  x^  und  y^...yn  des  beweglichen  Raumes 
allen  Bewegungen  gegenüber  die  Invariante:  ^{x,  y),  so  folgt  daraus 
allerdings  im  Allgemeinen,  dass  zwischen  ihren  2n  Coordinaten  eine 
von  allen  Bewegungen  unabhängige  Gleichung  besteht,  nämlich  die 
Gleichung: 

(7)  5i(^,  . . .  rr„;   2/1  ..  .  Vn)  =  ^{x,' . . .  a;','«;   y,' . . .  yn'), 

in  der  die  beiden  von  einander  verschiedenen  Werthsysteme:  x^^  ...Xr!^ 
und:  yi^  .  .  .yn^  die  Coordinaten  des  Punktepaares:  x^  .  .  .  x^,  2/i  .  . .  2/« 
bei  irgend  einer  bestimmten  Lage  des  beweglichen  Raumes  bezeichnen; 
in  besondern  Fällen  kann  es  jedoch  vorkommen,  dass  (7)  keine  wirk- 
liche Gleichung  zwischen  rr^  .  .  .  rr^,  2/i  •  •  •  2/«  darstellt,  zum  Beispiel 
dann,  wenn  die  rechte  Seite  von  (7)  für  gewisse  Werthsysteme: 
x^\..  XrP,  2//  .  .  . «//  die  Form:   Null  durch  Null  annimmt. 

Hieraus  folgt,  dass  wir,  um  den  Inhalt  des  zweiten  Helmholtz- 
schen  Axioms  vollständig  zu  erschöpfen,  uns  nicht  begnügen  dürfen, 
für  jedes  Punktepaar  die  Existenz  einer  Invariante  zu  verlangen,  son- 
dern dass  wir  noch  eine  zweite  Forderung  hinzufügen  müssen,  die 
etwa  so  ausgedrückt  werden  kann: 

Die  Invariante  Sl(x^.  .  .Xn,  2/i  •  •  •  2/n)  des  FunJctepaares :  x^  .  .  .  x^, 
Vi'  "Vn  muss  so  beschaffen  sein,  dass  die  Gleichung  (7)  stets  eine  wirk- 
liche Gleichung  zwischen  x^  . , .  Xn  und  y^  .  .  .yn  ist,  welche  zwei  von  ein- 
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ander  verschiedenen  Werthsysteme  man  auch  für  x^  .  . ,  Xn^,  Vi^  -  -  -Vn^ 
einsetzen  mag. 

Selbstverständlicli  braucht  diese  Forderung  nur  für  alle  Werth- 
systeme: :r/  .  .  .  x„^j  Vi  '  "  yn^  erfüllt  zu  sein,  die  dem  früher  erwähn- 
ten begränzten  Bereiche  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes   angehören. 

Bevor  wir  zur  Betrachtung  des  dritten  Helmholtzschen  Axioms 
übergehen,  wollen  wir  erst  gewisse  Folgerungen  erwähnen,  die  sich 
aus  der  Existenz  der  Invariante  Sl  (x,  y)  ziehen  lassen. 

Die  Gleichungen: 

(8)  Xy    =    Fv{X^    .,    .Xn]     t)  (V  =  1  .  .  .  M) 

und: 

(9)  Xy  ==  0y  {X^.  .  .Xn\z)       (r  =  1  .  .  .  n) 

mögen  irgend  zwei  continuirliche  Bewegungen  des  w-fach  ausgedehn- 
ten Raumes  darstellen.  Denken  wir  uns  zuerst  die  Bewegung  (8) 
während  der  Zeit  t  ausgeführt  und  dann  die  Bewegung  (9)  während 
der  Zeit  r,  so  wird  der  Punkt:  x^.  .  .Xn  schliesslich  in  die  Lage: 
xl'...Xn    kommen,  die  durch  die  Gleichungen: 

(10)  x';^^,(F^{x,  t)  .  .  .  F,(x,  0;  ^)      (v  =  l...n) 

bestimmt  ist.  Da  nun  die  Gleichungen  (10)  offenbar  eine  Transfor- 
mation darstellen,  so  ergiebt  sich,  dass  wir  durch  Ausführung  zweier 
continuirlicher  Bewegungen  nach  einander  stets  eine  gewisse  Trans- 
formation des  Raumes  erhalten.  Dasselbe  gilt  natürlich  von  der 
Ausführung  beliebig  vieler  derartiger  Bewegungen  nach  einander. 

Erinnern  wir  uns  jetzt,  dass  die  beiden  Punkte:  Xj^...Xn,  Vi-'-Va 
sowohl  der  Transformation  (8)  als  der  Transformation  (9)  gegenüber 
die  Invariante  ß  {x^  y)  haben,  so  sehen  wir  sofort,  dass  sie  diese  In- 
variante auch  jeder  Transformation  (10)  gegenüber  besitzen  und  über- 
haupt jeder  Transformation  gegenüber,  die  durch  Ausführung  mehrerer 
continuirlicher  Bewegungen  nach  einander  erhalten  wird.     Also: 

Führt  man  eine  continuirliche  Bewegung  aus  oder  mehrere  solche 
Bewegungen  nach  einander,  so  erhält  man  stets  eine  Transformation,  hei 
der  zwei  beliebige  Punkte:  Xy  und  yy  die  Invariante  Sl(x,  y)'  haben. 

Durch  die  als  möglich  angenommenen  continuirlichen  Bewegungen 
ist  demnach  eine  gewisse  Schaar  von  Transformationen  des  Raumes 
bestimmt,  der  gegenüber  zwei  Punkte  Xy  und  yy  die  Invariante'^  (ic,^) 
haben.  Von  welcher  besonderen  Beschaffenheit  diese  Schaar  ist,  das 
können  wir  vorläufig  noch  nicht  sagen,  darüber  giebt  erst  das  dritte 
Helmhoitzsche  Axiom  Auskunft.     Lässt  sich  doch  aus  dem   Wort- 
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laute  des  zweiten  Axioms  noch  nicht  einmal  schliessen,  ob  zwei  Punkte 
nur  eine  Invariante  haben  sollen. 

Das  dritte  Axiom  des  Herrn  v.  Helmhol tz  (s.  S.  439,  Z.  14—24 
V.  0.)  besteht  aus  zwei  Theilen. 

Der  erste  Theil  (Z.  14—18)  kann  mit  Berücksichtigung  des  früher 
Gesagten  so  gefasst  werden:  Jeder  Punkt  des  beweglichen  Raumes 
soll  continuirlich  an  den  Ort  jedes  andern  Punktes  dieses  Raumes  über- 
gehen können,  soweit  er  nicht  dadurch  gebunden  ist,  dass  die  Invarian- 
ten aller  Punktepaare  des  beweglichen  Raumes,  denen  er  angehört, 
während  der  Bewegung  ihre  Zahlenwerthe  behalten  müssen. 

Hierin  liegt,  dass  jede  Invariante,  die  ein  beliebiges  Punktsystem: 
Pj,  P2,  P3  . .  .  allen  Bewegungen  gegenüber  besitzt,  sich  durch  die 
Invarianten  der  in  dem  Systeme  enthaltenen  Punktepaare  ausdrücken 
lassen  muss.  Ist  nämlich  J  irgend  eine  Invariante,  die  das  Punkt- 
system: Pj,  P2,  P3,...  gegenüber  allen  Bewegungen  hat,  so  behält 
die  Function  J  bei  allen  Bewegungen  ihren  Zahlenwerth.  Liesse  sich 
nun  J  nicht  durch  die  Invarianten  der  Punktepaare:  P^,  Pg;  P^,  P3; 
P2,  P3;  .  .  .  ausdrücken,  so  wäre  die  Beweglichkeit  des  Punktsystems: 
Pi,  Pg,  P3  ...  nicht  blos  dadurch  beschränkt,  dass  die  Invarianten 
jener  Punktepaare  während  der  Bewegung  ihre  Zahlenwerthe  behalten 
müssen,  sondern  auch  durch  die  davon  unabhängige  Bedingung,  dass 
J  stets  seinen  Zahlenwerth  behalten  muss;  das  aber  widerspräche  dem 
oben  aufgestellten  Axiome. 

Aus  dem  ersten  Theile  des  dritten  Helmholtzschen  Axioms 
folgt  demnach,  dass  ein  Punkt  allen  Bewegungen  gegenüber  gar  keine  In- 
variante hat  und  dass  drei  oder  mehr  Punkte  gegenüber  allen  Bewegungen 
nur  solche  Invarianten  haben,  die  sich  durch  die  Invarianten  der  unter 
ihnen  enthaltenen  Punktepaare  ausdrücken,  mit  andern  Worten:  ein 
einzelner  PunJct  hat  überhaupt  keine  Invariante,  zwei  Funkte  haben  allen 
möglichen  Bewegungen  gegenüber  jedenfalls  eine  Invariante,  drei  oder  mehr 
Funkte  dagegen  haben  keine  wesentliche  Invariante.  Da  wir  jedoch  noch 
nicht  wissen,  ob  diese  Eigenschaft  der  Bewegungen  die  in  jenem 
ersten  Theile  aufgestellten  Forderungen  vollständig  ersetzt,  so  müssen 
wir  nach  wie  vor  die  Forderung  hinzufügen,  dass  jeder  Funkt  F  des 
beweglichen  Raumes  in  seiner  Bewegung  nur  durch  die  Invarianten  be- 
schränkt sei,  die  er  mit  den  andern  Funkten  des  beweglichen  Raumes  hat. 

Es  bleibt  jetzt  noch  der  zweite  Theil  des  dritten  Helmholtz- 
schen Axioms  zu  besprechen  (s.  S.  439,  Z.  19—24  v.  o.). 

Der  zweite  Theil  des  Axioms  III  scheint  auf  den  ersten  Blick  blos 
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Folgerungen  aus  dem  ersten  Theile  zu  enthalteu,  und  aucliHerr  v.  Helm- 
hol tz  hat  ihn  offenbar  so  gemeint.  Es  verhält  sich  jedoch  anders. 
Zwar  die  Zeilen  19 — 22  sprechen  nur  Thatsachen  aus,  die  eine  un- 
mittelbare Folge  der  früher  gemachten  Voraussetzungen  sind,  insbe- 
sondere sind  die  Worte:  „Der  erste  Punct  .  .  .  beweglich"  nur  ein 
andrer  Ausdruck  dafür,  dass  ein  einzelner  Punkt  keine  Invariante  be- 
sitzt. Aber  in  den  Zeilen  23  und  24  steckt  eine  neue  Voraussetzung, 
die  aus  den  früheren  nicht  folgt. 

Herr  v.  Helmhol  tz  denkt  sich  nämlich  eine  Anzahl,  etwa  m  Punkte: 
Pj,  F^  .  . .  Fm  des  beweglichen  Raumes  festgehalten.  Nach  Axiom  H 
bestehen  dann  für  die  Coordinaten  jedes  andern  Punktes  F  des  beweg- 
lichen Raumes  gewisse  Gleichungen,  die  aussagen,  dass  die  Invarianten 
der  m  Punktepaare:  P,  P^*,  F,  F^'^ .  .  .]  P,  Fm  während  aller  noch  mög- 
lichen Bewegungen  ihre  Zahlenwerthe  behalten,  üeber  die  Zahl  und 
die  Beschaffenheit  dieser  Gleichungen  sagen  aber  die  früheren  Voraus- 
setzungen nichts  aus,  darüber  geben  erst  gewisse  Annahmen  Aufschluss, 
die  in  den  Zeilen  23  und  24  stillschweigend  gemacht  werden. 

Herr  v.  Helmholtz  verlangt  da,  so  können  wir  es  ausdrücken,  Fol- 
gendes: Wenn  die  m  Punkte:  Pj,  Pg,  .  .  .  F,n  festgehalten  werden,  so 
sollen  zwischen  den  n  Coordinaten  jedes  andern  Punktes  P  gerade  m 
und  nicht  mehr  Gleichungen  bestehen  und  diese  Gleicliungen  sollen  im 
Allgemeinen  von  einander  unabhängig  sein,  das  heisst,  sie  sollen  so 
lange  von  einander  unabhängig  sein,  als  P^  .  .  .  F„t  Punkte  von  all- 
gemeiner gegenseitiger  Lage  sind*). 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  nach  Festhaltung  eines  Punktes  P^ 
für  jeden  andern  Punkt  P  eine  und  nur  eine  Gleichung  besteht;  da 
nun  ein  einzelner  Punkt  keine  Invariante  haben  sollte,  so  ergiebt  sich, 
dass  0wei  Funkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben. 

Ferner  zeigen  die  Helmholtz  sehen  Forderungen,  dass  nach  Fest- 
haltung von  m  Punkten:  P^  .  .  .  F^  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
immer  noch  continuirliche  Bewegung  möglich  ist,  sobald  m  einen  der 
Werthe  1,2,...  n  —  1  hat,  dass  dagegen  im  Falle  m  =  n  keine  con- 
tinuirliche Bewegung  mehr  möglich  ist,  dass  vielmehr  nach  Festhal- 
tung von  n  derartigen  Punkten  überhaupt  alle  Punkte  des  Raumes  in 

*)  So  müssen  die  Worte  auf  S.  439,  Z.  20—24  v.  o.  verstanden  werden.  Herr 
V.  Helmholtz  sagt  zwar  auch  hier  nicht  ausdrücklich,  dass,  wenn  der  erste 
Punkt  eines  in  sich  festen  Systems  festgehalten  wird,  für  jeden  andern  Punkt 
eine  und  nur  eine  Gleichung  bestehen  soll;  da  er  aber  hiozufügt:  „eine  seiner 
Coordinaten  wird  eine  Function  der  übrigen",  so  ist  klar,  dass  er  das  Bestehen 
zweier  Gleichungen  für  den  zweiten  ausschliesst.  Ebenso  geht  aus  allem  deutlich 
hervor,  dass  nach  Festhaltung  von  m  Punkten  für  jeden  andern  Punkt  gerade  m 
im  Allgemeinen  von  einander  unabhängige  Gleichungen  bestehen  sollen. 


448  Abtheilung  V.    Kapitel  21.    §  92. 

Ruhe  bleiben.  Werden  nämlich  die  7n  Punkte :  P^  .  .  .  Fm  festgehalten, 
so  bestehen  zwischen  den  n  Coordinaten  jedes  andern  Punktes  P  von 
allgemeiner  Lage  m  von  einander  unabhängige  Gleichungen.  Da  das 
nach  dem  Früheren  die  einzigen  Bedingungen  sind,  denen  die  Beweg- 
lichkeit von  P  unter  den  gemachten  Vorausssetzungen  unterworfen 
ist,  so  kann  P  noch  durch  continuirliche  Bewegung  in  jeden  andern 
Punkt  P'  übergehen,  dessen  Coordinaten  jene  m  Gleichungen  erfüllen 
und  der  mit  P  durch  eine  continuirliche  Reihe  von  solchen  Punkten 
verbunden  ist.  Hat  daher  m  insbesondere  den  Werth  n,  so  kann  P 
keine  continuirliche  Bewegung  mehr  ausführen,  sondern  muss  in  Ruhe 
bleiben. 

Wir  sahen  oben,  dass  man  durch  Ausführung  beliebig  vieler  con- 
tinuirlicher  Bewegungen  nach  einander  stets  eine  ganz  bestimmte 
Punkttransformation  des  Bn  erhält.  Wir  können  jetzt  genaueren  Auf- 
schluss  über  die  Schaar  der   so  entstehenden  Transformationen  geben. 

Wir  betrachten  unsern  beweglichen  Raum  in  irgend  einer  Lage 
innerhalb  des  festen  Raumes.  F^...Pn  seien  n  Punkte  von  allgemeiner 
gegenseitiger  Lage  im  beweglichen  Räume  und  ^^  .  . .  ^^  die  Punkte 
des  festen  Raumes,  mit  denen  sie  gerade  zusammenfallen.  Ist  dann 
P  irgend  ein  andrer  Punkt  des  beweglichen  Raumes,  so  hat  auch  der 
innerhalb  des  festen  Raumes  eine  ganz  bestimmte  Lage  ^,  denn  es 
giebt  ja  keine  continuirliche  Bewegung,  bei  der  P^  .  .  .  Pn  sämmtlich 
ihre  Lagen:  ^^  .  .  .  ^^^  behalten. 

Jetzt  denken  wir  uns  den  beweglichen  Raum  beliebig  vielen  con- 
tinuirlichen  Bewegungen  unterworfen.  Wir  werden  sehen,  dass  die 
allgemeinste  Punkttransformation  des  P„ ,  die  wir  auf  diese  Weise 
erhalten,  nur  von  einer  endlichen  Anzahl  von  willkürlichen  Parametern 
abhängt. 

In  der  That,  durch  continuirliche  Bewegung  können  wir  zunächst 
den  Punkt  P^  aus  der  Lage  ^^  in  jeden  andern  Punkt  ^/  überführen, 
die  allgemeinste  Lage  von  ^/  hängt  also  von  n  willkürlichen  Para- 
metern ab.  Ist  ^/  fest  gewählt,  so  kann  Pg  noch  in  jeden  Punkt  ^2' 
übergehen,  der  einer  gewissen  Gleichung  genügt,  ^2'  liängt  also,  wenn 
$/  gewählt  ist,  noch  von  n  —  1  Parametern  ab  u.  s.  w.  Kurz,  durch 
continuirliche  Bewegungen  können  wir  erreichen,  dass  Pj  .  . .  P„  die 
neuen  Lagen  ^/.  .  .  $„'  erhalten,  wo  das  Punktsystem:  ^/.  . .  ^„'  von: 

n  +  (n-l)  +  («-2)  +  ...+  l  =  ^^^fti) 

Parametern  abhängt.    Damit  sind  aber  auch  alle  Möglichkeiten  erschöpft, 
sobald  nämlich  P^.  .  .Pn  die  neuen  Lagen:  ^/...^^  erhalten,  bekommt 
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zugleich  jeder  andre  Punkt  P  des  beweglichen  Raumes  die  ganz  be- 
stimmte neue  Lage  ^',  denn  es  giebt  ja  keine  continuirliche  Bewegung^ 
bei  der  ^j'.  .  .  ^„'  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 

Hierin  liegt,  dass  durch  den  Uebergang  des  Punktsystems  F^ .  .  .  Fn 
aus  der  Anfangslage:  ^j  . . .  $„  in  die  neue  Lage:  ^/.  ..^^^  eine  ganz 
bestimmte  Punkttransformation  definirt  ist;  wie  man  auch  durch  eine 
Reihe  von  auf  einander  folgenden  continuirlichen  Bewegungen  diesen 
Uebergang  bewirken  mag,  man  erhält  durch  die  Ausführung  dieser 
Bewegungen  nach  einander  stets  dieselbe  Punkttransformation.  Da 
man  nun  bei  der  Wahl  des  Punktsystems  $/...  $«  gerade  ^n(>^  +  l) 
willkürliche  Parameter  zur  Verfügung  hat,  wenn  man  sich  das  Punkt- 
system F^  .  . .  Fn  auf  alle  möglichen  Weisen  bewegt  denkt,  so  ergiebt 
sich,  dass  der  Inbegriff  aller  Punkttransformationen,  die  durch  beliebig 
viele  continuirliche  Bewegungen  des  beweglichen  Raumes  von  einer 
bestimmten  Anfangslage  aus  erhalten  werden,  eine  Schaar  mit  gerade 
^n  (n  +  1)  wesentlichen  Parametern  bildet. 

Wir  bemerken  nun  weiter,  dass  diese  Schaar  von  Punkttransfor- 
mationen von  der  gewählten  Anfangslage  des  beweglichen  Raumes 
unabhängig  ist;  denn  wie  man  auch  die  Anfangslage  wählen  mag,  es 
giebt  stets  n  Punkte  F^  .  .  .  Fn  des  beweglichen  Raumes,  die  mit  den 
Punkten:  ^^  . .  .  ^«  des  festen  Raumes  zusammenfallen.  Hierin  liegt, 
dass  die  eben  definirte  Schaar  von  Funkttransformationen  eine  Gruppe 
hildet.  Bringen  wir  nämlich  den  beweglichen  Raum  durch  irgend  eine 
Transformation  unsrer  Schaar  aus  der  Lage  U  in  die  Lage  B'  und 
dann  durch  eine  andre  Transformation  unsrer  Schaar  aus  der  Lage  U' 
in  die  Lage  M",  so  giebt  es  stets  eine  ganz  bestimmte  der  Schaar 
angehörige  Transformation,  bei  der  B  in  B"  übergeht. 

Die  hiermit  gefundene  Gruppe  ist  sicher  transitiv,  denn  sie  kann 
jeden  Punkt  des  Raumes  in  jeden  andern  überführen.  Ferner  ist  leicht 
einzusehen,  dass  ihre  Transformationen  sich  paarweise  als  invers  zu- 
sammenordnen. Ist  nämlich  8  die  Transformation  unsrer  Gruppe,  die 
^1 .  .  .  ^„  in  ^/.  .  .  ^i  überführt,  so  ist  es  stets  möglich ,  durch  eine 
Anzahl  von  continuirlichen  Bewegungen  zu  erreichen,  dass  die  Punkte 
des  beweglichen  Raumes,  die  in  irgend  einer  Lage  dieses  Raumes  mit 
^/. . .  ^i  zusammenfallen,  schliesslich  in  die  Lagen:  ^^ . . .  ^;i  gelangen. 
Demnach  gehört  mit  S  stets  zugleich  auch  S~'^  unsrer  Gruppe  an. 

Endlich  lässt  sich  auch  beweisen,  dass  unsre  Gruppe,  die  wir  kurz 
^  nennen  wollen,  continuirlich  ist.  Wäre  sie  es  nämlich  nicht,  so 
bestände  sie  nach  Abschn.  I,  Kap.  18  aus  einer  Reihe  von  getrennten 
continuirlichen  Schaaren,  deren  jede  ^n  {n  +  1)  Parameter  enthielte 
und    unter    diesen    Schaaren    gäbe  .  es    eine    continuirliche,    die    eine 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.   III.  2;) 
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•i^w(w+l)-gliedrige  Gruppe  g  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
bildete.  Diese  Gruppe  g  wäre  die  einzige  unter  den  betreffenden  conti- 
nuirlicben  Schaaren,  der  die  identische  Transformation  angehörte. 
Nun  aber  enthält  jede  continuirliche  Schaar  von  (x>^  Transformationen, 
die  durch  eine  continuirliche  Bewegung  bestimmt  wird,  die  identische 
Transformation  (s.  S.  440)  und  gehört  also  der  Gruppe  g  an;  demnach 
umfasst  g  auch  alle  Transformationen,  die  durch  Ausführung  beliebig 
vieler  continuirlicher  Bewegungen  nach  einander  entstehen.  Hieraus 
folgt,  dass  ^  in  g  enthalten  ist  und  da  g  eine  Untergruppe  von  g 
war,  so  können  wir  schliessen,  dass  g  mit  g  zusammenfällt,  das  heisst, 
dass  g  wirklich  continuirlich  ist. 

Unter  den  von  Herrn  v.  Helmholtz  gemachten  Voraussetzungen 
gilt  demnach  Folgendes  : 

Wenn  man  die  als  möglich  angenommenen  continiiirlichen  Bewegungen 
des  Baumes  in  heliehiger  Anzahl  nach  einander  ausführt,  so  erhält  man 
eine  endliche  continuirliche  transitive  Gruppe  g  von  reellen  Transforma- 
tionen ^  die  gerade  ^n{n  +  1)  Parameter  enthalt  und  deren  Transforma- 
tionen paarweise  zu  einander  invers  sind. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  bei  dieser  Gruppe  zwei  Punkte 
eine  und  nur  eine  Invariante  haben  und  s  >  2  Punkte  keine  wesent- 
liche Invariante.  Hätten  nämlich  zum  Beispiel  zwei  Punkte  der  Gruppe 
gegenüber  mehr  als  eine  Invariante,  so  hätten  sie  diese  Invarianten 
offenbar  auch  bei  allen  continuirlichen  Bewegungen,  während  sie  doch 
denen  gegenüber  nur  eine  Invariante  haben  sollten. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  wir  es  mit  einer  end- 
lichen continuirlichen  Gruppe  zu  thun  haben  und  dass  bei  dieser 
Gruppe  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  haben,  sy'2  Punkte 
aber  keine  wesentliche  Invariante.  Gruppen  dieser  Art  haben  wir  aber 
in  Kapitel  20  behandelt  und  obwohl  wir  uns  damals  auf  den  Raum 
von  drei  Dimensionen  beschränkten,  so  lässt  sich  doch  wenigstens  ein 
Theil  der  dort  gegebenen  Entwicklungen  unmittelbar  auf  den  Fall  des 
«-fach  ausgedehnten  Raumes  übertragen,  es  sind  das  die  Entwick- 
lungen der  SS.  399—404.  Wir  erkennen  daraus,  dass  jede  Gruppe 
von  der  soeben  definirten  Beschaffenheit  die  folgenden  Eigenschaften 
besitzt:  wird  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  festgehalten,  so  kann 
jeder  andre  Punkt  von  allgemeiner  Lage  noch  oo""—'^  verschiedene 
Lagen  annehmen,  hält  man  zwei  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger 
Lage  fest,  so  kann  jeder  dritte  Punkt  von  allgemeiner  Lage  noch 
QQn— 2  verschiedene  Lagen  annehmen  u.  s.  w.,  kurz,  wir  finden,  dass 
die  Endlichkeit  der  Gruppe  und  die   über   die  Invarianten  zweier  und 
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mehrerer  Punkte  gemachten  Annahmen  die  auf  S.  447  angegebenen 
Forderungen  des  Herrn  v.  Helmholtz  nach  sich  ziehen,  die  Forderungen 
nämlich,  es  solle  nach  Festhaltung  eines  Punktes  für  jeden  andern 
eine  und  nur  eine  Gleichung  bestehen  u.  s.  w.  Wir  brauchen  daher 
diese  Forderungen  nicht  mehr  besonders  aufzuführen. 

Schliesslich  mag  noch  erwähnt  werden,  dass  die  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  g^  die  durch  die  continuirlichen  Bewegungen  des 
Raumes  bestimmt  wird,  noch  zu  einer  andern  Gruppe  in  einer  ein- 
fachen Beziehung  steht.  Wir  meinen  die  Gruppe  g  aller  Punkttrans- 
formationen, denen  gegenüber  zwei  beliebige  Punkte  Xyj  y^  die  Inva- 
riante Sl(x,  y)  haben. 

Dass  es  eine  solche  Gruppe  g  giebt,  ist  von  vornherein  klar,  denn 
wie  wir  auch  die  Function  Sl{x,y)  wählen  mögen,  es  giebt  immer 
Transformationen,  denen  gegenüber  zwei  Punkte  die  Invariante  Sl  (^,  y) 
haben,  und  der  Inbegriff  dieser  Transformationen  bildet  auch  immer 
eine  gewisse  Gruppe  /,  die  allerdings  unter  Umständen  auf  die  iden- 
tische Transformation  zusammenschrumpfen  kann. 

In  unserm  Falle  ist  nun  leicht  zu  sehen,  dass  die  allgemeinste 
Transformation  von  /  gerade  ^n  (n  +  1)  willkürliche  Parameter  ent- 
hält, es  folgt  das  ohne  Weiteres  aus  den  besonderen  Eigenschaften, 
die  die  Invariante  Sl  (Xj  y)  unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen 
hat.  Demnach  ist  klar,  dass  g  die  grösste  continuirliche  in  g  ent- 
haltene Gruppe  ist;  sollte  g  selbst  continuirlich  sein,  so  würde  es 
natürlich  mit  g  zusammenfallen. 

§  93. 

Gruppentheoretische    Formulirung    der    Helmholtzschen 

Axiome. 

Wir  werden  jetzt  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  zusam- 
menfassen. Dabei  wollen  wir  jedoch,  um  uns  bequemer  ausdrücken 
zu  können,  die  auf  S.  449  f.  definirte  Gruppe  g  kurz  als  eine  Gruppe  von 
Bewegungen  des  Bn  bezeichnen.  Wir  nennen  dementsprechend  jede 
Transformation  dieser  Gruppe  kurz  eine  Bewegung,  so  dass  wir  also 
unter  einer  Bewegung  stets  die  Transformation  verstehen,  die  den 
beweglichen  Raum  aus  einer  Lage  in  eine  andre  überführt.  Was  wir 
bisher  continuirliche  Bewegung  nannten,  ist  dann  einfach  eine  con- 
tinuirliche Schaar  von  oo^  Bewegungen,  in  der  die  identische  Trans- 
formation enthalten  ist. 

Diese  Ausdrucksweise  entspricht   offenbar  der  jetzt  allgemein  üb- 

29* 
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liehen  und  auch  von  uns  früher  angewandten,  wo  man  von  der  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  spricht  und  auch  unter  einer  Bewegung 
jedesmal  eine  Transformation  dieser  Gruppe  versteht. 

Indem  wir  nunmehr  die  Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen  zu- 
sammenfassen, können  wir  sagen,  dass  die  drei  ersten  Helmholtz- 
ßchen  Axiome  mit  den  folgenden  Forderungen  gleichbedeutend  sind: 

A)  Jeder  PunU  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  ist  durch  n  Coor- 
dinaten:  x^ . .  .  Xn  hestimmlar, 

B)  Durch  die  in  dem  Baume  möglichen  continuirlichen  Bewegungen 
ist  eine  endliche  continuirliche  Gruppe: 

(11)  Xi,  =  /;  (a?i  .  .  .  Xn]    «1   .  .  .  ar)       (*  =  1  .  .  .  n) 

hestimmtj  die  reell  und  transitiv  ist  und  die  wir  als  die  Gruppe  der  Be- 
wegungen hemchnen.  Die  Glieder  zahl  r  dieser  Gruppe  besitzt  den  Werth 
^n{n  +  1)  und  die  Transformationen  der  Gruppe  sind  paarweise  zu  ein- 
ander invers.  Die  Functionen  fi  ...fn  sind  sowohl  nach  den  x  als  nach 
den  a  diff'erentiirhar  und  die  Differentialquotienten  nach  den  x  sind  ihrer- 
seits wieder  nach  den  a  differentiirhar. 

C)  Der  Gruppe  (11)  gegenüber  haben  zwei  BunJcte  eine  und  nur  eine 
Invariante  und  s>2  Punkte  hahen  Iceine  wesentliche  Invariante.  Ist: 
J{x^  . . .  Xn'i  Vi  "  '  2/rt)  die  Invariante  der  beiden  PunJde  x^  und  «/v,  so 
muss  sich  innerhalb  des  n-fach  ausgedehnten  Baumes  ein  gewisser  end- 
licher n-fach  ausgedehnter  Bereich  so  abgränzen  lassen,  dass  die  Belation: 

(12)  J{X^  ...Xn\y^-^.yn)  =  ^(^1^  .  .  .  Xn-,    Vi     "  -  Vn) 

stets  eine  tvirUiche  Gleichung  zwischen:  x^.  .  .Xn^  2/i  •  •  •  2/«  ^«Y^^^?  welche 
von  einander  verschiedenen  PunUe  des  Bereiches  man  auch  für  x^^ . . .  Xn^y 
Vi   ' ' '  Vn    wählen  mag. 

D)  Innerhalb  des  vorhin  definirten  Bereiches  sind  alle  PunUe  bei 
der  Gruppe  (11)  vollkommen  frei  beweglich-^  soweit  sie  nicht  durch  die  In- 
varianten, die  die  einzelnen  PunUepaare  der  Gruppe  gegenüber  haben, 
gebunden  sind.  Wenn  also  zum  Beispiel:  x^  . . .  Xri^;  2/i^  •  •  •  Vn  irgend 
zwei  verschiedene  PunUe  jenes  Bereichs  sind,  so  soll,  sobald  der  erste  von 
ihnen  festgehalten  wird,  der  zweite  noch  alle  Lagen:  y^.  ..yn  annehmen 
können,  die  der  Gleichung: 

(13)  J(x,'' . . .  xj^;  y,...yn)  =  JW  •  •  •  ^«';  2/i'  •  •  •  2/»') 

genügen,  dabei  vorausgesetzt,  dass  von  yi  • .  -  yn^  nach  y^  . . .  yn  ein 
continuirlicher  Uebergang  durch  lauter  reelle  Werthsijsteme ,  die  (13) 
erfüllen,  möglich  ist. 

Hierzu  kommt  nun  noch  das  vierte  Helmholtzsche  Axiom,  das 
wir  bisher  noch  gar  nicht  berücksichtigt  haben,  das  vielgenannte  Mo- 
nodromieaxiom.     Wir  können  diesem  jetzt  folgende  Fassung  geben: 


Kritik  der  Helmholtzschen  Untersuchungen.  453 

E)  Hält  man  innerhalb  des  früher  hesprochenen  Bereichs  n  —  1 
Piinhte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  fest,  also  n  —  1  PunJcte,  die 
so  getvählt  sind,  dass  sie  nur  hei  einer  eingliedrigen  Gruppe  von  Bewe- 
gungen gleichzeitig  in  Buhe  lleiben,  und  ist  Xf  die  infinitesimale  Trans- 
formation dieser  eingliedrigen  Gruppe,  so  sollen  die  zugehörigen  endlichen 
Gleichungen: 
(14)  a:;==^v  +  YXa;.+ j^XXrr.H (.  =  i...n) 

so  beschaffen  sein,  dass  bei  von  Null  an  stets  wachsendem  t  schliesslich 
alle  andern  Punlte:  x^  . .  ,  Xn  des  Bereichs  zu  gleicher  Zeit  in  ihre  An- 
fangslagen zurücUommen.  Kurz,  es  wird  verlangt,  dass  die  Gleichungen 
(14)  eine  Beivegung  mit  reeller  Periode  darstellen. 

§  94. 
Kritik   der  Schlüsse,   die  Herr  v.   Helmholtz   aus   seinen 
Axiomen  zieht. 
Im  vorigen  Paragraphen  haben   wir  den  Helmholtzschen  Axio- 
men eine  solche  Fassung  gegeben,  dass  der  gruppentheoretische  Cha- 
rakter des  ganzen  Problems  deutlich  hervortritt.    Wir  wollen  jetzt  die 
Folgerungen,   die   Herr  v.  Helmholtz    aus    seinen   Axiomen   gezogen 
hat,   kritisch    beleuchten.      Um    das    möglichst    bequem    ausführen    zu 
können,  übersetzen  wir  zunächst   diese  Folgerungen,   soweit  das   mög- 
lich ist,  in  die  Sprache  der  Gruppentheorie.     Da  Herr  v.  Helmholtz 
sich  bei   seiner  Untersuchung  auf   den  Raum    von   drei   Dimensionen 
beschränkt  hat,  so  thun  wir  natürlich  dasselbe. 

Im  Räume  von  drei  Dimensionen  ist  jede  Gruppe  von  Bewegungen, 
die  den  Helmholtzschen  Forderungen  genügt,  sechsgliedrig.  Herr 
V.  Helmholtz  betrachtet  nun*),  so   können  wir  es  ausdrücken,   alle 

*)  Gott.  Nachr.  1868,  S.  202  ff.  Bemerkenswerth  ist  die  Weise,  in  der  er 
diese  Bewegungen  construirt.  Er  wählt  eine  bestimmte  Bewegung  S  aus,  bei  der 
ein  bestimmter  Punkt  P^  in  die  neue  Lage  P  übergeht,  andrerseits  denkt  er  sich 
die  allgemeinste  in  der  Gruppe  enthaltene  Bewegung  T  aufgestellt,  bei  der  eben- 
falls P  in  P  übergeführt  wird.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  augenschein- 
lich S~  ^  T  die  allgemeinste  der  Gruppe  angehörige  Bewegung,  bei  der  P  in  Ruhe 
bleibt.  Damit  ist  nicht  blos  bewiesen,  dass  es  derartige  Bewegungen  giebt,  son- 
dern es  sind  auch  die  Gleichungen  der  betreffenden  Bewegungen  auf  eine  solche 
Form  gebracht,  dass  sie  auf  die  dem  Punkte  P  unendlich  benachbarten  Punkte 
anwendbar  sind.  Natürlich  rechnet  Herr  v.  Helmholtz  nicht  symbolisch  mit 
Transformationen;  bei  ihm  kommt  nicht  einmal  der  Begriff  Schaar  von  Transfor- 
mationen expUcite  vor.  Wir  geben  überhaupt  den  Helmholtzschen  Entwick- 
lungen durch  Benutzung  der  Begriffe  und  Ausdrucksweisen  der  Gruppentheorie 
eine  schärfere  Form. 
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in  der  Gruppe  enthaltenen  Bewegungen,  die  einen  bestimmten  Punkt 
invariant  lassen.  Da  die  Gruppe  der  Bewegungen  transitiv  ist,  so 
bildet  der  Inbegriff  aller  Bewegungen,  die  einen  bestimmten  Punkt  in 
Ruhe  lassen,  eine  dreigliedrige  Gruppe.  Denken  wir  uns  der  Einfach- 
heit wegen  den  invarianten  Punkt  zum  Coordinatenanfang  gewählt,  so 
werden  die  Gleichungen  dieser  dreigliedrigen  Gruppe  die  Form  haben: 

x'  =  X^x  +  X^y  +  X^s  -\ 

(15)  ■  y'  =  ^^x  +  ft^2/  +  i^3^  H 

/  =  v^x  +  v^^y  +  v^z  -\ , 

wo  die  A,  /i,  v  und  die  weggelassenen  Glieder  höherer  Ordnung  noch 
von  drei  willkürlichen  Parametern  abhängen  und  wo  die  Determinante 
der  A,  ft,  V  sicher  nicht  identisch  verschwindet. 

Herr  v.  Helmholtz  betrachtet  aber  nicht  die  Gruppe  (15)  selbst, 
sondern  er  untersucht  blos,  wie  die  dem  Coordinatenanfang  unendlich 
benachbarten  Punkte  bei  der  Gruppe  (15)  transformirt  werden,  mit 
andern  Worten:  er  beschränkt  sich  auf  die  Betrachtung  der  Transfor- 
mationen: 

idx  =  l^dx  -{-  ^2  dy  +  A3  dz 
(^y  =  l^idx  +  ^<^dy  +  ^^ds 
dz  ='  v^dx  -\-  v^dy  -\-  v^dz ^ 
die  man  erhält,  wenn  man  die  Gleichungen  (15)  differentiirt  und  nach- 
her:   a;  ==  2/  ==  ^  =  ö  setzt.     Es  ist  klar,  dass  diese  Transformationen 
in  den  Veränderlichen:    dx,  dy,  dz  eine  Gruppe    bilden  und  zwar  ist 
das   keine   andre  Gruppe   als   die  lineare  homogene  Gruppe,   die    dem 
Coordinatenanfang  von  der  Gruppe  aller  Bewegungen  zugeordnet  wird 
und  die  namentlich  angiebt,  wie  die  Linienelemente:  dx  :  dy :  dz  durch 
den  Coordinatenanfang  transformirt  werden,   sobald   man   ihn  festhält 
(s.  Abschn.  I,  Theor.  109,  S.  603). 

Soweit  sind  die  Entwicklungen  des  Herrn  v.  Helmholtz  ein- 
wandfrei. Jetzt  aber  nimmt  er  stillschweigend  und  ohne  ein  Wort 
der  Begründung  an,  dass  alle  seine  Axiome,  die  er  über  die  nach 
Festhaltung  eines  Punktes  noch  möglichen  Bewegungen  aufgestellt 
hat,  auch  auf  die  Punkte  anwendbar  bleiben,  die  dem  festen  Punkte 
unendlich  benachbart  sind,  dass  also  aus  ihrem  Erfülltsein  für  endlich 
von  einander  entfernte  zugleich  folge,  dass  sie  für  unendlich  benach- 
barte Punkte  erfüllt  seien.  Schärfer  ausgedrückt:  er  denkt  sich  die 
lineare  homogene  Gruppe: 

ix  =  l^x  +  k^y  ~\~  h^ 
y  =  ^1^  +  t^2y  +  ^3^ 
/=  v^x  +  v^y  +  v^z 
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als  eine  Gruppe  von  Bewegungen,  die  den  Coordinatenanfang  invariant 
lässt,  und  setzt  voraus,  dass  die  Gruppe  (16')  jedes  seiner  Axiome  stets 
dann  erfülle,  wenn  die  Gruppe  (15)  dies  thue.  Auf  dieser  Annahme 
beruhen  alle  seine  nachfolgenden  Entwicklungen. 

Wir  wollen  zunächst  zeigen,  dass  diese  Voraussetzung  mit  einer 
andern  gleichbedeutend  ist,  die  sich  bequemer  aussprechen  lässt,  und 
dann  werden  wir  an  einer  Beihe  von  Beispielen  die  ünzulässiglceit  der 
ganzen  Voraussetzung  deutlich  machen. 

Die  Gruppe  (15)  ist  von  drei  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen von  der  Form: 


(17) 


+  (n-i^  +  n-22/  +  n-3^  -\ — )^' 

[k  =  1,  2,  3) 

erzeugt,  wo  die  a,  ß,  y  Constanten  bedeuten  und  wo  die  weggelassenen 
Glieder  von  höherer  Ordnung  in  den  x,  y,  2  sind.  Die  sechsgliedrige 
Gruppe  aller  Bewegungen  enthält  ausser  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen (17)  noch  drei  von  der  Form: 

(18)  P  +  ---,     q  +  ---,     r  +  --.. 

Die  Gruppe  (16')  andrerseits  ist  die  zur  Gruppe  (17)  gehörige  ver- 
kürzte Gruppe  und  ihre  infinitesimalen  Transformationen*): 

{LT,f=  {akix  +  ak^y  +  ciicz2)p  +  (fti^  +  ßk^y  +  ßkzz)q  + 

(19)  +{ykix  -\-  yk^y  +  Ykz2)r 

\  ik  =  1,  2,  3) 

entstehen  aus  (17)  durch  Weglassung  aller  Glieder  von  höherer  Ord- 
nung, sie  brauchen  jedoch  nicht  von  einander  unabhängig  zu  sein. 
Wir  bemerken  ausserdem  (vgl.  Abschn.  I,  S.  606),  dass  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen   auch   die  infinitesimalen   Transformationen: 

(20)  p,  q,  r,  LJ,  LJ,  LJ 

eine  transitive  Gruppe  erzeugen,  die  allerdings  nicht  sechsgliedrig  zu 
sein  braucht.  Diese  Gruppe  (20)  ist  nichts  andres  als  die  zur  Gruppe 
(17),  (18)  aller  Bewegungen  gehörige  verkürzte  Gruppe. 


*)  Wir  wollen  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  Herr  v.  Helmholtz  mit  den 
infinitesimalen  Transformationen  der  linearen  homogenen  Gruppe  (16')  operirt,  man 
kann  sogar  sagen,  dass  er,  wenn  auch  unbewusst,  die  eingliedrigen  Gruppen  be- 
trachtet, die  von  gewissen  unter  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzengt 
werden.  Dagegen  findet  sich  bei  ihm  keineswegs  der  allgemeine  Begriff  einer 
infinitesimalen  Transformation,  geschweige  denn  der  allgemeine  Begriff  einer 
eingliedrigen  Gruppe. 
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Die  von  Herrn  v.  Helmholtz  stillschweigend  eingeführte  Vor- 
aussetzung hat  nun  einfach  den  Sinn,  dass  die  Gruppe  (19)  dann  jedes 
Axiom  erfüllt,  das  über  die  nach  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs 
noch  möglichen  Bewegungen  gemacht  worden  ist,  wenn  die  Gruppe 
(17)  dieses  Axiom  erfüllt.  Andrerseits  aber  ist  klar,  dass  die  Gruppe 
(17),  (18)  aller  Bewegungen  dann  und  nur  dann  alle  Helmholtzschen 
Axiome  erfüllt,  wenn  die  Gruppe  (17)  den  nach  Festhaltung  des  Coor- 
dinatenanfangs noch  übrig  bleibenden  Axiomen  genügt.  Endlich 
leuchtet  ein,  dass  zwischen  den  beiden  Gruppen  (20)  und  (19)  genau 
dieselbe  Beziehung  besteht,  wie  zwischen  den  Gruppen  (17),  (18)  und 
(17).  Demnach  kommt  die  Helmholtz  sehe  Annahme  einfach  auf  die 
Voraussetzung  hinaus,  dass  die  verkürzte  Gruppe  (20)  immer  dann  jede 
von  ihm  aufgestellte  Forderung  erfülle^  wenn  die  ursprüngliche  Gruppe 
(17),  (18)  dies  thne. 

Diese  Annahme  wird  von  Herrn  v.  Helmholtz  stillschweigend 
gemacht,  ohne  die  geringste  Andeutung  eines  Beweises,  ja  ohne  eine 
Andeutung,  dass  sie  überhaupt  eines  Beweises  bedürfe.  Wir  wollen 
an  einer  Reihe  von  Beispielen*)  zeigen,  dass  diese  Annahme  unbe- 
rechtigt ist.  V^ir  werden  finden,  dass  eine  sechsgliedrige  transitive 
Gruppe  des  B^  sehr  gut  gewisse  von  den  Helmholtzschen  Forde- 
rungen erfüllen  kann,  während  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe  das 
nicht  thut;  wir  werden  andrerseits  sehen,  dass  zu  einer  sechsgliedrigen 
transitiven  Gruppe,  die  gewisse  von  den  Helmholtzschen  Forderungen 
nicht  erfüllt,  eine  verkürzte  Gruppe  gehören  kann,  die  die  betreffenden 
Forderungen  erfüllt. 

Wie  wir  gesehen  haben,  kommt  ein  Theil  der  Helmholtzschen 
Forderungen  darauf  hinaus,  dass  zwei  Punkte  der  Gruppe  aller  Be- 
wegungen gegenüber  eine  und  nur  eine  Invariante  haben.  Nun  haben 
die  beiden  Punkte:  iCj,  t/i;  ^i  und  0^2,  2/2;  ^2  ^®i  ^^^  sechsgliedrigen 
transitiven  Gruppe: 
(21)         g,  xq  +  r,  x^q  +  2a;r,  x^q  +  Sic^r,  x^q  -\-  4ic^r,  p 

nur  die  eine  Invariante :  X2  —  x^,  bei  der  zugehörigen  verkürzten 
Gruppe : 

(21')  q,  r,  xr,  p 

dagegen  haben  sie  die  beiden  Invarianten :  X2  —  x^  und  y^  —  2/i  • 
Andrerseits  haben  die  beiden  Punkte  bei  der  sechsgliedrigen  transi- 
tiven Gruppe: 


*)  Lie  hat  diese  Beispiele  zuerst  in  den  Comptes  Rendus  von  1892  mitgetheilt 
(Bd.  114,  S.  463). 
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(22)  q,  xq  +  r,  x^q  +  2xr,  x^q  +  ?>x^r,  p^  xp  —  zr 

gar    keine    Invariante,    während    sie    bei    der    zugehörigen   verkürzten 

Gruppe : 

(22')  q,  r^  xr^  p^  xp  —  0r 

die  Invariante:  2/2  —  2/i  haben. 

Hieraus  geht  hervor,  dass  die  beiden  Gruppen  (17),  (18)  und 
(20)  im  Allgemeinen  die  hier  angenommene  Forderung  nicht  gleich- 
zeitig erfüllen. 


(23)  f '  '' 


Betrachten  wir  ferner  die  Gruppe: 

xq  +  ^,  x^q  +  2xr,  xp  -}-  yq  -\-  er 
x^p  +  2xyq  +  2(cx  -\-  y)  r, 
die  uns  schon  auf  S.  418  begegnet  ist.    Bei  dieser  Gruppe  haben  nach 
S.  419   zwei  Punkte  eine  und  nur   eine  Invariante  und  s  >  2  Punkte 
haben   keine  wesentliche  Invariante,    sie    erfüllt    also    gewisse  Forde- 
rungen,  die  aus   den  Helmholtzschen  Axiomen  folgen  (vgl.  S.  452). 
Aber  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe: 
(230  3',  P>  ^;  ^^.  ^P  +  y(l  —  cxq,  yr 

erfüllt  diese  Forderungen  nicht,  denn  sie  enthält  sogar  drei  infinitesi- 
male Transformationen,  nämlich:  r,  xr,  yr^  welche  die  Bahncurven 
gemein  haben,  und  das  darf  nach  S.  405,  Satz  1  nicht  eintreten,  wenn 
zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  und  s^  2  Pmikte  keine  wesentliche 
Invariante  haben  sollen. 

Demnach  braucht  auch  die  hier  betrachtete  Forderung  von  der 
Gruppe  (20)  nicht  immer  erfüllt  zu  werden,  wenn  sie  von  der  Gruppe 
(17),  (18)  erfüllt  wird. 

Endlich  gehört  auch  das  Monodromieaxiom  zu  den  Forderungen, 
die  sehr  gut  bei  der  Gruppe  (17),  (18)  erfüllt  sein  können,  ohne  dass 
sie  es  bei  der  Gruppe  (20)  sind.  , 

Den  Beweis  hierfür  liefert  die  Gruppe: 

p,  q,  xp  +  yq  +  r,    yp  —  xq 
(24)  (x^  -'y')P  +  ^ocyq  +  2xr 

2xyp  + {y^  —  x^)q  +  2yr, 
die  wir  auf  S.  432  gefunden  haben.    Diese  äusserst  merkwürdige  Gruppe 
erfüllt  nämlich   alle  Forderungen  des  Helmholtzschen  Monodromie- 
axioms,  während  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe: 
(24')  p,  q,  r,  yp  —  xq,  xr,  yr 

dies  nicht  thut. 
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Dass  die  Gruppe  (24')  das  Monodromieaxiom  nicht  erfüllt,  ist 
leicht  elüzuseheu.  Halten  wir  nämlich  zwei  Punkte  von  allgemeiner 
gegenseitiger  Lage  fest,  etwa  den  Coordinatenanfang  und  den  Punkt 
^oi  Po)  ^0)  ^^  ^0  ^^^^  Vo  J^icht  beide  verschwinden,  so  bilden  die  noch 
möglichen  "Bewegungen  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  von  der  infinitesi- 
malen Transformation:  (x^y  —  y^x)  r  erzeugt  ist,  deren  endliche  Glei- 
chungen also  die  Form  haben: 

x=x,    y'=y,    2  =  z  +  t{x^y  —  y^x), 

Augenscheinlich  kehrt  aber  hier  der  Punkt  x,  y,  z  niemals  in  seine 
Anfangslage  zurück,  wenn  t  von  Null  an  beständig  wächst. 

Um  uns  andrerseits  zu  überzeugen,  dass  die  Gruppe  (24)  das 
Monodromieaxiom  erfüllt,  müssen  wir  auf  die  Bewegungen  dieser 
Gruppe  etwas  näher  eingehen. 

Hält  man  bei  der  Gruppe  (24)  einen  Punkt  x^j  y^,  z^  fest,  so 
bewegt  sich  im  Allgemeinen  jeder  andre  Punkt  x,  y,  z  ganz  frei  auf 
der  hindurchgehenden  Pseudokugel: 

(25)  { {x  —  x^y  +  {y  —  yoT  ]  e-'  =  const. 

mit  dem  Mittelpunkte:  XQ,yQ,ZQ'^  nur  die  Punkte  der  Geraden:  x  =  Xq, 
2/  =  2/o7  ^^6  offenbar  selbst  eine  Pseudokugel  ist,  machen  eine  Aus- 
nahme, denn  sie  bleiben  sämmtlich  in  Ruhe.  Wollen  wir  daher  zwei 
verschiedene  Punkte  festhalten,  die  nur  bei  einer  eingliedrigen  Unter- 
gruppe von  (24)  gleichzeitig  in  Ruhe  bleiben,  so  müssen  wir  diese 
Punkte  so  wählen,  dass  ihre  Verbindungslinie  nicht  zur  ^-Axe  parallel 
wird. 

Zwei  derartige  Punkte  sind  der  Coordinatenanfang  und  ein  belie- 
biger Punkt  Xq,  y^,  z^^,  für  den  x^  und  y^  nicht  beide  verschwinden. 
Die  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Gruppe,  bei  der  diese 
beiden  Punkte  invariant  bleiben,  bestimmen  sich  aus  dem  simultanen 
System : 

^  ^        j  \    Vo  (^''  —  2/'')  20^0^' 2/' 


(26) 


^*  ^   '     <-\-yo'        ^o'  +  y.' 

dt  -^  -t-^^^4_2/,^-t-    x,'-\-y^ 

dz'         2(y^x  —  x^y) 


dt  X,'  +  2/0* 

mit   den   bekannten    Anfangsbedingungen:    [x]t=o=  oo  u.   s.   w.     ilus 
(26)  findet  man: 

und  hieraus  durch  Integration: 
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(27)  ^'+z7/'  = 


C^o  4-  ^VoM^  +  *?/) 


^0  +  i(y  —  y.)  ]  (^    -\-  X  -^  hj 


Andrerseits  weiss  man,  dass  sich  der  Punkt  x,y,0  auf  der  durch  ihn 
gehenden  Pseudokugel  bewegt,  die  den  Coordinatenanfang  zum  Mittel- 
punkt hat;  man  bekommt  also  zwischen  x,  y,  z  und  x  ^  y\  z  noch  die 
Gleichung: 

{x^  +  xP)e-'  =  {??  ■\-  f)e-' , 

aus  der  sich  sofort  ergiebt: 

Damit  sind  die  endlichen  Transformationen  der  in  Rede  stehenden 
eingliedrigen  Gruppe  vollständig  bestimmt.  Es  wäre  auch  leicht,  sie 
in  reeller  Form  anzugeben,  aber  das  ist  für  unsern  Zweck  gar  nicht 
nöthig,  deun  schon  die  Gleichungen  (27)  und  (28)  zeigen,  dass  unsre 
Gruppe  (24)  das  Monodromieaxiom  erfüllt.  Unterwirft  man  nämlich 
den  Raum  der  continuirlichen  Bewegung,  die  durch  die  Gleichungen 
(27),  (28)  bestimmt  ist,  und  lässt  man  die  Veränderliche  t  alle  reellen 
Werthe  zwischen  0  und  2%  durchlaufen,  so  kehren  für  ^  =  2;r  alle 
Punkte  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zurück*). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Gruppe  (24)  in  der  That  das  Mono- 
dromieaxiom erfüllt,  während  die  zugehörige  verkürzte  Gruppe  (24') 
es  nicht  erfüllt. 

Die  Gruppe  (24)  ist  auch  noch  deshalb  besonders  merkwürdig, 
weil  sie  in  der  schlagendsten  Weise  zeigt,  wie  wenig  sich  aus  dem 
Verhalten  endlich  von  einander  entfernter  Punkte  auf  das  Verhalten 
unendlich  benachbarter  Punkte  schliessen  lässt,  und  wie  gefährlich  es 
ist,  wenn  man,  wie  Herr  v.  Helmholtz,  die  für  jene  aufgestellten 
Axiome  auf  diese  überträgt. 

Hält  man  nämlich  bei  der  Gruppe  (24)  einen  Punkt  fest,  etwa 
den  Coordinatenanfang,  so  bewegt  sich,  wie  wir  oben  sahen,  jeder 
andre  Punkt   im  Allgemeinen    auf  einer   der  oo^   invarianten  Flächen: 

(x^  -{-  y^)e-'  =  const. 
Die  Punkte  jeder  solchen  Fläche  werden  dreigliedrig  transformirt  und 
zwar  durch  eine  Gruppe,  die,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  mit  der 


*)  Die    Go^  Bahncurven,   die  hierbei  von  den  Punkten  des  Raumes   durch- 
laufen werden,  sind  die  Schnittcurven  der  beiden  Schaaren  von  Pseudokugeln: 

{x^  +  y^)  e-'  =  const.,    { {x  —  x^Y  -\- {y  -  y^Y }  e-'  =  const. 

Ihre  Projectionen  auf  die  rc,  2/- Ebene  sind  daher  im  Allgemeinen  Kreise,  in  Aus- 
nahmefällen aber  auch  gerade  Linien. 


460  Abtheihmg  V.    Kapitel  21.    §  94,  95. 

Grille  der  EuMidiscJien  Bewegungen  einer  Ebene  gleichzusammen- 
gesetzt  und  überdies  durch  eine  reelle  Punkttransformation  ähnlich  ist. 
Ganz  anders  verhalten  sich  die  dem  Coordinatenanfang  unendlich 
benachbarten  Punkte.  Um  sich  ein  Bild  davon  zu  machen,  wie  diese 
Punkte  transformirt  werden,  wenn  der  Coordinatenanfang  festgehalten 
wird,  fasst  man  am  besten  die  Gruppe  ins  Auge,  von  welcher  die  oo^ 
Linienelemente  durch  den  Coordinatenanfang  transformirt  werden,  denn 
jeder  dem  Coordinatenanfang  unendlich  benachbarte  Punkt  bestimmt 
ein  solches  Linienelement.  Versteht  man  unter  x\  i/,  /  die  homogenen 
Coordinaten  eines  Linienelements,  so  lautet  diese  Gruppe: 

yp—xq,     xr\     yr 

und  man  erkennt  sofort,  dass  bei  ihr  die  Mannigfaltigkeit  der  oo^ 
Linienelemente  durch  eine  projective  Gruppe  transformirt  wird,  die  zu 
der  Gruppe  der  EuMidischen  Bewegungen  einer  Ebene  dualistisch  ist. 

Man  sieht  hieraus,  dass  lei^n  üebergang  von  endlich  entfernten 
Punlcten  m  unendlich  henachlarten  ein  vollständiger  Sprung  stattfinden 
Tiann  und  dass  die  unendlich  benachbarten  Punkte  unter  Umständen  ganz 
andern  Gesetzen  gehorchen  als  die  endlich  von  einander  entfernten. 

Durch  die  vorstehenden  Beispiele  ist  zur  Genüge  dargethan,  dass 
die  auf  S.  455  ff.  genauer  beschriebene  Annahme,  die  Herr  v.  Helm- 
holtz  stillschweigend  eingeführt  hat,  unrichtig  ist.  Da  nun  seine 
übrigen  Betrachtungen  sämmtlich  von  dieser  Annahme  ausgehen  und 
nur  auf  Grund  dieser  Einnahme  Beweiskraft  haben,  so  kommen  wir  zu 
dem  Ergebnisse,  dass  Herr  v.  Helmholtz  die  Behauptungen,  die  er 
am  Schlüsse  seiner  Arbeit  aufstellt,  nicht  bewiesen  hat:  er  hat  nicht 
bewiesen,  dass  seine  Axiome  zur  Charakterisirung  der  Euklidischen 
und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  hinreichen. 

Nachdem  wir  uns  auf  diese  Weise  überzeugt  haben,  dass  die  Ent- 
wicklungen des  Herrn  v.  Helmholtz  keine  Beweiskraft  haben,  werden 
wir  zunächst  in  §  95  an  die  Voraussetzungen  anknüpfen,  die  Herr 
V.  Helmholtz  im  Laufe  seiner  Rechnungen  aufgestellt  hat. 

§  95. 

An    die  Helmholtzschen  Rechnungen    anknüpfende    Betrach- 
tungen. 

Wir  sahen  im  vorigen  Paragraphen,  dass  Herr  v.  Helmholtz 
seine  Axiome  ohne  Weiteres  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  an- 
wendet.    In  der  unrichtigen  Voraussetzung,  dass  das  zulässig  sei,  lag 
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die  Schwäche  der  Helmholtzschen  Entwicklungen;  die  Einführung 
dieser  Voraussetzung  nahm  seinen  üeberlegungen  die  Beweiskraft. 

Mau  kann  nun  diesen  Fehler  vermeiden,  wenn  man  von  vornher- 
ein die  Helmholtzschen  Axiome  so  umgestaltet,  dass  sie  sich  blos  auf 
unendlich  benachbarte  Punkte  beziehen;  dabei  kann  man  es  immer  so 
einrichten,  dass  die  Helmholtzschen  Rechnungen  bei  Zugrundelegung 
der  in  dieser  Weise  formulirten  Axiome  wirklich  zum  Ziele  führen. 
Da  das  in  verschiedenen  Weisen  möglich  ist  und  da  es  nicht  lohnt, 
die  verschiedenen  Möglichkeiten  durchzusprechen,  so  begnügen  wir 
uns  mit  Folgendem:  Wir  stellen  ein  System  von  Axiomen  auf,  das 
sich  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  bezieht  und  das  mit  den  Vor- 
aussetzungen, die  Herr  v.  Helmholtz  bei  seinen  Rechnungen  still- 
schweigend eingeführt  hat,  wenn  auch  nicht  übereinstimmt,  so  doch 
mit  ihnen  nahe  verwandt  ist.  Sodann  beweisen  wir  durch  Rechnungen^ 
die  im  Principe  von  den  Helmholtzschen  nicht  abweichen,  dass  dieses 
System  von  Axiomen  zur  Charakterisirung  der  Euklidischen  und  der 
Nichteuklidischen  Bewegungen  des  gewöhnlichen  Raumes  hinreicht. 

Die  Axiome,  die  wir  aufstellen,  lauten  so: 

I)  Der  dreifach  ausgedehnte  Raum  ist  eine  Zahlenmannigfaltigleit. 

H)  Bie  Bewegungen  dieses  Raumes  bilden  eine  reelle  continuirliche 
Gruppe  von  Bunlvttransformationen. 

ni)  Hält  man  einen  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  hat 
die  lineare  homogene  Gruppe,  die  bestimmt,  in  welcher  Weise  die  oo^ 
reellen  durch  den  PunU  gehenden  Linienelemente  transformirt  tverden, 
gerade  drei  Parameter. 

IV)  Jede  reelle  eingliedrige  Untergruppe  der  eben  erwähnten  linearen 
homogenen  Gruppe  ist  so  beschaffen,  dass  bei  ihr  alle  reellen  Linienele- 
mente, die  nicht  in  Ruhe  bleiben,  reelle  Kegel,  beschreiben,  bei  deren  con- 
tinuirlicher  Burchlaufung  sie,  ohne  umzukehren,  schliesslich  gleichzeitig  in 
ihre  Anfangslagen  zurückkommen;  oder  genauer  ausgedrückt:  sind: 

x^  =  a^{t)x  +  a^{t)y  +  a^{t)z 
y^^ß,(t)x  +  ß,(t)y'+ß,(t)/ 

<  ==  ri  (0  ^  +  ^2  (0  y  +  yz  (f)  ^ 

die  endlichen  Gleichungen  einer  solchen  eingliedrigen  Gruppe  in  ihrer 
kanonischen  Form,  so  tritt,  wenn  die  reelle  Veränderliche  t  von  0 
an  beständig  wächst,  für  einest  endlichen  positiven  Werth  von  t  schliesslich 
der  Fall  ein,  dass  sich:  Xj^iy^iz^'  verhalten  wie:  x:y:z. 

Wir  werden  zeigen,  dass  diese  Axiome  vollständig  genügen,  um 
die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  zu  charakte- 
risiren. 
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Zunächst  müssen  wir  bestimmen,  welche  Form  die  in  den  Axiomen 
erwähnte  lineare  homogene  Gruppe  besitzt. 

Es  seien:  a?/,  rr/,  x^  die  homogenen  Coordinaten  der  Linienele- 
mente durch  einen  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage; 
die  dem  Punkte  zugeordnete  lineare  homogene  Gruppe  g  enthält  dann 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  drei  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen  von  der  Form: 

1,  2,  3 
(29)  ^    ak^ivXl^p'r      U-  =  l,2,3). 

Unter  diesen  infinitesimalen  Transformationen  kann  es  höchstens  eine 
geben,  die  jedes  Liuienelement:  x^:x^:x^  stehen  lässt,  demnach  ist 
sicher,  dass  die  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  der  oo^  Linien- 
elemente: x^'.x^'.x^  bei  g  durch  eine  projective  Gruppe  g  transfor- 
mirt  wird,  die  entweder  drei  oder  zwei  Parameter  hat. 

Beziehen  wir  unsre  cx)^  Linienelemente  projectiv  auf  die  reellen 
Punkte  einer  Ebene,  so  erscheint  g  als  eine  reelle  drei-  oder  zweiglied- 
rige projective  Gruppe  g'  der  Ebene.  Jede  reelle  eingliedrige  Unter- 
gruppe von   g'  ist  dann  so  beschaffen,   dass  in  der  lianonischcn  Form: 

ihrer  endlichen  Gleichungen  die  Grössen  j'  und  ^'  periodische  Func- 
tionen der  reellen  Veränderlichen  t  sind.  Alle  reellen  Punkte,  die  bei 
einer  solchen  eingliedrigen  Gruppe  nicht  invariant  bleiben,  bewegen 
sich  daher  bei  ihr  auf  reellen  Curven,  die  sie  in  ihrer  ganzen  Aus- 
dehnung continuirlich  durchlaufen  und  zwar  derart,  dass  sie,  ohne  um- 
zukehren, schliesslich  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zurückkommen; 
sollte  die  unendlich  ferne  Gerade  bei  der  betreffenden  eingliedrigen 
Gruppe  nicht  invariant  bleiben,  so  kann  natürlich  auch  ein  im  End- 
lichen gelegener  Punkt  bei  seiner  Bewegung  durch  das  Unendliche 
hindurchgehen. 

Wir  werden  jetzt  zuerst  alle  reellen  eingliedrigen  projectiven 
Gruppen  der  Ebene  aufsuchen,  die  von  der  eben  geschilderten  Be- 
schaffenheit sind.  Kennen  wir  die,  so  wird  es  uns  nicht  schwer  fallen, 
alle  zwei-  und  dreigliedrigen  reellen  projectiven  Gruppen  der  Ebene 
aufzufinden,  die  nur  reelle  eingliedrige  Untergruppen  von  dieser  Be- 
schaffenheit enthalten.  Daraus  endlich  werden  wir  schliessen  können, 
welche  Form  die  lineare  homogene  Gruppe  (29)  hat. 

Nach  S.  107  und  384  lässt  sich  jede  reelle  eingliedrige  projective 
Gruppe  der  Ebene  durch  eine  reelle  projective  Transformation  dieser 
Ebene  auf  eine  der  sieben  Formen: 
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(30)  ?P  +  c^q  (c  +  0,1);     t)p  — 3cq  +  c(i'p  +  t)q)    (c  +  o) 

^p  — £q 

bringen.  Welche  von  diesen  eingliedrigen  Gruppen  haben  nun  die 
hier  von  uns  verlangte  Beschaffenheit? 

Die  ersten  fünf  haben  sie  sicher  nicht.  Bei  jeder  von  ihnen 
bleibt  nämlich  mindestens  eine  reelle  Gerade  in  Ruhe,  deren  Punkte 
eingliedrig  transformirt  werden  und  zwar  derart,  dass  auf  dieser  Ge- 
raden entweder  zwei  getrennte  oder  zwei  zusammenfallende  reelle 
Punkte  ihre  Lage  behalten.  Hieraus  folgt,  dass  ein  reeller  Punkt  einer 
solchen  Geraden,  der  nicht  in  Ruhe  bleibt,  sich  zwar  im  Allgemeinen 
frei  auf  der  Geraden  bewegen  kann,  dass  er  aber  nicht  im  Stande  ist, 
die  Gerade  continuirlich  derart  zu  durchlaufen,  dass  er,  ohne  umzu- 
kehren, schliesslich  in  seine  Anfangslage  zurückkommt;  er  kann  ja 
keinen  der  invarianten  Punkte  der  Geraden  überschreiten. 

Ebensowenig  erfüllt  die  eingliedrige  Gruppp: 
t)p  -  3cq  +  c(£|3  + tiq)     (c  +  o) 

unsre  Forderung.  Bei  ihr  beschreibt  nämlich  jeder  nicht  invariante 
reelle  Punkt  ein^  logarithmische  Spirale;  durchläuft  er  nun  diese  Spirale 
continuirlich  ohne  umzukehren^  so  kommt  er  offenbar  niemals  in  seine 
Anfangslage  zurück. 

Demnach  ist  die  eingliedrige  Gruppe: 

(31)  9^-?q, 

bei  der  jeder  reelle  Punkt  einen  Kreis  beschreibt,  die  einzige  unter 
den  Gruppen  (30),   die  unsre  Forderung  erfüllt. 

Betrachten  wir  nun  die  verschiedenen  Typen  der  reellen  zwei- 
und  dreigliedrigen  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene  (s.  S.  106  f.  und 
S.  384),  so  erkennen  wir  sofort,  dass  fast  jede  von  ihnen  eine  reelle 
eingliedrige  Untergruppe  enthält,  die  eine  der  sechs  ersten  unter  den 
Formen  (30)  besitzt  oder  doch  wenigstens  durch  eine  reelle  projective 
Transformation  auf  eine  dieser  Formen  gebracht  werden  kann.  Die 
einzige  reelle  projective  Gruppe  mit  zwei  oder  drei  Parametern,  die 
keine  solche  eingliedrige  Gruppe  enthält,  ist  die  dreigliedrige  reelle 
projective  Gruppe: 

(32)  p  +  j(j|3  +  ^q)^   q  +  t)(jt)  +  t)q),    \)p  -  icq 

des  imaginären  Kegelschnitts:  j^  +  t)^  -f-  1  =  0. 

Hieraus  folgt,  dass  die  auf  S.  462  definirte  Gruppe  g  unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  stets  dreigliedrig  ist  und  durch  eine  reelle 
projective  Transformation  auf  die  Form  (32)   gebracht  werden   kann. 
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Kehren  wir  daher  zu  der  linearen  homogenen  Gruppe  (29)  zurück,  so 
erkennen  wir  unmittelbar  (vgl.  S.  110),  dass  diese  durch  eine  reelle 
lineare  homogene  Transformation  die  Form: 

(,«,»'  =  1,2,3;    «^,»,  +  «».^  =  0) 

erhält.  Durch  paarweise  Combination  dieser  Transformationen  ergiebt 
sich  endlich,  dass  alle  a^v  verschwinden. 

Damit  sind  wir  zu  dem  Ergebnisse  gelangt,  dass  die  reelle 
lineare  homogene  Gruppe  (29)  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
stets  in  der  Form: 

^i>2'  —  ^h\j     ^^Pz  —  ^iv%i     ^3>/  —  KPz 

angenommen  werden  kann.  Hieraus  aber  folgt,  dass  jede  reelle  Gruppe 
von  Transformationen,  die  unsre  Axiome  III  und  IV  erfüllt,  in  der 
Umgebung  jedes  reellen  Punktes:  x^^  x^^  x^  von  allgemeiner  Lage 
drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung 
in  den  x^  —  xj^  enthält,  die  man  sich  auf  die  Form: 

(X^  —  X^^)  Pv  —  {Xy  —  Xv^)P/^  +  .  .  .        iu,  V  =  1,  2,  3;  /^  <  1) 

gebracht  denken  kann,  dass  sie  dagegen  sonst  keine  infinitesimale 
Transformation  von  erster  Ordnung  enthält  und  insbesondere  keine 
von  der  Form: 

{x^  -  ^i^)i)i  +  (x,  —  x^'')p,  +  (x,  —  Xs'')ps  H . 

Hiermit  ist  aber  die  Bestimmung  aller  dieser  Gruppen  auf  das  in  §  84 
(S.  365  ff.)  erledigte  Problem  zurückgeführt.  Wir  können  daher  zu- 
nächst schliessen,  dass  die  betreffenden  Gruppen  endlich  sind  und 
zwar  sechsgliedrig.  Ausserdem  ergiebt  sich  aber,  dass  sie  durch  eine 
reelle  Punkttransformation  ähnlich  sind  entweder  mit  der  Gruppe  der 
Euklidischen  Bewegungen  oder  mit  der  reellen  projectiven  Gruppe 
einer  der  beiden  Flächen  zweiten  Grades: 

^l'  +  X,'  +  ^3^  +  1  =  0,     X,^  +  X,^  +  0^3^  -  1  =  0. 

Demnach  lässt  sich  jede  reelle  Gruppe  des  dreifach  ausgedehnten 
Raumes,  die  unsre  Axiome  III  und  IV  erfüllt,  durch  eine  reelle  Punkt- 
transformation entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen 
überführen.  Mit  andern  Worten:  Unsre  Axiome  I  ...  IV  reichen 
wirklich  zur  Charakterisirung  dieser  drei  Arten  von  Bewegungen  aus. 
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§  96. 

Welche   Schlüsse   lassen   sich   aus   den   Helmholtzschen 

Axiomen  ziehen? 

Wir  wollen  nunmehr  von  den  Untersuchungen,  die  Herr  v.  Helm- 
hol tz  selbst  auf  Grund  seiner  Axiome  angestellt  hat,  ganz  absehen 
und  wollen,  wie  schon  auf  S.  438  angekündigt,  feststellen,  was  aus 
den  Helmholtzschen  Axiomen  an  sich  für  Schlüsse  gezogen  werden 
können.  Wir  beschränken  uns  dabei  wiederum  auf  den  gewöhnlichen, 
dreifach  ausgedehnten  Raum. 

In  §  93  haben  wir  angegeben,  wie  'sich  die  Helmholtzschen 
Axiome  formuliren  lassen,  wenn  man  sie  in  der  in  §  92  auseinander- 
gesetzten Weise  deutet  und  wenn  man  die  Begrijffe  und  Ausdrucks- 
weisen der  Gruppentheorie  hinzunimmt.  Sehen  wir  nun  zu,  welche 
Gruppen  des  dreifach  ausgedehnten  Raumes  den  in  §  93  aufgestellten 
Forderungen  genügen. 

Jede  der  verlangten  Gruppen  ist  reell,  endlich  und  continuirlich, 
zwei  Punkte  haben  bei  ihr  eine  und  nur  eine  Invariante  und  mehr  als 
zwei  Punkte  haben  keine  wesentliche  Invariante.  Nach  Theorem  37, 
S.  433  ist  aber  jede  derartige  Gruppe  durch  eine  reelle  Punkttrans- 
formation ähnlich  mit  einer  der  auf  S.  433  f.  zusammengestellten  Grup- 
pen, es  bleibt  uns  daher  nur  noch  übrig,  unter  den  dortigen  Gruppen 
alle  die  auszuschliessen,  die  den  übrigen  Forderungen  des  §  93  nicht 
entsprechen. 

Diese  übrigen  Forderungen  kommen  alle  darauf  hinaus,  dass  unsre 
Gruppen  innerhalb  eines  gewissen  endlichen  Bereichs  des  dreifach  aus- 
gedehnten Raumes  gewisse  Eigenschaften  besitzen  sollen.  Da  der 
Coordinatenanfang  bei  allen  den  Gruppen  auf  S.  433  f.  ein  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  ist,  so  können  wir  offenbar  annehmen,  dass  der  be- 
treffende Bereich  aus  allen  reellen  Punkten  bestehe,  die  in  einer 
gewissen  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  liegen.  Demnach  brauchen 
wir  nur  noch  zu  untersuchen,  welche  unter  den  Gruppen  auf  S.  433  f. 
die  nachstehenden  Eigenschaften  besitzen: 

Erstens  muss  die  Invariante:  «/ (;3^i ,  ^i ,  ^i ;  ^2?  2/2? '^2)  zweier  Punkte 
so  beschaffen  sein,  dass  die  Relation: 

(33)  J(xi,  y„  ^1;  X,,  2/2;  ^2)  =  ^(^1';  2/1'.  ^1';  ^2%  2/2';  ^2') 

für  jedes  Paar  von  einander  verschiedener  reeller  Werthsysteme: 
^1^  2/l^  ^1^  und  iC2^  2/2^  ^2^  iii  einer  gewissen  Umgebung  des  Coor- 
dinatenanfangs eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  Xj^,  2/1,  ^1,  ^2^  y.^,  ^2 
liefert. 

Lie,  Theorie  der  Transformationiägruppeu.     III.  30 
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Zweitens  muss  bei  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  jeder  be- 
liebige Punkt  Xq,  !/o,  0q,  der  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Coor- 
dinatenanfangs liegt,  noch  in  alle  Punkte  x,  y,  z  dieser  Umgebung 
übergehen  können,  die  der  Gleichung: 

(34)  J{x,  y,  z-,  0,  0,  0)  ^  J^x,,  y,,  z,-,  0,  0,  0) 

genügen  und  nach  denen  überhaupt  ein  continuirlicher  Uebergang 
durch  Punkte  dieser  Art  möglich  ist*). 

Drittens  muss  das  Monodromieaxiom  erfüllt  sein. 

Wir  untersuchen  zunächst,  bei  jeder  einzelnen  unter  den  Gruppen  auf 
S.  433f.,  ob  sie  die  erste  unter  diesen  Forderungen  erfüllt,  thut  sie  das, 
so  fragen  wir,  ob  sie  die  zweite  erfüllt;  das  Monodromieaxiom  ziehen 
wir  erst  in  letzter  Linie  in  Betracht.  Da  übrigens  die  Gruppe  der 
Euklidischen  und  die  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen 
offenbar  alle  unsre  Forderungen  erfüllen,  so  lassen  wir  sie  gleich  von 
vornherein  bei  Seite. 

Dass  die  beiden  Gruppen: 

(35)  p,  q,  r,  xq—yp,  yr  +  zq,  zp  +  xr 

und: 

p  —  xU,  q  —  yU,  r  -{-  zU,  xq  —  yp,  yr  +  zq,  zp  +  xr 

unsre  erste  Forderung  erfüllen,  liegt  auf  der  Hand,  denn  z.  B.  für  die 
erste  von  ihnen  lautet  die  Gleichung  (33)  so: 

1     (^2  -  ^i)'  +  (2/2  -  yiY  -  (^2  -  ^l)'  = 

und  das  ist  immer  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^,  y^,  z^^x^^^y^,  z^. 
Dagegen  erfüllen  sie  die  zweite  Forderung  nicht.     Für  beide  Gruppen 
hat  nämlich  die  zugehörige  Gleichung  (34)  die  Form: 
(37)  x'  +  f  -  z'  -=  x^'  +  2/o'  —  ^o'. 

Nun  kann  allerdings  im  Allgemeinen  der  Punkt  x^^  y^,  Zq  nach  Fest- 
haltung des  Coordinatenanfangs  noch  in  alle  reellen  Punkte  übergehen, 
die  der  Gleichung  (37)  genügen,  aber  für  alle  Punkte  x^,  y^,  z^,  die 
auf  dem  Kegel  zweiten  Grades:  V  +  W^  —  V  =  ^  liegen,  gilt  das 
nicht  mehr;  für  diese  Punkte  erhält  ja  die  Gleichung  (37)   die  Form: 

■x'  +  2/'  —  ^'  =  0 
und   es  ist  klar,   dass  jeder   solche  Punkt  in   alle  Punkte   übergehen 
kann,    die    dieser  Gleichung   genügen,   nur   nicht   in   den  Coordinaten- 
anfang,  denn  der  bleibt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  Ruhe. 

*)  Allerdings  wird  in  §  93  eigenthch  noch  mehr  verlangt,  aber  wir  werden 
sehen,  dass  schon  diese  Forderung  vollständig  genügt. 
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Wir  sehen   hieraus,    dass  die  Gruppen  (35)  und  (36)    schon   aus- 
zuschliessen  sind,  ohne  dass  man  das  Monodromieaxiom   benutzt. 

Für  die  Gruppe: 
(38)       Pj  q,  xp  +  r,  yq  -\-  er,  x^p  +  2xr,  xfq  +  2cyr     (c  +  o) 
lässt  sich  die  zugehörige  Gleichung  (33)  in  der  Form: 

schreiben.  Ist  c  negativ,  so  wird  diese  Gleichung  zu  einer  Identität, 
sobald  man  x^  =  x^  und  y<^  ==  y^  setzt,  ist  dagegen  c  positiv,  so 
liefert  sie  für  jedes  Paar  von  einander  verschiedener  Werthsysteme 
^xiVi^^i  und  x^^y^jZ^  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^,y^,z^j 
^2?  2/2?  ■^2-  Di®  Gruppe  (38)  erfüllt  daher  unsre  erste  Forderung  nur 
dann,  wenn  c  positiv  ist. 

Aber  die  zweite  Forderung  erfüllt  sie  auch  im  Falle:  c>0  nicht. 
Die  Gleichung  (34)   erhält  nämlich  für  unsre  Gruppe  die  Form: 


ei'  ei" 

es  müsste  also  nach  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  der  Punkt 
Xq,  2/o?  ^0  ^^^^^  ^^^®  Lagen  x,  y,  z  in  einer  gewissen  Umgebung  des 
Coordinatenanfangs  annehmen  können,  die  dieser  Gleichung  genügen. 
Für  Punkte  n;^,  y^,  Zq  von  allgemeiner  Lage  ist  das  allerdings  der 
Fall.  Ist  jedoch  z.  B.  Xq=  y^  =  0,  so  müsste  der  Punkt  Xq,  ?/q,  Zq 
noch  in  alle  in  einer  gewissen  Umgebung  des  Coordinatenanfangs 
liegenden  Punkte  übergehen  können,  die  der  Gleichung:  xy^  =  0  ge- 
nügen, das  ist  aber  unmöglich,  da  bei  Festhaltung  des  Coordinaten- 
anfangs überhaupt  alle  Punkte  der  Geraden :  x  =  y  =0  in  Ruhe 
bleiben  (s.  S.  426). 

Also   ist   auch   die   Gruppe  (38)   auszuschliessen,    ohne    dass    man 
genöthigt  wäre,  das  Monodromieaxiom  herbeizuziehen. 

Bei  der  Gruppe: 

ip,   q,    xp  +  yq  +  ar,   yp  —  xq  +  r 
(39)  I   {x^  —  y^)p  +  2xyq  +  2{ax  —  y)r 

\   2xyp  +  {y^  —  x'^)q  +  2{x  +  ay)  r 

ist  sogar  schou  unsre  erste  Forderung  niemals  erfüllt,  die  zugehörige 
Gleichung  (33)  liefert  nämlich  stets,  wenn:  X2=x^j  y-2^  =  yi^  gesetzt 
wird,  keine  wirkliche  Gleichung  zwischen  x^,  y^,  z^,  X2,  ^2?  ^2- 

30* 
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Anders  ist  es  bei  der  Gruppe: 

p,  q,  xp  +  yq  +  r,   yp  —  xq 
(40)  {x^  -  y')p  +  2xyq  +  2xr 

2xyp  +  {f—x^)q  +  2yr . 

Bei  ihr  lautet  nämlich  die  Gleichung  (33)  so: 

\{x,-x^)^+{y,~y,Y\e- ('•  +  '->  = 
=  {  «  -  x,y  +  {y,o  -  y,y  1  e-  <V  +  V) 

und  das  ist  immer  eine  wirkliche  Gleichung  zwischen  iJ^i ,  «/i  ?  -^i  ?  ^2  >  2/2  ?  ^2- 
Unsre   erste  Forderung   ist   also    erfüllt;   dafür    aber   die   zweite    nicht. 
In  der  That,  die  Gleichung  (34)  lautet  jetzt: 

(X^  +  2/2)  e  -  ^  =  {X^'  +  2/0')  e~  '% 

sollte  daher  unsre  zweite  Forderung  erfüllt  sein,  so  müsste  zum 
Beispiel  jeder  Punkt  Xq,  y^,  s^^  für  den  XQ=y^^  =  0  ist,  nach  Festhal- 
tung des  Coordinatenanfangs  noch  in  alle  Punkte  x,  y,  z  übergehen 
können,  die  der  Gleichung:  x^  -(-  ^/'^  =  0  genügen,  oder,  da  es  sich  um 
reelle  Grössen  handelt,  den  beiden  Gleichungen:  x=y  =  0.  Das  aber 
ist  unmöglich,  weil  mit  dem  Coordinatenanfange  zugleich  überhaupt 
alle  Punkte   der  Geraden:  x  =  y  =  0  in  Ruhe  bleiben. 

Demnach  kommen  auch  die  Gruppen  (39)  und  (40)  für  uns  nicht 
in  Betracht. 

Die  beiden  Gruppen: 

P)    Q}   ^Q  +  ^;   ^P  -\-  VQ.  ~\-  c^;   x^q  +  2xr, 


(41) 

^  \  x^p  -\-  2xyq  +  2{y  -\-  cx)r 

und: 

(42)  p,    q,  r,    2xp  +  yq,   xq  +  yr,   x'p  +  xyq  +  ^y^r 

erfüllen  nicht  einmal  unsre  erste  Forderung;  die  zugehörige  Gleichung 
(33)  liefert  nämlich  beide  Male  keine  wirkliche  Gleichung  zwischen 
^li  2/1  >  ^1}  ^27  2/2;  ^2j  sobald  man  X2^  =  X-^^,  y2   =  y^    setzt. 

Die  Gruppe: 

(43)  r,  p  —  yr,    q  +  xr,   xq,   xp  —  yq,    yp 

endlich  erfüllt  zwar  unsre  erste  Forderung,  nicht  aber  die  zweite.  Die 
zugehörige  Gleichung  (34)  lautet  nämlich:  ^  =  ^o>  demnach  müsste  bei 
Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  jeder  andre  Punkt  x^^  y^,  0q  noch 
in  alle  Punkte  x,  y,  z   übergehen   können,   die  auf  der  Ebene:    z  =  Zq 
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liegen.  Dass  dies  nicht  der  Fall  ist,  zeigen  die  Punkte,  für  die 
Xq  =  y^  =  0  ist,  denn  die  bleiben  bei  Festhaltung  des  Coordinaten- 
anfangs  alle  in  Ruhe. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  die  Gruppe  der  Eukli- 
dischen Bewegungen  und  die  beiden  Gruppen  von  NichteuMidischen  Be- 
wegungen die  einzigen  Gruppen  sind^  die  den  in  §  93  aufgestellten  For- 
derungen genügen;  sie  sind  die  einsigen  Gruppen  dieser  Art  seihst  dann 
noch,  wenn  man  das  Monodromieaxiom  ganz  fallen  lässt 

Wir  sehen  hieraus,  dass  die  Helmholtzschen  Axiome  zur  Cha- 
rakterisirung  der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen 
ausreichend  sind,  wenn  man  sie  in  der  Weise  deutet,  wie  es  in  §  92 
und  93  geschehen  ist,  wir  sehen  aber  zugleich,  dass  bei  Zugrunde- 
legung dieser  Deutung  jedenfalls  das  Monodromieaxiom  überflüssig 
ist.  Wenn  aber  einmal  eines  der  Helmholtzschen  Axiome  sich  als 
entbehrlich  herausgestellt  hat,  so  liegt  es  recht  nahe,  zu  fragen,  ob 
nicht  auch  noch  andre  Theile  dieser  Axiome  entbehrt  werden  können. 
In  Kapitel  23  werden  wir  zeigen,  dass  diese  Frage  zu  bejahen  ist. 

Aber  es  giebt  noch  einen  Punkt,  der  in  Erwägung  gezogen  zu 
werden  verdient.  In  §  92  und  93  haben  wir  die  Helmholtzschen 
Axiome  in  gewisser  Weise  gedeutet.  Es  liegt  uns  fern  zu  behaupten, 
dass  diese  unsre  Deutung  die  einzig  mögliche  sei,  wir  geben  vielmehr 
unumwunden  zu,  dass  die  bewussten  Axiome  verschiedene  Deutungen 
zulassen.  Das  liegt  in  der  Natur  der  Sache:  Herr  v.  Helmholt z, 
dem  die  Begriffe  und  die  ausgebildete  Kunstsprache  der  Gruppentheorie 
nicht  zu  Gebote  standen,  musste  sich  mit  langen  Umschreibungen  helfen, 
durch  die  er  doch  nicht  allen  denkbaren  Ausnahmen  gerecht  werden 
konnte;  daher  ist  es  ganz  erklärlich,  dass  seine  Axiome,  je  sorgfältiger 
man  sie  durchdenkt,  um  so  vieldeutiger  erscheinen.  Wenn  wir  nun 
auch  nicht  die  einzig  mögliche  Deutung  der  Helmholtzschen  Axiome 
gegeben  zu  haben  behaupten,  so  glauben  wir  doch,  dass  wir  ihnen  die 
günstigste  Deutung  untergelegt  haben,  die  mit  ihrem  Wortlaute  ver- 
träglich ist;  manchem  Leser  mögen  wir  sogar  schon  zu  viel  in  sie 
hineingelegt  haben. 

Wir  wollen  nicht  näher  auf  die  verschiedenen  Auffassungen  ein- 
gehen, die  bei  den  Helmholtzschen  Axiomen  möglich  sind;  nur  eins 
wollen  wir  noch  kurz  besprechen. 

Wie  man  nämlich  auch  diese  Axiome  deuten  möge,  es  wird  im 
Wesentlichen  stets  darauf  ankommen,  ob  man  aus  ihnen  herausliest, 
dass  sie  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  ausnahmelos  gelten  sollen, 
oder  ob  man  annimmt,  dass  sie  nur  im  Allgemeinen,  also  für  Punkte 
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von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  gelten  sollen.  Wir  haben  uns  in 
§  92  und  93  für  die  erste  Auffassung  entschieden,  aber  auch  die  zweite 
hat  eine  gewisse  Berechtigung,  wenigstens  bei  dem  dritten  Helm- 
holtzschen  Axiome,  dem  Axiome  über  die  freie  Beweglichkeit.  Um 
zu  zeigen,  welchen  Einfluss  diese  Auffassung  auf  die  Tragweite  der 
Helmhol tz sehen  Axiome  hat,  wollen  wir  zum  Schluss  noch  unter- 
suchen, was  herauskommt,  wenn  die  Helmholtzschen  Axiome  nur 
für  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  erfüllt  sind.  Wir  wer- 
den sehen,  dass  diese  Axiome  dann  nicht  einmal  mit  Hinzunahme  des 
Monodromieaxioms  zur  Charakterisirung  der  Euklidischen  und  der 
Nichteuklidischen  Bewegungen  hinreichen. 

Soll  eine  reelle  Gruppe  die  Helmholtzschen  Axiome  nur  für 
Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  erfüllen,  so  muss  sie, 
wenn  zunächst  vom  Monodromieaxiom  abgesehen  wird,  die  folgenden 
Eigenschaften  besitzen:  Wird  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  fest- 
gehalten, so  bewegt  sich  jeder  andre  Punkt  von  allgemeiner  Lage  frei 
auf  einer  Fläche;  werden  zwei  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger 
Lage  festgehalten,  so  bewegt  sich  jeder  dritte  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  frei  auf  einer  Curve;  werden  drei  Punkte  von  allgemeiner 
gegenseitiger  Lage  festgehalten,  so  bleiben  alle  Punkte  in  Ruhe.  Es 
ist  klar,  dass  die  auf  S.  433  f.  zusammengestellten  Gruppen  alle  diese 
Forderungen   erfüllen  und   dass   sie   die  einzigen   sind,   die   das   thun. 

Nehmen  wir  nun  das  Monodromieaxiom  hinzu,  so  werden  dadurch 
eine  ganze  Anzahl  von  den  bewussten  Gruppen  ausgeschlossen,  weil 
sie  das  Monodromieaxiom  nicht  erfüllen;  es  bleiben  aber  nicht  blos 
die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  übrig,  son- 
dern ausserdem  noch  eine  Gruppe,  nämlich  die  Gruppe  7  auf  S.  434. 
Von  dieser  Gruppe  haben  wir  auf  S.  457  ff.  gezeigt,  dass  sie  das 
Helmholtzsche  Monodromieaxiom  vollständig  befriedigt.  Das  Mono- 
dromieaxiom genügt  daher  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht, 
um  auch  diese  Gruppe  auszuschliessen. 

Alles  in  Allem  können  wir  die  Ergebnisse  unsers  gegenwärtigen 
Paragraphen  kurz  so  aussprechen: 

Die  Euklidischen  und  die  NichteuMidischen  Bewegungen  werden 
durch  die  Helmholtzschen  Axiome  vollständig  charaJcterisirt,  wenn  man 
diese  Axiome  so  deutet,  dass  sie  innerhalb  eines  gewissen  Be- 
reiches  für  alle  Punkte  ohne  Ausnahme  erfüllt  sein  sollen; 
deutet  man  sie  aher  so,  dann  ist  das  Monodromieaxiom  über- 
flüssig. Verlangt  man  jedoch  nur,  dass  die  Helmholtzschen  Axiome 
für  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  erfüllt  seien,  so  sind  sie 
nicht  genügend,  um  die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungmi 
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m    charakterisireyiy    sie    reichen    dann   nicht   einmal   hei    Mitnahme    des 
Monodromieaxioms  aus. 

Wir  haben  gesehen,  dass  die  Helmholtzschen  Axiome  zwar  zur 
Charakterisirung  der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewe- 
gungen hinreichen,  wenn  man  sie  in  gewisser  Weise  deutet,  dass  sie 
aber  wenn  man  sie  so  deutet,  überflüssige  Bestandtheile  enthalten 
und  infolgedessen  keine  wirkliche  Lösung  des  Riemann-Helmholtz- 
schen Problems  darstellen.  Wir  werden  jetzt  in  den  beiden  nächsten 
Kapiteln  das  Riemann-Helmholtzsche  Problem  von  Neuem  behan- 
deln und  es  in  zwei  verschiedenen  Weisen  lösen,  nämlich  in  Kapitel  22 
durch  Aufstellung  gewisser  Axiome,  die  sich  auf  unendlich  benachbarte 
Punkte  beziehen,  und  in  Kapitel  23  durch  Axiome  über  endlich  von 
einander  entfernte  Punkte. 


Kapitel   22. 
Erste  Lösung  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems. 

Das  Riemann-Helmholtzsche  Problem,  wie  wir  es  auf  S.  397 
formulirt  haben,  verlangt  die  Angabe  solcher  Eigenschaften,  die  der 
Schaar  der  Euklidischen  und  den  beiden  Schaaren  von  Nichteuklidi- 
schen Bewegungen  gemeinsam  sind  und  durch  die  sich  diese  drei 
Schaaren  vor  allen  andern  möglichen  Schaaren  von  Bewegungen  aus- 
zeichnen. 

An  und  für  sich  ist  diese  Aufgabe  unbestimmt,  wir  bestimmen 
sie  daher  von  vornherein  näher  durch  die  Forderung,  dass  der  Inbe- 
griff der  anzugebenden  Eigenschaften  zur  Charakterisirung  unsrer  drei 
Schaaren  nicht  blos  hinreichend  sei,  sondern  auch  nothwendig,  das 
heisst,  dass  nicht  schon  ein  Theil  der  betreffenden  Eigenschaften  jene 
drei  Schaaren  von  Bewegungen  vollständig  charakterisire.  Aber  auch 
in  dieser  bestimmteren  Fassung  lässt  die  Aufgabe  noch  sehr  verschie- 
dene Lösungen  zu,  da  man  in  der  Auswahl  der  verlangten  Eigenschaf- 
ten sonst  keiner  Beschränkung  weiter  unterworfen  ist. 

Unter  den  Eigenschaften,  die  unsern  drei  Schaaren  von  Bewe- 
gungen gemeinsam  sind,  liegt  uns  am  nächsten  die,  dass  jede  der  drei 
Schaaren  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  bildet,  deren  Transforma- 
tionen paarweise  invers  sind.  Wir  nehmen  daher  diese  Eigenschaft 
von   vornherein   als    etwas    Gegebenes*)    an    und    brauchen   nun   blos 

*)  Wir  wollen  nicht  unerwähnt  lassen,  dass  es  sehr  gut  möglich  ist, 
andre  Forderungen  aufzustellen,  aus  denen   die  Gruppeneigenschaft  folgt.     Aber 
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noch  zu  fragen:  Durch  welche  Eigenschaften  sind  die  Gruppe  der  Euhli- 
dischen  und  die  beiden  Gruppen  von  NicUeuUidischen  Bewegungen  unter 
allen  reellen  continuirlichen  Gruppen  mit  paarweise  inversen  Transfor- 
mationen ausgezeichnet?  Der  Bequemlichkeit  wegen  lassen  wir  im 
Folgenden  die  Worte  „mit  paarweise  inversen  Transformationen"  immer 
weg,  sie  sind  daher  jedesmal  mit  hinzuzudenken. 

In  dem  gegenwärtigen  Kapitel  werden  wir  diese  Frage  in  der 
Weise  beantworten,  dass  wir  uns  auf  solche  Eigenschaften  unsrer  drei 
Gruppen  beschränken,  die  sich  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  be- 
ziehen. Wir  werden  einen  neuen  Begriff  einführen,  nämlich  den  Be- 
griff der  freien  Beweglichheit  im  Infinitesimalen  und  werden  zeigen, 
dass  jede  reelle  continuirliche  Gruppe  eines  Raumes  von  mehr  als 
zwei  Dimensionen,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt,  durch  eine  reelle  Punkt- 
transformation dieses  Raumes  entweder  mit  der  Gruppe  der  Euklidi- 
schen oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Be- 
wegungen des  betreffenden  Raumes  ähnlich  ist.  Damit  ist  dann 
bewiesen,  dass  die  Eigenschaften,  die  wir  in  dem  Begriffe  der  freien 
Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  zusammengefasst  haben,  solche  cha- 
rakteristische Eigenschaften  sind,  wie  wir  sie  suchen*). 

In  §  97  betrachten  wir  zunächst  die  Ebene,  in  der  allerdings  der 
Begriff  der  freien  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  noch  nicht  zur 
Charakterisirung  der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewe- 
gungen hinreicht.  In  §  98  behandeln  wir  den"  gewöhnlichen  dreifach 
ausgedehnten  Raum  und  in  §  99  den  Raum  von  beliebig  vielen  Dimen- 
sionen. In  §  100  endlich  gehen  wir  kurz  auf  die  Beziehungen  ein, 
die   zwischen   unsern  Entwicklungen   und    denen  Riemanns   bestehen. 

§  97. 

Es  sei  @  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  irgend  eines  Raumes 
und  F  sei  eine  beliebige  Figur  in  diesem  Räume.    Wenn  dann  (3  eine 

man  darf  wohl  behaupten,  dass  es  naturgemäss  ist,  die  Forderung  der  Gruppen- 
eigenschaft von  vornherein  aufzustellen.  In  dem  Begriffe  der  Bewegung  liegt  es 
ja,  dass  man  zwei  Bewegungen  nach  einander  ausführen  kann,  und  hieraus  folgt 
unmittelbar,  dass  der  Inbegriff  der  Transformationen,  welche  die  im  Räume  durch 
Bewegung  möglichen  Ortsveränderungen  darstellen,  eine  Gruppe  bildet.  Wir 
fügen  nur  noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  die  Gruppe  continuirlich  ist  und 
aus  paarweise  zu  einander  inversen  Transformationen  besteht,  üebrigens  haben 
wir  ja  in  Kap.  21  eine  Lösung  gegeben,  die  die  Giuppeneigenschaft  nicht  benutzt. 
*)  Das  Folgende  ist  eine  Neubearbeitung  der  Lieschen  Abhandlung  auf 
S.  284—321  der  Leipziger  Berichte  von  1890. 
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reelle  continuirliche  ÜDtergruppe  mit  mindestens  einem  Parameter 
enthält,  bei  der  die  Figur  F  invariant  bleibt,  so  wollen  wir  sagen, 
dass  bei  der  Gruppe  %  nach  Festhaltung  von  F  noch  continuirliche 
Bewegung  möglich  sei.  Wenn  dagegen  die  grösste  continuirliche 
Untergruppe  von  ^,  die  F  invariant  lässt,  blos  aus  der  identischen 
Transformation  besteht,  so  sagen  wir,  dass  nach  Festhaltung  von  F 
keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich  sei. 

Unter  Benutzung  dieser  Ausdrucksweise  definiren  wir  nunmehr, 
was  wir  in  der  Ebene  unter  freier  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen 
verstehen : 

Definition.  Eine  reelle  continuirliche  Gruppe  der  Ebene  besitzt  in 
dem  reellen  Punlcte  P  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  wenn  sie 
die  folgenden  Forderungen  erfüllt:  Nach  Festhaltung  von  P  soll  noch 
continuirliche  Bewegung  möglich  sein,  dagegen  soll  Iceine  continuirliche 
Bewegung  mehr  möglich  sein,  sobald  man  ausser  P  noch  ein  heliehiges 
reelles  Linienelement  durch  P  festhält. 

Wir  suchen  jetzt  alle  reellen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene, 
die  in  irgend  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  besitzen. 

Es  sei  G  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschaffenheit  und  P 
sei  der  reelle  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  in  dem  G  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  besitzt.  Ist  dann  g  die  grösste  continuir- 
liche Untergruppe  von  G,  bei  der  P  in  Ruhe  bleibt,  so  muss  sich  bei 
g  jedes  durch  P  gehende  reelle  Linienelement  continuirlich  um  P 
drehen  können;  denn  wäre  dies  nicht  der  Fall,  so  liesse  g  mindestens 
eines  dieser  Linienelemente  in  Ruhe,  g  wäre  also  die  grösste  con- 
tinuirliche Untergruppe  von  G,  bei  der  der  Punkt  P  und  das  betref- 
fende Linienelement  invariant  bliebe,  es  müsste  demnach  auf  die 
identische  Transformation  zusammenschrumpfen,  während  wir  doch 
voraussetzen,  dass  nach  Festhaltung  von  P  noch  continuirliche  Be- 
wegung möglich  sei. 

Hieraus  folgt  sofort,  dass  G  nicht  nur  transitiv,  sondern  sogar 
reell-primitiv  *)  ist.  Wäre  es  nämlich  intransitiv  oder  reell-imprimitiv, 
so  liesse  es  eine  reelle  Curvenschaar:  cp(x,  y)  =  const.  invariant,  mit 
jedem  reellen  Punkte  x,  y  von  allgemeiner  Lage  bliebe  daher  zugleich 
das  hindurchgehende  reelle  Linienelement:  dx  :  dy  in  Ruhe,  das  durch 


*)  Als  reell -primitiv  bezeichnen  wir  der  Kürze  wegen  jede  reelle  Gruppe, 
die  primitiv  ist,  sobald  man  sich  auf  das  Reelle  beschränkt,  wenn  sie  auch  im 
compleien  Gebiete  imprimitiv  sein  sollte  (vgl.  S.  363). 
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die  Gleichung:  (p^dx  -{-  (pydy  =  0  bestimmt  wäre;  da  aber  bei  Fest- 
haltung des  Punktes  P,  der  ja  auch  von  allgemeiner  Lage  ist,  kein 
hindurchgehendes  reelles  Linienelement  in  Ruhe  bleibt,  so  gelangten  wir 
hiermit  zu  einem  Widerspruch. 

Es  ist  ferner  leicht  zu  erkennen,  dass  unsre  Gruppe  G  dreigliedrig 
ist.  In  der  That,  wenn  man  den  Punkt  P  und  ein  beliebiges  hindurch- 
gehendes reelles  Linienelement  festhält,  so  ist  keine  continuirliche  Be- 
wegung mehr  möglich,  es  bleibt  also  kein  willkürlicher  Parameter  in 
der  Gruppe  mehr  übrig.  Da  überdies  P  als  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  wegen  der  Transitivität  der  Gruppe  oo^  verschiedene  Lagen  an- 
nehmen kann  und  da  nach  Festhaltung  von  P  die  reellen  Linien- 
elemente durch  P  sich  alle  noch  continuirlich  um  P  drehen  können, 
so  liefert  das  Festhalten  des  Punktes  und  des  Linienelements  gerade 
drei  Bedingungen  für  die  Parameter  von  (r,  die  Zahl  dieser  Parameter 
ist  mithin  gleich  drei.  Nun  aber  haben  wir  alle  dreigliedrigen  reellen 
reell-primitiven  Gruppen  der  Ebene  bereits  auf  S.  370  ff.  bestimmt, 
also  erhalten  wir  das 

Theorem  38.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  der 
Ebene  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Be- 
weglichheit  im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  dreigliedrig  und 
durch  eine  reelle  Punhttransformation  dieser  Ebene  ähnlich 
entweder  mit  der  dreigliedrigen  reellen  continuirlichen  projec- 
tiven  Gruppe  des  Kegelschnitts: 

^'  +  2/'  +  1  =  0 
oder   mit    der   reellen   continuirlichen  projectiven    Gruppe    des 
Kegelschnitts: 

x^  +  y^  -\  =  0 

oder  mit  einer  dreigliedrigen  projectiven  Gruppe  von  der  Form: 

p,  a,  yp  —  m  +  c{xp  +  yq), 

wo  c  eine  reelle  Constante  bedeutet 

An  den  hier  gefundenen  Gruppen  ist  zunächst  bemerkenswerth, 
dass  sie  alle  in  sämmtlichen  reellen  Punkten  eines  gewissen  Theils 
der  Ebene  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen,  während 
wir  nur  verlangt  hatten,  dass  sie  diese  Eigenschaft  in  einem  reellen 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  besässen.  Diese  Erscheinung  hat  ihren 
Grund  darin,  dass  jede  Gruppe  die  in  einem  reellen  Punkte  von  all- 
gemeiner Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt,  diese 
Eigenschaft  auch  in  allen  reellen  Punkten  hat,  die  in  einer  gewissen 
Umgebung  des  betreffenden  Punktes  liegen. 

Andrerseits  zeigen   die  gefundenen   Gruppen,    dass  in  der  Ebene 
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die  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  noch  nicht  genügt,  um  die 
Gruppe  der  Euklidischen  und  die  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidi- 
sehen  Bewegungen  zu  char akter isiren,  denn  ausser  diesen  drei  Grup- 
pen besitzt  ja  noch  jede  Gruppe  von  der  Form: 

i>,  <iy  yp  —  ^0.  +  ^(^p  +  y^)    ^'"^^^ 

in  jedem  reellen,  nicht  unendlich  fernen  Punkte  freie  Beweglichkeit 
im  Infinitesimalen.  Will  man  diese  Gruppen  ausschliessen,  um  nur 
die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  zu  behalten, 
so  muss  man  ein  besondres  Axiom  aufstellen.  Diese  Bemerkung  deckt 
sich  jedoch  nicht  mit  Herrn  v.  Helmholtzs  Bemerkung,  dass  in  der 
Ebene  die  Euklidischen  und  die  beiden  Nichteuklidischen  Gruppen 
nicht  die  einzigen  sind,  bei  denen  zwei  Punkte  nur  eine  und  mehr 
als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben. 

Wir  vervollständigen  nunmehr  die  gewonnenen  Ergebnisse,  indem 
wir  auch  alle  reellen  continuirlichen  projectiven  Gruppen  der  Ebene 
aufsuchen,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie 
Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen.  Die  Bekanntschaft  mit 
diesen  Gruppen  wird  uns  nachher  bei  der  Betrachtung  des  dreifach 
ausoredehnten  Raumes  von  Nutzen  sein. 

Genau  wie  oben  erkennen  wir  zunächst,  dass  jede  projective 
Gruppe  der  Ebene,  die  unsern  Forderungen  genügt,  dreigliedrig  und 
transitiv  ist.  Aus  unsrer  Aufzählung  der  dreigliedrigen  projectiven 
Gruppe  der  Ebene  (s.  S.  106)  ergiebt  sich  weiter,  dass  jede  der  ver- 
langten Gruppen  entweder  einen  Kegelschnitt  oder  einen  Punkt  in- 
variant lässt. 

Bleibt  ein  Kegelschnitt  invariant,  so  muss  dessen  Gleichung  reell 
sein,  denn  sonst  bliebe  auch  der  conjugirt  imaginäre  Kegelschnitt  in- 
variant und  unsre  Gruppe  könnte  daher  nicht  dreigliedrig  sein.  Da 
nun  jeder  Kegelschnitt,  dessen  Gleichung  reell  ist,  durch  eine  reelle 
projective  Transformation  auf  eine  der  beiden  Formen:  a?'^  +  «/^  + 1  =  0 
gebracht  werden  kann,  so  ist  dieser  Fall  schon  erledigt. 

Bleibt  andrerseits  ein  Punkt  invariant,  so  kann  der  nicht  reell 
sein,  denn  sonst  könnte  sich,  wenn  ein  reeller  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  festgehalten  würde,  nicht  jedes  hindurchgehende  reelle  Linien- 
element um  ihn  drehen,  es  gäbe  also  keinen  reellen  Punkt  von  allge- 
meiner Lage,  in  dem  die  Gruppe  freie  Beweglichkeit  im  Infiinitesimalen 
besässe.  Der  invariante  Punkt  ist  demnach  imaginär  und  es  bleibt 
zugleich  der  conjugirt  imaginäre  Punkt  sowie  die  reelle  Yerbindungs- 
gerade  beider  in   Ruhe.     Verlegen   wir  daher   die   beiden   invarianten 
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Punkte  durch  eine  reelle  projective  Transformation  in  die  beiden 
Kreispunkte,  so  verwandelt  sich  unsre  Gruppe  in  eine  dreigliedrige 
Untergruppe  der  viergliedrigen  Gruppe: 

(1)  p,  qy  yp  —  xq,    xp  +  yq, 

wir  brauchen  somit  nur  noch  alle  dreigliedrigen  Untergruppen  dieser 
Gruppe  aufzusuchen,  die  unsre  Forderung  erfüllen. 

Besitzt  eine  dreigliedrige  reelle  Untergruppe  G  von  (1)  in  dem 
reellen  Punkte  x^,  y^  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen,  so  werden,  wenn  man  diesen  Punkt  festhält,  die  oo^ 
reellen  Linienelemente :  dx :  dy  durch  ihn  eingliedrig  transformirt. 
Denken  wir  uns  daher  den  Punkt:  x^,  y^  durch  eine  reelle  Transfor- 
mation der  zweigliedrigen  Gruppe:  p,  q  in  den  Coordinatenanfaug  ver- 
legt, so  bekommt  G  eine  neue  Form,  in  der  es  jedenfalls  eine  infini- 
tesimale Transformation  von  der  Gestalt: 

(2)  yp  —  ^q-\-c{xp  +  yq) 

enthält,  denn:  xp  -\-  yq  lässt  überhaupt  jedes  Linienelement  durch 
den  Coordinatenanfang  in  Ruhe.  Ausserdem  enthält  G  als  transitive 
Gruppe  noch  zwei  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

p  +  a{xp  +  yq),     q  +  ß(xp  -f  yq). 
Combinirt  man  nun  die  mit  (2),  so  ergiebt  sich: 

—  q  +  cp,    p  +  cq 
und  da  c  reell  ist,  G  aber  blos  drei  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen enthalten  kann,  lässt  sich  schliessen,  dass  a  und  ß  beide 
verschwinden,  dass  also  G  die  Form: 

p,   q,  yp  ~  xq  +  c(xp  -f  yq) 
besitzt.     Mithin  gilt  der 

Satz  1.  Besitzt  eine  reelle  continuirlieJie  projective  Gruppe  der  Ebene 
in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  j  so  ist  sie  dreigliedrig  und  durch  eine  reelle  projective 
Transformation  der  Ebene  mit  einer  der  in  Theorem  38  angegebenen 
projectiven  Gruppen  ähnlich. 

Unter  den  in  Theorem  38  zusammengestellten  projectiven  Grup- 
pen giebt  es  zwei,  die  in  gewissen  reellen  Punkten  der  Ebene  keine 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen,  nämlich  erstens  die 
Gruppe  des  Kegelschnitts:  x^  +  y'^  —  1  =  0  und  zweitens  die  Gruppe: 
Pj  Q.^  yp  —  xq  +  c{xp  +  yq).  Bei  der  ersten  findet  in  allen  reellen 
Punkten  des  Kegelschnitts  und  in  allen  ausserhalb  des  Kegelschnitts 
liegenden  reellen  Punkten  keine  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen 
statt,   bei   der  zweiten   in   allen  reellen  Punkten   der  unendlich  fernen 
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Geraden.      Dagegen    giebt     es     bei    der    Gruppe    des    Kegelschnitts: 
x^  -{-  y^  -{-  1  ==  0  keine  derartigen  Ausnahmepunkte.     Also: 

Theorem  39.  Besitzt  eine  reelle  contimiirliche  projective 
Gruppe  ohne  Ausnahme  in  allen  reellen  Funkten  der  Ebene 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen^  so  ist  sie  dreigliedrig 
und'  transitiv  und  kann  durch  eine  reelle  projective  Transfor- 
mation in  die  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  des  Kegel- 
schnitts: x^  -^  y^  -{-  1  =  0  übergeführt  werden. 

§  98. 

Die  Untersuchungen  des  vorigen  Paragraphen  sollen  jetzt  für  den 
gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Raum  durchgeführt  werden.  Wir 
definiren  daher  zunächst,  was  wir  hier  unter  freier  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  verstehen: 

Definition.  Eine  reelle  contimiirliche  Gruppe  des  dreifach  ausgedehn- 
ten Baumes  besitzt  in  dem  reellen  Punkte  F  freie  Beweglichkeit  im  In- 
finitesimalen^ wenn  sie  die  folgenden  Forderungen  erfüllt:  Hält  man  den 
Funkt  F  und  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  Linienelement  fest, 
so  soll  stets  noch  continuirliche  Bewegung  möglich  sein,  hält  man  dagegen 
ausser  F  und  jenem  Linienelemente  noch  ein  beliebiges  reelles  Flächen- 
element fest,  das  durch  beide  geht,  so  soll  keine  continuirliche  Bewegung 
m^hr  möglich  sein  (vgl.  S.  472  f.). 

Wir  suchen  nun  alle  reellen  continuirlichen  Gruppen  des  jßg,  die 
in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  besitzen. 

Es  sei  G  eine  Gruppe  von  der  verlangten  Beschafienheit  und  F 
der  reelle  Punkt  von  allgemeiner  Lage,  in  dem  G  freie  Beweglichkeit 
im  Infinitesimalen  besitzt.  Hält  man  dann  F  und  ausserdem  noch 
ein  beliebiges  reelles  Linienelement  durch  ihn  fest,  so  muss  sich  jedes 
durch  beide  gehende  reelle  Flächenelement  noch  continuirlich  um  das 
betreffende  Linienelement  drehen  können,  sonst  wäre  ja  im  Wider- 
spruch mit  unsrer  Voraussetzung  nach  Festhaltung  des  bewussten 
Linienelements    keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich. 

Hieraus  lässt  sich  schliessen,  dass  G  transitiv  ist.  Blieben  näm- 
lich bei  G  oo^  reelle  Flächen:  cp  (x^^,  X2f  Xq)  =  const.  invariant,  so 
würde  F  zusammen  mit  der  Tangentialebene  an  die  durch  ihn  gehende 
Fläche:  g?  =  const.  ein  reelles  Flächenelement  bestimmen,  das  sich  um 
keines  der  in  ihm  liegenden  Linienelemente  drehen  könnte.  Blieben 
andrerseits  oo^  reelle  Curven  invariant,  so  könnte  man  die  auf  unbe- 
gränzt   viele  Weisen    in  Schaaren  von   je  (x>^  invarianten  Flächen   an- 
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ordnen,  man  käme  also  auf  den  soeben  als  unmöglich  nachgewiesenen 
Fall  zurück. 

Durch  unsern  Punkt  P  gehen  oo^  reelle  Linienelemente :  dx^ :  dx^ :  dx^ , 
die  eine  ebene  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden.  Halten 
wir  P  fest,  so  wird  diese  Mannigfaltigkeit  durch  eine  reelle  projective 
Gruppe  g  transformirt,  die  offenbar  so  beschaffen  ist,  dass  bei  Fest- 
haltung eines  beliebigen  reellen  Linienelements  sich  jfedes  hindurch- 
gehende reelle  Flächenelement  continuirlich  um  das  Linienelement 
drehen  kann,  während  gar  keine  continuirliche  Bewegung  mehr  mög- 
lich ist,  sobald  man  ein  beliebig  reelles  Linienelement  und  ein  belie- 
biges hindurchgehendes  reelles  Flächenelement  festhält.  Beziehen  wir 
nun  aber  die  cx)^  reellen  Liuienelemente  durch  P  projectiv  auf  die 
reellen  Punkte  einer  Ebene ,  so  verwandelt  sich  die  Gruppe  g  in 
eine  holoedrisch  isomorphe  reelle  projective  Gruppe  g'  dieser  Ebene, 
zugleich  aber  entsprechen  den  reellen  Flächenelementen  durch  P  die 
reellen  Linienelemente  dieser  Ebene,  wir  erkennen  daher  sofort,  dass 
die  Gruppe  g'  ohne  Ausnahme  in  allen  Punkten  ihrer  Ebene  freie  Be- 
weglichkeit im  Infinitesimalen  besitzt.  Nach  Theorem  39  folgt  hier- 
aus, dass  g'  dreigliedrig  und  transitiv  ist  und  durch  eine  reelle  pro- 
jective Transformation  der  Ebene  in  die  Gruppe  des  Kegelschnitts: 
x^  -\-  y'^  -\-  1  -^  0  übergeführt  werden  kann.  Demnach  ist  auch  die 
Gruppe  g'  transitiv  und  dreigliedrig  und  lässt  einen  imaginären  Kegel 
von  Linienelementen  invariant,  dessen  Gleichung  wir  uns  durch  eine 
reelle  lineare  homogene  Transformation  von  dx-^^  dx^,  dx^  auf  die 
Form: 

(3)  dx^^  +  dx^'  +  dxi  =  0 

gebracht  denken  können. 

Auf  die  Gruppe  G  angewandt  ergiebt  das  zunächst,  dass  G  sechs- 
gliedrig  ist.  Wird  nämlich  der  Punkt  P,  ein  reelles  hindurchgehendes 
Linienelement  und  ein  beliebiges  durch  beide  gehendes  reelles  Flächen- 
element festgehalten,  so  werden  dadurch  die  Parameter  von  G  genau 
3  -f-  2  -+-  1  =  6  Bedingungen  unterworfen,  das  folgt  aus  der  Transi- 
tivität  von  G  und  aus  der  oben  geschilderten  Beschaffenheit  von  g. 
Da  nun  aber  unter  den  eben  gemachten  Voraussetzungen  gar  keine 
continuirliche  Bewegung  mehr  möglich  ist,  so  muss  die  Zahl  dieser  Pa- 
rameter gerade  gleich  sechs  sein. 

Ferner  ist  klar  dass  die  sechsgliedrige  transitive  Gruppe  G  nach 
Festhaltung  von  P  die  cjo^  reellen  Linienelemeute  durch  P  dreigliedrig 
transformirt  und  zwar  derart,  dass  ein  imaginärer  Kegel  zweiten  Gra- 
des von  Linienelementen  invariant  bleibt.  Denken  wir  uns  daher  P 
durch  eine  reelle  Punkttransformation   in   den  Coordinatenanfang    ver- 
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legt  und  sodann  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Transformation  in 
^17  ^2'  ^3  bewirkt,  dass  der  P  zugeordnete  Kegel  von  Linienelementen 
durch  die  Gleichung  (3)  dargestellt  wird,  so  bekommt  G  eine  solche 
neue  Form,  dass  es  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  sechs 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  der  Form: 

Pi-i ,  P2-{ ,  Pb-\ , 

X^Pv  —  XrP^,  +   a^r  {X,p,    +  X^p^  +  X^p^)    -] 

(/* ,  V  =  1,  2,  3 ;    /.K  V) 

enthält.  Wegen  der  Sechsgliedrigkeit  von  G  müssen  hier  die  reellen 
Constanten  a^».  sämmtlich  verschwinden,  wie  man  sich  leicht  durch 
Combination  überzeugt. 

Die  Gruppe  G  gehört  demnach  zu  den  reellen  Gruppen,  die  wir 
auf  S.  385 ff.  bestimmt  haben;  da  sie  überdies  sechsgliedrig  ist,  so 
erhalten  wir  das 

Theorem  40.  Besitzt  eine  reelle  continuir liehe  Gruppe  des 
dreifach  ausgedehnten  Raumes  in  einem  reellen  Funkte  von 
allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen^  so 
ist  sie  sechsgliedrig  und  transitiv  und  durch  eine  reelle  Punkt- 
transformation dieses  Baumes  ähnlich  entweder  mit  der  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  dieses  Baumes  oder  mit  einer 
der  leiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses 
Baumes,  also  im  zweiten  Falle  entweder  mit  der  sechsgliedri- 
gen  reellen  continuirlichen  projectiven  Gruppe,  hei  der  die  ima- 
ginäre Fläche:  x^  +  x^  -\-  x^  -\-  \  =^  invariant  hleiht  oder 
mit  der  reellen  continuirlichen  projectiven  Gruppe  der  reellen 
nichtgeradlinigen  Fläche:   x^  +  x^  +  ^3^  —  1  =  0. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  im  dreifach  ausgedehnten  Räume  die 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  vollkommen  genügt,  um  die 
Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  zu  charakterisi- 
ren,  ein  neues  Beispiel  dafür,  dass  der  dreifach  ausgedehnte  Raum 
sich  wesentlich  von  dem  zweifach  ausgedehnten  unterscheidet. 

Jetzt  können  wir  sofort  auch  alle  reellen  continuirlichen  projec- 
tiven Gruppen  des  gewöhnlichen  Raumes  angeben,  die  in  einem  reellen 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen 
besitzen. 

Jede  projective  Gruppe  @  von  dieser  Beschaffenheit  ist  nämlich 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  mit  einer  der  drei  Gruppen  des 
eben  bewiesenen  Theorems  ähnlich.  Nach  Theor.  19,  S.  292  kann  aber 
jede    dieser   drei   Gruppen   nur    durch   eine    projective    Transformation 
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wieder  in  eine  projective  Gruppe  übergeführt  werden,  demnach  ergiebt 
sich,  dass  die  reelle  Punkttranstbrmation,  durch  die  (B  mit  einer  uusrer 
drei  Gruppen  ähnlich  ist,  projectiv  ist.  Beachten  wir  schliesslich  noch, 
dass  eine  der  Gruppen  des  Theorems  40  ohne  Ausnahme  in  jedem 
reellen  Punkte  des  Raumes  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen 
besitzt,  während  den  andern  beiden  Gruppen  diese  Eigenschaft  nur 
in  einem  Theile  des  Raumes  zukommt,  so  können  wir  unser  Ergebniss 
folgeudermassen  aussprechen: 

Theorem  41.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective 
Gruppe  des  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Raumes  ohne 
Ausnahme  in  allen  reellen  Punkten  dieses  Raumes  freie  Be- 
weglichkeit im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  sechsgliedrig  und 
transitiv  und  besteht  aus  allen  reellen  projectiven  Transfor- 
mationen,  hei  denen  eine  nicht  ausgeartete  imaginäre  Fläche 
zweiten  .Grades  invariant  hleihtj  die  durch  eine  reelle  Glei- 
chung dargestellt  wird. 

Satz  2.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective  Gruppe  des  ge- 
wöhnlichen dreifach  ausgedehnten  Raumes  nicht  in  allen  reellen  Punkten 
dieses  Raumes,  sondern  nur  in  allen  reellen  Punkten  eines  gewissen  Be- 
reichs freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  sechsgliedrig  und 
transitiv  und  zwar  ist  sie  entweder  die  continuirliche  reelle  projective 
Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  reellen  nichtgeradlinigen  Fläche  zweiten 
Grades  oder  sie  ist  durch  eine  reelle  projective  Transformation  mit  der 
Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  ähnlich. 

§  99. 

Bevor  wir  dazu  übergehen  die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  auf 
Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  auszudehnen,  müssen  wir  mit 
ein  paar  Worten  gewisse  Ausdrucksweisen  erklären,  von  denen  wir 
Gebrauch  machen  werden  (vgl.  auch  S.  338,  Anm.). 

Durch  jeden  Punkt  eines  w-fach  ausgedehnten  Raumes  x^  .  .  .  Xn 
gehen  oo"— ^  Linienelemente:  dx-^'.  -  -  •  :  dXn,  die  eine  (n — l)-fach 
ausgedehnte  projective  Mannigfaltigkeit  bilden.  Im  gewöhnlichen  drei- 
fach ausgedehnten  Räume  bezeichneten  wir  nun  jedes  ebene  Büschel 
von  oü^  solchen  Linienelementen  mit  dem  Namen:  Flächelement,  im 
Rn  wollen  wir  dafür  lieber  sagen:  Element  einer  Mannigfaltigkeit  von 
zwei  Dimensionen  oder  kürzer:  ilfg-element.  Ebenso  soll  jedes  ebene 
Bündel  von  cx)^  Linienelementen  als  Element  einer  Mannigfaltigkeit 
von  drei  Dimensionen  oder  kurz  als  ikfg- dement  bezeichnet  werden 
und  so  weiter.  Endlich  wollen  wir  uns  vorbehalten,  auch  für  die 
Linienelemente  die  Benennung:  Jf^  -  demente  anzuwenden. 
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Nunmehr  können  wir  definiren,  was  wir  im  R^  unter  freier  Be- 
weglichkeit im  Infinitesimalen  verstehen. 

Definition.  Eine  reelle  Gruppe  von  FunUtransformationen  des  Bn 
besitzt  in  dem  reellen  FunJcte  F  freie  Bewegliclikeit  im  Infinitesimalen, 
wenn  sie  folgende  Forderungen  erfüllt:  Wird  der  FunJct  F  festgehalten, 
ferner  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles  M^-element,  ein  beliebiges 
durch  beide  gehendes  reelles  M^- dement,  ein  beliebiges  durch  alle  drei 
gehendes  reelles  M^-  dement,  und  sofort,  schliesslich  ein  beliebiges  reelles  M^  - 
dement,  das  durch  jedes  der  vorherigen  Elemente  geht,  so  soll  continuir- 
liche  Bewegung  möglich  sein  so  lange  aber  auch  nur  so  lange  als  q<Cn  —  1  ist. 

Es  liegt  nahe  zu  vermuthen,  dass  die  Sätze,  die  wir  in  §  98  für 
den  Raum  von  drei  Dimensionen  gefunden  haben,  sich  auch  auf  jeden 
Raum  von  w  >  3  Dimensionen  übertragen  lassen.  Mit  andern  Worten, 
es  liegt  nahe  zu  vermuthen,  dass  die  folgenden  Sätze  gelten: 

Theorem  42.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  des 
Bn  (n^S)  in  einem  reellen  FunMe  von  allgemeiner  Lage  freie 
BeweglichJceit  im  Infinitesimalen,  so  ist  sie  -\n{n+  l)-gliedrig 
und  transitiv  nnd  durch  eine  reelle  Funhttransformation  des 
Bn  ähnlich  entweder  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewe- 
gungen dieses  Baumes  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von 
Nichteuklidischen  Betvegungen,  also  im  zweiten  Falle  entweder 
mii  der  reellen  continuirlichen  projectiven  Gruppe  der  Man- 
nigfaltigkeit: 

^l'   +  ^2'  +   •  •  •   +  ^n'  +    1   =  0 

oder   mit   der   reellen    continuirlichen  projectiven    Gruppe   der 
Ma  n  n  igfa  Itig  keit : 

V   +  ^2'H +Xr?   -1=0. 

Theorem  43.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective 
Gruppe  des  Bn  (n  5  3)  ohne  Ausnahme  in  allen  reellen  Funkten 
dieses  Baumes  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen,  so  ist 
sie  \n{n  -\-  l)-gliedrig  und  transitiv  und  besteht  aus  allen 
reellen  projectiven  Transformationen,  bei  denen  eine  nicht  aus- 
geartete imaginäre  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  invariant 
bleibt,   die  durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  wird. 

Satz  3.  Besitzt  eine  reelle  continuirliche  projective  Gruppe  des 
Fn  {n  >  3)  nicht  in  allen  reelleil  Funkten  dieses  Baumes,  sondern  nur  in 
allen  reellen  Funkten  eines  gewissen  Bereichs  freie  Beweglichkeit  im  In- 
finitesimalen, so  ist  sie  ^n{n-{-  l)-gliedrig  und  transitiv  und  zwar  ist 
sie  entweder   die  continuirliche   reelle  projective   Gruppe  einer  nicht  aus- 

liie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     III.  ^\ 
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gearteten  reellen  nichtgeradlinigen  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  oder 
sie  ist  durch  eine  reelle  p'ojective  Transformation  des  E„  mit  der  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  ähnlich. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  es  sich  wirklieh  so  verhält.  Zu 
dem  Ende  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  zeigen,  dass  aus  der  Gültig- 
keit unsrer  Sätze  in  einem  Räume  von  w  >  3  Dimensionen  stets  ihre 
Richtigkeit  im  Räume  von  n  +  1  Dimensionen  folgt;  denn  da  unsre 
Sätze  für  m  =  3  bereits  als  richtig  erkannt  sind,  so  ist  damit  ihre 
Richtigkeit  für  jedes  w  5  ^  dargethan. 

Wir  setzen  also  voraus,  dass  die  Theoreme  42  und  43  und  der 
Satz  3  für  den  Raum  von  w  ^  3  Dimensionen  bereits  bewiesen  sind. 
Unter  dieser  Voraussetzung  suchen  wir  zunächst  alle  reellen  conti- 
nuirlichen  Gruppen  des  i?n+i,  die  in  irgend  einem  reellen  Punkte  von 
allgemeiner  Lage  freie  Beweoflichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen. 

Es  sei  G  eine  reelle  continuirliche  Gruppe  des  i^n+i,  die  in  dem 
reellen  Punkte  P  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  In- 
finitesimalen besitzt.  Wird  dann  der  Punkt  P  festgehalten,  ferner  ein 
beliebiges  reelles  ilfi- dement  durch  ihn,  ein  beliebiges  durch  beide 
gehendes  reelles  il/2-element,  u.  s.  f.,  endlich  ein  beliebiges  reelles 
itf„_i-element,  das  durch  alle  vorigen  Elemente  geht,  so  muss  sich 
jedes  reelle  ilfn-element,  das  durch  das  festgehaltene  ilf„_i- dement 
geht,  noch  continuirlich  um  dieses  drehen  können;  denn  könnte  es 
das  nicht,  so  wäre  schon  nach  Festhaltung  der  n—1  genannten  Ele- 
mente keine  continuirliche  Bewegung  mehr  möglich. 

Hieraus  folgt,  dass  G  transitiv  ist.  Wäre  es  nämlich  intransitiv, 
so  zerfiele  der  P„+i  auf  eine  oder  sogar  auf  unendlich  viele  Weisen 
.in  ooi  invariante  reelle  n-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  es  ginge 
daher  durch  den  Punkt  P,  der  von  allgemeiner  Lage  ist,  mindestens 
ein  reelles  iltf„- dement,  das  zugleich  mit  P  invariant  bliebe  und  sich 
in  Folge  dessen  um  keines  der  in  ihm  liegenden  reellen  ilf„_i- demente 
continuirlich  drehen  könnte. 

Ferner  erinnern  wir  daran,  dass  die  c»"  reellen  itf^- demente  durch 
P  eine  ebene  w-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  bilden,  die  bei  fest- 
gehaltenem P  durch  eine  reelle  projective  Gruppe  g  transformirt  wird. 
Die  ilfi-elemente  dieser  Mannigfaltigkeit  denken  wir  uns  auf  die  reellen 
Punkte  eines  ebenen  «n-fach  ausgedehnten  Raumes  Rn  projectiv  be- 
zogen; dabei  verwandelt  sich  jedes  itfi- dement  durch  P  in  einen 
Punkt  des  Rn,  jedem  reellen  il/g- dement  durch  P  entspricht  eindeutig 
umkehrbar  ein  reelles  If/- dement  des  Rn,  überhaupt  entspricht  jedem 
reellen  Jl/g-element   durch   P  eindeutig  umkehrbar   ein    reelles   Jf^'-i- 
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Clement  des  JR„,  der  Gruppe  g  endlich  entspricht  eine  holoedrisch 
isomorphe  reelle  projective  Gruppe  g'  des  R».  Halten  wir  nun  in  dem 
Rn  einen  Punkt  fest,  ferner  ein  beliebiges  hindurchgehendes  reelles 
ilf/-element,  ein  beliebiges  durch  beide  gehendes  reelles  M^-element 
u.  s.  f.,  schliesslich  ein  beliebiges  reelles  iKf„'_ 9 -dement,  das  durch 
alle  vorherigen  Elemente  geht,  so  muss  sich  jedes  reelle  ikfj_i- dement, 
das  durch  den  Punkt  und  durch  alle  diese  Elemente  geht,  noch  con- 
tinuirlich  um  das  ilf„'_ 2 -dement  drehen  können;  sonst  wäre  ja  bei 
unsrer  Gruppe  G  die  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  im  Infini- 
tesimalen in  dem  Punkte  P  nicht  erfüllt.  Demnach  besitzt  die  reelle 
projective  Gruppe  g'  des  Rn  ohne  Ausnahme  in  jedem  reellen  Punkte 
des  Rn  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen. 

Nach  unsrer  Voraussetzung  gilt  aber  in  dem  n-fach  ausgedehnten 
Räume  Rn  das  Theorem  43,  die  Gruppe  g'  ist  daher  -|-n(w-|-l)-glied- 
rig  und  kann  durch  eine  reelle  projective  Transformation  des  Rn  auf 
eine  solche  Form  gebracht  werden,  dass  sie  die  imaginäre  Mannigfal- 
tigkeit zweiten  Grades: 

invariant  lässt.  Demnach  ist  auch  die  Gruppe  g  -|^n  (n  +  l)-gliedrig 
und  kann  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Transformation  der 
Dijfferentiale :  dx^  .  .  .  dXn-\-i  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden, 
dass  sie  die  imaginäre  Mannigfaltigkeit  von  Ji^  -  dementen  invariant 
lässt,  die  durch  die  Gleichung: 

(4)  dx^'  -i 1-  dxj  +  dXn+l'  =  0 

dargestellt  wird. 

Kehren  wir  jetzt  zur  Gruppe  G  zurück,  so  erkennen  wir,  dass 
bei  dieser  Gruppe  nach  Festhaltung  von  P  die  00"  reellen  üifj- de- 
mente ^-n(«+ Ij'giißdrig  transformirt  werden  und  zwar  derart,  dass 
eine  gewisse  imaginäre  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  von  Jf^- de- 
menten invariant  bleibt.  Denken  wir  uns  insbesondere  den  Punkt  P 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  in  den  Coordinatenanfang  ver- 
legt, so  können  wir  stets  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  Xj^  .  .  .  Xn-\-i  erreichen,  dass  diese 
imaginäre  Mannigfaltigkeit  durch  die  Gleichung  (4)  dargestellt  wird. 

Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  G  -}^(n  -f  l)(n  +  2)-ghedrig 
ist.  Halten  wir  nämlich  den  Punkt  P  fest,  so  werden  die  Parameter 
von  G  n-^l  Bedingungen  unterworfen,  halten  wir  ferner  alle  c»'*  reellen 
ilf^- demente  durch  P  fest,  so  werden  die  Parameter  von  G  -\n(n-\-l) 
weiteren  Bedingungen  unterworfen,  denn  diese  00"  ilf^- demente  wer- 
den ja  nach  Festhaltung  von  P  gerade  ^^n(n-\-  l)-gliedrig  transformirt, 

31* 
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Da  mm,  sobald  P  und  alle  hindurchgehenden  reellen  Jf^-elemente 
festgehalten  werden,  zugleich  alle  reellen  -Mg'?  ^s"?  •  •  •  ^«-elemente 
durch  P  in  Ruhe  bleiben  und  in  Folge  dessen  gar  keine  continuirliche 
Bewegung  mehr  möglich  ist,  so  muss  die  Parameterzahl  von  G  gerade 
gleich : 

n(n+l)  _(n+  l)(n+2) 
^-T-  ^  -r       i.2"~  ~~  1.2         ' 

sein. 

Nunmehr  ist  es  leicht,  G  zu  bestimmen. 

Denken  wir  uns  nämlich  die  Veränderlichen  Xj^  .  .  .  Xn-^t  so  ge- 
wählt wie  oben,  also  insbesondere  so,  dass  P  der  Coordinatenanfang 
wird,  so  enthält  G  in  der  Umgebung  des  Coordinatenanfangs  augen- 
scheinlich \  {n -}-  1)  (n -\- 2)  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen von  der  Form; 

n  +  l 

i^l   H 7       '">     Pn  +  1  -\ ,    ^fcPr  —  OCrP^c  +   «u  v^  OC^Pt  H , 

1 

(,u ,  V  =  1  .  .  .  n  +  1 ;    (U  <  r) , 

WO  die  a,<v  reelle  Constanten  sind.  Da  G  gerade  i-(w  +  1)  (n  +  2)- 
gliedrig  ist,  ergiebt  sich  überdies  durch  Combination  sofort,  dass  alle 
a^,r  verschwinden.  Demnach  gehört  G  zu  den  reellen  Gruppen,  die 
wir  auf  S.  385  fiF.  bestimmt  haben,  und  zwar  ergiebt  sich,  dass  G 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  P„  +  i  entweder  in  die  Gruppe 
der  Euklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  übergeführt  werden  kann 
oder  in  die  reelle  continuirliche  projective  Gruppe  einer  der  beiden 
Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades: 

^l'  +   •  •  •  +  ^n  +  l'  ±1  =  0. 

Hiermit  ist  hewiesen,  dass,  sobald  das  Theorem  43  in  einem  Baume 
von  w  ^  3  Dimensionen  gilt,  stets  das  Theorem  42  in  dem  Räume  von 
n  -\-  \  Dimensionen  gültig  ist. 

Wenn  aber  das  Theorem  42  im  Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen 
gilt,  so  gilt  in  diesem  Räume  zugleich  das  Theorem  43  und  der 
Satz  3. 

In  der  That,  jede  reelle  continuirliche  projective  Gruppe  (55  des 
Bn^i,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  besitzt,  ist  unter  der  eben  gemachten  Vor- 
aussetzung durch  eine  reelle  Punkttransformation  ähnlich  entweder 
mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  des  P«+i,  oder  mit 
einer  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses 
Raumes.  Nach  Theorem  19,  S.  292  ist  aber  diese  reelle  Punkttrans- 
formation   nothwendig    projectiv,    demnach    kommen    wir    unter    der 
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gemachten   Voraussetzung    ohne    Weiteres    auf   das    Theorem   43    und 
den  Satz  3. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass,  sobald  die  Theoreme  42  und  43  und  der 
Satz  3  in  einem  Baume  von  n^  3  Dimensionen  gelten,  sie  auch  in  dem 
Räume  von  n  -\-  1  Dimensionen  richtig  sind.  Da  wir  sie  nun  im  gewöhn- 
lichen dreifach  ausgedehnten  Räume  schon  bewiesen  haben,  so  sind  sie 
allgemein  gültig, 

Ist  also  n^^,  so  sind  die  Gruppe  der  EuMidischen  und 
die  beiden  Gruppen  von  Nichteu'klidi sehen  Bewegungen  des  R„ 
vollständig  durch  die  Forderung  charahterisirt,  dass  sie  in 
einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  BeweglichJceit 
im  Infinitesimalen  haben  sollen. 

Wir  erwähnen  noch,  dass  die  vorstehenden  Entwicklungen  nicht 
blos  für  solche  reelle  Gruppen  gelten,  deren  endliche  Transformationen 
durch  analytische  Gleichungen  dargestellt  werden,  sondern  auch  für 
solche,  deren  endliche  Gleichungen  nichtanalytisch  sind,  vorausgesetzt 
nur,  dass  diese  Gleichungen  eine  gewisse  xinzahl  Differentiationen 
nach  den  Veränderlichen  und  den  Parametern  zulassen  (s.  S.  365  u.  366). 

§  100. 
lieber  Riemanns   Habilitationsrede. 

Die  eben  durchgeführten  Untersuchungen  über  die  freie  Beweg- 
lichkeit im  Infinitesimalen  stehen  in  Zusammenhang  mit  gewissen 
üeberlegungen,  die  Riemann  in  seiner  Habilitationsrede  angedeutet 
hat.  Wir  wollen  daher  überhaupt  auf  den  Inhalt  dieser  Rede  etwas 
näher  eingehen,  umsomehr  da  sie  mit  allen  neueren  Untersuchungen 
über  die  Grundlagen  der  Geometrie  viele  Berührungspunkte  hat. 

Riemann  ist  niemals  leicht  lesbar,  aber  seine  berühmte  Rede 
„Ueber  die  Hypothesen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen'^ 
bietet  dem  Verständnisse  Schwierigkeiten  von  ganz  besonderer  Art. 
Riemann  musste  seine  Rede  vor  einer  Versammlung  halten,  die  nur 
zum  Theil  aus  Mathematikern  bestand,  er  war  deshalb  bestrebt,  mög- 
lichst allgemein  verständlich  zu  sein;  darunter  hat  aber  die  Schärfe 
und  Bestimmtheit  des  Ausdrucks  an  sehr  vielen  Stellen  gelitten  und 
die  Folge  ist,  dass  nun  gerade  der  Mathematiker  öfter  in  Zweifel  ist, 
was  Riemann  eigentlich  hat  sagen  wollen. 

Besonders  fühlbar  macht  sich  dieser  Mangel  in  der  Darstellung  da, 
wo  Riemann  über  die  Beweglichkeit  der  Figuren  eines  >^-fach  aus- 
gedehnten Raumes    spricht;   Riemann   hilft   sich   da  mit  Ausdrücken, 
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die    zwar    dem    Nichtmathematiker    anschaulich    vorkommen    mögen, 
deren  wahren  Sinn  aber  der  Mathematiker  nur  errathen  kann. 

Leider  hat  bis  jetzt  noch  Niemand  den  Inhalt  der  Riemann- 
schen  Rede  nach  allen  Seiten  hin  so  genau  untersucht,  wie  wir  es  in 
Kapitel  21  mit  dem  Inhalte  der  Helm holtz sehen  Abhandlung  „lieber 
die  Thatsachen,  die  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen''  gethan  haben. 
Man  hat  zwar  die  Theorie  des  Riemannschen  Krümmungsmasses 
eines  JR„  nach  Riemanns  Andeutungen  wiederhergestellt  und  hat 
sich  überzeugt,  dass  das  Bogenelement  wirklich,  sobald  das  Rie- 
mannsche  Krümmungsmass  überall  constant  ist,  auf  die  von  Rie- 
mann  angegebene  Form  gebracht  werden  kann.  Aber  gerade  die 
Betrachtungen  Riemanns  über  die  Beweglichkeit  der  Figuren  schei- 
nen wenig  oder  gar  nicht  beachtet  worden  zu  sein,  obwohl  doch  gerade 
diese  Betrachtungen  für  Riemanns  Auffassung  der  Frage  nach  den 
Grundlagen  der  Geometrie  von  ganz  besonderer  Wichtigkeit  sind. 
Andrerseits  giebt  es  auch  sonst  noch  eine  Reihe  von  Stellen  in  Rie- 
manns Rede,  deren  Aufklärung  dringend  zu  wünschen  ist. 

Es  wäre  sehr  verdienstvoll,  wenn  sich  jemand  der  Mühe  unter- 
zöge, Riemanns  Gedankengang  Schritt  für  Schritt  zu  verfolgen  und 
die  verschiedenen  Fragen,  die  sich  da  aufdrängen,  soweit  als  möglich 
zu  beantworten.  Wir  beabsichtigen  jedoch  nicht,  dies  auszuführen, 
sondern  begnügen  uns  mit  einigen  Andeutungen,  die  hoffentlich  dazu 
beitragen,  eine  derartige  Durcharbeitung  der  Riemannschen  Gedanken 
anzuregen. 

Wie  schon  früher  erwähnt,  denkt  sich  Riemann  zunächst  die 
Punkte  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  durch  n  Coordinaten  x^...Xn 
bestimmt.  Wir  sagten  damals  (s.  S.  394),  dass  Riemann  dies  zu 
beweisen  versuche.  Vielleicht  haben  wir  aber  damit  Riemann  Un- 
recht gethan.  Man  kann  es  auch  so  auffassen,  dass  Riemann  die 
Bestimmbarkeit  der  Punkte  durch  Coordinaten  als  selbstverständlich 
ansieht.  Herr  v.  Helmholtz  scheint  anzunehmen,  dass  Riemann  die 
betreffende  Voraussetzung  als  Axiom  aufstellt*). 

Um  innerhalb  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  Massbestimmungen 
ausführen  zu  können,  stellt  Riemann  als  nächstliegende  Annahme 
die  auf,  dass  jede  Linie,  also  jede  einfach  ausgedehnte  Mannigfaltig- 
keit durch  jede  andre  messbar  sei**).  Zur  wirklichen  Ausführung 
der  Messung  ist  es  dann  nöthig  einen  Ausdruck  für  das  Bogenelement 


*)  8.  Gott.  Nachr.  1868.  S.  198. 
**)  8.  Riemanns  ges.  Werke,  1.  Ausg.  S.  259  ff. 
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zu  besitzeil,  also  einen  Ausdruck  für  die  Länge  des  unendlich  kleinen 
Linienstücks  zwischen  zwei  unendlich  benachbarten  Punkten  Xv  und 
Xr-\-dXr.  Er  setzt  voraus,  dass  dieses  Bogenelement  eine  homogene  Func- 
tion ersten  Grades  von  dx^  .  .  .  dXn  ist,  die  ungeändert  bleibt,  sobald 
alle  dXv  das  Zeichen  wechseln,  und  die  ausserdem  noch  von  x^  .  .  .  Xn 
abhängt. 

Es  handelt  sich  jetzt  darum,  die  Form  des  Bogenelements  näher 
zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  nimmt  Riemann  ohne  ein  Wort 
der  Begründung  an,  dass  auch  zwei  beliebige  nicht  unendlich  benach- 
barte Punkte  des  E„  einen  ganz  bestimmten  Abstand  von  einander 
haben,  er  setzt  nämlich  ohne  Weiteres  die  Existenz  einer  Function: 

iw  \X\^  '  •  •  Xn  5       X^     .  •  .  Xji  j 

voraus,  die  für  alle  Punkte  x^.  .  .Xn,  die  von  dem  Punkte  x^^  ,  .  .  Xn^ 
„gleich  weit  abstehen",  denselben  Werth  hat.  Es  ist  nicht  zu  ersehen, 
ob  Riemann  damit  eine  neue  Voraussetzung  hat  machen  wollen,  oder 
ob  er  meint,  dass  aus  der  Existenz  eines  Bogenelementes  von  der 
angegebenen  Beschaffenheit  die  Existenz  einer  solchen  Function  ^ 
folge.  Das  letztere  ist  jedenfalls  nicht  unmittelbar  klar,  denn  es  ist 
sicher,  dass  aus  der  Existenz  eines  Bogenelements  die  Existenz  einer 
solchen  Function  ^  nur  dann  folgt,  wenn  durch  das  Bogenelement 
zugleich  zwischen  je  zwei  Punkten  eine  kürzeste  Linie  bestimmt  ist; 
es  müsste  daher  erst  bewiesen  werden,  dass  die  Existenz  solcher 
kürzesten  Linien  aus  den  vorher  über  das  Bogenelement  gemachten 
Voraussetzungen  folgt. 

Man  kann  sich  direct  überzeugen,  dass  die  Existenz  eines  Bogen- 
elements : 

0)  (x^  .  .  .  oOji'^  dx^  .  .  .  dXn)^ 

das  eine  heliebige  homogene  Function  ersten  Grades  von  dxi  .  .  .  dXn  ist, 
nicht  immer  die  Existenz  einer  Abstandsfunction : 

U(Xi   .  .  .Xn'^      Pt   .  .  .yn) 

zweier  endlich  von  einander  entfernter  Punkte  nach  sich  zieht. 

Es  sei  nämlich  F  die  grösste  continuirliche  Gruppe  von  reellen  Punkt- 
transformationen des  Rn,  bei  der  das  Bogenelement  co{x^dx)  invariant 
bleibt.  Dann  können  wir  die  Existenz  dieses  Bogenelements  offenbar  auch 
so  ausdrücken,  dass  wir  sagen:  die  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte 
Xy  und  Xv  +  dXv  haben  F  gegenüber  die  Invariante:  cö(ic,  dx).  Zugleich 
würde  die  Existenz  einer  Abstandsfunction  ^{x^y)  darauf  hinauskommen, 
dass  die  beiden  endlich  von  einander  entfernten  Punkte  Xy  und  y^  der 
Gruppe  F  gegenüber  die  Invariante  ^(x^y)  hätten. 

Nun  aber  können  bei  einer  Gruppe  die  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte  x^  und  Xv-{-dXv  sehr  gut  eine  Invariante  von  der  Form  co(x^dx) 
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haben,  ohne  dass  die  beiden  Punkte  Xv  und  y^  eine  Invariante  haben.  Das 
zeigt  schon  die  auf  S.  457  erwähnte  Gruppe: 

g,    x(i  +  r,     x^q  4-  Ixr,     x^q  +  SrcV,    p^     xp  —  zr 

des  J?3 .  Bei  dieser  haben  nämlich  die  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte  X,  y,  z  und  x  +  dx^  y  -\-  dy,  z  -\-  dz  die  Invariante:  dy  —  zdx, 
während  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  keine  Invariante  haben. 

Es  ist  freilich  noch  denkbar,  dass  sich  die  Sache  anders  verhält,  wenn 
man  mit  Riemann  die  Voraussetzung  hinzufügt,  dass  das  Bogenelement 
a)(ic,  dx)  seinen  Werth  nicht  ändert,  sobald  alle  dxy  das  Zeichen  wechseln. 
In  diesem  Falle  lässt  sich  aus  dem  eben  angeführten  Beispiele  nichts 
schliessen,  da  die  Invariante:  dz  —  y dx  die  Riemannsche  Forderung 
nicht  erfüllt.  Wir  wollen  jedoch  die  hiermit  angeregte  Frage  auf  sich 
beruhen  lassen. 

Wir  fahren  in  dem  Berichte  über  Riemanns  Gedankengang  fort. 
Riemann  setzt  also  voraus,  dass  es  eine  Function 

giebt,  die  für  alle  von  x^^  .  . .  Xn^  gleich  weit  entfernten  Punkte  den- 
selben Werth  hat.  Wie  es  scheint,  tritt  hier  zum  ersten  Male  der 
allgemeine  Begriff  einer  Abstandsfunction  im  w-fach  ausgedehnten 
Räume  auf. 

Von  der  Function  Sl  nimmt  Riemann  an,  dass  sie  als  Function 
von  x^  .  .  .  Xn  in  der  Umgebung  des  Werthsystems:  x^^  .  .  .  Xn^  nach 
allen  Seiten  wächst  und  also  für:  Xr  =  x^P  ein  Minimum  hat,  er 
nimmt  weiter  an,  dass  ihre  ersten  und  zweiten  Differentialquotienten 
für  Xr  ==  x"^  alle  endlich  sind.  Unter  diesen  Voraussetzungen  muss 
das  erste  Differential  von  fl  für  Xv  =  x^^  verschwinden  und  das 
zweite : 

l...n 

d^Sl  =  y,  o  ■  o —  dXu  dXy 

darf  nach  der  Substitution:  Xv=Xv^  für  kein  Werthsystem:  dXi..,dXn 
negativ  werden. 

Riemann  beschränkt  sich  auf  die  Betrachtung  des  Falles,  wo 
das  Differential  d^Sl  für  Xr  =  XtP  in  eine  beständig  positive  quadra- 
tische Form  von  dxj^  .  .  .  dXn  übergeht.  Das  Quadrat  des  zu  dem 
Punkte  x^^  .  .  .  Xn^  gehörigen  Bogenelements  ds  kann  sich  dann  von 
dem  Ausdruck 


l...n 

2 

UV 


d''Sl 


dx^dx^ 


dXu  dXy 
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nur  um  einen  constanten,  von  x^^  .  .  .  Xn  abhängigen  Factor  unter- 
scheiden und  das  Bogenelement  in  einem  beliebigen  Punkte  x-^^  .  .  ,  Xn 
ist  demnach  durch  eine  Gleichung  von  der  Form: 

(5)  dS^  =^   CC^iv((^i  .  •  .   Xn)dXj^idXv 

bestimmt,  wo  die  a^^y  reelle  Functionen  sind,  deren  Determinante 
nicht  identisch  verschwindet,  und  wo  die  rechte  Seite  für  allgemeine 
Werthe  von  x^^^...  Xn  eine  beständig  positive  Function  von  dx^ . . .  dxn  ist. 

Wir  haben  diese  Ableitung  des  Ausdrucks  für  das  Bogenelement 
so  ausführlich  wiedergegeben,  weil  sie  namentlich  durch  die  Einfüh- 
rung der  Abstandsfunction  von  besonderem  Interesse  ist. 

Der  für  das  Bogenelement  gefundene  Ausdruck  erlaubt  die  Varia- 
tionsrechnung anzuwenden,  und  es  ergiebt  sich,  dass  zwischen  je  zwei 
Punkten,  die  innerhalb  eines  gewissen  Bereichs  liegen,  eine  und  nur 
eine  kürzeste  Linie  möglich  ist,  die  ganz  diesem  Bereiche  angehört, 
üeberdies  ist  klar,  dass  durch  jeden  Punkt  x^  .  .  .  Xn  nur  eine  kürzeste 
Linie  geht,  die  ein  gegebenes  Linienelement:  dx^\  -  -  •  \dXn  durch  den 
Punkt  enthält. 

Riemann  betrachtet  nun  in  einem  beliebigen  Punkte  x^...Xn 
ein  beliebiges  hindurchgehendes  M<^- ^\Qm.QYii  und  denkt  sich  durch 
jedes  der  oo^  Linienelemente  dieses  Jtfg ' ^^^^^^^s  die  hindurchgehende 
kürzeste  Linie  gelegt.  Die  so  entstehende  zweifach  ausgedehnte  Man- 
nigfaltigkeit ist  durch  das  ausgewählte  Jfg-element  eindeutig  bestimmt 
und  ihr  Gausssches  Krümmungsmaass  hat  in  dem  Punkte  x^...Xn 
einen  ganz  bestimmten  Werth.  Den  Werth  dieses  Gauss  sehen  Krüm- 
mungsmasses,  der  nur  von  der  Form  (5)  des  angenommenen  Bogen- 
elements  abhängt,  bezeichnet  Riemann  als  das  Mass  der  Krümmung, 
die  der  w-fach  ausgedehnte  Raum  mit  dem  Bogenelemente  (5)  in 
dem  Punkte  x^...Xn  in  der  Richtung  des  ausgewählten  Jfg- Clements 
hat.  Er  behauptet  überdies,  dass  umgekehrt  das  Bogenelement  (5) 
eines  w-fach  ausgedehnten  Raumes  im  Allgemeinen  vollständig  bestimmt 
ist,  sobald  das  Krümmungsmass  in  jedem  Punkte  in  den  Richtungen 
von  \n{n  —  1)  Jlfg -  dementen  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
gegeben  ist. 

Unter  den  w-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten,  die  ein  Bogen- 
element von  der  obigen  Form  (5)  haben,  betrachtet  Riemann  insbe- 
sondere alle  die,  bei  denen  das  Krümmungsmass  allenthalben  constant 
ist,  bei  denen  es  also  in  allen  Punkten  in  allen  hindurchgehenden 
ilfg- dementen   denselben  Werth  hat.     Er  sagt  über  sie  Folgendes: 

„Der    gemeinsame    Charakter     dieser    Mannigfaltigkeiten,    deren 
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Krümmungsmass  constant  ist,  kann  auch  so  ausgedrückt  werden, 
dass  sich  die  Figuren  in  ihnen  ohne  Dehnung*)  bewegen  lassen. 
Denn  offenbar  würden  die  Figuren  in  ihnen  nicht  beliebig  verschieb- 
bar und  drehbar  sein  können,  wenn  nicht  in  jedem  Punkte  in  allen 
Richtungen  das  Krümmungsmass  dasselbe  wäre.  Andererseits  aber 
sind  durch  das  Krümmungsmass  die  Massverhältnisse  der  Mannig- 
faltigkeit vollständig  bestimmt;  es  sind  daher  um  einen  Punkt  nach 
allen  Richtungen  die  Massverhältnisse  genau  dieselben,  wie  um  einen 
andern,  und  also  von  ihm  aus  dieselben  Constructionen  ausführbar,  und 
folglich  kann  in  den  Mannigfaltigkeiten  mit  constantem  Krümmungs- 
mass den  Figuren  jede  beliebige  Lage  gegeben  werden/' 

In  diesen  Worten  ist  ausgesprochen,  dass  die  Forderung,  das 
Krümmungsmass  solle  überall  constant  sein,  gleichbedeutend  ist  mit 
gewissen  Forderungen  über  die  Beweglichkeit  der  Figuren.  Stellen 
wir  diese  letzteren  Forderungen  an  die  Spitze,  so  können  wir  Rie- 
manns  Gedankengang  etwas  präciser,  wenn  auch  nicht  völlig  präcis, 
folgendermassen  wiedergeben: 

Biemann  sucht  unter  den  Mannig faltigheiten ,  deren  Bogenelement 
die  Form  (5)  hat,  alle  die  auf,  in  denen  die  Figuren  jede  beliebige  Lage 
erhalten  hönnen,  das  heisst,  in  denen  sich  die  Figuren  beliebig  verschieben 
und  drehen  lassen^  ohne  Dehnung  m  erleiden.  Fr  gelangt  zu  dem  Ergeb- 
nisse^ dass  die  Mannigfaltiglieiten,  deren  Krümmungsmass  allenthalben 
constant  ist,  die  einzigen  sind,  in  denen  die  Figuren  in  dieser  Weise  be- 
weglich sind. 

Was  ist  nun  aber  darunter  zu  verstehen,  dass  die  Figuren  jede 
beliebige  Lage  erhalten  können  oder  dass  sie  ohne  Dehnung  beliebig 
verschiebbar  und  drehbar  sein  sollen? 

Zunächst  wollen  wir  feststellen,  was  es  heisst,  dass  die  Figuren 
überhaupt  ohne  Dehnung  beweglich   sein  sollen. 

Wenn  Riemann  von  einer  Bewegung  der  Figuren  spricht,  so 
denkt  er  sich  diese  Bewegung  unzweifelhaft  als  continuirlich,  das 
zeigen  namentlich  die  Worte  „verschiebbar"  und  „drehbar'',  die  er 
braucht.  Nun  bringt  aber  jede  continuirliche  Bewegung  continuirliche 
Aenderungen  der  Coordinaten  der  bewegten  Punkte  mit  sich  und 
liefert  daher  eine  continuirliche  Schaar  von  <x>^  reellen  Transforma- 
tionen : 

(6)  X'v  =  fv  (X^  .  .  .   Xn\    t)       (1-  =  1  .  .  .  n) 


*)  Hier  hätte  Riemann   eigentlich   schon  das  Wort   „beliebig"  hinzufügen 
müssen 
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der  Mannigfaltigkeit  x^  .  .  .  x„  und  zwar  eine  Seh  aar,  in  der  die  iden- 
tische Transformation  steckt  (vgl.  S.  440).  Sollen  bei  dieser  Bewegung 
die  Figuren  keine  Dehnung  erleiden,  so  muss  die  Länge  jeder 'Linie 
ungeändert  bleiben,  mit  andern  Worten;  die  oo^  Transformationen 
(6)  müssen  das  Bogenelement  (5)  invariant  lassen.  Umgekehrt 
leuchtet  ein,  dass  jede  Schaar  (6)  von  oo^  Transformationen,  die  das 
Bogenelement  (5)  invariant  lässt  und  der  die  identische  Transforma- 
tion angehört,  eine  continuirliche  Bewegung  darstellt,  bei  der  die 
Figuren  keine  Dehnung  erleiden.  Demnach  kommt  die  Forderung, 
dass  überhaupt  Bewegung  der  Figuren  ohne  Dehnung  möglich  sei, 
darauf  hinaus,  dass  es  mindestens  eine  continuirliche  Schaar  (6)  von 
oo^  Transformationen  geben  soll,  die  das  Bogenelement  (5)  invariant 
lässt  und  die  identische  Transformation  enthält. 

Nun  bildet  der  Inbegriff  aller  reellen  Transformationen,  bei  denen 
das  Bogenelement  (5)  invariant  bleibt,  sicher  eine  Gruppe  (3  und 
diese  Gruppe  (3  enthält  stets  eine  gewisse  continuirliche  Untergruppe 
Gj  die  in  keiner  grösseren  continuirlichen  Untergruppe  von  (55  steckt. 
Ist  dann  (6)  irgend  eine  Schaar  von  oo^  reellen  Transformationen, 
die  die  identische  Transformation  enthält  und  die  der  Gruppe  G  an- 
gehört, so  bestimmt  diese  Schaar  augenscheinlich  eine  continuirliche 
Bewegung,  bei  der  keine  Dehnung  der  Figuren  stattfindet.  Ist  umge- 
kehrt (6)  eine  continuirliche  Bewegung,  bei  der  keine  Dehnung  statt- 
findet, so  gehört  die  Schaar  (6)  offenbar  der  Gruppe  G  an.  Hieraus 
folgt,  dass  G  durch  den  Inbegriff  aller  Bewegungen,  bei  denen  die 
Figuren  keine  Dehnung  erleiden,  vollständig  bestimmt  ist;  zugleich  ist 
klar,  dass  die  Transformationen  von  G  den  Inbegriff  aller  der  Lagen 
bestimmen,  die  man  den  Figuren  durch  continuirliche  Bewegungen 
ohne  Dehnung  geben  kann. 

Was  heisst  es  nun  aber,  wenn  Riemann  verlangt,  dass  die 
Figuren  ohne  Dehnung  heliehig  verschiebbar  und  drelibar  seien? 

Offenbar  ist  das  Wort  „beliebig"  viel  zu  unbestimmt,  als  dass 
man  daraus  irgend  welche  Schlüsse  ziehen  könnte.  Man  ist  also  auf 
Vermuthungen  angewiesen. 

Wir  glauben,  dass  Riemann  sich  die  beliebige  Verschiebbarheit 
der  Figuren  so  gedacht  hat,  dass  bei  den  Bewegungen,  die  eine  Figur 
ausführen  kann,  ohne  Dehnung  zu  erleiden,  ein  beliebig  ausgewählter 
Punkt  der  Figur  in  jeden  andern  Punkt  des  Raumes  übergehen  kann. 
Bei  dieser  Deutung  kommt  die  Forderung  der  beliebigen  Verschiebbar- 
keit offenbar  darauf  hinaus,  dass  die  oben  definirte  Gruppe  G  tran- 
sitiv sein  soll. 

Andrerseits  kann  Riemann  unter  Drehungen  jedenfalls  nur  solche 
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Bewegungen  verstehen,  die  nach  Festhaltung  eines  beliebigen  Punktes 
noch  möglich  sind.  Die  Forderung  der  beliebigen  Drehbarheit  der 
Figuren  verstehen  wir  nun  so,  dass  die  allgemeinste  nach  Festhaltung 
des  Coordinatenanfangs  noch  mögliche  Bewegung  ohne  Dehnung  von 
so  vielen  Parametern  abhängen  soll,  als  es  mit  der  Invarianz  des 
AusdrucJcs : 

l...n 

X,  a^r  (0  .  .  .  0)  dXjLi dXr 

verträglich  ist,  dass  also  die  transitive  Gruppe  G  möglichst  viele  Para- 
meter enthalten  soll. 

Um  uns  über  die  Tragweite  dieser  Forderung  Rechenschaft  zu 
geben,  müssen  wir  untersuchen,  was  für  Bewegungen  ohne  Dehnung 
nach  Festhaltung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage  noch 
möglich  sind. 

Der  Einfachheit  wegen  nehmen  wir  an,  dass  der  Coordinaten- 
anfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  sei,  und  denken  uns  überdies 
das  Bogenelement  durch  eine  reelle  lineare  homogene  Transformation 
der  X  auf  eine  solche  Form  gebracht,  dass  es  für: 

x^  — —  X2  =  •  •  *  =  Xfi  =  \J 
den  Werth: 

(7)  dx,^  +  dx^^  -j h  dxj 

annimmt.  Jede  nach  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  etwa  noch 
mögliche  Bewegung  ohne  Dehnung  wird  dann  durch  eine  Transfor- 
mation von  der  Form: 


(8)  xlc  =2^'akvXr  +   ■  "       ik  = 


n) 


dargestellt,  bei  der  das  Bogenelement  (5)  invariant  bleibt;  hierbei 
darf  die  Determinante  der  aj,r  nicht  verschwinden  und  die  weggelas- 
senen  Glieder  sind  von  zweiter  und  höherer  Ordnung   in  den  x. 

Unter   den    gemachten  Voraussetzungen  ist  klar,   dass  die  zu  (8) 
gehörige  verkürzte  Transformation: 


7» 

(9)  Xk^^^Kky 


Xr        (A-  =  1  .  .  .  n) 


den  Diflferentialausdruck  (7)  invariant  lassen  muss.  Ferner  ist  leicht 
zu  sehen,  dass  die  Transformation  (8)  vollständig  bestimmt  ist,  so- 
bald man  die  zugehörige  verkürzte  Transformation  (9)  kennt.  Die 
verkürzte  Transformation  (9)  giebt  nämlich  an,  wie  die  c»"-^  Linien- 
elemente   durch    den    Coordinatenanfang    transformirt    werden.     Nun 
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geht  durch  jedes  Linienelement  dx^^ :  •  •  •  :  dxn  des  Coordinatenanfangs 
nur  eine  kürzeste  Liuie  und  jeder  Punkt  x^  ,  .  .  Xn  dieser  kürzesten 
Linie  ist  vollständig  bestimmt/  wenn  man  ausser  dem  bewussten 
Linienelement  noch  seinen  Abstand  r  vom  Coordinatenanfang  kennt. 
Weiss  man  daher,  dass  bei  der  Transformation  (8),  die  das  Bogen- 
element  (5)  invariant  lässt,  das  Linienelement:  dx^^i  •  -  -  :dXn  in  das 
Linienelement:  dx^'  :  •  •  •  :dXn  übergeht,  so  ist  zugleich  auch  die  neue 
Lage  ic/.  .  .  Xn  bestimmt,  die  der  Punkt  x^^  .  .  .  Xn  bei  der  Transfor- 
mation (8)  erhält,  x-[  .  .  .  Xn  i^t  nämlich  offenbar  der  Punkt,  der  auf 
der  kürzesten  Liuie  durch  das  Linienelement:  dx^ :  -  -  ■  :  dXn  in  der 
Entfernung  r  vom  Coordinatenanfange  liegt. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jede  Bewegung  ohne  Dehnung,  die  nach 
Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  noch  möglich  ist,  vollkommen 
bestimmt  ist  durch  die  Art  und  Weise,  in  der  sie  die  oo"  — ^  Linien- 
elemente durch  den  Coordinatenanfang  bewegt.  Verlangen  wir  daher, 
dass  die  allgemeinste  nach  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  noch 
mögliche  Bewegung  ohne  Dehnung  von  möglichst  vielen  Parametern 
abhänge,  so  kommt  das  darauf  hinaus,  zu  verlangen,  dass  bei  der 
Gruppe  G  nach  Festhal tuug  des  Coordinatenanfangs  die  Linienelemente 
durch  diesen  Punkt  durch  eine  projective  Gruppe  von  möglichst  grosser 
Gliederzahl  transformirt  werden. 

Fassen  wir  die  gewonnenen  Ergebnisse  zusammen,  so  können  wir 
sagen:  Wenn  Riemann  verlangt,  dass  ein  beständig  positives  Bogen- 
element  von  der  Form  (5)  existire  und  dass  die  Figuren  des  llaiimes 
x^  .  . .  Xn  ohne  Dehnung  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  seien,  so  ver- 
langt er  damit  genau  dasselbe,  als  wenn  man  fordert,  dass  das  Bogen- 
element  (5)  bei  einer  continuirlichen  Gruppe  G  invariant  bleibe,  die 
erstens  transitiv  ist  und  die  zweitens  die  oo"—^  reellen  Linienelemente 
durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  in  mög- 
lichst allgemeiner   Weise  transformirt  (vgl.  S.  355  f.). 

Verbinden  wir  nun  die  Entwicklungen  auf  S.  353  f.  mit  denen 
auf  S.  385  ff.,  so  erkennen  wir  sofort ,  dass  jede  reelle  Gruppe  G  von 
der  hier  verlangten  Beschaffenheit  durch  eine  reelle  Punkttransforma- 
tion überführbar  ist  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  Be- 
wegungen des  Rn  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen 
Bewegungen.  Die  Forderungen,  die  Riemann  an  die  Beweglichkeit 
der  Figuren  stellt,  reichen  demnach  zusammen  mit  der  Forderung 
eines  Bogenelements  hin,  um  diese  drei  Gruppen  von  Bewegungen  zu 
charakterisiren. 

Wir  schalten  zunächst  noch  ein  paar  Bemerkungen  ein  über  die 
Lösung,  die  Riemann  selbst  von  seinem  Probleme  giebt. 
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Riemaun  sagt:  „Offenbar  würden  die  Figuren  nicht  beliebig 
verschiebbar  und  drehbar  sein  können,  wenn  nicht  in  jedem  Punkte 
in  allen  Richtungen  das  Krümmungsmass  dasselbe  wäre."  Aus  der 
Constanz  des  Krümmungsmasses  schliesst  er  nun,  dass  die  Massver- 
hältnisse um  jeden  Punkt  nach  allen  Richtungen  genau  dieselben  sind 
wie  um  jeden  andern  und  daraus  wieder  ergiebt  sich,  dass  die  Figuren 
ohne  Dehnung  beliebig  verschiebbar  und  drehbar  sind  in  der  oben 
beschriebenen  Weise. 

Nun  ist  die  Forderung,  dass  das  Krümmungsmass  in  allen  Punkten 
in  allen  Richtungen  der  hindurchgehenden  J/g-elemente  constant  sei, 
offenbar  nothwendig,  wenn  die  Gruppe  6r  transitiv  sein  und  wenn  sie 
ausserdem  so  beschaffen  sein  soll,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellen 
Punktes  von  allgemeiner  Lage  noch  jedes  reelle  M2-e\emeni  durch 
den  Punkt  in  jedes  andre  übergehen  kann.  Ist  umgekehrt  die  Gruppe 
G  so  beschaffen,  dass  nach  Festhaltuug  eines  reellen  Punktes  von 
allgemeiner  Lage  noch  jedes  reelle  M^-element  in  jedes  andre  über- 
gehen kann,  so  folgt  leicht,  dass  die  Gruppe  transitiv  ist  und  dass 
das  Krümmungsmass  in  allen  Punkten  in  allen  hindurchgehenden  M^- 
elementen  denselben  Werth  hat.  Hieraus  aber  folgt  nach  Riemann, 
dass  die  Figuren  beliebig  ohne  Dehnung  verschiebbar  und  drehbar 
sind  und  das  wieder  kommt  darauf  hinaus,  dass  bei  G  nach  Festhal- 
tung eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage  die  Linienelemente 
durch  den  Punkt  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt  werden. 

Aus  den  Riemann  sehen  Entwicklungen  folgt  demnach  der  Satz: 

Ist  G  die  grösste  reelle  continuirliche  Gruppe,  die  einen  beständig  positi- 
ven Diff'erentialausdriick  von  der  Form  (5)  invariant  lässt,  und  ist  diese 
Gruppe  so  beschaffen,  dass  bei  Festhaltung  eines  reellen  Punktes  von 
allgemeiner  Lage  jedes  reelle  M^-element  durch  den  Funkt  in  jedes  andre 
übergehen  kann,  so  transformirt  sie  die  oo^-^  Linimielemente  durch  diesen 
Funkt  in  möglichst  allgemeiner  Weise. 

Riemann  setzt  voraus,  dass  das  Quadrat  des  Bogenelements  ein 
beständig  positiver  Differentialausdruck  zweiten  Grades  ist  und  fügt 
die  Forderung  hinzu,  dass  die  Figuren,  ohne  Dehnung  zu  erleiden, 
beliebig  verschiebbar  und  drehbar  seien.  Diese  letztere  Forderung 
ist,  wenn  man  sie  so  deutet,  wie  wir  gethan  haben,  gleichbedeutend 
mit  der,  dass  der  bewusste  Differentialausdruck  eine  continuirliche 
reelle  Gruppe  G  gestatte,  die  transitiv  ist  und  die  reellen  Linien- 
elemente durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  in  möglichst  allgemeiner  Weise  transformirt. 

Es  ist  klar,  dass  die  reelle  Gruppe  G  unter  diesen  Voraussetzungen 
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in  jedem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  besitzt.  Andrerseits  haben  wir  in  §  97  —  99  bewiesen, 
dass  jede  reelle  Gruppe  (3  des  Rn  (^  >  2),  die  in  einem  reellen  Punkte 
von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt, 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  entweder  in  die  Gruppe  der 
Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen 
Bewegungen  überführbar  ist.  Demnach  genügen  die  beiden  Kiemann- 
sehen  Forderungen:  Existenz  eines  quadratischen  beständig  positiven 
Bogenelements  und  beliebioje  Verschiebbarkeit  und  Drehbarkeit  der 
Figuren  zur  Charakterisirung  der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidi- 
schen Bewegungen,  vorausgesetzt  dass  man  die  beliebige  Verschieb- 
barkeit und  Drehbarkeit  so  deutet,  wie  es  oben  geschehen  ist.  Wir 
sehen  aber  zugleich,  dass  die  Forderung  der  freien  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  zusammen  mit  der  Forderung,  dass  die  Bewegtingen  eine 
Gruppe  bilden  sollen,  diese  beiden  anscheinend  weitergehenden  Riemann- 
schen  Forderungen  vollständig  ersetzt. 

Wir  werden  jetzt  noch  zeigen,  dass  man  aus  der  Forderung  der 
freien  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  direct  die  Existenz  eines  beständig 
positiven  quadratischen  Bogenelements  schliessen  ^^nn,  ohne  sich  auf  die 
Entwicklungen  der  §§  97  —  99  zu  stützen. 

Zunächst  kann  man  in  wesentlich  einfacherer  Weise  als  damals  zeigen, 
dass  jede  reelle  projective  Gruppe,  die  in  allen  reellen  Punkten  des  Raumes 
freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzt,  mit  der  reellen  projectiven 
Gruppe  einer  imaginären  Fläche  zweiten  Grades  zusammenfällt,  deren  Glei- 
chung reell  ist. 

Für  die  Ebene  beweisen  wir  das  wie  in  §  97.  Um  es  allgemein  zu 
beweisen,  nehmen  wir  an,  dass  es  im  Räume  von  n  —  1  >•  2  Dimensionen 
bewiesen  ist,  und  beweisen  sodann,  dass  der  Satz  auch  im  Räume  von  n 
Dimensionen  gültig  ist. 

Ist  nämlich  der  Satz  für  den  Raum  von  n  —  1  Dimensionen  bewiesen, 
so  ergiebt  sich  sofort,  dass  jede  reelle  projective  Gruppe  y  des  B^  die  in 
der  Umgebung  eines  Punktes  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  besitzt,  \'^(n -\-  1)  Parameter  hat  und  durch  eine  reelle 
projective  Transformation  auf  die  Form: 


i  .  .  .  «  X  .  .  .  /» 


l...n 


XfiPv  —  y^vP^L  +^  y^ivtXtU 
t 

(,*/ ,  r  =  1  .  .  .  n;i  y^,  ^^  +  y^^^  =  0) 

gebracht  werden  kann.  Hieraus  aber  folgt  durch  Rechnungen,  die  sich 
von  denen  auf  S.  290  ff.  fast  gar  nicht  unterscheiden,  dass  y  durch  eine 
reelle  projective  Transformation  die  Form: 
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p^  +  CX^,  U,     X^,Pv  XvPfj.       (,",  r  =  l...n) 

erhalten  kann.  Soll  nun  y  insbesondere  in  allen  reellen  Punkten  des  Rau- 
mes freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen,  so  mnss  c  positiv  sein, 
folglich  besteht  y  in  diesem  Falle  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränderlichen 
aus  allen  reellen  projectiven   Transformationen,  die  die  Mannigfaltigkeit: 

«i'  +  •  •  •  +  ^»'  +  1  =  0 
invariant  lassen. 

Hiermit  ist  direct  bewiesen,  dass  unser  Satz  für  den  i2„  gilt,  wenn 
er  für  den  Bn  —  i  gilt,  und  da  er  in  der  Ebene  richtig  ist,  so  ist  er  allge- 
mein bewiesen. 

Betrachten  wir  jetzt  eine  beliebige  Gruppe  G  des  JS„,  die  in  der 
Umgebung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage  freie  Beweglichkeit 
im  Infinitesimalen  besitzt.  Dann  ergiebt  sich  in  derselben  Weise  wie  auf 
S.  482  fi".,  dass  G  transitiv  imd  ^n{n  -\-  l)-gliedrig  ist  und  dass  es  durch 
eine  reelle  Transformation  auf  die  Form: 

Pv   +  '  '  •,     Xf^Pr  —  XvP^,  -|-  .  .  .       (// ,  r  =  1  .  .  .  n) 

gebracht  werden  kann. 

Hieraus  folgt,  dass  bei  Festhaltung  des  Coordinatenanfangs  die  Diffe- 
rentiale dx^  .  .  .  dXn   so  transformirt  werden,   dass  der  Differentialausdruck: 

(10)  ^       äx^  H f-  dxn^ 

invariant  bleibt.  Da  nun  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  ist  und  da  unsre  Gruppe  transitiv  ist,  so  erhalten  wir  überhaupt  zu 
jedem  Punkte  von  allgemeiner  Lage  einen  derartigen  Differentialausdruck 
zugeordnet  und  zwar  finden  wir  den  zu  dem  Punkte  x-^  .  .  .  Xn^  gehörigen 
Differentialausdruck,  wenn  wir  auf  den  Ausdruck  (10)  irgend  eine  Trans- 
formation 

Xv  ^  fv(Xi  .  .  .  Xn)        iv  =  l...n) 

ausführen,  die  den  Coordinatenanfang  in  den  Punkt  x-^^  .  .  .  Xn^  überführt, 
und  wenn  wir  nachher  in  den  Coefficienten  des  so  erhaltenen  Ausdrucks 
die  Substitution:  Xv  =  xj^  machen. 

Die  Differeufcialausdrücke ,  die  auf  diese  Weise  den  Punkten  des  Rau- 
mes zugeordnet  sind,  werden  bei  den  Transformationen  unsrer  Gruppe 
genau  so  unter  einander  vertauscht  wie  die  Punkte  selbst  und  daraus  folgt 
wiederum,  dass  unsre  Gruppe  einen  gewissen  Differentialausdruck  von  der 
Form: 

1...« 

^,   Cikv^^l  ■  .  .  Xn)  dxk  dXv 

kv 

invariant  lässt,  der  im  Coordinatenanfang  die  Form  (lO)  annimmt  und 
daher  für  reelle  Punkte  x^  .  .  .  Xn  von  allgemeiner  Lage  in  eine  beständig 
positive  quadratische  Form  von  dx^^  .  .  .  dXn  übergeht. 

Hiermit  ist  ohne  Benutzung  des  Theorems  42,  S.  481  bewiesen,  dass 
jede  reelle  Gruppe,  die  in  einem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage 
freie   Beweglichkeit    im    Infinitesimalen   besitzt,    einen    beständig    positiven 
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Differentialausdruck  zweiten  Grades  invariant  lässt,  es  ist  also  gezeigt, 
dass  man  mit  Hülfe  des  Axioms  der  freien  Beweglichkeit  im  Infinitesima- 
len das  Rie  mann  sehe  Axiom  über  das  Bogenelement  ableiten  kann,  ohne 
die  Gruppen,  die  freie  Beweglichkeit  im  Infinitesimalen  besitzen,  selbst  auf- 
zustellen *). 

Wir  wollen  schliesslich  noch  mit  ein  paar  Worten  auf  eine  Stelle  der 
Rie  mann  sehen  Probevorlesung  eingehen,  die  uns  in  der  vorliegenden  Fassung 
unverständlich  erscheint.  Wir  meinen  die  Stelle  auf  S.  265  seiner  gesam- 
melten Werke  (1.  Ausg.),  wo  Riemann  seine  Untersuchungen  über  die 
Bestimmung  der  Massverhältnisse  einer  w-fach  ausgedehnten  Grösse  auf 
den  Raum  anwendet. 

Das  „erstens"  in  den  Worten:  „Sie  lassen  sich  erstens  u.  s.  w."  ist  es 
zunächst,  was  Schwierigkeiten  macht.  Dieses  „erstens"  weist  auf  ein  nachfol- 
gendes „zweitens"  hin,  das  auch  kommt,  es  kommt  in  den  Worten:  „Setzt 
man  aber  zweitens  u.  s.  w."  Aber  dieses  „zweitens"  entspricht  dem  „erstens" 
gar  nicht.  Während  nämlich  unter  „erstens"  die  Bedingungen  angegeben 
werden,  die  zur  Bestimmung  der  Massverhältnisse  des  (Euklidischen)  Rau- 
mes hinreichend  und  nothwendig  sind,  wenn  gewisse  Voraussetzungen 
gemacht  werden,  giebt  Riemann  unter  „zweitens"  nicht,  wie  man  eigent- 
lich erwarten  sollte,  eine  andere  Fassung  dieser  Bedingungen,  sondern  er 
führt  ganz  neue  Voraussetzungen  ein.  Die  Worte:  „Setzt  man  aber  zwei- 
tens u.  s.  w."  entsprechen  also  nicht  dem  ,, erstens",  sondern  den  Worten: 
„wenn  Unabhängigkeit  der  Linien  vom  Ort  .  .  .  vorausgesetzt  wird".  Man 
sieht  hieraus,  dass  das  „erstens"  mit  dem  „zweitens"  gar  nichts  zu  thun 
hat,  dass  es  im  Grunde  ganz  überflüssig  ist.  In  der  That  wird  die  ganze 
Stelle  ziemlich  klar**),  wenn  man  das  erstens  weglässt,'  zwischen  den 
Worten  „vorausgesetzt  wird"  und  „Sie  lassen  sich  so  ausdrücken  u.  s.  w." 
keinen  Absatz  macht,  und  endlich,  wie  oben  angedeutet,  das  Wort  „Eukli- 
disch" hinzufügt. 

Nach  einer  Mittheilung,  die  wir  der  Güte  des  Herrn  H.  Weber,  des 
Herausgebers  der  Riemannschen  Werke  verdanken,  unterliegt  es  keinem 
Zweifel,  dass  Riemann  wirklich  das  „erstens"  geschrieben  hat;  die  Mög- 
lichkeit einer  andern  Lesart  ist  also  ausgeschlossen.  Es  wird  in  Folge 
dessen  wohl  nichts  andres  übrig  bleiben,  als  anzunehmen,  dass  hier  jeden- 
falls ein  stilistisches  Versehen  Riemanns  vorliegt. 


*)  Lie    hat    hierauf  bereits    1890  in    den  Leipziger  Berichten    hingewiesen 
(s.  das.  S.  292  Anm.). 

**)  Allerdings  bliebe  immer  noch  festzustellen,  was  die  Worte  „Endlich  könnte 
man  drittens  u.  s.  w."  bedeuten,  das  ist  uns  aber  nicht  gelungen.  Uebrigens 
finden  sich  auch  sonst  noch  in  der  Riemannschen  Vorlesung  Stellen,  die  uns 
mindestens  unverständlich  erscheinen. 


Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     III.  32 
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Kapitel   23. 
Zweite   Lösung   des   Riemann-Helmholtzscheii  Problems. 

Wir  erinnern  zuvörderst  an  die  in  der  Einleitung  des  vorigen 
Kapitels  gemachten  Bemerkungen  (s.  S.  471  f.).  Den  dort  eingenom- 
menen Standpunkt  behalten  wir  auch  hier  bei,  wir  fragen  also  wieder 
nach  solchen  Eigenschaften,  die  der  Gruppe  der  Euklidischen  und  den 
beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  gemeinsam  sind 
und  durch  die  diese  drei  Gruppen  unter  allen  continuirlichen  Gruppen 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  ausgezeichnet  sind.  Während 
aber  die  im  vorigen  Kapitel  betrachteten  charakteristischen  Eigen- 
schaften sich  blos  auf  unendlich  benachbarte  Punkte  beziehen,  wollen 
wir  jetzt  nur  solche  Eigenschaften  benutzen,  die  das  gegenseitige  Ver- 
halten endlich  von  einander  entfernter  Punkte  betreffen. 

Bei  Ria  mann  wird  die  Unterscheidung  zwischen  Axiomen,  die 
sich  auf  unendlich  benachbarte,  und  solchen,  die  sich  auf  endlich  von 
einander  entfernte  Punkte  beziehen,  noch  nicht  gemacht.  Die  von 
Riemann  benutzten  Axiome,  die  bei  ihm  freilich  nicht  ausdrücklich 
oder  doch  jedenfalls  nicht  scharf  und  deutlich  formulirt  sind,  beziehen 
sich  theils  auf  die  eine,  theils  auf  die  andre  Art  von  Punkten.  Rie- 
manns  Forderung  über  die  Existenz  eines  Bogenelements  bezieht 
sich  auf  unendlich  benachbarte  Punkte.  Aus  der  Existenz  eines  Bogen- 
elements folgt  nun  aber,  wie  wir  schon  auf  S.  487  f.  hervorhoben,  die 
Existenz  einer  Abstandsfunction  zweier  endlich  von  einander  entfernter 
Punkte  noch  nicht,  so  lange  man  nichts  genaures  über  die  Beschaffen- 
heit des  Bogenelementes  weiss.  Trotzdem  setzt  Riemann  ohne  nähere 
Begründung  auch  die  Existenz  einer  solchen  Abstandsfunction  voraus 
und  das  ist  eine  Annahme,  die  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte 
Punkte  bezieht.  Endlich  beziehen  sich  Riemann s  allerdings  sehr 
unbestimmt  ausgedrückte  Forderungen  über  die  Beweglichkeit  der 
Figuren  ohne  Dehnung  offenbar  auch  auf  endlich  von  einander  ent- 
fernte Punkte,  sie  lassen  sich  aber  wegen  der  besondern  Beschaffen- 
heit des  Bogenelements,  das  Riemann  aus  der  von  ihm  angenomme- 
nen Abstandsfunction  ableitet,  sofort  auf  unendlich  benachbarte  Punkte 
anwenden  (vgl.  S.  490  ff.). 

Die  Axiome  des  Herrn  v.  Helmholtz  beziehen  sich  in  der  Fas- 
sung, die  er  ihnen  am  Anfang  seiner  Arbeit  gegeben  hat,  auf  endlich 
von  einander  entfernte  Punkte;  er  wendet  sie  aber  nicht  blos  auf  solche 
Punkte  an,  sondern  auch  auf  unendlich  benachbarte,  ein  Verfahren, 
dessen  ünzulässigkeit  wir  in  Kapitel  21  zur  Genüge  dargethan  haben. 
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Der  Wesensunterschied  zwischen  beiden  Arten  von  Axiomen,  zwischen 
den  auf  endlich  entfernte  Punkte  und  den  auf  unendlich  benachbarte 
Punkte  bezüglichen,  kommt  in  unsrer  Darstellung  zum  ersten  Male 
deutlich  zum  Ausdruck.  Riemann  macht  allerdings  Andeutungen, 
die  auf  die  Vermuthung  führen  können,  dass  er  ähnliche  Gedanken 
gehabt  hat,  aber  seine  Ausdrücke*)  sind  viel  zu  allgemein  gehalten, 
als  dass  man  entscheiden  könnte,  was  er  gemeint  hat. 

Unsre  sogenannte  erste  Lösung  des  Riemann-Helmholtzschen 
Problems  bezieht  sich  nur  auf  unendlich  benachbarte  Punkte,  genauer 
ausgedrückt:  sie  erledigt  die  Aufgabe,  alle  Gruppen  zu  bestimmen, 
die  durch  gewisse  Eigenschaften  im  Infinitesimalen  definirt  sind.  Aller- 
dings muss  zugestanden  werden,  dass  die  Forderung,  die  Bewegungen 
sollen  eine  Gruppe  bilden,  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte 
Punkte  bezieht,  aber  eine  derartige  Forderung  lässt  sich  überhaupt 
nicht  vermeiden,  da  es  sich  bei  der  Betrachtung  der  Bewegungen 
nothwendig  um  endliche  Ortsveränderungen  handelt. 

Unsre  zweite  Lösung  behandelt  ein  Problem,  das  sich  nur  auf 
endlich  von  einander  entfernte  Punkte  bezieht;  der  Begriff  der  unend- 
lich benachbarten  Punkte  spielt  nur  insofern  ein,  als  wir  verlangen, 
dass  getrennte  Punkte  auch  getrennt  bleiben,  dass  also  zwei  endlich 
von  einander  entfernte  Punkte  bei  allen  Bewegungen  endlich  von  ein- 
ander entfernt  bleiben  und  niemals  in  unendlich  benachbarte  Punkte 
übergehen**). 

Legt  man  bei  dem  Riemann-Helmholtzschen  Probleme  Axiome 
zu  Grunde,  die  sich  auf  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  beziehen, 
so  ist  die  Lösung  ungleich  schwieriger,  als  wenn  man  Axiome  über 
unendlich  benachbarte  Punkte  benutzt.  Aus  diesem  Grunde  ist  unsre 
erste  Lösung  (s.  Kap.  22)  auch  für  den  Raum  von  n  Dimensionen  end- 
gültig abgeschlossen,  unsre  zweite  Lösung  dagegen,  die  iu  dem  gegen- 
wärtigen Kapitel  auseinandergesetzt  wird,  erledigt  Mos  den,  freilich  wich- 
tigsten Fall  des  Baumes  von  drei  Bimensionen  wenigstem  in  gewissem 
Sinne  endgültig.  Für  den  Raum  von  n  Dimensionen  zeigen  wir  nur, 
dass  es  ausreichend  ist,  gewisse  Axiome  aufzustellen,  die  sich  auf 
endlich  von  einander  entfernte  Punkte  beziehen  und  die  jedenfalls  weniger 
verlangen  als  die  Helmholtz sehen;  wir  behaupten  jedoch  nicht,  dass 


*)  S.  seine  ges.  Werke,  1.  Ausg.,  S.  267. 
**)  Denselben  Charakter  trägt  die   Lösung  des  Riemann-Helmholtzschen 
Problems,  die  wir  in  Kapitel  21   auf  Grund  der  Helmholtzschen  Axiome  gege- 
ben haben. 
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diese  Axiome  für  n  >  3   keine  überflüssigen  Elemente   enthalten,  wir 
erachten   es   sogar   für  wahrscheinlich,  dass  sie  welche  enthalten. 

In  §  101  entwickeln  wir  zunächst  einen  allgemeinen  Satz  über 
Gruppen,  bei  denen  zwei  Punkte  eine  Invariante  haben.  In  §  102 
behandeln  wir  sodann  den  Raum  von  drei  Dimensionen,  wobei  uns  der 
in  §  101  bewiesene  Satz  von  einigem  Nutzen  sein  wird.  In  §  103 
endlich  erledigen  wir  den  Fall  eines  Raumes  von  vier  Dimensionen 
und  deuten  schliesslich  noch  an,  wie  man  in  Räumen  von  mehr  als 
vier  Dimensionen  zum  Ziele  kommt. 

§  101. 

Bei  der  Besprechung  der  Helmholtzschen  Arbeit  erwähnten  wir 
schon,  dass  man  äusserst  vorsichtig  sein  muss,  wenn  man  daraus,  wie 
sich  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  bei  einer  Gruppe  verhal- 
ten, auf  das  Verhalten  unendlich  benachbarter  Punkte  schliessen  will. 
Damit  ist  jedoch  nicht  gesagt,  dass  man  aus  dem  Verhalten  jener 
Punkte  überhaupt  nicht  auf  das  Verhalten  dieser  schliessen  könne.  Es 
gilt  nämlich  jedenfalls  das 

Theorem  44.  Haben  hei  einer  continuirlichen ,  von  infini- 
tesimalen Transformationen  erkieugten  Gruppe  des  n-fach  aus- 
gedehnten Raumes  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte 
x^  . . .  Xn  und  yi  . . .  yn  eine  Invariante,  so  haben  auch  zwei 
unendlich  benachbarte  Punhte  Xr  und  Xv  +  dxr  der  Gruppe 
gegenüber  mindestens  eine  Invariante  oder  schärfer  ausge- 
drücht:   die.  Gruppe   lässt  mindestens  einen  Ausdruch  von  der 

Form: 

J{X^  .  .  .  Xnj    dXi  . . .  dXn) 
invariant. 

Der  Einfachheit  wegen  beweisen  wir  dieses  Theorem  zunächst  für 
endliche  continuirliche  Gruppen. 

Es  sei: 

n 

1  " 

eine  beliebige  r-gliedrige  Gruppe  und  es  möge: 


r./-=^l,.(2/,...2/n)  ^^ 


gesetzt  werden.  Sollen  dann  die  beiden  Punkte  Xv  und  yv  eine  In- 
variante Sl(x,y)  haben,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
r  Gleichungen: 
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(1)  X,f+    Y,f=0       ik  =  l...r) 

in  den  2n  Veränderlichen  Xv  und  y^  eine  Lösung  gemein  haben  oder, 
was  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  alle  2 w- reihigen  Determinanten 
der  Matrix: 

(2)  hl  (OC)    ...   Ikn  {X)       1,1  {y)    ...   Ikn  (y)    I 

(k  =1,   2  ...  r)  I 

identisch  verschwinden. 

Ist  nun  diese  Bedingung  erfüllt  und  setzen  wir:  yv  =  Xy  -\-  dXy, 
so  ergiebt  sich  sofort,  dass  auch  alle  2n- reihigen  Determinanten  der 
Matrix : 


(2') 


hl  (X)   .,  .   hn  (X)        dhl  (X)   .  ..   dlkn  {X) 
(i  =  1  .  .  .  r) 


identisch  verschwinden,  demnach  ist  die  aus  X^f  .  .  .  Xrf  durch  Erwei- 
terung (vgl.  Abschn.  I,  S.  524  flF.)  entstehende  Gruppe: 

^hv^^)    A    df 

-^ Xt  \  ^-T       (A  =  1  .  .  .  r) 


^^f+^\^ 


in  den  2n  Veränderlichen  x^,  x'v  sicher  intransitiv  und  lässt  minde- 
stens eine  Function:  ci{x-^^  .  .  ,  Xn^  x^ . .  .  Xn)  invariant.  Es  ist  überdies 
leicht  zu  sehen,  dass  man  diese  Function  co  immer  so  wählen  kann, 
dass  sie  nicht  von  allen  x  frei  ist.  Haben  nämlich  die  r  Gleichungen 
(1)  keine  von  y^  . .  .  yn  freie  gemeinsame  Lösung,  so  haben  offenbar 
auch  die  Gleichungen: 

(3)  ^*^+i''{ir^f^-l£;  =  0     .  =  .... 

keine  von  x^ .  .  .  Xn  freie  Lösung  gemein.  Haben  andrerseits  die  Glei- 
chungen (1)  die  von  allen  y  freie  Lösung:  ^(x^.  .  .  Xn)  gemein,  so 
haben  sie  auch  die  von  allen  x  freie  Lösung:  il{y^  .  .  .  yn)  und  es  ist 
dann  augenscheinlich  der  Ausdruck: 


2? 


eine  nicht  von  allen  x  freie  gemeinsame  Lösung  der  Gleichungen  (3). 
Hieraus  folgt,  dass  die  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  Xv 
und  Xv  +  dXv  der  Gruppe  X^f...  Xrf  gegenüber  stets  eine  Invariante 
haben,  sobald  die  beiden  Punkte  Xy  und  y^  eine  haben,  und  es  ist 
somit  die  Richtigkeit  unsers  Theorems  44  für  alle  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppen  bewiesen. 
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Bisher  haben  wir  uns  beim  Beweise  des  Theorems  44  auf  end- 
liche continuirliche  Gruppen  beschränkt,  es  ist  aber  nicht  schwer  zu 
sehen,  dass  unser  Beweis  überhaupt  auf  alle  endlichen  oder  unend- 
lichen continuirlichen  Gruppen  anwendbar  ist,  die  von  infinitesimalen 
Transformationen  erzeugt  sind. 

Ist  nämlich  X/"  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  einer 
Gruppe  und  hat  Yf  dieselbe  Bedeutung  wie  oben,  so  haben  die  beiden 
Punkte  Xy  und  y^  dieser  Gruppe  gegenüber  dann  und  nur  dann  eine 
Invariante,  wenn  in  dem  Inbegriff  aller  Gleichungen: 

Xf+Yf=^0 
nicht  mehr   als  2n  —  1   von  einander  unabhängige  Gleichungen   ent- 
halten  sind.     Ist  aber  diese  Bedingung   erfüllt,   so   sind   auch  in  dem 
Inbegriff  aller  Gleichungen: 


-^+5i5i?-'^iÄ=« 


höchstens  2n  —  1  von  einander  unabhängige  Gleichungen  enthalten 
und  die  beiden  Punkte  Xv  und  Xv  +  dXy  haben  infolgedessen  sicher 
eine  Invariante. 

Damit  ist  unser  Theorem  allgemein  bewiesen. 

Weiss  man  schon,  dass  die  beiden  endlich  von  einander  entfernten 
Punkte  Xv  und  yv  bei  einer  gegebenen  continuirlichen  Gruppe  die  In- 
variante Sl(x,y)  haben,  so  erhebt  sich  die  Frage,  ob  man  nicht  aus 
Sl  eine  Invariante  der  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  Xv  und 
Xv  +  dXv  ableiten  kann;  denn  dass  diese  beiden  Punkte  eine  Invariante 
haben,  folgt  aus  Theorem  44.  Wir  wollen  uns  auf  die  Beantwortung 
dieser  Frage  nicht  weiter  einlassen  und  nur  erwähnen,  dass  man  die 
gesuchte  Invariante  der  Punkte  Xv  und  Xv  +  dXv  stets  dann  ohne 
Weiteres  angeben  kann,  wenn  der  Ausdruck  Sl(x,  x  -{-  dx)  in  eine 
gewöhnliche  Potenzreihe  w)n  dx^  .  . .  dXn  entwickelbar  ist;  man  erhält 
nämlich  dann  die  gewünschte  Invariante,  wenn  man  die  ganze  homo- 
gene Function  niedrigsten  Grades  von  dx^  .  .  .  dXn  aufsucht,  die  in  der 
Entwicklung  von  Slix^  x  -\-  dx)  nach  Potenzen  von  dx^  . .  .  dXn  ent- 
halten ist.  Wenn  dagegen  ^{Xj  x  -\-  dx)  nicht  in  eine  gewöhnliche 
Potenzreihe  von  dx^^ .  .  .  dXn  entwickelbar  ist,  so  kann  die  Invariante  von 
Xv  und  Xv  -\-  dXv  nicht  unmittelbar  aus  dem  Ausdrucke  ii  (a?,  a?  -+-  dx) 
abgeleitet  werden. 

Es  ist  wünschenswerth  ein  einfaches  Kriterium  zu  besitzen,  an 
dem  man  erkennen  kann,  ob  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  einer 


Zweite  Lösung  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems.  503 

Gruppe  gegenüber  eine  Invariante  haben  oder  nicht.  Hat  man  sich 
nämlich  überzeugt,  dass  sie  keine  Invariante  haben,  so  ist  auf  Grund 
von  Theorem  44  unmittelbar  klar,  dass  auch  zwei  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte  keine  Invariante  haben.  Wir  werden  deshalb  zeigen, 
wie  man  zu  einem  derartigen  Kriterium  gelangt. 

Wir  betrachten  irgend  eine  endliche  oder  unendliche  continuir- 
liche  Gruppe  (r,  die  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt  ist. 
Unter  den  infinitesimalen  Transformationen  von  G^  die  einen  Punkt 
x^  ,  .  .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen,  giebt  es  eine  gewisse 
Zahl,  etwa  gerade  m^n^  von  einander  unabhängige: 

l...n 

(4)  2'«*."'(^''-V)  £-  +  •■■    ('  =  '•••""> 

die  in  den  x^^  —  x^^  von  der  ersten  Ordnung  sind  und  aus  denen  sich 
keine  Transformation  von  zweiter  oder  höherer  Ordnung  in  den  x^^  —  x^ 
linear  ableiten  lässt.  Die  infinitesimalen  Transformationen  (4)  sind 
dann  offenbar  so  beschaffen,  dass  sich  die  Glieder  erster  Ordnung  in 
jeder  infinitesimalen  Transformation  von  (x,  die  den  Punkt  x^  ,  .  ,  x^ 
festhält,  aus  den  Gliedern  erster  Ordnung  der  Transformationen  (4) 
linear  ableiten  lassen. 

Hieraus  folgt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen: 

(5)  Äkf=2(^k,uvX;j^       (Ä  =  l...m) 

in  den  Veränderlichen  x^ .  .  ,  Xn  ihrerseits  eine  m-gliedrige  lineare 
homogene  Gruppe  erzeugen,  die  durch  die  Gruppe  G  und  den  Punkt 
x^^  .  .  .  Xn^  vollständig  bestimmt  ist.  Diese  lineare  homogene  Gruppe, 
deren  Vorhandensein  uns  im  Falle  einer  endlichen  continuirlichen 
Gruppe  G  bereits  aus  Abschn.  I,  S.  599  ff.  bekannt  ist,  hat  eine  sehr 
einfache  Bedeutung,  sie  giebt  nämlich  an,  in  welcher  Weise  die  dem 
Punkte  x-^  .  .  .  Xn^  unendlich  benachbarten  Punkte: 

Xr^  +  dXv  =  Xv^  -\-  X'vdt       (v  =  1  .  .  .  n) 

bei  der  Gruppe  G  transformirt  werden,  sobald  man  den  Punkt  x^ >.. Xn 
festhält.    Man  erkennt  das  sofort,  wenn  man  bedenkt,  dass  die  Glieder 
erster  Ordnung  in  den  infinitesimalen  Transformationen  (4)  die  einzigen 
sind,    bei   denen   die   dem   Punkte    x^ .  .  .  Xn^   unendlich    benachbarten 
Punkte  wirklich  transformirt  werden*). 


*)  Bisher  haben  wir  x^' .  .  .  x^  gewöhnlich  als  homogene  Coordinaten  der 
Go"~"^  Linienelemente  dnrch  den  Punkt  x.^^  .  .  .  x^^  aufgefasst,  doch  haben  wir 
die  hier  angegebene  Deutung  der  Gruppe  (5)  auch  schon  erwähnt  (vgl.  S.  464). 
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Haben  nun  die  beiden  unendlich  benachbarten  Punkte  Xy  und 
Xv  +  dxy  bei  der  Gruppe  G  die  Invariante  o  (ic^  .  .  .  a;„ ,  dx^  .  .  ,  dXn), 
so  ist  klar,  dass  nach  Festhaltung  des  Punktes  xj^  die  unendlich 
benachbarten  Punkte:  xj^  +  dxv  derart  transformirt  werden,  dass  der 
Ausdruck:  c){x^  .  .  .  Xn^,  dx^  . .  .  dXn)  invariant  bleibt,  es  ist  somit  in 
diesem  Falle  ca  {x^^  .  .  .  xj^^  x^  .  . .  Xn)  eine  Invariante   der  Gruppe  (5). 

Besitzt  andrerseits  die  Gruppe  (5)  eine  Invariante:  (p  (x^'.  . .  x'n), 
so  folgt  daraus,  dass  zwei  beliebige  unendlich  benachbarte  Punkte  bei 
G  eine  Invariante  haben.  Ist  nämlich  G  intransitiv  und  xi^i-'-^n) 
irgend  eine  Invariante  von  G,  so  ist  der  Ausdruck: 

augenscheinlich  eine  Invariante  der  beiden  unendlich  benachbarten 
Punkte  Xv  und  Xv  +  dXv.  Ist  aber  G  transitiv,  so  denke  man  sich 
alle  Transformationen  von  G  auf  den  Ausdruck: 

(p(dXi  . . .  dXn) 

ausgeführt;  man  erhält  dann  jedem  Punkte  des  Raumes  einen  ganz 
bestimmten  Ausdruck  dieser  Art  zugeordnet  und  alle  diese  Ausdrücke 
werden  bei  den  Transformationen  von  G  unter  einander  vertauscht, 
das  aber  heisst  nichts  andres,  als  dass  es  einen  bei  G  invarianten 
Ausdruck: 

(d{Xi  .  .  .  Xn,    dx^  .  .  .  dXn), 

giebt,  dass  also  zwei  beliebige  unendlich  benachbarte  Punkte  bei  G 
eine  Invariante  haben  (vgl.  S.  496). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  zwei  beliebige  unendlich  benachbarte 
Punkte  bei  G  dann  und  nur  dann  eine  Invariante  haben,  wenn  die 
vorhin  definirte  lineare  homogene  Gruppe  (5)  in  den  Veränderlichen 
x^  .  .  .  Xn  eine  Invariante  besitzt.  Dieses  Ergebniss  sprechen  wir 
so  aus: 

Satz  1.  Wünscht  man  m  entscheiden,  oh  swei  beliebige  unendlich 
benachbarte  Punkte  bei  einer  continuirlichen  j  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugten  Gruppe  eine  Invariante  haben,  so  braucht  man  nicht 
die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe  selbst  zu  Icennen,  son- 
dern es  genügt,  wenn  man  von  den  infinitesimalen  Transformationeti  der 
Gruppe,  die  einen  Punkt  x^  .  . .  Xn^  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen, 
die  Glieder  von  erster  Ordnung  in  den  Xv  —  x^P  kennt. 

Besonders  wichtig  ist  es,  entscheiden  zu  können,  ob  zwei  unend- 
lich benachbarte  Punkte  Xv  und  x^  +  dx^  eine  Invariante  « {x,  dx) 
besitzen,  die  in  den  dXy  homogen  von  erster  Ordnung  ist.    Haben  sie 
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nämlich  eine  solche  Invariante,  so  kann  man  die  als  das  Bogenelement 
einer  Curv£  betrachten  und  findet  durch  Quadratur,  dass  jede  Curve 
eine  gewisse  Länge  hat. 

Es  ist  nicht  schwer  festzustellen,  ob  eine  derartige  Invariante 
existirt  oder  nicht;  man  braucht  zu  diesem  Zwecke  offenbar  blos  fest- 
zustellen, ob  die  Gruppe  (5)  eine  Invariante  besitzt,  die  in  den  Xv 
homogen  von  erster  Ordnung  ist.     Das  'aber  ist  sehr  leicht. 

Lässt  sich  aus  den  infinitesimalen  Transformationen  (5)  die  Trans- 
formation : 


uf-=2 


linear  ableiten,  so  sind  alle  etwaigen  Invarianten  von  (5)  homogen 
von  nullter  Ordnung  und  es  giebt  sicher  keine,  die  homogen  von  erster 
Ordnung  wäre.  Lässt  sich  dagegen  üf  aus  den  Transformationen  (5) 
nicht  linear  ableiten  und  hat  die  Gruppe  (5)  überhaupt  eine  Invariante, 
so  hat  sie  immer  auch  eine,  die  homogen  von  erster  Ordnung  ist; 
denn  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  haben  die  Gleichungen: 

l...n 
(50  Äj,f  =^   aic^,rX^~p  =  Q       (A  =  1 .  .  .  m) 

1.1V  V 

sicher  eine  Lösung  gemein.  Da  nun  die  Gleichung  Uf  =  0  keine  Folge 
der  Gleichungen  (5')  ist  und  da  die  m  Ausdrücke  (^a:  C^)  identisch  ver- 
schwinden, so  ist  klar,  dass  die  Gleichungen: 

■  Af^O,  ...,  A^f=0,  üf=f 

ebenfalls  eine  Lösung  gemein  haben. 

Man  sieht  hieraus,  dass  aus  der  Existenz  einer  Invariante  zweier 
endlich  entfernter  Punkte  nicht  mit  Sicherheit  auf  die  Existenz  eines 
Bogenelements  geschlossen  werden  kann,  dass  also  m  zwei  endlich 
von  einander  entfernten  FunMen  sehr  gut  eine  Abstandsfunction  gehören 
Jcann,  ohne  dass  die  Curven  eine  Länge  haben.  Wenn  nämlich  zwei 
endlich  von  einander  entfernte  Punkte  eine  Invariante  haben,  so  folgt 
zwar  aus  Theorem  44,  dass  zwei  unendlich  benachbarte  Punkte  x,, 
und  Xv  +  dxv  mindestens  eine  Invariante  haben,  aber  die  betreffenden 
Invarianten  können  alle  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  dXy 
sein,  während  doch  die  Curven  nur  dann  eine  Länge  haben,  wenn 
eine  Invariante  (o(Xydx)  existirt,  die  in  den  dXv  homogen  von  erster 
Ordnung  ist. 

Ein  Beispiel  hierfür  liefert  die  dreigliedrige  Gruppe: 
i>,   q,  xp  +  yq 
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der  Ebene.    Bei  ihr  haben  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte 
eine  und  nur  eine  Invariante,  nämlich: 

y«  —Vi 

und   ebenso  haben   zwei   unendlich   benachbarte  Punkte   eine  und  nur 
eine  Invariante,  nämlich: 

dx 
Während   also   zu   endlich  von   einander  entfernten  Punkten  eine  Ab- 
standsfunction  gehört,  haben  doch  die  Curven  dieser  Gruppe  gegenüber 
keine  Länge. 

Umgekehrt  sahen  wir  früher,  dass  aus  der  Existenz  einer  Inva- 
riante Gi{Xj  dx),  die  in  den  dx  homogen  von  erster  Ordnung  ist,  keines- 
wegs die  Existenz  einer  Abstandsfunction  zweier  endlich  von  einander 
entfernter  Punkte  folgt  (s.  S.  487  f.).  Wir  können  das  jetzt  auch  so  aus- 
drücken: Wenn  auch  die  Curven  eine  Länge  haben,  so  braucht  deswegen 
doch  zu  zwei  endlich  von  einander  entfernten  Funkten  weder  eine  Ab- 
standsfunction noch  eine  Mrzeste  Verbindungslinie  zu  gehören. 

Die  vorstehenden  Betrachtungen  über  die  Beziehungen  zwischen 
den  Invarianten  endlich  von  einander  entfernter  Punkte  und  denen 
unendlich  benachbarter  Punkte  lassen  sich  noch  wesentlich  vervoll- 
ständigen; man  kann  sie  auch  verallgemeinern,  indem  man  drei  und 
mehr  Punkte  einführt,  die  Differentiale  zweiter  und  höherer  Ordnung 
der  Xv  mitnimmt  und  so  weiter.  Wir  behalten  uns  vor,  auf  diese 
Fragen  bei  einer  andern  Gelegenheit  ausführlich  einzugehen. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  eigentlichen  Aufgabe  des  gegenwär- 
tigen Kapitels,  zur  Lösung  des  Riemann-Helmholtzschen  Problems 
und  zwar  beschränken  wir  uns,  wie  oben  angekündigt,  zunächst  auf 
den  dreifach  auscjedehnten  Raum. 


'O" 


§  102. 

Wir  behaupten,  dass  die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen 
Bewegungen  des  R^  vollständig  charakterisirt  sind,  wenn  man  die  fol- 
genden Axiome  aufstellt: 

I)  Der  JRg  ist  eine  Zahlenmannigfaltiglceit. 

II)  Die  Bewegungen  des  R^  bilden  eine  reelle  continuirliche,  von 
infinitesimalefn  Transformationen  erzeugte  Gruppe. 

III)  Hält  man  einen  beliebigen  reellen  Funkt:  y^^,  y^^,  y^^  von  allge- 
meiner Lage  fest,  so  befriedigen  alle  reellen  Funkte:   x^,  x^,  x^,  in  die 
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ein  andrer  reeller  PunJct:  x^ j  x^,  x^^  dann  noch  übergehen  'kann,  eine 
reelle  Gleichung  von  der  Form: 

(6)  Tf  (i/i^  2/2',  Vz',   ^ly  ^2'.  ^3';    ^u  ^2,  ^3)  ==  0, 

die  für:  x^  ==  y^^  x^  =  2/2^  %  ==  2/3^  nicht  erfüllt  ist  und  die  (im  Allge- 
meinen) eine  reelle,  durch  den  Punht:  x-^,  x^ ,  x^  gehende  Fläche  darstellt 

IV)  Um  den  Punht:  y^^,  y^^,  y^  herum  lässt  sich  ein  endlicher 
dreifach  ausgedehnter  Bereich  derart  äbgrän^en,  dass  nach  Festhaltung 
des  PunJctes:  y^^,  y^,  y^  jeder  andre  reelle  Pmikt:  x-^^,  x^^,  x^^  des  Be- 
reichs noch  continuirlich  in  jeden  dem  Bereiche  angeh'örigen  reellen  Punkt 
übergehen  Jcann,  der  die  Gleichung  (6)  befriedigt  und  der  mit  dem  Punkte: 
x^^,  x^j  x^^  durch  eine  irreducible  continuirliche  Reihe  von  Punkten  ver- 
bunden ist. 

Werden  die  eingeklammerten  Worte  gestrichen,  so  genügen  diese 
Axiome  sicher;  das  zeigt  das  Folgende,  wenn  man  überall  das  Einge- 
klammerte weglässt.  Behält  man  in  Axiom  III  und  im  Folgenden  die 
eingeklammerteD  Worte  bei,  so  zeigt  das  Folgende,  wenn  wir  nicht 
irren,  dass  auch  dann  noch  die  Axiome  genügen. 

Unter  G  wollen  wir  eine  beliebige  endliche  oder  unendliche  con- 
tinuirliche Gruppe  verstehen,  die  von  infinitesimalen  Transformationen 
erzeugt  ist  und  die  Axiome  III  und  IV  erfüllt. 

Da  die  Gleichung  (6)  für:  x^^  =  x^^,  x^  =  x^^,  x^  =  x^  identisch 
erfüllt  ist,  so  giebt  es  unter  dem  Inbegriff  aller  reellen  Punkte: 
x^,  x^j  x^,  die  der  Gleichung  (6)  genügen,  stets  eine  continuirliche, 
nicht  zerfallende  Schaar,  in  der  der  Punkt:  x^^,  X2^,  x^  enthalten  ist. 
Diese  Schaar  von  Punkten  bildet  nach  iVxiom  III  (im  Allgemeinen)  eine 
durch  den  Punkt:  x^j  x^,  x^^  gehende  Fläche,  (es  ist  aber  auch  denk- 
bar, dass  sie  auf  eine  durch  diesen  Punkt  gehende  Curve  oder  gar 
auf  den  Punkt  selbst  zusammenschrumpft.  Wie  dem  auch  sei,)  wir 
wollen  sie  als  eine  zu  der  Gruppe  G  gehörige  Pseudokugel  bezeich- 
nen und  zwar  als  eine  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  2/1^2/2^2/3^ 
(vgl.  S.  402). 

Unser  Axiom  III  sagt  jetzt  offenbar  aus,  dass  eine  Pseudokugel 
mit  dem  Mittelpunkte:  y^^,  y./^,  y^  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt  geht. 
Hierin  liegt,  dass  bei  allen  Transformationen  von  G  zwei  getrennte 
Punkte  auch  getreunt  bleiben,  dass  also  zwei  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte  niemals  in  zwei  unendlich  benachbarte  übergehen 
können  (vgl.  S.  499). 

Unser  Axiom  IV  aber  kann  nunmehr  so  ausgesprochen  werden: 
2//?  2/2*';  2/3^   herum   lässt   sich   ein   endlicher   dreifach 
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ausgedehnter  Bereicli  so  abgräazen,  dass  nach  Festhaltung  des  Punktes: 
Vii  y^}  y-d^  jeder  andre  reelle  Punkt  des  Bereichs  sich  innerhalb  des 
Bereichs  ganz  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel  mit  dem 
Mittelpunkte:  t/i^  2/2^  y^  bewegen  kann. 

Bevor  wir  dazu  übergehen,  alle  Gruppen  Gr  zu  bestimmen,  die  unsre 
Axiome  erfüllen,  wollen  wir  noch  in  aller  Kürze  unsre  Axiome  mit  den 
He Imholtz sehen  vergleichen. 

Herr  v.  Helmholtz  verlangt  in  seinen  Axiomen  thatsächlich  mehr 
als  wir,  selbst  wenn  man  von  seinem  Monodromieaxiom  ganz  absieht.  Wie 
früher  gezeigt  wurde,  folgt  ja  aus  seinen  drei  ersten  Axiomen,  dass  die 
Bewegungen  eine  endliche  continnirliche  Gruppe  bilden,  die  von  infinitesi- 
malen Transformationen  erzeugt  ist;  wir  jedoch  verlangen  in  unserm  Axiome 
n  blos,  dass  sie  überhaupt  eine  continnirliche,  von  infinitesimalen  Trans- 
formationen erzeugte  Gruppe  bilden,  wir  schliessen  also  die  Möglichkeit, 
dass  die  Gruppe  unendlich  ist,  von  vornherein  nicht  aus.  Andrerseits  ver- 
langen unsre  Axiome  HI  und  IV  wesentlich  weniger  als  das  dritte  Helm- 
holtz sehe  Axiom. 

Während  nämlich  Herr  v.  Helmholtz  fordert,  dass  jeder  Punkt  voll- 
kommen frei  beweglich  sei,  soweit  er  nicht  durch  die  Gleichungen  gebun- 
den ist,  die  zwischen  ihm  und  den  übrigen  bewegten  Punkten  bestehen, 
verlangen  wir  blos,  dass  nach  Festhaltung  eines  Punktes  jeder  andre  Punkt 
vollkommen  frei  beweglich  sei,  soweit  er  nicht  durch  die  zwischen  ihm  und 
dem  festgehaltenen  Punkt  bestehende  Gleichung  gebunden  ist.  Allerdings 
fügen  wir  noch  die  anscheinend  neue  Forderung  hinzu,  dass  eine  Pseudo- 
kugel niemals  durch  ihren  Mittelpunkt  gehe,  aber  diese  Forderung  ist 
nichts  weiter  als  eine  präcise  Fassung  dessen,  was  auch  Herr  v.  Helm- 
holtz implicite  verlangt.  Dieser  fordert  nämlich  insbesondere,  dass  nach 
Festhaltung  des  Punktes:  tj^^  y^^  y^  jeder  andre  Punkt  sich  ganz  frei  auf 
der  hindurchgehenden  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  y-^^  y^^  y^ 
bewegen  könne.  Ginge  nun  eine  der  betreffenden  Pseudokugeln  durch  ihren 
Mittelpunkt,  so  könnte  sich  nach  Festhaltung  von:  y^^^  y^^,  y^  kein  Punkt 
P  dieser  Pseudokugel  ganz  frei  auf  seiner  Pseudokugel  bewegen,  denn 
unter  den  nicht  ausgearteten  Transformationen  von  ö^,  die  den  Punkt: 
^1^  ^2^  y^  i^  Ruhe  lassen,  giebt  es  keine,  die  den  Punkt  F  in  den  inva- 
rianten Punkt:  2/i^  2/2^  2/3^  überführt. 

Jetzt  zur  Bestimmung  aller  Gruppen,   die    unsre  Axiome  erfüllen. 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  jede  derartige  Gruppe  G  transitiv  ist 
und  dass  zwei  endlich  von  einander  entfernte  FunJcte  hei  G  eine  und  nur 
eine  Invariante  haben. 

Wäre  G  intransitiv,  so  Hesse  es  sicher  00^  reelle  Flächen  inva- 
riant, deren  Gleichungen  wir  durch  eine  reelle  Punkttransformation 
auf  die  Form :  x^  ==  const.  bringen  könnten.  Hielten  wir  nun  einen 
reellen  Punkt:  y^^,  y^^,  y^  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  könnte  offen- 
bar jeder  andre  Punkt:  x-^y  x^,  x^^  nur  noch  solche  Lage  annehmen, 
die  der  Gleichung:  x^  =  x^  genügten,   die  Gleichung  (6)   hätte  daher 
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nothwendig  die  Form:  Xg  =  x^^.  Demnach  würden  die  Pseudokugeln 
mit  dem  Mittelpunkte:  «/i^,  2/2^,  y^^  durch  die  Gleichung:  x^  =  const. 
dargestellt  und  es  ginge  infolgedessen  eine  dieser  Pseudokugeln  durch 
ihren  Mittelpunkt,  was  ausgeschlossen  ist.  Also  kann  G  nicht  intran- 
sitiv, sondern  es  muss  transitiv  sein. 

Aus  Axiom  IV  folgt  ferner,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellen 
Punktes  von  allgemeiner  Lage  jeder  andre  reelle  Punkt  (im  Allgemei- 
nen) noch  gerade  cx)^  verschiedene  Lagen  annehmen  kann.  Es  ist  daher 
klar,  dass  bei  G  nicht  jedes  Punktepaar  des  B^  in  jedes  andre  über- 
gehen kann,  dass  vielmehr  ein  Punktepaar  bei  G  höchstens  00^  ver- 
schiedene Lagen  annimmt.  Ist  also  Xf  eine  beliebige  infinitesimale 
Transformation  von  G  und  hat  Yf  dieselbe  Bedeutung  wie  auf  S.  500, 
so  giebt  es  unter  den  sämmtlichen  Gleichungen:  Xf -\-  Yf  =  0  sicher 
nicht  mehr  als  fünf  von  einander  unabhängige,  diese  Gleichungen 
haben  daher  mindestens  eine  Lösung:  ^(x^^X2,  x^]  Vi^y-i^Vi)  gemein, 
das  heisst  die  beiden  Punkte  Xy  und  y^  haben  bei  G  jedenfalls  eine 
Invariante,  nämlich  die  Invariante  Sl(x,y). 

Aus  der  Transitivität  von  G  ergiebt  sich  nun  sofort,  dass  die  beiden 
Punkte  Xv  und  y^  bei  G  nur  eine  Invariante  haben;  hätten  sie  nämlich 
zwei  oder  gar  drei  Invarianten,  so  nähme  jedes  Punktepaar  bei  G  höch- 
stens 60*  verschiedene  Lagen  an,  nach  Festhaltung  eines  Punktes  von 
allgemeiner  Lage  könnte  sich  daher  jeder  andre  Punkt  höchstens  auf 
einer  Curve  bewegen,  was  mit  Axiom  IV  in  Widerspruch  steht. 

Demnach  ist  G  wirklich  transitiv  und  zwei  endlich  von  einander 
entfernte  Punkte  Xr  und  y^  haben  bei  G  nur  die  eine  Invariante: 
^(x,  y).  Wir  können  daraus  schliessen,  dass  sich  die  Gleichung  (6) 
auf  die  Form: 

(6')       £lix„  X,,  X,;  y,",  y,",  y,')  =  üix,",  x,o,  x,0;  y,\  %«,  2/3°) 

bringen  lässt. 

Wir  zeigen  jetzt,  dass  unsre  Gruppe  G  reell  primitiv  ist. 

(Da  der  Inbegriff  aller  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte: 
Viy  2/2^  2/3^  durch  eine  Gleichung  dargestellt  wird  und  da  sich  unter 
diesen  Pseudokugeln  oo^  reelle  Flächen  befinden,  so  ist  klar,  dass  nur 
eine  discrete  Anzahl  von  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte :  i/^^,  y^^,  y^ 
auf  Curven  oder  Punkte  zusammenschrumpfen  kann.)  Da  (überdies) 
keine  der  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte:  y^^,  y^^^  y^^  durch  ihren 
Mittelpunkt  gehen  kann,  so  leuchtet  ein,  dass  bei  Festhaltung  des 
Punktes:  y^^j  y^^,  y^^  keine  durch  diesen  Punkt  gehende  reelle  Curve 
oder  Fläche  in  Ruhe  bleiben  kann,  dass  also  G  wirklich  reell  primitiv  ist» 
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Nunmehr  ist  es  auch  leicht  zu  beweisen,  dass  G  endlich  und  zwar 
höchstens  secJisgliedrig  ist. 

Zunächst  ist  nämlich  sicher,  dass  zu  G  mindestens  (x>^  verschiedene 
Pseudokugeln  gehören.  Gäbe  es  nämlich  blos  oo^  Pseudokugeln,  so  ginge 
durch  jeden  Punkt  blos  eine  Pseudokugel  und  jeder  Punkt  wäre  Mittel- 
punkt der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel;  das  aber  darf  nicht  sein. 

Es  seien  ferner  P^,  Pg,  Pg  und  P  irgend  vier  reelle  Punkte  von 
allgemeiner  gegenseitiger  Lage.  Da  es  oo^  verschiedene  Pseudokugeln 
giebt,  so  schneiden  sich  die  zwei  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  mit 
den  Mittelpunkten  P^  und  Pg  nothwendig  in  einer  reellen  Curve  C 
durch  P.  Läge  nun  C  auch  auf  der  durch  P  gehenden  Pseudokugel 
mit  dem  Mittelpunkte  Pg,  so  schnitten  sich  überhaupt  alle  durch  P 
gehenden  Pseudokugeln  in  der  Curve  (7;  wenn  man  also  P  festhielte, 
bliebe  nothwendig  zugleich  auch  die  Curve  C  durch  P  in  Ruhe.  Das 
aber  haben  wir  vorhin  als  unmöglich  nachgewiesen.  Es  ergiebt  sich 
somit,  dass  die  drei  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  mit  den  Mittel- 
punkten Pj,  Pg  und  Pg  nur  den  Punkt  P  gemein  haben,  nicht  aber 
eine  durch  diesen  Punkt  gehende  reelle  Curve.  Halten  wir  nun  die 
drei  Punkte  Pj,  Pg  und  P3  fest,  so  kann  sich  P  jedenfalls  nur  auf 
der  Schnittmannigfaltigkeit  der  drei  durch  P  gehenden  Pseudokugeln 
mit  den  Mittelpunkten  P^,  Pg  und  P3  bewegen  und  da  diese  Schnitt- 
mannigfaltigkeit nur  aus  dem  Punkte  P  besteht,  so  muss  P  in  Ruho 
bleiben.  Mit  andern  Worten:  sobald  man  drei  reelle  Punkte  von  all- 
gemeiner gegenseitiger  Lage  festhält,  bleiben  überhaupt  alle  Punkte 
des  Pg  in  Ruhe.  Da  nun  G  transitiv  ist  und  da  nach  Festhaltung 
eines  Punktes  jeder  andre  reelle  Punkt  von  allgemeiner  Lage  noch 
eine  Fläche  beschreiben  kann,  so  kommt  das  Festhalten  von  drei 
Punkten  auf  höchstens  sechs  Bedingungen  hinaus.  Die  Gruppe  G  ist 
demnach  endlich  und  zwar  höchstens  sechsgliedrig. 

Halten  wir  einen  reellen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  fest,  so 
wird  die  projective  Mannigfaltigkeit  der  <x>^  reellen  Linienelemente 
durch  P  durch  eine  reelle  projective  Gruppe  g  transformirt,  die 
offenbar  höchstens  dreigliedrig  ist.  Nun  aber  ergiebt  sich  aus  unsrer 
Bestimmung  aller  reellen  projectiven  Gruppen  der  Ebene  (s.  S.  106  f. 
u.  380 ff.),  dass  jede  reelle  projective  Gruppe  der  Ebene,  die  weniger 
als  drei  Parameter  hat,  mindestens  einen  reellen  Punkt  in  Ruhe  lässt. 
Hätte  demnach  g  weniger  als  drei  Parameter,  so  Hesse  es  mindestens 
ein  reelles  Linienelement  durch  P  in  Ruhe  und  daraus  würde  folgen, 
dass  G  reell -imprimitiv  wäre,  während  es  doch  reell  -  primitiv  sein 
muss.  Demnach  ist  g  gerade  dreigliedrig  und  G  infolge  dessen  gerade 
sechsgliedrig.     Also: 
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Wenn  eine  reelle  Gruppe  G  unsre  Axiome  III  und  IV  erfüllt,  so 
ist  sie  sechsgliedrig  und  reell-primitiv,  ferner  haben  zwei  endlich  von  ein- 
ander entfernte  Punlcte  hei  ihr  Mos  eine  Invariante  und  ausserdem  ist  sie 
so  beschaffen,  dass  die  oo^  reellen  Linienelemente  durch  jeden  festgehalte- 
nen reellen  PtmJct  von  allgemeiner  Lage  dreigliedrig  transformirt  iverden. 

Vor  allen  Dingen  müssen  wir  jetzt  feststellen^  was  für  verschie- 
dene Formen  die  oben  definirte  Gruppe  g  haben  kann.  Wir  wissen, 
dass  g  dreigliedrig  ist  und  dass  es  kein  reelles  Linienelement  invariant 
lässt.  Beziehen  wir  daher  die  oo^  reellen  Linienelemente  durch  P 
projectiv  auf  die  reellen  Punkte  einer  Ebene,  so  verwandelt  sich  g  in 
eine  dreigliedrige  reelle  projective  Gruppe  g  dieser  Ebene  und  zwar 
in  eine  Gruppe,  bei  der  kein  reeller  Punkt  invariant  bleibt.  Nach 
S.  106  und  384  ist  aber  jede  solche  Gruppe  g  entweder  die  dreiglied- 
rige reelle  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  Kegelschnitts, 
der  durch  eine  reelle  Gleichung  dargestellt  wird,  oder  sie  ist  durch 
eine  reelle  projective  Transformation  der  Ebene  mit  der  Gruppe: 

^.   q;   t)^  — £q  +  cfe|)  + t)q) 

ähnlich.  Demnach  lässt  g  entweder  einen  nicht  ausgearteten  Kegel 
zweiten  Grades  von  Linienelementen  invariant,  der  durch  eine  reelle 
Gleichung  dargestellt  wird,  oder  es  lässt  ein  reelles  Flächenelement 
invariant  und  in  diesem  zwei  conjugirt  imaginäre  Linienelemente. 

Wenn  der  zweite  Fall  eintritt,  so  ist  bei  G  mit  jedem  reellen 
Punkte  von  allgemeiner  Lage  ein  hindurchgehendes  reelles  Flächen- 
element invariant  verknüpft,  G  lässt  also  eine  reelle  Pf  äff  sehe  Glei- 
chung invariant,  die  natürlich  wegen  der  Primitivität  von  G  nicht 
integrabel  sein  darf.  Denken  wir  uns  diese  Gleichung  durch  eine  reelle 
Punkttransformation  des  B^  auf  die  Form:  dz  —  ydx  =  0  gebracht, 
so  verwandelt  sich  G  in  eine  sechsgliedrige  reelle  Gruppe  G',  bei  der 
die  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant  bleibt,  üeberdies  können  wir 
es  durch  eine  reelle  Punkttransformation,  bei  der  die  genannte  Pfaff- 
sche  Gleichung  invariant  bleibt,  so  einrichten,  dass  der  Coordinaten- 
anfang:  x  =  y  =  z  =  0  bei  G'  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist 
(s.  Abschn.  II,  S.  402  f.). 

Halten  wir  den  Coordinatenanfang  fest,  so  bleibt  das  Flächen- 
element: dz  =  0  invariant  und  in  diesem  zwei  conjugirt  imaginäre 
Linienelemente,  die  wir  immer  durch  eine  reelle  'Transformation,  bei 
der  der  Coordinatenanfang  und  die  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0  invariant 
bleiben,  in  die  Linienelemente: 
(7)  dz  =^  dx  -\-  idy  =  0,     dz  =  dx  —  idy  ==^  0 
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Überführen  können.  Da  nun  G'  transitiv  ist  und  da  bei  Festhaltung 
des  Coordinatenanfangs  die  hindurchgehenden  Linienelemente  drei- 
gliedrig transformirt  werden,  so  muss  G'  in  der  Umgebung  des  Coor- 
dinatenanfangs drei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von 
erster  Ordnung  in  den  x,  y,  z  enthalten,  dagegen  keine  Transformation 
von  zweiter  oder  höherer  Ordnung.  Andrerseits  kennen  wir  aber  alle 
infinitesimalen  Transformationen,  die  die  Gleichung:  dz  —  ydx  =  0 
invariant  lassen  und  die  in  den  x,  y,  z  von  erster  Ordnung  sind 
(s.  Abschnitt  II,  S.  405),  und  wir  erkennen  sofort,  dass  es  unter  diesen 
Transformationen  blos  vier  giebt,  bei  denen  die  beiden  Linienelemente 
(7)  invariant  bleiben  und  aus  denen  sich  keine  Transformation  von 
zweiter   oder   höherer  Ordnung   linear  ableiten   lässt,   es   sind   das   die 


vier: 


yp  —  xq'\ ,    xp  +  yq  +  20r  -i ,    zp -\ ,     zq -] , 

wo  die  weggelassenen  Glieder  in  x,  y,  z  von  zweiter  und  höherer 
Ordnung  sind.  Bedenken  wir,  dass  unsre  Gruppe  G'  gerade  drei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  von  erster  Ordnung  ent- 
hält und  dass  diese  kein  reelles  Linienelement  durch  den  Coordinaten- 
anfang  in  Ruhe  lassen  dürfen,  so  finden  wir  leicht,  dass  die  infinite- 
simalen Transformationen  von  G\  die  den  Coordinatenanfang  in  Ruhe 
lassen,  die  Form  haben: 

yp  —  xq  +  c{xp  +  yq  +  2zr)  H ,     zp -\ ,     zq-{ . 

Ausserdem  enthält  G'  natürlich  als  transitive  Gruppe  noch  drei  in- 
finitesimale Transformationen  nullter  Ordnung  von  der  Form: 

(8)  p^ — ;  ^H — ,  ^H — • 

Die    lineare    homogene   Gruppe,    die    G'    dem    Coordinatenanfang 
zuordnet  (vgl.  S.  503),  hat  offenbar  die  Form: 
(9)  yp  —  xq+c  [xp  -f  yq  +  2//),     zp,     zq. 

Nun  aber  sollen  bei  G'  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte 
eine  Invariante  haben,  also  muss  nach  S.  502  ff.  die  lineare  homogene 
Gruppe  (9)  eine  Invariante  besitzen,  was  augenscheinlich  nur  eintritt, 
wenn  c  verschwindet,  also  ergiebt  sich,  dass  G'  ausser  den  Transfor- 
mationen (8)  noch  drei  von  der  Form: 

(10)  yp-  ^q.^ y   ^P^ >    ^2  H 

enthält  und  dass  jede  infinitesimale  Transformation  von  G'  sich  aus 
diesen  sechs  linear  ableiten  lässt. 

Wir  erinnern  jetzt  daran,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen 
von  G  auch  als  infinitesimale  Berührungstransformationen  der  Ebene 
X,  z  aufgefasst  werden  können  und  dass  zu  jeder  dieser  infinitesimalen 
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Berührungstransformationen  eine  charakteristische  Function  gehört, 
durch  die  sie  vollständig  bestimmt  ist.  Insbesondere  lauten  die  charak- 
teristischen Functionen  der  Transformationen  (10)  so: 

^'  +  «/'  H ;     y^+  A  i^,y)-i ,    xz-\-a^  {x,  y)-\ , 

wo  «3  und  jSg  gewisse  ganze  homogene  Functionen  dritten  Grades  von 
X  und  y  sind  und  wo  die  weggelassenen  Glieder  jedesmal  von  höherer 
Stufe  in  x^  y,  z  sind  als  die  geschriebenen  (s.  Abschn.  II,  S.  526  u. 
S.  532  f.).  Nun  aber  muss  G'  nothwendig  auch  die  infinitesimale 
Transformation  enthalten,   deren  charakteristische  Function  die  Form; 

(11)    {2/^+/33  +  ...,  xz+a,+  ''']^B'-^l,{x,y)s+X,{x,y)-^-'' 

besitzt,  unter  Ag  und  l^  ganze  homogene  Functionen  zweiten  und 
vierten  Grades  von  x  und  y  verstanden  (a.  a.  0.  S.  321  und  S.  526  f.). 
Allein  eine  infinitesimale  Transformation,  deren  charakteristische  Func- 
tion die  Form  (11)  besitzt,  wäre  von  zweiter  Ordnung  in  x,  «/,  Zj 
während  doch  G'  gar  keine  infinitesimalen  Transformationen  von 
zweiter  Ordnung  enthält.  Wir  kommen  demnach  zu  dem  Ergebniss, 
dass  es  gar  keine  sechsgliedrige  Gruppe  G'  von  der  hier  betrachte- 
ten BeschafiPenheit  giebt,  dass  also  der  zweite  der  auf  S.  511  unter- 
schiedenen beiden  Fälle  gar  nicht  eintreten  kann. 

Will  man  die  Rechnung  mit  charakteristischen  Functionen  vermeiden, 
so  kann  man  auch  folgendermassen  verfahren:  G'  lässt  die  Pf  äff  sehe 
Gleichung:  dz  —  y dx  =  0  invariant  und,  wenn  man  einen  reellen  Punkt 
von  allgemeiner  Lage  festhält,  so  bleiben  in  dem  reellen  Flächenelement, 
das  die  Gleichung:  ds  —  y  dx  =  0  dem  Punkte  zuordnet,  zwei  conjugirt 
imaginäre  Linienelemente  in  Ruhe.  Hieraus  folgt,  dass  Cr\  aufgefasst  als 
Berührungstransformationsgruppe  der  Ebene  ic,  ^,  zwei  conjugirt  imaginäre 
gewöhnliche  Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  invariant  lässt.  Durch 
eine  (imaginäre)  Berührungstransformation  der  Ebene  können  wir  daher 
erreichen,  dass  die  Integralcurven  der  einen  von  diesen  Differentialglei- 
chungen in  die  Punkte  der  Ebene  übergehen.  Demnach  können  wir  uns 
die  Veränderlichen  r»,  «/,  ^  von  vornherein  so  gewählt  denken,  dass  G'  als 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  der  Ebene  x^  z  aufgefasst,  aus  lauter 
erweiterten  Punkttransformationen  besteht  und  ausserdem  noch  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  invariant  lässt.  Nun  aber  haben 
wir  auf  S.  76  gesehen,  dass  jede  endliche  continuirliche  Gruppe  von  Punkt- 
transformationen der  Ebene,  die  eine  gewöhnliche  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  invariant  lässt,  durch  Punkttransformation '  mit  einer  pro- 
jectiven  Gruppe  der  Ebene  ähnlich  ist.  Folglich  können  wir  annehmen, 
dass  6r',  wenn  es  überhaupt  existirt,  durch  Erweiterung  einer  sechsglied- 
rigen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  entstanden  ist;  dabei  brauchen  wir 
natürlich  zwei  projective  Gruppen,  die  innerhalb  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe    mit    einander   gleichberechtigt   oder   zu   einander    dualistisch 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  33 
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sind,  nicht  als  von  einander  verschieden  zu  betrachten,  wir  dürfen  daher 
annehmen,  dass  Cr'  aus  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

p,   r,   xp^  0jo,   xr,  zr 

der  Ebene  durch  Erweiterung  entstanden  ist  und  somit  in  den  gewählten 
Veränderlichen  ic,  y^  z  die  Form: 

p,  r,  xp  —  yq,  zp  —  /g,  xr  +  g,  zr  +  yq 

besitzt.  Aber  von  dieser  Gruppe  haben  wir  bereits  auf  S.  415  f.  gezeigt, 
dass  bei  ihr  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  keine  Invariante 
haben.  Also  ergiebt  sich  wieder,  dass  eine  Gruppe  (r'  von  der  hier  ver- 
langten Beschaffenheit  gar  nicht  existirt. 

Es  bleibt  noch  der  erste  der  beiden  auf  S.  511  unterschiedenen 
Fälle  zu  behandeln. 

Tritt  dieser  Fall  ein,  so  werden  bei  G  die  oo^  reellen  Linien- 
elemente durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemeiner 
Lage  dreigliedrig  transformirt  und  zwar  derart,  dass  ein  nicht  aus- 
gearteter Kegel  zweiten  Grades  von  Linienelementen  invariant  bleibt. 
G  lässt   demnach  eine  reelle  Gleichung  von  der  Form: 

1,  2,3 

invariant,  deren  Determinante  nicht  verschwindet.  Da  nun  unser  G 
sechsgliedrig  ist,  so  ergiebt  sich  aus  Theorem  35,  S.  391,  dass  es 
durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  B^  überführbar  ist  entweder 
in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von 
Nichteuklidischen  Bewegungen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen: 

jPi,  i>2?  i's?    ^ii^2  —  ^2i'i;   ^2P^  +  ^8i>2;   %Ä  +  ^iä; 

Allein  die  beiden  letzten  Gruppen  erfüllen  unser  Axiom  III  nicht,  denn 
bei  beiden  ist  der  Coordinatenanfang  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage, 
und  eine  der  Pseudokugeln,  die  den  Coordinatenanfang  zum  Mittel- 
punkt haben,  ist  der  Kegel: 

Xi   ~\-  x^        Xq  =  ^5 
diese  Pseudokugel  geht  aber  durch  ihren  Mittelpunkt,  was  eben  durch 
das  Axiom  III  ausgeschlossen  ist. 

Damit  ist  hewiesen^  dass  die  Euklidischen  und  die  NichteuMidischen 
Bewegungen  wirklich  durch  die  auf  S.  506  f.  aufgestellten  Axiome  vollstän- 
dig charakterisirt  sind. 
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§  103. 

Wir  werden  jetzt  zeigen,  dass  die  Euklidischen  und  die  Nicht- 
euklidischen  Bewegungen  des  B^  vollständig  charakterisirt  sind,  wenn 
man  die  folgenden  Axiome  aufstellt: 

I)  Der  R^  ist  eine  Zahlenmannigfaltigheit 

II)  Die  Bewegungen  des  B^^  bilden  eine  reelle,  continuirliche ,  von 
infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  Gruppe. 

III)  Hält  man  einen  heliehigen  reellen  Punkt:  yi  .  .  .  y^  von  allge- 
meiner Lage  fest,  so  befriedigen  alle  reellen  Punkte:  x^  .  .  .  x^,  in  die  ein 
andrer  reeller  Punkt:  x^^  .  .  .  x^  dann  noch  übergehen  kann,  eine  reelle 
Gleichimg  von  der  Form: 

(12)  W{y,' . . ,  2//;   x,r..  ^/;   x,  . , .  x,)  ^  0, 

die  für:  x^  =  y^^ , . .  .,  x^  =  y^  nicht  erfüllt  ist  und  die  im  Allgemeinen 
eine  reelle  durch  den  Punkt:  x^^ .  . .  x^  gehende  dreifach  ausgedehnte 
Mannigfaltigkeit  darstellt. 

IV)  Um  den  Punkt:  yi  .  .  .  y^  herum  lässt  sich  ein  endlicher  vier- 
fach ausgedehnter  Bereich  derart  abgrämen,  dass  die  folgenden  Bedingungen 
erfüllt  sind:  Hält  man  den  Punkt:  y-^  .  .  .  y^  fest,  so  kann  jeder 
andre  reelle  Punkt:  x^  .  .  ,  x^  des  Bereichs  noch  continuirlich  in  alle 
reellen  Punkte:  x^. .  .x^  übergehen,  die  der  Gleichung  (12)  genügen. 
Hält  man  ausser  dem  Punkte :  y^^ . .  .  y^  noch  einen  zweiten  reellen  Punkt : 
z^^ . . .  z^  des  Bereichs  fest,  so  kann  jeder  andre  reelle  Punkt:  x^^ ...x^ 
des  Bereichs  noch  continuirlich  in  alle  reellen  Punkte:  x^  , .  .  x^^  des  Be- 
reichs übergehen,  die  den  beiden  Gleichungen:  (12)  und: 

(13)  Tr(V...V;  V---<;  x,...x,)^o 

genügen.  Dabei  wird  jedesmal  vorausgesetzt,  dass  die  beiden  Punkte: 
Xj^ .  .  .  x^  und  x^  . . .  x^  durch  eine  irreducible  continuirliche  Beihe  von 
Punkten  derselben  Art  mit  einander  verbunden  sind. 

Wir  macheu  aber  nochmals  ausdrücklich  darauf  aufmerksam,  dass 
diese  Axiome  möglicherweise  noch  gewisse  überflüssige  Bestandtheile 
enthalten,  obwohl  sie  weniger  verlangen  als  die  Helmholtzschen. 
Herr  v.  Helmholtz  verlangt  nämlich  ausserdem,  dass  wenn  drei  Punkte 
festgehalten  werden,  jeder  vierte  Punkt  noch  ganz  frei  beweglich  sei, 
soweit  es  die  Gleichungen  erlauben,  die  ihn  mit  den  festgehaltenen 
Punkten  verknüpfen;  hierzu  kommt  sogar  noch  sein  Monodromieaxiom, 

Es  sei  wieder  G  irgend  eine  Gruppe,  die  unsre  Axiome  erfüllt. 
Die  durch  den  Punkt:  x^^  .  ,  .  x^  gehende  reelle  Mannigfaltigkeit,  die 
durch  die  Gleichung  (12)  definirt   wird,  nennen  wir  natürlich    wieder 

33* 
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eine  zu  G  gehörige  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  «/i^ .  .  .  2//. 
Unser  Axiom  III  sagt  dann  aus,  dass  die  Pseudokugeln  im  Allgemei- 
nen reelle  dreifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  sind  und  dass  eine 
Pseudokugel  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt  geht. 

Genau  wie  im  vorigen  Paragraphen  lässt  sich  jetzt  beweisen,  dass 
G  transitiv  ist  und  dass  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte: 
x^  .  .  .  x^  und:  2/i  •  •  •  2/4  ^®i  ^  ®^^®  ^"^  ^"^  ®^^®  Invariante:  ^{Xy  y) 
haben.  Daraus  folgt  dann  sofort,  dass  die  Gleichung  (12)  auf  die 
Form: 

(14)  il{x^...x,',   y,r..y,')  =  ^{x,'...x,';   y,' .  .  •  y,') 

gebracht  werden  kann.  Wir  brauchen  uns  damit  wohl  nicht  länger 
aufzuhalten. 

Auch  der  Beweis,  dass  G  reell-primitiv  ist,  gestaltet  sich  fast 
genau  so  wie  in  §  102.  Unter  den  Pseudokugeln  mit  dem  Mittel- 
punkte:  2/i^  . .  .  2//  gieb*  es  nur  eine  discrete  Anzahl  von  solchen,  die 
nicht  reelle  Mannigfaltigkeiten  von  drei  Dimensionen  sind,  sondern 
blos  zweifach  oder  einfach  ausgedehnt  sind  oder  gar  auf  einen  Punkt 
zusammenschrumpfen.  Da  überdies  keine  Pseudokugel  durch  ihren 
Mittelpunkt  geht,  so  kann  bei  Festhaltung  des  Punktes:  ?//...  2// 
sicher  keine  durch  diesen  Punkt  gehende  reelle  Punktmannigfaltigkeit 
in  Ruhe  bleiben.     G  muss  also  reell -primitiv  sein. 

Schliesslich  kann  man  auch  genau  so  wie  in  §  102  beweisen,  dass 
G  endlich  und  zwar  höchstens  zehngliedrig  ist. 

Sind  nämlich  P^  .  .  .  P^  und  P  fünf  Punkte  von  allgemeiner  gegen- 
seitiger Lage,  so  können  sich  die  vier  durch  P  gehenden  Pseudokugeln 
mit  den  Mittelpunkten  P^  .  .  .  P^  nur  in  P  schneiden;  denn  schnitten 
sie  sich  in  einer  durch  P  gehenden  reellen  Mannigfaltigkeit  M,  die 
nicht  blos  aus  dem  Punkte  P  bestände,  so  schnitten  sich  überhaupt 
alle  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  in  M  und  infolgedessen  bliebe 
bei  Festhaltung  von  P  zugleich  auch  M  in  Ruhe,  was  ausgeschlossen 
ist.  Wenn  wir  nun  die  vier  Punkte  P^  .  .  .  P^^  festhalten,  so  kann  sich 
P  offenbar  nur  noch  auf  dem  Schnitte  der  durch  P  gehenden  Pseudo- 
kugeln mit  den  Mittelpunkten  P^  .  .  .  P^  bewegen  und  da  dieser 
Schnitt  blos  aus  dem  Punkte  P  selbst  besteht,  so  muss  P  in  Ruhe 
bleiben,  und  weil  P  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  zugleich  über- 
haupt jeder  Punkt  des  Raumes.  Das  Festhalten  von  P^  ,  .  .  P^  erfordert 
unter  den  hier  gemachten  Voraussetzungen  höchstens:  4  +  3-j-2-|-l  =  10 
Bedingungen,  also  ergiebt  sich,  dass  G  endlich  und  zwar  höchstens 
zehngliedrig  ist. 
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Wir  wählen  jetzt  unter  den  Pseudokugeln  mit  dem  Mittelpunkte 
Pj  irgend  eine  von  allgemeiner  Lage  aus  und  nennen  sie  K^.  Ist  Pg 
irgend  ein  Punkt  von  K^y  so  giebt  es  oo^  Pseudokugeln  mit  dem 
Mittelpunkte  Pg,  von  denen  aber  keine  mit  K^  zusammenfällt,  denn 
eine  Pseudokugel  enthält  ja  niemals  ihren  Mittelpunkt. 

Halten  wir  P^  fest,  so  kann  sich  P^  ganz  frei  auf  der  Pseudo- 
kugel Kj^  bewegen,  die  unter  den  gemachten  Voraussetzuugen  sicher 
eine  dreifach  ausgedehnte  reelle  Mannigfaltigkeit  ist.  Halten  wir  ausser 
P^  auch  noch  Pg  fest,  so  kann  sich  jeder  andre  Punkt  P3  von  K^ 
nur  auf  der  Mannigfaltigkeit  M'  bewegen,  in  der  K^  von  der  durch  Pg 
gehenden  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte  P^  geschnitten  wird;  auf 
dieser  Mannigfaltigkeit  aber  kann  er  sich  nach  Axiom  IV  ganz  frei 
bewegen.  Wir  können  hinzufügen,  dass  M'  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen im  Allgemeinen  eine  zweifach  ausgedehnte  reelle  Man- 
nigfaltigkeit ist. 

Bestimmen  wir  die  Punkte  von  K^  durch  drei  Coordinaten:  i^,  jg?  h 
und  nennen  wir  die  Coordinaten  von  Pgi  ^1^,  ^2^;  ^3^  ^^^  ^i^  von 
Pg :  gj<^,  ^2^  Xs^  so  können  wir  alles  das  auch  so  ausdrücken :  Wird  P^ 
festgehalten,  so  werden  die  Punkte:  j^,  £2?  £3  «^er  Pseudokugel  K^  der- 
art transformirt,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellen  Punktes:  t)^^j  t)2^,  ^3*^ 
von  Kl  jeder  andre  reelle  Punkt:  £j^,  £2^  h^  von  K^  noch  in  alle 
reellen  Punkte:  g^,  jg»  h  ^^^  -^1  übergehen  kann,  die  einer  Gleichung 
von  der  Form: 

genügen;  diese  Gleichung  bestimmt  im  Allgemeinen  eine  auf  K^^  lie- 
gende zweifach  ausgedehnte  reelle  Mannigfaltigkeit.  Nun  aber  werden,, 
wenn  man  P^  festhält,  die  Punkte  der  dreifach  ausgedehnten  Mannig- 
faltigkeit K^  offenbar  durch  eine  Gruppe  G^  transformirt;  aus  dem 
eben  Gesagten  geht  überdies  hervor,  dass  diese  Gruppe  alle  im  vorigen 
Paragraphen  aufgestellten  Axiome  erfüllt,  folglich  können  wir  schliessen, 
dass  (tj  sechsgliedrig  ist  und  durch  eine  reelle  Punkttransformation  in 
den  Veränderlichen:  j^,  jg;  h  entweder  in  die  Gruppe  der  Eukli- 
dischen oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Be- 
wegungen des  Pg  übergeführt  werden  kann.  Andrerseits  sahen  wir 
oben,  dass  G  transitiv  und  höchstens  zehngliedrig  ist,  die  Untergruppe 
von  (r,  bei  der  P^  invariant  bleibt,  hat  daher  sicher  nicht  mehr  als 
sechs  Parameter.  Demnach  ergiebt  sich,  dass  G  gerade  zehn  Para- 
meter hat,  und  dass  bei  Festhaltung  von  P^  die  Punkte  des  P^  durch 
eine  sechsgliedrige  Gruppe  transformirt  werden;  zugleich  werden  die 
Punkte  jeder   allgemein  gelegenen  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte 
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Pi  durch  eine  sechsgliedrige  holoedrisch  isomorphe  Gruppe  transfor- 
mirt,  die  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  B^  entweder  mit 
der  Gruppe  der  Euklidischen  oder  mit  einer  der  beiden  Gruppen  von 
Nichteuklidischen  Bewegungen  ähnlich  ist. 

Halten  wir  Pj  und  Pg  fest,  so  werden  die  Punkte  von  K^  noch 
dreigliedrig  transformirt  und  ebenso  die  Punkte  jeder  andern  allgemein 
gelegenen  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte  Pj.  Die  betreffenden 
dreigliedrigen  reellen  Gruppen  sind  natürlich  mit  einander  holoedrisch 
isomorph.  Aber  wenn  eine  dreigliedrige  reelle  Untergruppe  der  Eukli- 
dischen oder  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  R^  holoedrisch 
isomorph  ist  mit  der  dreigliedrigen  Untergruppe,  die  einen  reellen 
Punkt  invariant  lässt,  so  ist  sie  offenbar  selbst  die  dreigliedrige  Unter- 
gruppe, bei  der  ein  gewisser  reeller  Punkt  invariant  bleibt  (vgl.  S.  385 
und  Kap.  10).  Demnach  muss,  wenn  P^  und  Pg  festgehalten  werden, 
überhaupt  auf  jeder  allgemein  gelegenen  Pseudokugel  mit  dem  Mittel- 
punkte P^  ein  reeller  Punkt  in  Ruhe  bleiben,  und  zwar  müssen  die 
betreffenden  Punkte  augenscheinlich  eine  continuirliche  Curve  bilden, 
die  durch  Pg  geht.  Die  Symmetrie  zeigt,  dass  bei  Festhaltung  von 
Pi  und  Pg  zugleich  auch  durch  Pj  eine  continuirliche  Curve  geht, 
deren  Punkte  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 

Wenn  wir  also  P^  und  Pg  festhalten,  so  geht  durch  P^  und 
durch  P2  je  eine  continuirliche  reelle  Curve,  deren  Punkte  in  Ruhe 
bleiben.  Es  ist  denkbar,  dass  diese  beiden  Curven  zusammen- 
fallen, es  ist  aber  auch  denkbar,  dass  sie  von  einander  verschieden 
sind.  Wir  wollen  dahingestellt  sein  lassen,  ob  der  zweite  Fall  wirk- 
lich eintreten  kann.  Um  uns  aber  bequem  ausdrücken  zu  können, 
■wollen  wir  den  Inbegriff  der  beiden  Curven  als  eine  Pseudogerade 
bezeichnen.  Dann  können  wir  sagen:  Durch  je  zwei  Punkte  Pj  und 
P2  des  P4  ist  eine  Pseudogerade  bestimmt,  die  durch  P^  und  P^  geht; 
hält  man  Pj  und  Pg  fest,  so  bleiben  die  Punkte  dieser  Pseudogeraden 
sämmtlich  in  Ruhe. 

Es  ist  klar,  dass  jeder  Punkt  der  Pseudokugel  K^  eine  durch 
Pi  gehende  Pseudogerade  bestimmt  und  dass  die  so  bestimmten  Pseudo- 
geraden überhaupt  alle  durch  P^  gehenden  Pseudogeraden  sind;  denn 
halten  wir  mit  Pj  zugleich  einen  nicht  auf  K^  liegenden  Punkt  P  von 
allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  auch  auf  iT^  ein  Punkt  P'  in  Ruhe 
und  die  durch  P^  und  P  bestimmte  Pseudogerade  fällt  daher  mit  der 
durch  Pi  und  P'  bestimmten  zusammen.  Durch  den  Punkt  P^  sind 
demnach  im  Ganzen  genau  <x>^  verschiedene  Pseudogerade  bestimmt, 
da  aber  jede  dieser  Pseudogeraden  möglicherweise  aus  zwei  Curven 
besteht,    von  denen  blos  die  eine  durch  Pj  selbst  geht,  so  ist   es  von 
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vornherein  nicht  sicher,  dass  die  Schaar  der  durch  P^  gehenden  Cur- 
ven,  die  durch  diese  oo^  Pseudogeraden  bestimmt  wird,  aus  oo^  ver- 
schiedenen Curven  besteht. 

Da  durch  P^  oo^  verschiedene  Pseudogerade  bestimmt  sind  und 
andrerseits  auch  c»^  verschiedene  reelle  Linienelemente,  so  wird  es 
unter  diesen  Linienelementen  eine  gewisse  Anzahl,  nämlich  c»"* 
(0<m<3)  verschiedene  geben,  die  so  beschaffen  sind,  dass  durch 
jedes  von  ihnen  gewisse  jener  Pseudogeraden  gehen,  während  durch 
keines  der  übrigen  Linienelemente  eine  solche  Pseudogerade  geht. 
Wir  werden  zeigen,  dass  die  betreffende  Zahl  m  gleich  drei  ist. 

In  der  That,  wenn  P^  festgehalten  wird,  so  werden  die  durch  P^ 
bestimmten  Pseudogeraden  unter  einander  vertauscht,  es  bleibt  also 
die  vorhin  definirte  Mannigfaltigkeit  von  oo'"  Linienelementen  in  Ruhe. 
Da  überdies  jedem  Punkte  der  Pseudokugel  K^  eine  der  Pseudogeraden 
durch  Pj  zugeordnet  ist  und  da  nach  Festhaltung  von  P^  jeder  Punkt 
von  K^  noch  in  jeden  andern  übergehen  kann,  so  muss  nach  Festhal- 
tung von  Pj  auch  jede  der  durch  P^  bestimmten  Pseudogeraden  in 
jede  andre  übergehen  können  und  demnach  auch  jedes  jener  00"* 
Linienelemente  in  jedes  andre.  Hieraus  folgt,  dass  durch  jedes  dieser 
00"*  Linienelemente  oo^-"^  verschiedene  Pseudogerade  hindurchgehen 
und  dass  die  Pseudokugel  K^  derart  in  oo"*  (3— w)- fach  ausgedehnte 
reelle  Mannigfaltigkeiten  zerfällt,  dass  jedem  unsrer  00"*  Linienelemente 
eine  dieser  Mannigfaltigkeiten  zugeordnet  ist;  bei  Festhaltung  von  P^ 
werden  natürlich  diese  00"*  (3  —  m)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltig- 
keiten von  j^i  unter  einander  vertauscht.  Wäre  nun  m  =  1  oder  =  2, 
so  würden  bei  Festhaltung  von  P^  die  Punkte  von  K^  reell-imprimitiv 
transformirt,  was  offenbar  nicht  der  Fall  ist.  Wäre  andrerseits  m  =  0, 
so  bliebe  mit  P^  zugleich  eine  discrete  Anzahl  von  hindurchgehenden 
reellen  Linienelementen  in  Ruhe  und  unsre  zehngliedrige  Gruppe  G 
wäre  also  reell -imprimitiv,  während  sie  doch  reell -primitiv  sein  muss. 

Demnach  ist  wirklich  die  oben  definirte  Zahl  m  =  3  und  es  geht 
in  Folge  dessen  im  Allgemeinen  durch  jedes  reelle  Linienelement  von 
P^  eine  Pseudogerade. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  zwischen  den  00^  reellen  Linienelemen- 
ten von  Pi  und  den  cx)^  reellen  Punkten  der  Pseudokugel  K^  eine 
Beziehung  besteht,  die  jedenfalls  innerhalb  gewisser  Bereiche  eindeutig 
umkehrbar  ist  und  die  bei  allen  Transformationen  von  G,  welche  den 
Punkt  Pi  invariant  lassen,  erhalten  bleibt.  Erinnern  wir  uns  daher, 
dass  bei  Festhaltung  von  P^  die  00^  hindurchgehenden  Linienelemente 
durch  eine  reelle  projective  Gruppe  g  transformirt  werden,  so  erkennen 
wir  sofort,  dass  diese  Gruppe  g  mit  der  Gruppe  G^^  ähnlich  ist,  durch 
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welche  gleichzeitig  die  Punkte  von  JT^  transformirt  werden,  und  zwar 
ähnlich  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  jRg.  Aber  G^  war 
seinerseits  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  B^  ähnlich  ent- 
weder mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  oder  mit  einer  der  beiden 
Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes,  also-  ergiebt 
sich  mit  Berücksichtigung  von  Theor.  19,  S.  292,  dass  g  sechsgliedrig 
ist  und  durch  eine  reelle  projective  Transformation  des  R^  in  eine 
der  drei  genannten  Gruppen  von  Bewegungen  übergeführt  werden  kann. 

Also  unsre  zehngliedrige  Gruppe  G  ist  so  beschaff en^  dass  hei  Fest- 
haltung  eines  reellen  Punktes  von  allgemeiner  Lage  die  oo^  hindurchgehen- 
den reellen  Linienelemente  sechsgliedrig  und  zwar  entweder  EuMidisch 
oder  NichteuJclidisch  transformirt  werden. 

Werden  die  bewussten  Linienelemente  Euklidisch  transformirt,  so 
bleibt  mit  jedem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich  ein 
hindurchgehendes  reelles  Bündel  von  oo^  Linienelementen  invariant,  G 
lässt  also  eine  reelle  Pf  äff  sehe  Gleichung: 

4 

(15)  ^^  «r  (oci. .  .  x^)  dxv  =  0 

1 

invariant,  die  natürlich  nicht  integrabel  sein  darf,  weil  sonst  G  reell- 
imprimitiv  wäre.  Nun  aber  ist  aus  der  Theorie  des  Pf  äff  sehen 
Problems  bekannt,  dass  mit  jeder  nicht  integrabeln  Pf  äff  sehen  Glei- 
chung in  vier  Veränderlichen  ein  simultanes  System  invariant  verknüpft 
ist.  Dieses  simultane  System,  das  für  die  reelle  Gleichung  (15)  eben- 
falls reell  wird,  müsste  natürlich  bei  G  invariant  bleiben,  also  wäre 
G  auch  in  diesem  Falle  reell- imprimitiv,  also  kommt  der  Fall,  dass 
die  oo^  Linienelemente  durch  einen  festgehaltenen  reellen  Punkt  Eukli- 
disch transformirt  werden,  überhaupt  nicht  in  Betracht. 

Werden  andrerseits  die  bewussten  Linienelemente  Nichteuklidisch 
transformirt,  so  ist  mit  jedem  reellen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  ein 
imaginärer  oder  reeller  Kegel  zweiten  Grades  von  Linienelementen 
verknüpft,  der  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränderlichen  entweder  die 
Form: 

(16)  dx^'  H [-dx/=^0 

oder  die  Form: 

(17)  dx,""  +  dx,'  +  dx^  —  dxl  =  0 

erhält.  Da  nun  G  zehngliedrig  ist  und  die  Linienelemente  durch  jeden 
festgehaltenen  reellen  Punkt  sechsgliedrig  transformirt,  so  ergiebt  sich 
aus  den  Entwicklungen  auf  S.  385  ff.,  dass  G  durch  eine  reelle  Punkt- 
transformation des  JR4  entweder  in  die  Gruppe   der  Euklidischen   oder 
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in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  des 
jR^  übergeführt  werden  kann  —  diese  Fälle  sind  möglich,  wenn  die 
Form  (16)  auftritt  —  oder  dass  es  durch  eine  reelle  Punkttransfor- 
mation des  i?4  ähnlich  ist  entweder  mit  der  projectiven  Gruppe  einer 
der  beiden  Mannigfaltigkeiten: 

^i'  +  ^2'  +  ^3'  —  ^4'  =  ±  1 
oder  mit  der  Gruppe: 

—  diese  Fälle  entsprechen  der  Form  (17). 

Aber  die  drei  letzten  Gruppen  kommen  hier  gar  nicht  in  Betracht, 
denn  bei  jeder  von  ihnen  giebt  es  augenscheinlich  unter  den  Pseudo- 
kugeln  mit  gegebenem  Mittelpunkt  immer  eine,  die  durch  ihren  Mittel- 
punkt geht.  Demnach  bleiben  nur  die  Euhlidischen  und  die  Nichteukli- 
schen  Bewegungen  übrig  und  es  ist  somit  bewiesen,  dass  diese  drei  Schaa- 
ren  von  Bewegungen  des  R^  durch  die  auf  S,  515  angegebenen  Axiome 
vollständig  charahterisirt  sind. 

Nunmehr  wollen  wir  noch  andeuten,  wie  sich  diese  Betrachtungen 
für  Räume  von  mehr  als  vier  Dimensionen  gestalten. 

Im  Bn  (w  >  2)  verlangen  wir  ebenfalls,  dass  der  Raum  eine 
Zahlenmannigfaltigkeit  sei  und  dass  die  Bewegungen  eine  continuir- 
liche,  von  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte  Gruppe  bilden. 
Wird  ein  reeller  Punkt:  2/i^  •  •  •  Vn  von  allgemeiner  Lage  festgehalten, 
so  soll  jeder  andre  reelle  Punkt:  x-^  .  .  .  xj^  nur  noch  in  solche  reelle 
Punkte:  x^  .  .  .  Xn  übergehen,  die  einer  gewissen  Gleichung: 

W(y,\..y^,  x,^...xn'',  x,...Xn)  =  0 

genügen.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  diese  Gleichung  im  Allge- 
meinen eine  (n —  l)-fach  ausgedehnte  reelle  Mannigfaltigkeit  darstellt 
und  dass  sie  für:  x^  ==  y^^,  .  . .,  x,i  =  yn^  nicht  erfüllt  ist. 

Die  durch  den  Punkt:  x^^ .  .  ,  Xn  gehende  reelle  Mannigfaltigkeit, 
die  durch  die  Gleichung:  W=  0  bestimmt  ist,  bezeichnen  wir  natür- 
lich als  eine  Pseudokugel  mit  dem  Mittelpunkte:  y^  .,.yn.  Unsre 
letzte  Forderung  sagt  dann  offenbar  aus,  dass  eine  Pseudokugel  nie- 
mals durch  ihren  Mittelpunkt  gehen  darf. 

Schliesslich  verlangen  wir  noch,  dass  in  dem  Bn  ein  endlicher  n-fach 
ausgedehnter  Bereich  abgegränzt  werden  kann,  innerhalb  dessen  die 
folgenden  Forderungen  erfüllt  sind:  Hält  man  einen  Punkt  P^  des 
Bereichs  fest,  so  soll  jeder  andre  Punkt  des  Bereichs  sich  innerhalb 
des  Bereichs   ganz   frei   auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel  mit 
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dem  Mittelpunkte  P^  bewegen  können.  Hält  man  q  Punkte  P^  .  . .  Pq 
des  Bereichs  fest,  die  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind,  so  soll 
stets,  wenn  q<Cn  —  1  ist,  jeder  andre  dem  Bereiche  angehörige  Punkt 
P  von  allgemeiner  Lage  sich  ganz  frei  auf  der  Mannigfaltigkeit-  be- 
wegen können,  in  der  sich  die  q  durch  P  gehenden  Pseudokugeln  mit 
den  Mittelpunkten  P^  .  .  .  Pq  schneiden. 

Wir  behaupten,  dass  diese  Forderungen  zur  Charakterisirung  der 
Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  ausreichen.  Den 
Beweis  für  diese  Behauptung  wollen  wir  aber  nur  andeuten. 

Wir  nehmen  an,  dass  unsre  Behauptung  für  den  Raum  von  n — 1 
Dimensionen  schon  bewiesen  ist  und  zeigen  auf  Grund  dieser  Voraus- 
setzung, dass  unsre  Behauptung  auch  für  den  Raum  von  n  Dimen- 
sionen richtig  ist.  Da  wir  sie  in  den  Fällen  n  =  ?>  und  w  ==  4  schon 
bewiesen  haben,  ist  damit  ihre  Allgemeingültigkeit  dargethan. 

Um  aber  zu  beweisen,  dass  unsre  Behauptung  im  Bn  richtig  ist, 
sobald  sie  es  im  Pn-i  ist,  verfahren  wir  wie  im  Fall  n  =  4.  Wir 
zeigen,  dass  jede  Gruppe  (r,  die  unsre  Axiome  erfüllt,  transitiv  ist 
und  dass  bei  ihr  zwei  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  eine  und 
nur  eine  Invariante  haben,  ferner  dass  sie  reell -primitiv  und  end- 
lich ist  und  höchstens  \n{n-{-\)  Parameter  enthält.  Halten  wir  nun- 
mehr einen  reellen  Punkt  Pj  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  ergiebt 
sich  leicht,  dass  die  Punkte  jeder  allgemein  gelegenen  Pseudokugel 
mit  dem  Mittelpunkte  P^  durch  eine  Gruppe  transformirt  werden,  die 
alle  für  den  Bn  —  i  aufgestellten  Axiome  erfüllt,  die  also  unter  der 
gemachten  Voraussetzung  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des 
Bn—i  entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden 
Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  dieses  Raumes  übergeführt 
werden  kann. 

Hieraus  folgt  zunächst,  dass  G  gerade  \n(n  -f-  1)  Parameter  ent- 
hält. Ferner  lässt  sich  genau  wie  im  Falle:  n  =  4  beweisen,  dass  je 
zwei  Punkte  des  P„  eine  Pseudogerade  bestimmen.  Man  muss  sich 
dabei  auf  die  Untersuchungen  des  Herrn  Werner  stützen,  der  auf 
Lies  Veranlassung  die  grössten  Untergruppen  bestimmt  hat,  die  in 
der  projectiven  Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  des  Raumes  von  w  >  5  Dimensionen  enthalten  sind*). 

Nachdem  die  Existenz  von  Pseudogeraden  erkannt  ist,  zeigt  man, 
wiederum  genau  wie  im  Falle:  /^  =  4,  dass  bei  G  die  oo"~^  reellen 
Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  allgemei- 
ner Lage  entweder  Euklidisch  oder  Nichteuklidisch  transformirt  werden. 


*)  Math.  Ann.  Bd.  36,  S.  161  ff. 


Zweite  Lösung  des  Riemann-Helmholtzsclien  Problems.  523 

Schliesslich  beweist  man  leicht,  dass  sie  sicher  nicht  Euklidisch  trans- 
formirt  werden  können,  und  durch  Betrachtung  der  übrigen  Fälle 
ergiebt  sich,  dass  G  durch  eine  reelle  Punkttransformation  des  i?„ 
entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden 
Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  R„  übergeführt  wer- 
den kann. 

Wir  wollen  das  gegenwärtige  Kapitel  damit  beschliessen,  dass 
wir  ein  kleines  Versehen  berichtigen,  das  sich  auf  S.  446  ff.  einge- 
schlichen hat.  Dort  wird  nämlich  gesagt,  dass  das  dritte  Axiom  des 
Herrn  v.  Helmholtz  aus  zwei  Theilen  bestehe,  von  denen  der  zweite 
gewisse  Forderungen  enthalte,  die  aus  den  im  ersten  Theile  gestellten 
Forderungen  nicht  folgen,  obwohl  er  seiner  Fassung  nach  blos  Folge- 
rungen aus  dem  ersten  Theile  zu  enthalten  scheine. 

In  der  That  verhält  es  sich  aber  doch  etwas  anders.  Wenn  man 
nämlich  den  damals  sogenannten  ersten  TJieil  des  Heimholt  ^selten  Axioms 
so  versteht,  dass,  wenn  ein  Punkt  Pj  festgehalten  wird,  jeder  andre 
Punkt  sich  ganz  frei  auf  der  durch  ihn  gehenden  Pseudokugel  mit 
dem  Mittelpunkte  P^  bewegen  können  soll,  und  wenn  man  daraus  den 
Schluss  zieht,  dass  eine  Pseudokugel  niemals  durch  ihren  Mittelpunkt 
gehen  darf,  so  enthält  allerdings  der  von  uns  sogenannte  zweite  Theil 
des  dritten  Helmholtz  sehen  Axioms  nichts,  was  nicht  schon  aus  dem 
ersten  Theile  folgt;  das  zeigen  ähnliche  Ueberlegungen  wie  die,  die  wir 
in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  benutzt  haben,  um  z.  B.  im  Pg  zu  be- 
weisen, dass  drei  Pseudokugeln ,  deren  Mittelpunkte  von  allgemeiner 
gegenseitiger  Lage  sind,  sich  im  Allgemeinen  nur  in  einem  Punkte 
schneiden.  Da  wir  nun  im  Verlaufe  unsrer  Untersuchung  über  die 
Helmholtz  sehen  Axiome  es  immer  so  aufgefasst  haben,  dass  eine 
Pseudokugel  nicht  durch  ihren  Mittelpunkt  gehen  darf  (vgl.  S.  465f.), 
so  ist  unsre  auf  S.  446 f.  aufgestellte  Eintheilung  des  Helmholtz- 
schen  dritten  Axioms  in  zwei  Theile  unrichtig.  Freilich  bleibt  immer 
noch  die  Thatsache  bestehen,  dass  Herr  v.  Helmholtz  die  Folge- 
rungen, die  er  aus  seinem  dritten  Axiome  zieht,  hinstellt,  ohne  sie 
zu  begründen,  obwohl  ihre  Begründung  gar  nicht  so  einfach  ist. 
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Kapitel  24. 

Kritik  einiger  neuerer  Untersuchungen  über   die  Grundlagen  der 

Geometrie. 

Auf  die  Untersuchungen  Riemanns  und  des  Herrn  v.  Helm- 
hol t  z  sind  eine  grosse  Anzahl  von  Arbeiten  über  die  Grundlagen  der 
Geometrie  gefolgt,  die  zum  grössten  Theile  durch  jene  Untersuchungen 
veranlasst  worden  sind.  Wir  können  hier  nur  auf  einige  von  diesen 
Rücksicht  nehmen  und  zwar  natürlich  nur  auf  solche,  die  directe  Be- 
rührungspunkte mit  der  Gruppentheorie  darbieten.  Daher  beschrän- 
ken wir  uns  auf  die  metrische  Geometrie,  die  Untersuchungen  über 
die  Grundlagen  der  projediven  Geometrie  lassen  wir  bei  Seite*). 

Wir  wenden  uns  zuerst  zur  Arbeit  des  Herrn  de  Tilly:  Sur  les 
principes  fondamentaux  de  la  geometrie  et  de  la  mecanique^*),  sodann 
gehen  wir  kurz  auf  gewisse  Bemerkungen  ein,  die  von  den  Herren 
F.  Klein  und  Lindemann  gemacht  worden  sind***),  endlich  be- 
sprechen wir  zwei  Arbeiten  des  Herrn  Killing. 

§  104. 

Herr  de  Tilly  macht  den  Versuch,  die  Geometrie  des  dreifach 
ausgedehnten  Raumes  zu  begründen  und  solche  Axiome  aufzustellen, 
die  entweder  auf  die  Euklidische  Geometrie  oder  auf  eine  der  beiden 
Nichteuklidischen  führen. 

Er  definirt  zunächst  die  Fläche  als  Gränze  zweier  Raumtheile,  die 
Curve  als  Gränze  zweier  Flächen  theile,  den  Punkt  als  Gränze  zweier 
Curventheile. 


*)  Dass  man  mit  Hülfe  der  Gruppentheorie  auch  über  die  Grundlagen  der 
projectiven  Geometrie  gewisse  Aufschlüsse  gewinnen  können  muss,  liegt  auf  der 
Hand ;  einen  wichtigen  Beitrag  dazu  haben  wir  bereits  in  Kap.  16  geliefert.  Dort 
haben  wir  ja  gezeigt,  dass  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  B^  und  die  mit 
ihr  ähnlichen  Gruppen  die  einzigen  endlichen  continuirlichen  Gruppen  von  Pünkt- 
transformationen  des  B„  sind,  bei  denen  erst  n  4-  S  verschiedene  Punkte  eine 
Invariante  haben.  Hieraus  folgt,  dass  zum  Aufbau  der  projectiven  Geometrie 
einer  n-fach  ausgedehnten  Zahlenmannigfaltigkeit  nur  ein  Axiom  erforderlich  ist, 
nämlich  dieses:  Es  giebt  in  der  betreffenden  Mannigfaltigkeit  eine  endliche  con- 
tinuirliche  Gruppe  von  Punkttransformationen,  bei  der  n-\-2  Punkte  keine  Inva- 
riante haben. 

**)  Mämoires  de  la  socidtd  des  sciences  pbys,  et  nat.  de  Bordeaux,  II.  Serie, 
Tome  3  (Jahrgang  1878—79). 

***)  Die  folgenden  Bemerkungen  über  die  Herren:  de  Tilly,  F.  Klein  und 
Linde  mann  finden  sich  zum  Theil  schon  in  einer  Note  von  Lie  (Leipziger  Be- 
richte 1892,  S.  106  ff). 
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Sodann  führt  er  den  Begriff  Entfernung  zweier  Punkte  ein.  Er 
versteht  darunter  vorläufig  nur  eine  Grösse,  die  durch  die  beiden 
Punkte  bestimmt  ist;  um  aber  den  Begriff  genauer  festzustellen,  denkt 
er  sich  zwei  Punkte  Ä  und  B  durch  irgend  eine  Curve  verbunden 
und  lässt  einen  Punkt  P  diese  Curve  in  der  Richtung  von  B  nach  Ä 
durchlaufen:  er  verlangt,  dass  sich  die  Entfernung  AP  dabei  continuir- 
lich  änderCy  immer  positiv  bleibe  und  schliesslich  gegen  Null  convergire. 

Ausser  dieser  Voraussetzung  macht  Herr  de  Tilly  nur  noch  die 
folgende:  Wenn  ein  System  von  beliebig  vielen  Punkten:  A,  B,  C,  D... 
gegeben  ist  und  wenn  der  PunU  B'  so  beschaffen  ist,  dass  die  beiden 
Entfernungen  AB'  und  AB  einander  gleich  sind,  so  soll  es  stets  auch 
solclie  Punkte:  0',  D'. . .  geben,  dass  die  Gleichungen: 

AC=AC\     AD==AD',... 

BG==B'C',    BB  =  B'B',... 

CB  =  C'B\  . . . 

erfüllt  sind. 

Auf  Grund  dieser  v^^enigen  Voraussetzungen  glaubt  Herr  de  Tilly 
beweisen  zu  können,  dass  entweder  die  Euklidische  Geometrie  gilt 
oder  eine  der  beiden  Nichteuklidischen. 

Man  kann  gegen  die  de  Tilly  sehen  Voraussetzungen  sofort  ein- 
wenden, dass  es  keinen  Sinn  hat,  von  einer  continuirlichen  Aenderung 
der  Entfernung  zu  reden,  so  lange  man  noch  gar  nicht  weiss,  dass 
die  Punkte  des  B^  durch  Coordinaten  bestimmbar  sind.  Wüsste  man 
das,  so  wäre  unmittelbar  klar,  dass  die  Entfernung  zweier  Punkte  A 
und  B  eine  Function  der  Coordinaten  von  A  und  B  ist,  und  es  wäre 
ganz  berechtigt,  zu  verlangen,  dass  sich  die  Entfernung  AP  continuir- 
lich  ändere,  wenn  P  eine  zwischen  A  und  B  gedachte  Curve  durch- 
läuft. So  aber,  wo  man  über  die  Bestimmbarkeit  der  Punkte  durch 
Coordinaten  noch  gar  nichts  weiss,  ist  es  offenbar  unerlaubt,  von 
einer  continuirlichen  Aenderung  der  Entfernung  zu  sprechen. 

Dieser  Einwand  wird  auch  dadurch  nicht  hinfällig,  dass  Herr 
de  Tilly  an  einer  andern  Stelle  ohne  Benutzung  des  Begriffs  der 
Entfernung  beweist  oder  vielmehr  zu  beweisen  versucht,  dass  die  Punkte 
des  Rq  durch  Coordinaten  bestimmbar  sind.  Denn  selbst  wenn  der 
de  Tilly  sehe  Beweis  hierfür  unanfechtbar  wäre,  so  würde  doch  die 
Nothwendigkeit  bestehen  bleiben,  in  dem  Axiome  über  die  Entfernung 
ausdrücklich  hervorzuheben,  dass  die  Punkte  durch  Coordinaten  be- 
stimmt gedacht  werden,  es  würde  also  auch  dann  noch  die  Fassung 
des  de  Tilly  sehen  Axioms  ungenügend   sein 
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Nun  aber  ist  Herrn  de  Tillys  Beweis  für  die  Bestimmbarkeit 
der  Punkte  durch  Coordinaten  alles  andre  als  unanfechtbar.  Denn 
dieser  Beweis  stützt  sich  nicht  blos  auf  den  Begriff:  geschlossene 
Fläche,  der  auf  dem  de  T i  11  y sehen  Standpunkte  kaum  definirbar  ist, 
sondern  auch  auf  allerhand  andre  Betrachtuugen  von  zweifelhafter  Be- 
schaffenheit. Ueberhaupt  ist  es  ja  von  vornherein  ganz  aussichtslos, 
beweisen  zu  wollen,  dass  jeder  Punkt  des  B^  durch  drei  Coordinaten 
bestimmbar  ist,  solange  man  nur  die  Begriffe:  Fläche,  Curve  und  Punkt 
hat;  macht  sich  doch  jetzt  immer  mehr  und  mehr  die  Auffassung 
geltend,  dass  die  Einführung  des  Coordinatenbegriffs  in  die  Geometrie 
auf  einem  besonderen  Axiome  beruht.  Wie  freilich  dieses  Axiom 
zu  fassen  ist,  darüber  dürften  noch  verschiedene  Meinungen  mög- 
lich sein. 

Hieraus  folgt,  dass  das  Axiom  des  Herrn  de  Tilly  über  die  Ent- 
fernung vollständig  in  der  Luft  schwebt  und  dass  es  so,  wie  es  vor- 
liegt, ganz  und  gar  ungeeignet  ist,  um  darauf  Schlüsse  zu  bauen.  Die 
Betrachtungen,  die  Herr  de  Tilly  an  sein  Axiom  knüpft,  können  in- 
folgedessen auch  keine  Beweiskraft  haben,  obwohl  sie  in  mancher 
Beziehung  nicht  ohne  Interesse  sind. 

Etwas  andres  ist  es,  wenn  man  Herrn  de  Tillys  Voraussetzungen 
dadurch  vervollständigt,  dass  man  von  vornherein  das  Axiom  aufstellt: 
Der  Bq  ist  eine  Zahlenmannigfaltigkeit.  Thut  man  das,  so  kann  man 
der  Definition,  die  Herr  de  Tilly  von  der  Entfernung  giebt,  eine 
vollständig  befriedigende  Fassung  geben.  Fügt  man  überdies  noch 
die  Annahme  hinzu,  dass  die  Bewegungen  des  B^  eine  continuir liehe 
Gruppe  bilden,  deren  Gleichungen  gewisse  Differentialquotienten  be- 
sitzen, so  lässt  sich  sogar  zeigen,  dass  die  Voraussetzungen  des  Herrn 
de  Tilly,  wenn  sie  in  dieser  Weise  vervollständigt  werden,  ausreichend 
sind,  um  die  Euklidischen  und  die  Nichteuklidischen  Bewegungen  des 
B^  zu  charakterisiren. 

In  der  That,  unter  den  gemachten  Annahmen  zeigen  die  de  Tilly - 
sehen  Voraussetzungen,  dass  nach  Festhaltung  eines  reellen  Punktes 
P  des  jRg  jeder  andre  reelle  Punkt  dieses  Raumes  sich  ganz  frei  auf 
einer  reellen  Fläche  bewegen  kann,  die  niemals  durch  P  hindurchgeht. 
Hieraus  aber  folgt  nach  den  Entwicklungen  des  vorigen  Kapitels  sofort, 
dass  die  Gruppe  der  Bewegungen  des  B^  durch  eine  reelle  Punkttrans- 
formation entweder  in  die  Gruppe  der  Euklidischen  oder  in  eine  der 
beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen  Bewegungen  übergeführt  wer- 
den kann. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  es  möglich  ist,  die  Voraussetzungen  des 
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Herrn  de  Tilly  so  zu  vervollständigeD,  dass  sie  zur  Charakterisirung 
der  Euklidischen  und  der  Nichteuklidischen  Bewegungen  des  R^  hin- 
reichen. Soviel  wir  daher  auch  gegen  Herrn  de  Tilly s  ganze  Unter- 
suchungen einzuwenden  haben,  so  glauben  wir  doch  gern,  dass  sein 
Werk  Beachtung  verdient. 

Herr  Killing  kommt  zweimal  auf  die  de*  Tilly  sehe  Arbeit  zu 
sprechen,  zuerst  in  seinem  Braunsberger  Programm  von  1884  „Erwei- 
terung des  Raumbegriffs"  und  dann  in  Bd.  35  der  Math.  Annalen,  auf 
S.  430. 

An  der  ersten  Stelle  drückt  sich  Herr  Killing  sehr  unklar  aus, 
so  dass  es  uns  nicht  gelungen  ist,  den  wahren  Sinn  seiner  kritischen 
Bemerkungen  zu  verstehen.  An  der  zweiten  Stelle  dagegen  thut  er 
Herrn  de  -Tilly  Unrecht;  dort  behauptet  er  nämlich,  dass  die  Vor- 
aussetzungen des  Herrn  de  Tilly  darauf  hinauskämen,  dass  bei  der 
Gruppe  der  Bewegungen  des  B^  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  und 
mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben  sollten. 
Diese  Behauptung  ist  nicht  richtig.  Allerdings  folgt  aus  Herrn  de  Tilly s 
Voraussetzungen,  wenn  man  sie  in  der  früher  angegebenen  Weise  ver- 
vollständigt, dass  die  Gruppe  der  Bewegungen  die  betreffenden  !Eigen- 
schaften  hat;  aber  Herr  de  Tilly  verlangt  ausserdem  noch,  dass  nach 
Festhaltung  eines  Punktes  P  jeder  andre  Punkt  sich  ganz  frei  auf 
einer  nicht  durch  P  gehenden  Fläche  bewege  und  durch  diese  Forde- 
rung werden  eben  die  Gruppen  ausgeschlossen,  die  nicht  in  die  Gruppe 
der  Euklidischen  oder  in  eine  der  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidi- 
schen Bewegungen  übergeführt  werden  können. 

Auch  Herr  Veronese  erwähnt  in  seinem  Werke:  Fondamenti  di 
geometria  die  Arbeit  des  Herrn  de  Till y,>  aber  auch  nicht  in  ganz 
zutreffender  Weise.  Er  sagt,  nämlich  unter  Anderm,  bereits  Herr 
de  Tilly  habe  behauptet,  dass  das  Helm  hol  tzsche  Monodromieaxiom 
überflüssig  sei.  Nun  benutzt  allerdings  Herr  de  Tilly  das  Monodro- 
mieaxiom nicht,  denn  er  verlangt  von  vornherein  nicht  einmal,  dass 
nach  Festhaltung  von  zwei  Punkten  noch  continuirliche  Bewegung 
möglich  sei,  vielmehr  versucht  er  dies  auf  Grund  seiner  Voraus- 
setzungen zu  beweisen  und  überdies  zu  zeigen,  dass  nach  Festhaltung 
zweier  Punkte  alle  andern  Punkte  geschlossene  Bahncurven  beschrei- 
ben und  schliesslich  gleichzeitig  in  ihre  Anfangslagen  zurückkommen. 
Dagegen  behauptet  Herr  de  Tilly  keineswegs,  dass  das  Helmholtz- 
sche  Monodromieaxiom  aus  den  übrigen  Axiomen  des  Herrn  v.  Helm- 
holtz  folge,  au^h  können  seine  Betrachtungen,  selbst  wenn  sie  stich- 
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haltig  wären,  nicht  als  Beweis  für  eine  derartige  Behauptung  gelten, 
denn  Herr  de  Tilly  macht  über  die  Abstandsfunction  Voraussetzungen, 
die  bei  Herrn  v.  Helmholtz  nicht  vorkommen,  überhaupt  hat  er  ja 
alle  HelmholtsscJien  Axiome  durch  andre  ersetzt 


§  105. 

In  einer  Abhandlung  aus  dem  Jahre  1890  in  Bd.  37  der  Math. 
Ann.  kommt  Herr  F.  Klein  auch  auf  das  Helmholtz  sehe  Monodromie- 
axiom  zu  sprechen  (a.  a.  0.  S.  564  f.). 

Herr  Klein  erhebt  dort  den  Anspruch,  die  Ueberflüssigkeit  eines 
Theils  des  Helmholtz  sehen  Monodromieaxioms  durch  eine  einfache 
Ueberlegung  ohne  alle  Rechnung  dargethan  zu  haben,  während  nach 
seiner  Ansicht  Lie  eines  ausführlichen  Beweises  bedarf,  um  zu  dem- 
selben Ergebnisse  zu  gelangen*).  Herr  Veronese,  der  in  seinem 
schon  erwähnten  Buche:  Fondamenti  di  geometria  die  wichtigsten 
Ergebnisse,  zu  denen  Lie  bei  seinen  Untersuchungen  über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  gelangt  ist,  ganz  richtig  wiedergiebt,  bestätigt 
diese  Klein  sehe  Auffassung  und  behauptet  sogar,  Herr  Klein  habe 
einen-  viel  einfacheren  Beweis  für  die  Ueberflüssigkeit  des  genannten 
Axioms  in  seiner  ganzen  Ausdehnung  geliefert. 

Sehen  wir  uns  nun  die  Klein  sehen  Betrachtungen  näher  an,  so 
bemerken  wir  sofort',  dass  Herr  Klein  in  Wirklichkeit  für  das  von 
Lie  gewonnene  Ergebniss  überhaupt  gar  keinen  Beweis  liefert,  ge- 
schweige denn  einen  viel  einfacheren  als  Lie.  Herr  Klein  stellt  sich 
nämlich  gar  nicht  auf  den  Helmholtzschen  Standpunkt,  er  geht  gar 
nicht  von  den  drei  ersten  Helmholtzschen  Axiomen  aus  und  ver- 
sucht zu  beweisen,  dass  aus  diesen  ein  Theil  des  Monodromieaxioms 
folgt,  sondern  er  wendet  Ueberlegungen  an,  deren  Anwendbarkeit  erst 
aus  den  Helmholtzschen  Axiomen  bewiesen  werden  müsste,  bei  ihm 
aber  auch  nicht  mit  einem  Worte  bewiesen  wird. 

In  der  That,  Herr  Klein  spricht  von  Drehungen  um  eine  Axe 
und    sein  Verfahren   besteht   darin,   dass    er   sich    die   Axe    um    einen 


*)  Herr  Klein  führt  hier  die  Lie  sehe  Note  an:  Bemerkungen  zu  v.  Helm- 
holtz's  Arbeit  über  die  Thatsachen,  welche  der  Geometrie  zu  Grunde  liegen 
(Leipz.  Ber.  1886).  In  dieser  Note  theilt  jedoch  Lie  blos  Resultate  mit,  ohne  die 
Beweise  auszuführen.  Den  ausführlichen  Beweis  für  die  Ueberflüssigkeit  des  wirh- 
lichen  Monodromieaxioms  veröffentlichte  Lie  erst  1890  in  den  Leipziger  Berichten, 
die  betreffende  Abhandlung  lag  aber  Herrn  Klein  noch  nicht  vor,  als  er  seine 
Arbeit  schrieb.  ^ 
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ihrer  Punkte  soweit  gedreht  denkt,  bis  sie  iu  umgekehrter  Richtung 
in  ihre  ursprüngliche  Lage  fällt.  Nun  aber  kann  man,  wenn  man  blos 
die  Helmholtzschen  Axiome  voraussetzt,  unter  Drehungen  um  eine 
Axe  nur  die  Bewegungen  verstehen,  die  nach  Festhaltung  zweier  Punkte 
Pj  und  Pg  noch  möglich  sind;  ob  bei  diesen  Bewegungen  ausser  P^ 
und  P2  noch  andre  Punkte  in  Ruhe  bleiben,  darüber  weiss  man  vor- 
läufig noch  gar  nichts,  unter  der  Axe  der  betreffenden  Drehungen 
könnte  man  daher  nur  den  Inbegriff  der  beiden  Punkte:  P^  und  F^ 
verstehen.  Dass  man  aber  auf  eine  solche  Axe  die  Klein  sehen  Be- 
trachtungen nicht  anwenden  kann,  liegt,  wie  uns  scheint,  auf  der  Hand. 
Es  ist  überhaupt  sicher,  dass  man,  um  zu  beweisen,  dass  das 
Monodromieaxiom  aus  den  übrigen  Axiomen  des  Herrn  v.  Helmholtz 
folgt,  ganz  andre  Hülfsmittel  anwenden  muss,  als  die  Herren  v.  Helm- 
holtz und  Klein  benutzt  haben.  Dass  die  Gruppentheorie  zur  Er- 
ledigung der  Frage  führt,  haben  wir  gesehen. 

Herr  Lindemann  erwähnt  in  seinen  Vorlesungen*)  über  Geo- 
metrie ebenfalls  die  aus  dem  Jahre  1886  stammende  Liesche  Note, 
es  sind  ihm  aber  dabei  eine  Reihe  Missverständnisse  untergelaufen, 
nicht  blos  gegenüber  Lie  selbst,  sondern  auch  Herrn  v.  Helmholtz 
gegenüber. 

Wenn  Herr  Lindemann  anführt,  dass  Herr  v.  Helmholtz  sich 
ebenso  wie  er  auf  projective  Gruppen  beschränke,  so  thut  er  Herrn 
V.  Helmholtz  Unrecht.  In  seiner  Abhandlung  in  den  Göttinger  Nach- 
richten von  1868  denkt  Herr  v.  Helmholtz  gar  nicht  daran,  zu  ver- 
langen, dass  bei  den  Bewegungen  jede  Gerade  wieder  in  eine  Gerade 
übergehe,  in  seinen  Axiomen  kommt  ja  weder  das  Wort  Gerade  noch 
ein  Begriff  dieser  Art  vor.  Andrerseits  bezeichnet  Herr  v.  Helm- 
holtz in  seinen  populären  Vorträgen  allerdings  die  kürzeste  Linie 
zwischen  zwei  Punkten  als  eine  Geradeste,  aber  er  braucht  diese  Benen- 
nung eben  im  Gegensatze  zu  dem   Worte  Gerade. 

Ferner  irrt  sich  Herr  Liudemann,  wenn  er  behauptet,  unter 
diesen  Umständen  werde  Lies  Bedenken  hinfällig,  dass  es  nicht  ohne 
Weiteres  erlaubt  sei,  die  unendlich  kleinen  Bewegungen  durch  lineare 
Functionen  darzustellen.  Denn  selbst  wenn  Herr  v.  Helmholtz  blos 
projective  Transformationen  in  Betracht  zöge,  was  er  aber,  wie  gesagt, 
nicht  thut,  selbst  wenn  das  der  Fall  wäre,  so  wäre  es  doch  nicht  von 
vornherein  erlaubt  anzunehmen,  dass  unter  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen, die  den  Punkt:  x  =  Xq,  2/ =  2/oj  ^  =  ^0  invariant  lassen, 


*)  s.  Bd.  II,  Thl.  1,  S.  546  Anm. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  34 
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keine  auftrete,  die  blos  Glieder  von  zweiter  Ordnung  in:  x  —  x^j  y  —  ij^, 
z  —  z^  enthielte.  Eine  andre  Sache  ist  es,  dass  in  Folge  der  Fehler, 
die  Herr  V.  Helmholtz  begangen  hat,  seine  Resultate  eigentlich  nur 
für  lineare,  also  nicht  einmal  für  projective  Gruppen  bewiesen  sind. 

Ein  Missverständniss  ist  es  endlich,  wenn  Herr  Lindemann  an- 
giebt,  Lie  halte  es  für  wahrscheinlich,  dass  die  Forderung,  der  Kreis 
solle  eine  geschlossene  Linie  sein,  sich  aus  den  übrigen  Helmholtzschen 
Axiomen  als  Folgerung  ergebe,  und  wenn  er  hinzufügt,  dass  diese  Ver- 
muthung  für  die  parabolische  Geometrie  unzutreffend  sei.  Lie  hat 
stets  betont,  dass  in  der  Ebene,  wenn  man  die  an  und  für  sich  be- 
trachtet, die  Forderung:  der  Kreis  solle  eine  geschlossene  Curve  sein, 
nicht  aus  den  übrigen  Helmholtzschen  Axiomen  folgt;  dagegen  hat 
er  nicht  blos  behauptet,  sondern  bewiesen,  dass  die  Sache  anders  liegt, 
wenn  man  die  Ebene  als  einen  Theil  des  dreifach  ausgedehnten  Rau- 
mes ansieht:  in  diesem  Falle  ist  das  Monodromieaxiom  überflüssig, 
wenn  man  das  Helmholtz  sehe  Axiom  der  freien  Beweglichkeit  des 
Raumes  in  geeigneter  Weise  deutet*). 

Wir  benutzen  diese  Gelegenheit,  um  auch  eine  Stelle  in  dem  ersten 
Bande  des  Lindemannschen  Werkes. zu  berichtigen;  wir  meinen  die  Stelle 
auf  S.  1023  ff.,  wo  Herr  Lindemann  den  Versuch  macht,  die  von  Lie 
geschaffene  Theorie  der  Berührungstransformationen  für  den  Fall  zu  ent- 
wickeln, dasc5  man  die  C  leb  seh  sehen  Connexcoordinaten  zu  Grunde  legt. 
Obwohl  die  Lösung  dieser  Aufgabe  aus  den  damals  von  Lie  schon  längst 
gegebenen  Formeln  für  homogene  Berührungstransformationen  unmittelbar 
abgelesen  werden  kann,  sind  doch  nicht  blos  die  Lindemannschen  Ent- 
wicklungen  sondern  auch  seine  Kriterien  unrichtig. 

Wir  wollen  uns  begnügen,  die  richtigen  Kriterien  abzuleiten  und  zwar 
gleich  für  den  Raum  von  beliebig  vielen  Dimensionen. 

Es  seien  x^  .  .  .  Xn^\  homogene  Punktco ordinaten  im  Räume  von  n 
Dimensionen  und  w^  .  .  .  Un^i  seien  homogene  Coordinaten  der  ebenen  (w  — l)- 
fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  dieses  Raumes ;  besteht  dann  zwischen 
den  X  und  den  u  die  Gleichung: 

n  +  l 

(1)  2wvirv  =  0, 

1 

so  sind:  x^  .  .  ,  Xn-^^x-,  %  .  .  .  W/.+i  die  homogenen  Coordinaten  der  Mn—i- 
elemente  oder,  wie  wir  früher  sagten,  der  Elemente  des  E«  (s.  S.  480  u. 
Abschn.  H,  S.  103). 

Die  Berührungstransformationen  des  i2„  lassen  sich  nun,  was  jedoch 
eines  Beweises  bedarf,  ohne  wesentliche  Beschränkung  der  Allgemeinheit 
definiren  als  diejenigen  Transformationen  von  der  Form: 


*)  In  den  vorstehenden  Auseinandersetzungen  sind  übrigens  die  Missverständ- 
nisse, die  Herr  Lindemann  in  wenig  Zeilen  begangen  hat,  noch  nicht  erschöpft; 
es  ist  aber  unnöthig,  weiter  darauf  einzugehen. 
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Xr  =  Fy  (X^  .  .  .  a;,,_)-i,       Mj   .  .  .  Uu-\-l) 

lly   =  0y(x^  .  .  .  Xn-{-l,      U^.  .  .  W«+l) 

(V  =  1  .  .  .  »  +  1) , 


die  so  beschaffen  sind,  dass  die  Gleichungen: 

^■0,F,      =^UrX, 


(3) 


1 

w  +  l 


1 

n  +  1 


1  1 

X,*^  Fy  d  Ov  =  xr  ^v^Wv 


identisch  erfüllt  sind.  Die  charakteristischen  Eigenschaften  dieser  Trans- 
formationen kann  man  aber  auf  Grund  von  Abschn.  II,  S.  135  ff.  ohne 
Weiteres  angeben. 

In  der  That,  dort  ist  gezeigt,  dass  die  Gleichung: 


«  +  i 


n+l 


(4) 


^  0,dFr  =  y^i'UydXr 


dann  und  nur  dann  identisch  besteht,  wenn  die  F^  homogen  von  nullter 
Ordnung  und  die  Q^  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  u  sind  und 
wenn  ausserdem  die  Gleichungen: 


(5) 


(/i,v  =  l  ...n  +  l;  ^4:»-) 


identisch  erfüllt  sind;  zugleich  ist  bewiesen,  dass  dann  die  2n  -}-  2  Func- 
tionen: Fj^..,Fn^ij  0^.  .  .  0n-\-i  immer  von  einander  unabhängig  sind.  Der 
Ausdruck  {F0\^u  hat  dabei  die  Bedeutung: 


(V(t;\       —\l[^^^^         dF  d^\ 


Soll  andrerseits  die  Gleichung 

«4-1 
(4') 


n-j-l 


^  Fy  d  0p     =^   Xy  dUy 


identisch  bestehen,  so  ist  aus  demselben  Grunde  offenbar  noth wendig  und 
hinreichend,  dass  die  Gleichungen  (5)  erfüllt  sind  und  dass  die  Fy  homo- 
gen von  erster  und  die  0v  homogen  von  nullter  Ordnung  in  den  x  sind. 
Demnach  sind  die  Gleichungen  (5)  und 

34* 
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(6) 


1  1 

(v  =  l  .  ..n  +1) 


zusammen  die  notbwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  iden- 
tische Bestehen  der  Gleichungen  (4)  und  (4'). 

Aber  die  Gleichungen  (ö)  und  (6)  sind  zugleich  auch  die  nothweu- 
digen  und  hinreichenden  Bedingungen  für  das  identische  Bestehen  der  Glei- 
chungen (3).  Sollen  nämlich  die  Gleichungen  (3)  erfüllt  sein,  so  ist 
jedenfalls  nothwendig,  dass  (4)  und  (4')  identisch  befriedigt  sind,  das  aber 
tritt,  wie  wir  soeben  sahen,  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  Fy  und  Qv 
den  Bedingungen  (5)  und  (6)  genügen.  Ist  diese  Forderung  erfüllt,  so 
sind  die  Gleichungen  (4)  und  (4')  Identitäten,  es  besteht  also  zugleich 
auch  eine   Identität  von  der  Form: 

n+l  n+1 

yj  OrF,    =^U,X,   +  C, 
1  1 

das  ist  aber  wegen  der  Homogeneitätsbedingangen  (6)  dann  und  nur  dann 
möglich,  wenn  C  verschwindet.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
sind  also  alle  drei  Gleichungen  (3)  identisch  erfüllt. 

Wir  sehen  hieraus,  dass  das  Bestehen  der  Gleichungen  (5)  und  (6)  noth- 
wendig und  hinreichend  ist,  damit  die  Gleichungen  (2)  eine  Berührungstrans- 
formation des  R„  darstellen. 

§  106. 

Herr  Killing  hat  eine  ganze  Reihe  von  Arbeiten  über  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  veröffentlicht,  von  denen  aber  nur  zwei  einen 
gruppentheoretischen  Charakter  tragen,  nämlich  das  schon  erwähnte 
Braunsberger  Programm  von  1884  und  eine  1892  erschienene  Abhand- 
lung im  Crelleschen  Journal  (Bd.  109,  S.  121—186). 

Das  Programm  von  1884  lassen  wir  hier  bei  Seite,  da  die  darin 
abgeleiteten  Ergebnisse  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  sich  auf 
die  Ebene  beschränken,  wir  werden  aber  später  aus  andern  Gründen 
auf  dieses  Programm  zurückkommen. 

Was  nun  die  Abhandlung  im  Crelleschen  Journal  angeht,  so  kön- 
nen wir  natürlich  nicht  der  ganzen  langen  Abhandlung  von  Anfang  bis 
zu  Ende  nachgehen,  sondern  wir  müssen  uns  begnügen,  einige  Stellen 
auszuwählen,  die  ganz  besonders  die  Kritik  herausfordern. 

Nachdem  Herr  Killing  gewisse  Axiome  aufgestellt  hat,  die  sich 
auf  endlich  von  einander  entfernte  Punkte  beziehen,  versucht  er  iu 
§  10  seiner  Arbeit  (S.  159  ff.)  die  Existenz  eines  quadratischen  Bogen- 
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elementes  zu  beweisen.  Er  verfällt  aber  dabei  nicht  blos  in  denselben 
Fehler  wie  Herr  v.  Helmholtz,  sondern  begeht  noch  andre  wesent- 
liche Fehler. 

Die  Betrachtungen  auf  S.  161  erscheinen  uns  unverständlich. 

Auf  S.  162  wird  ohne  Weiteres  aus  dem  Verhalten  unendlich 
benachbarter  Funkte  auf  das  endlich  von  einander  entfernter  Punkte 
geschlossen.  Herr  Killing  betrachtet  alle  Transformationen  einer 
Gruppe,  die  einen  bestimmten  Punkt  P  invariant  lassen,  und  nimmt 
an,  dass  die  dem  Punkte  P  unendlich  benachbarten  Punkte:  dx^...dxn 
derart  transformirt  werden,   dass   ein   linearer   Ausdruck: 

C^dx^  _(_...    -|-  CndXn 

invariant  bleibt.  Er  schliesst  daraus,  dass  dann  mit  dem  Punkte  P 
zugleich  ein  (n  —  l)-dimensionales  Gebiet  durch  P  in  Ruhe  bleibt. 
Dieser  Schluss  ist  aber  offenbar  ganz  unzulässig,  denn  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  ist  es  zwar  sicher,  dass  die  betreffende  Gruppe 
einen  Pf  äff  sehen  Ausdruck: 


Xl'  CCy  (x^  .  ,  .  Xn)  dXv 


invariant  lässt,  aber  dieser  Ausdruck  bestimmt  nur  dann  eine  (w  —  1)- 
fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  durch  P,  die  gleichzeitig  mit  P  in 
Ruhe  bleibt,  wenn  er,  gleich  Null  gesetzt,  eine  integrable  Pf  äff  sehe 
Gleichung  liefert. 

Auf  S.  163  werden  mit  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
dort  betrachteten  linearen  homogenen  Gruppe  Operationen  vorgenom- 
men, die  einfach  unerlaubt  sind.  Kein  Wunder  daher,  dass  Herr 
Killing  auf  S.  166  zu  einem  ganz  falschen  Satze  über  lineare  homo- 
gene Gruppen  gelangt.  Dass  dieser  Satz  falsch  ist,  zeigt  schon  die 
lineare  homogene  Gruppe: 

2%i9i  +    ^3i>2  +  3^ii?4 

in  den  vier  Veränderlichen  x^  ,  . ,  x^  (vgl.  S.  187  d.  Abschn.).  Diese 
Gruppe  lässt  nämlich  kein  „ebenes  Gebilde"  in  Ruhe,  sie  ist  auch 
nicht  transitiv  und  doch  zerlegt  sie  den  Raum  nicht  „in  quadratische 
Gebilde,  von  denen  ein  jedes  in  sich  bewegt  wird". 

In  §  11  und  12  seiner  Arbeit  geht  Herr  Killing  davon  aus, 
dass  das  Quadrat  des  Bogenelements  ein  Differentialausdruck  zweiten 
Grades  ist,  dessen  Determinante  nicht  verschwindet,  und  fragt  —  so 
können  wir  es  ausdrücken  —  unter  welchen  Bedingungen  dieses  Bogen- 


534  Abtheilung  V.    Kapitel  24.    §  106. 

element  bei  einer  ^w(«  +  l)-gliedrigen  Gruppe  invariant  bleibt,  die 
die  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen  reellen  Punkt  von  all- 
gemeiner Lage  ^n(n  —  l)-gliedrig  transformirt. 

Er  giebt  drei  Lösungen  für  diese  Aufgabe.  Die  erste,  beruht  auf 
einer  Verbindung  der  Untersuchungen  der  Herren  Christoffel  und 
Lipschitz  mit  der  Lieschen  Theorie  der  Definitionsgleichungen  einer 
Gruppe.  Die  dritte  Lösung  ist  nur  eine  Umgestaltung  der  Lösung,  die 
Lie  bereits  1885  in  Bd.  X  seines  norwegischen  Archivs  veröffentlicht 
hat  (vgl.  S.  325)  und  doch  wird  dieser  Umstand  gar  nicht  einmal 
erwähnt.  Die  zweite  Lösung  endlich  beruht  zwar  zum  Theil  auf 
Killings  eignen  Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der 
Gruppen,  dagegen  in  noch  höherem  Masse   auf  Lies  Theorien*). 

Die  vorstehenden  Bemerkungen,  die  sich  noch  beträchtlich  ver- 
mehren Hessen,  zeigen  zur  Genüge,  dass  die  Killingsche  Arbeit  keinen 
Fortschritt  in  den  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
bezeichnet-,  es  ist  das  um  so  mehr  zu  verwundern,  als  Herrn  Killing 
bei  der  Abfassung  seiner  Arbeit  die  ganze  Theorie  der  Transforma- 
tionsgruppen zu  Gebote  stand.  Dass  Herr  Killing  es  nicht  für  nöthig 
gehalten  hat.  Lies  zwei,  bereits  1890  erschienene,  grosse  Arbeiten  über 
die  Grundlagen  der  Geometrie  anzuführen,    sei  nur  nebenbei  erwähnt. 

An  dieser  Stelle  mag  noch  mit  ein  paar  Worten  Grassmanns 
gedacht  werden. 

In  einem  Anhange  zu  dem  1878  erschienenen  Neudrucke  seiner 
Ausdehnungslehre  von  1844  spricht  Grassmann  über  die  Grundlagen 
der  Geometrie  und  macht  dabei  einige  Bemerkungen,  die  gegen  Rie- 
mann  und  Herrn  v.  Helmholtz  gerichtet  sind.  Diese  Bemerkungen, 
die  übrigens  während  Grassmanns  letzter  Krankheit  und  kurz  vor 
seinem  Tode  geschrieben  sind,  zeigen  aber  nur,  dass  dieser  hervor- 
ragende Geometer  nicht  mehr  dazu  gekommen  ist,  die  Rie  mann  sehen 
und  die  Helmholtz  sehen  Untersuchungen  genauer  zu  studiren  und 
die  darin  enthaltenen  Leistungen  zu  würdigen.  Besonders  merkwürdig 
ist,  dass  Grassmann  dabei  anscheinend  übersehen  hat,  dass  er  selbst 
schon  in  seiner  Ausdehnungslehre  von  1862  Nichteuklidische  Geometrie 
im  Räume  von  beliebig  vielen  Dimensionen  getrieben  hat;  denn  der 
Begriff  des  Normalsystems,  den  Grassmann  auf  S.  112  ff.  dieser  Aus- 
dehnungslehre einführt,  kommt  einfach  darauf  hinaus,  dass  jedesmal, 
wenn  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  die  Euklidische  »Geometrie 


*)  Erwähnt    sei  beiläufig,    dass   Herr  Killing   die   Begriffe   systatisch  und 
im  primitiv  sowie  asy  statisch  und  primitiv  verwechselt. 
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gilt,  in  dem  Bündel  der  cx)«~^  Geraden  durch  einen  Punkt  dieses  Rau- 
mes die  von  Riemann  entdeckte  NichtenUidische  Geometrie  gültig  ist. 
Da  Grassmann  1862  die  Riemannsche  Probevorlesung  noch 
nicht  kennen  konnte,  ist  diese  Thatsache  immerhin  bemerkenswerth, 
und  da  sie  jedenfalls  nicht  allgemein  bekannt  ist,  ist  es  vielleicht  ganz 
gut,  einmal  darauf  hinzuweisen. 


Schlussbemerkungen  zu  Abtheilung  V. 

Wir  wollen  diese  Abtheilung  beschliessen,  indem  wir  uns  noch 
kurz  über  die  Tragweite  der  darin  ausgeführten  Untersuchungen  Rechen- 
schaft geben. 

Die  Grundlagen  der  Geometrie  sind  ein  Gebiet,  dessen  Bearbei- 
tung schwierig  und,  sagen  wir  es  offen,  ziemlich  undankbar  ist;  giebt 
es  doch  unter  den  vielen,  die  sich  damit  beschäftigt  haben,  nur  wenige 
die  von  allen  ihren  Nachfolgern  anerkannt  worden  sind,  und  keinen, 
der  ganz  unangefochten  geblieben  wäre.  Wenn  sich  Lie  trotzdem 
nicht  damit  begnügt  hat,  über  diesen  Gegenstand  nachzudenken  — 
welcher  Mathematiker  thäte  das  nicht  auch  wenigstens  gelegentlich 
—  wenn  er  sogar  eine  ganze  Reihe  von  grösseren  und  kleineren 
Arbeiten  darüber  veröffentlicht  hat,  so  wurde  er  dazu  durch  mehrere 
Gründe  bestimmt. 

Die  ursprüngliche  Veranlassung  war  die  Thatsache,  dass  in  Rie- 
manns  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  ein  be- 
stimmtes mathematisches  Problem  auftritt,  bei  dessen  Behandlung  die 
game  Analysis  verwerthet  werden  kann.  Dieses  Riemannsche  Problem 
ist  dasselbe,  das  wir  bisher  gewöhnlich  als  das  Riemann-Helm- 
holtzsche  Problem  bezeichnet  haben.  Dazu  kam  aber  die  Bemer- 
kung, dass  alle  Mathematiker,  die  bisher  dieses  Problem  behandelt 
hatten,  in  eine  Reihe  von  groben  Fehlern  verfallen  waren,  die  daher 
stammten,  dass  die  betreffenden  Verfasser  entweder  gar  keine  gruppen- 
theoretischen Begriffe  besassen  oSer  doch  nur  ganz  mangelhafte.  Es 
erschien  daher  wünschenswerth,  zu  zeigen,  erstens  dass  eine  Reihe  von 
Fehlern  vorlagen,  und  zweitens,  dass  durch  die  Gruppentheorie  eine 
einwandfreie  Behandlung  des  von  Riemann  angeregten  Problems 
ermöglicht  wird.  Auf  diese  Weise  konnte  zugleich  an  einem  für 
jedermann  interessanten  Beispiele  die  Leistungsfähigkeit  der  Gruppen- 
theorie deutlich  gemacht  werden. 

Es  handelte  sich  also  einmal  darum,  die  früheren  Arbeiten  über 
den  Gegenstand  zu  kritisiren,  und  andrerseits  darum,  eine  wirkliche 
Erledigung  jenes  Problems    zu  liefern.     Der   zweite  Theil  dieser  Auf- 
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gäbe  war  wesentlich  leichter  als  der  erste.  Da  nämlich  die  Verfasser 
der  bewussten  Arbeiten  entweder  gar  keine  gruppentheoretischen  Kennt- 
nisse besassen  oder,  wenn  sie  deren  besassen,  nur  sehr  ungenügende, 
so  sind  ihre  Auseinandersetzungen  häufig  unklar.  Schon  um  ihre 
Axiome  und  Hypothesen  zu  deuten,  ist  man  oft  selbst  genöthigt,  Hypo- 
thesen zu  machen  und  nach  und  nach  verschiedene  Hypothesen  zu  ver- 
suchen. Es  ist  daher  kein  Wunder,  wenn  Lie  im  Laufe  der  Zeit 
namentlich  über  die  Hei mholtz sehe  Arbeit  verschiedene  Auffassungen 
ausgesprochen  hat;  sogar  ^n  der  hier  gegebenen  Darstellung  kommt 
es  'vor,  dass  nicht  überall  dieselbe  Auffassung  consequent  durchgeführt 
worden  ist.  Soweit  wir  bemerkt  haben,  dass  hierdurch  Versehen  ver- 
ursacht worden  sind,  haben  wir  bereits  darauf  aufmerksam  gemacht. 
Wenn  aber  auch  unsre  Auseinandersetzungen  in  der  soeben  ge- 
nannten Richtung  und  wohl  auph  in  andern  Beziehungen  nicht  voll- 
kommen sind,  so  glauben  wir  doch,  dass  sie  seit  Riemanns  Arbeit 
das  Beste  sind,  was  über  das  von  Riemann  angeregte  Problem  ge- 
schrieben worden  ist. 

Welchen  Nutzen  hat  nun  aber  die  Geometrie  von  unsrer  Erledi- 
gung des  Riemann  sehen  Problems?  Wir  wollen  versuchen,  diese 
Frage  wenigstens  andeutungsweise  zu  beantworten. 

Die  Geometrie  soll  in  ihren  verschiedenen  Stufen  soweit  möglich 
rein  geometrisch  begründet  werden;  das  ist  eine  Forderung,  die  gewiss 
jeder  unterschreiben  wird. 

Für  die  erste  Stufe  der  Geometrie  sind  erstens  gewisse  Grund- 
begriffe erforderlich,  wie  Raum,  Punkt,  Curve  und  Fläche,  zweitens 
aber  gewisse  Axiome,  zum  Beispiel  über  die  Eigenschaften  der  gera- 
den Linie,  die  Existenz  der  Kugel  und  so  weiter.  Jede  andre  denk- 
bare Stufe  ist  charakterisirt  durch  Einführung  besondrer  Axiome, 
eine  z.  B.  durch  das  Parallelenaxiom,  eine  andre  durch  das  Cantor- 
sche  Axiom.  Auf  dieses  Axiom  lassen  sich  die  geometrischen  Grössen- 
begrifPe:  Flächenraum,  Bogenlänge  u.  s.  w.  rationell  begründen,  wäh- 
rend Euklid  dazu  faktisch  besondrer  Axiome  bedarf. 

Die  grosse  Frage  ist  jetzt,  welche  Axiome  auf  jeder  einzelnen 
Stufe  nicht  blos  hinreichend,  sondern  auch  nothwendig,  also  mit  andern 
Worten  unentbehrlich  sind.  Durch  die  Beantwortung  dieser  Frage 
wäre  das  ganze  Prohlem  der  Grundlagen  der  Geometrie  erledigt.  Allein 
es  giebt  kaum  eine   strenge  Methode  zu  ihrer  Beantwortung. 

Riemann  hat,  wenn  auch  wohl  unhewusst,  einen  Weg  vorgezeich- 
net, auf  dem  man  wenigstens  etwas  erreichen  kann.  Riemann  be- 
schränkt sich  ja  auf  die  Betrachtung  einer  Zahlenmannigfaltigkeit  und 
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versucht  solche  Axiome  aufzustelleD,  die  zur  Begründung  der  Geometrie 
dieser  Zahlenmannigfaltigkeit  ausreichen.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass 
man  zur  Erledigung  des  Problems  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
den  folgenden  Weg  einschlagen  kann: 

Es  sei  Z  das  Axiom,  das  aussagt,  dass  der  JRg  eine  Zahlenman- 
nigfaltigkeit ist.  Ferner  seien  A  die  Axiome,  die  bei  Voraussetzung 
des  Axioms  Z  noch  nothwendig  und  hinreichend  sind,  um  die  Geometrie 
des  i?3  zu  begründen.  Ein  derartiges  System  A  von  Axiomen,  das 
nichts  überflüssiges  eothält,   haben  wir  in  Kapitel  23  aufgestellt. 

Da  Z  und  A  zusammengenommen  keine  überflüssigen  Bestand - 
theile  enthalten,  werden  die  Axiome  A  für  sich  genommen  sicher 
keine  entbehrlichen  Bestandtheile  enthalten.  Man  muss  daher  ver- 
suchen unter  Beibehaltuug  der  Axiome  A  solche  weitere  möglichst 
einfache  Axiome  hinzuzufügen,  dass  diese  zusammen  mit  den  Axiomen 
A  zum  Aufbau  der  Geometrie  genügen. 

Hierin  besteht  der  Nutzen,  den  die  Erledigung  des  von  Riemann 
aufgestellten  Problems  für  die  Grundlagen  der  Geometrie  hat;  in  der 
Eröffnung  des  Weges,  der  zu  diesem  Ergebnisse  führt,  besteht  zugleich 
im  Wesentlichen  das  Verdienst,  das  sich  Riemann  um  die  Grund- 
lagen der  Geometrie  erworben  hat.  Im  übrigen  liegt  der  Werth  der 
Riemannschen  Arbeit  mehr  auf  rein  analytischem  Gebiete. 

Man  würde  nun  ungefähr  folgenden  Weg  zu  gehen  haben  : 

Zunächst  stellt  man  gewisse  Grnndhegriffe  auf,  wie  Raum,  Punkt, 
Curve,  Fläche,  dazu  den  Begriff  der  Bewegung,  der  allerdings  streng 
genommen  nicht  nothwendig  ist,  der  aber,  wie  schon  Herr  de  Tilly 
mit  Recht  hervorgehoben  hat,  die  Sprache  ausserordentlich  erleichtert. 

Als  erstes  Axiom  wäre  das  folgende  aufzustellen:  Wird  ein  Punlä 
P  festgehalten,  so  Jcann  jeder  andre  Punlct  noch  eine  Fläche  heschreihen, 
die  nicht  durch  den  festen  Punlct  P  hindurchgeht.  Hierin  liegt,  dass 
getrennte  Punkte  bei  allen  Bewegungen  auch  getrennt  bleiben. 

Man  darf  wohl  behaupten,  dass  die  hier  eingeführten  Begriffe 
irreducibel,  also  wirkliche  Grundbegriffe  sind,  und  dass  ebenso  das 
aufgestellte  Axiom  irreducibel  ist. 

Als  nächstes  Axiom  wäre  wohl  aufzustellen:  Werden  zwei  ver- 
schiedene Punhte  Pi  und  P^  festgehalten,  so  gieht  es  unendlich  viele  Punkte, 
die  gleichseitig  in  Ruhe  hleihen,  und  diese  PunJcte  bilden  eine  einzige 
durch  Pi  und  Pg  gehende  Linie. 

Gewiss  genügen  diese  Axiome  noch  nicht,  nicht  einmal  für  die 
erste  Stufe  der  Geometrie;  aber  wir  wollen  uns  auf  Weiteres  nicht 
einlassen. 
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Schliesslich  noch  eine  kurze  Andeutung  darüber,  wie  man  vom  grup- 
pentheoretischen Standpunkte  aus  am  einfachsten  die  Trennung  zwischen 
der  Euklidischen  und  den  beiden  Nichteuklidischen  Geometrieen  des  Bn  be- 
wirkt. Die  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen,  wir  meinen  natürlich 
wie  in  den  letzten  Kapiteln  immer  die  reelle  Gruppe,  enthält  eine  invariante 
reelle  Untergruppe.  Unter  den  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidischen 
Bewegungen  giebt  es  keine,  die  eine  reelle  invariante  Untergruppe  enthält. 
Was  die  Unterscheidung  zwischen  den  beiden  Gruppen  von  Nichteuklidi- 
schen Bewegungen  angeht,  so  beschränken  wir  uns  hier  auf  den  B^.  Die 
beiden  Gruppen  haben  in  diesem  Falle  reelle  viergliedrige  Untergruppen, 
die  aber  im  Falle  der  Lobatschewskischen  Geometrie  integrabel,  im 
Falle  der  Riemann sehen  nicht  integrabel  sind. 

Auf  S.  426  berührten  wir  bereits  die  Frage,  ob  die  dortigen  Gruppen: 
[1],  [2],  [4]  durch  Punkttransformationen  des  B^  in  projeetive  Gruppen 
dieses  Raumes  überführbar  seien;  wir  zeigten  aber  damals  nur,  dass  diese 
Frage  jedenfalls  bei  der  Gruppe  [4]  mit  Nein  zu  beantworten  ist.  Jetzt 
wollen  wir  die  Frage  von  Neuem  in  Angriff  nehmen  und  vollständig  er- 
ledigen. 

Soll  eine  Gruppe  von  Punkttransformationen  des  B^  mit  einer  pro- 
jectiven  Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  sein,  so  ist  nach  S.  224  f.  nothwen- 
dig,  aber  im  Allgemeinen  noch  nicht  hinreichend,  dass  sie  eine  Schaar  von 
c»*  Curven  invariant  lässt,  die  durch  zwei  gewöhnliche  Differentialglei- 
chungen zweiter  Ordnung  von  der  Form: 

...         dhj  (  dy     dz\         d'z  (  dy      dz\ 

definirt  ist.  Wir  stellen  uns  zunächst  die  allgemeinere  Aufgabe,  für  jede 
der  Gruppen  [1],  [2],  [4]  alle  derartigen  Schaaren  von  Curven  zu  bestim- 
men, die  bei  ihr  invariant  bleiben.  Die  Grössen  x.  y^  s  betrachten  wir 
dabei  als  complexe  Veränderliche. 

Wir  schicken  die  Bemerkung  voraus,  dass  bei  jeder  der  Gruppen  [1], 
[2],  [4]  auf  S.  426  die  oo^  Linienelemente  durch  jeden  festgehaltenen 
Punkt  von  allgemeiner  Lage  transitiv  transformirt  werden. 

In  der  That,  der  Coordinatenanfang:  x  =  y  =  z  =  0  ist  bei  jeder  unsrer 
drei  Gruppen  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage.  Wählen  wir  nun  x  \  y  \  z 
zu  homogenen  Coordinaten  der  oo^  Linienelemente  durch  den  Coordinaten- 
anfang, so  bestimmen  die  drei  linearen  homogenen  Gruppen: 

Ixr\  yr^  y  q  —  cxp 
xr\  yr\  xp  -\-  y  q  —  cxq 
xq-\-yr\  2x'p+  yq 

wie  diese  Linienelemente  bei  den  Gruppen  [1],  [2],  [4]  nach  Festhaltung 
des  Coordinatenanfangs  transformirt  werden  (vgl.  Abschn.  I,  S.  603).  Dass 
aber  jede  der  drei  Gruppen  (B)  die  oo^  Linienelemente:  x\y\z  transitiv 
transformirt,  davon  überzeugt  man  sich  leicht;  denn  fügt  man  die  infini- 
tesimale Transformation:  x p  -\-  y  q -\-  /^'  hinzu  (s.  Abschn.  I,  S.  580),  so 
erhält  man  aus  jeder  der  Gruppen  (B)  eine  transitive  Gruppe  in  den  Ver- 
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änderliclien:  x,  y\  /,  demnach  hat  keine  der  Gruppen  (B)  eine  Invariante, 
die  in  x\  y\  z    homogen  von  nullter  Ordnung  wäre. 

Nunmehr  wollen  wir  untersuchen,  welche  unter  den  Gruppen  [1],  [2], 
[4]  auf  S.  426  eine  Schaar  von  oo*  Curven  invariant  lassen,  die  durch 
zwei  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A)  definirt  ist. 

Es  sei  Gr  eine  beliebige  unsrer  drei  Gruppen  und  S  sei  eine  derartige 
bei  Gr  invariante  Schaar  von  od^  Curven.  Durch  jeden  Punkt  P  von  ali- 
gemeiner Lage  gehen  dann  oo^  verschiedene  Curven  der  Schaar  8.  Diese 
(xP'  Curven  sind  so  beschaffen,  dass  durch  jeden  Punkt  P'  von  allgemeiner 
Lage  in  einer  gewissen  Umgebung  von  P  eine  und  nur  eine  geht;  ebenso 
geht  im  Allgemeinen  durch  jedes  der  <x?  Linienelemente  von  P  eine  und 
nur  eine.  Halten  wir  daher  den  Punkt  P  und  ein  beliebiges  durch  ihn 
gehendes  Linienelement  L  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  zugleich 
die  durch  beide  bestimmte  Curve  C  der  Schaar  8  in  Ruhe.  Halten  wir 
andrerseits  ausser  P  noch  einen  beliebigen  Punkt  P'  von  allgemeiner  Lage 
auf  der  eben  definirten  Curve  0  fest,  so  bleibt  G  ebenfalls  in  Ruhe. 

Da  bei  G  die  od^  Linienelemente  durch  den  festgehaltenen  Punkt  P 
transitiv  transformirt  werden  und  da  G  selbst  transitiv  ist,  so  enthält  die 
grösste  Untergruppe  g  von  G,  die  P  und  das  Linienelement  L  in  Ruhe 
lässt,  gerade  einen  Parameter.  Da  andrerseits  nach  Festbaltung  von  P  der 
Punkt  P  noch  oo^  verschiedene  Lagen  annehmen  kann,  so  enthält  auch 
die  grösste  Untergruppe  g  von  G^  die  die  beiden  Punkte  P  und  P'  in 
Ruhe  lässt,  blos  einen  Parameter.  Nun  aber  ist  die  eingliedrige  Gruppe  g 
offenbar  zugleich  die  grösste  in  G  enthaltene  Untergruppe,  bei  der  der 
Punkt  P  und  die  Curve  G  in  Ruhe  bleibt;  bedenken  wir  daher,  dass  bei 
der  eingliedrigen  Gruppe  g  ebenfalls  der  Punkt  P  und  die  Curve  G  ihre 
Lage  behalten,  so  erkennen  wir,  dass  g  mit  g  zusammenfällt.  Hierin  liegt, 
dass  bei  g  auch  der  Punkt  P'  invariant  bleibt,  und,  da  P'  ein  Punkt  von 
allgemeiner  Lage  auf  G  war,  so  muss  dasselbe  überhaupt  von  allen  Punkten 
der  Curve  G  gelten. 

Wenn  also  eine  der  Gruppen  [1],  [2],  [4]  eine  8chaar  8  von  oo* 
Gurven  invariant  lässt,  die  durch  zivei  DifferentialgleicJmngen  von  der  Form 
(A)  definirt  ivird,  so  ist  die  Gruppe  so  beschaffen,  dass  stets,  wenn  man 
einen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  und  ein  durch  P  gehendes  Linienelement 
L  von  allgemeiner  Lage  festhält,  zugleich  alle  Punkte  auf  der  durch  P  und 
L  bestimmten  Gurve  der  8chaar  8  in  Ruhe  bleiben. 

Nunmehr  lässt  sich  zunächst  leicht  beweisen,  dass  die  Gruppe  [4],  S.  426 
keine  Curvenschaar  von    der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant   lässt. 

In  der  That,  bei  der  Gruppe  [4]  werden  die  oo^  Linienelemente  durch 
jeden  festgehaltenen  Punkt  P  von  allgemeiner  Lage  zwar  transitiv,  aber 
blos  zweigliedrig  transformirt.  Hält  man  daher  ausser  P  noch  ein  hin- 
durchgehendes Linienelement  L  von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleibt  über- 
haupt jedes  durch  P  gehende  Linienelement  in  Ruhe.  Liesse  nun  die 
Gruppe  [4]  eine  Schaar  8  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant, 
so  bliebe  bei  Festhaltung  von  P  und  L  nicht  blos  jede  der  oo^  durch  P 
gehenden  Curven  von  8  in  Ruhe,  sondern  es  müssten  auch,  nach  dem 
Obigen,  auf  jeder  dieser  Curven  alle  Punkte  in  Ruhe  bleiben;  da  aber  im 
Allgemeinen  durch  jeden  Punkt  des  Raumes  eine  dieser  Curven  ginge, 
würde  hieraus  folgen,  dass  nach  Festhaltung  von  P  und  L  überhaupt  jeder 
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Punkt  des  Raumes  seine  Lage  behielte.  Das  ist  ein  Widersprach,  denn 
die  Gruppe  [4]  enthält  eine  eingliedrige  Untergruppe,  bei  der  P  und  zugleich 
alle  oo^  Linienelemente  durch  P  invariant  bleiben,  sie  enthält  ja  in  der 
Umgebung  jedes  Punktes  Xq^  «/q,  Zq  von  allgemeiner  Lage  eine  infinitesi- 
male Transformation  von  zweiter  Ordnung  in:  x  —  ^oi  y  ~  l/o^  ^  —  ^a 
(s.  S.  426). 

Aber  auch  von  den  beiden  Gruppen  [1]  und  [2]  lässt  keine  eine 
Curvenschaar  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant. 

Betrachten  wir  zunächst  die  Gruppe  [1].  Wir  halten  den  Coordinaten- 
anfang  fest,  der  ja  ein  Punkt  von  allgemeiner  Lage  ist,  und  ausserdem  ein 
beliebiges  Linienelement:  Xq  :  i/^':  ^^^  von  allgemeiner  Lage  durch  den 
Coordinatenanfang ;  die  dann  noch  übrig  bleibenden  Transformationen  von 
[1]  bilden  eine  eingliedrige  Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen  Trans- 
formation: 

(C)  cy^^x^p  —  x^'fq  -f  2c(yQ'x  —  x^y)r    (c  +  o) 

erzeugt  ist.  Bliebe  nun  bei  der  Gruppe  [1]  eine  Schaar  S  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  in  Ruhe,  so  müsste  es  bei  der  eingliedrigen  Gruppe 
(C)  eine  invariante  Curve  geben,  die  durch  den  Coordinatenanfang  und 
durch  das  Linienelement:  rc^':  y^:  Zq  ginge  und  deren  Punkte  sämmtlich  in 
Ruhe  blieben.  Nun  aber  sind  alle  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  (C)  in- 
varianten  Punkte  durch  die  Gleichungen: 

cy^x^  =  0,     x^y'^  ==  0,     c(y^x  —  x^y)  =  0 

definirt  (s.  Abschn.  I,  S.  116  f.);  diese  Gleichungen  jedoch  sind,  solange: 
^Q'-yo'-^o  ein  Linienelement  von  allgemeiner  Lage  ist,  nur  für  die  Punkte 
der  Geraden:  x  =  y  =  0  erfüllt  und  diese  Gerade  geht  nicht  durch  das 
betreffende  Linienelement.  Demnach  kann  bei  [1]  keine  Curvenschaar  S 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  invariant  bleiben. 

Bei  der  Gruppe  [2]  gestaltet  sich  die  Sache  ähnlich.  Der  Coordina- 
tenanfang und  das  Linienelement:  x^:  y^:  Zq  bleiben  nämlich  hier  bei  der 
eingliedrigen  Gruppe: 

I  <rcV  +  {^Xoxy  —  («/o'-f  cXo)x^}  q  + 
1  +  2  {<(2/  +  ex)  —  (2/o'+  cOa;)  r 

invariant.  Alle  Punkte  aber,  die  bei  dieser  eingliedrigen  Gruppe  ihre  Lage 
behalten,  sind  durch  die  Gleichungen: 

x^'x^  =  0,     2xQxy  —  (2/0'+  cXq)  x^  =  0 
x^{y  +  ex)  —  {y^+  ex^)x   =  0 

definirt,  oder  da:  Xq':  y^:  Zf,'  ein  Linienelement  von  allgemeiner  Lage  sein 
soll,  durch  die  Gleichungen:  x  =  y  =  0.  Demnach  giebt  es  keine  durch 
den  Coordinatenanfang  und  durch  das  Linienelement:  x^:  y^:  Zq  gehende 
Curve,  deren  Punkte  bei  der  eingliedrigen  Gruppe  (D)  sämmtlich  in 
Ruhe   bleiben,    und   daraus  folgt  wieder,   dass   auch   die  Gruppe  [2]   keine 
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Schaar  von  oc^  Curven  von  der  hier  verlangten  Beschaffenheit  invariant 
lässt*). 

Damit  ist  die  Aufgabe,  die  wir  uns  auf  S.  538  gestellt  Latten,  erledigt; 
es  ist  bewiesen,  dass  keine  der  Gruppen:  [1],  [2],  [4]  auf  S.  426  eine 
Schaar  von  <x>^  Curven  invariant  lässt,  die  durch  zwei  Differentialgleichungen 
von  der  Form  (A)  definirt  ist.  Offenbar  folgt  hieraus  zugleich,  dass  keine 
dieser  Gruppen  durch  eine  Punkttransformation  des  B^  in  eine  projective 
Gruppe  übergeführt  werden  kann. 

Was  wir  über  die  Gruppen  auf  S.  426  gefunden  haben,  überträgt  sich 
natürlich  sofort  auf  die  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  auf  S.  434,  die  ja  mit 
den  Gruppen:  [1],  [2],  [4]  auf  S.  426  ähnlich  sind.  Es  ergiebt  sich 
daher,  dass  keine  der  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  eine  Schaar  von  oo*  Cur- 
ven invariant  lässt,  die  zwei  Differentialgleichungen  von  der  Form  (A) 
erfüllt,  und  dass  keine  dieser  Gruppen  durch  eine  Punkttransformation  des 
i^3  mit  einer  projectiven  Gruppe  dieses  Raumes  ähnlich  ist.  Nun  kann  nach 
Theor.  19,  S.  292  keine  der  projectiven  Gruppen:  1  ...  5  auf  S.  433  durch 
eine  nichtprojective  Transformation  wieder  in  eine  projective  Gruppe  über- 
geführt werden.  Andrerseits  kommt,  wie  man  sich  leicht  überzeugt,  der 
projectiven  Gruppe  10  auf  S.  434  dieselbe  Eigenschaft  zu.  Demnach  ergiebt 
sich  aus  dem  Theoreme  37,  S.  433  noch  der  Satz: 

Ist  eine  reelle  projective  Gruppe  des  Baumes  x,  y,  z  so  beschaffen, 
dass  ihr  gegenüber  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine  Invariante  und  mehr  als 
zwei  Funkte  keine  tvesentliche  Invariante  haben  ^  so  ist  sie  sechsgliedrig  und 
durch  eine  reelle  projective  Transformation  des  Baumes  x,  y,  z  überführbar 
entiveder  in  eine  der  Gruppen:  1  .  .  .  5  auf  S.  433  oder  in  die  Gruppe  10 
auf  S.  434. 

Wir  sahen  vorhin,  dass  keine  der  Gruppen:  6,  7,  8,  9, 11  auf  S.  434  eine 
Schaar  von  oo*  Curven  invariant  lässt,  die  zwei  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (A)  erfüllt.  Hieraus  folgt  nach  S.  539,  dass  keine  der  genannten 
Gruppen  so  beschaffen  ist,  dass  bei  Festhaltung  zweier  beliebiger  Punkte 
Pj  und  Pg  alle  Punkte  einer  continuirlichen  Curve  zwischen  Pj  und  Pg  in 
Ruhe  bleiben.  Man  kann  sich  davon  auch  direct  überzeugen.  Hält  man 
nämlich  bei  einer  der  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  den  Coordinatenanfang  fest 
und  ausserdem  einen  beliebigen  Punkt:  Xq^  «/q,  0^,  der  dem  Coordiuaten- 
anfange  gegenüber  von  allgemeiner  Lage  ist,  so  findet  man  jedesmal,  dass 
zugleich  alle  Punkte  der  beiden  Geraden:  x  =y  ==  0  und:  x  =  Xq^  V^Vq 
in  Ruhe  bleiben,  sonst  aber  keine  Punkte  weiter.  Es  bleiben  also  zwar 
unendlich  viele  Punkte  fest,  aber  die  bilden  keine  continuirliche  Curve 
zwischen  dem  Coordinatenanfang  und  dem  Punkte:  x^^  ?/q,  Zq. 

Hierin  liegt,  dass  die  Gruppen:  6,  7,  8,  9,  11  Euklids  Geradenaxiom 
nicht  erfüllen,  denn  dieses  Axiom  verlangt,  dass  es  zwischen  je  zwei  Punk- 
ten Pj  und  Pg  eine  aber  auch  nur  eine  continuirliche  Curve  gebe,  deren 
Punkte  bei  Festhaltung  von  P^  und  Pg    sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 


*)  Es  hat  grosses  Interesse,  alle  continuirlichen  Gruppen  des  B^  zu  bestim- 
men, die  eine  Schaar  von  oo*  Curven  von  der  hier  betiachteten  Beschaffenheit 
invariant  lassen.  Hier  erwähnen  wir  nur,  dass  diese  Gruppen,  wie  man  sich  leicht 
überzeugt,  alle  endlich  sind. 
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Man  überzeugt  sich  schliesslich  leicht,  dass  auch  die  Gruppe  10  auf 
S.  434  das  Axiom  äer  Geraden  nicht  erfüllt.  Hält  man  nämlich  bei  dieser 
Gruppe  den  Coordinatenanfang  und  einen  beliebigen  andern  Punkt:  x^^Uq^  Zq 
von  allgemeiner  Lage  fest,  so  bleiben  überhaupt  alle  Punkte  der  Ebene: 
y^x  —  x^ij  =  0  in  Ruhe,  es  ist  also  hier  die  Forderung  nicht  erfüllt,  dass 
es  zwischen  den  beiden  festgehaltenen  Punkten  nur  eine  Curve  gebe,  deren 
Punkte  sämmtlich  in  Ruhe  bleiben. 

Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gruppen  1  ...  5  auf  S.  433  die  einzigen 
reellen  Gruppen  des  B^  sind,  bei  denen  zwei  Punkte  eine  und  nur  eine 
und  mehr  als  zwei  Punkte  keine  wesentliche  Invariante  haben  und  bei  denen 
ausserdem  das  Axiom  der  Geraden  erfüllt  ist.  Durch  das  Axiom  der  Ge- 
raden werden  also  unter  den  Gruppen  des  Theorems  37  alle  die  ausgezeichnet, 
zu  denen  ein  quadratisches  Bogenelement  gehört. 


Schliesslich  noch  zwei  Bemerkungen,  von  denen  die  eine  zur  Berich- 
tigung, die  andre  zur  Vervollständigung  des  Früheren  dienen  soll. 

Auf  S.  426  ist  gesagt,  dass  der  Parameter  c  beide  Male  wesentlich 
ist  und  nicht  fortgeschafft  werden  kann.  Diese  Behauptung  ist  jedoch  nur 
für  die  Gruppe  [1]  richtig;  bei  der  Gruppe  [2]  dagegen  kann  der  Para- 
meter c  doch  fortgeschafft  werden. 

In  der  That,  ist  c  =j=  0,   so   kann  man  durch  die  Transformation: 


ex,   2/i  =  y-, 


stets  erreichen,  dass  c  =  1  wird.  Statt  der  einen  Gruppe  [2]  mit  dem 
willkürlichen  Parameter  c  muss  man  daher  in  die  Tabelle  auf  S.  426  die 
beiden  Gruppen: 


[2'] 


i>,  a>  xq  +  r,  x^q  +  2xr,  xp  +  yq,  x^p  +  2xyq+  2yr 


m 


p,  q,  xq  +  r,   x^q  +  2xr,  xp+yq  +  r 
x^p  +  2xyq  +  2(x  +  y)r 


einsetzen,  die  beide  keinen  Parameter  mehr  enthalten.  Dieselben  beiden 
Gruppen  sind  natürlich  in  der  Tabelle  auf  S.  434  an  Stelle  der  Gruppe  9 
einzusetzen  *), 


Wir  erwähnten  auf  S.  460,  dass  die  Gruppe  7  auf  S.  434  eine  merk- 
würdige Eigenschaft  besitzt:  Hält  man  nämlich  bei  dieser  Gruppe  einen 
Punkt  P  fest,  so  werden  die  oo^  reellen  Punkte  jeder  Pseudokugel  mit  dem 
Mittelpunkte  P  durch  eine  dreigliedrige  reelle  Gruppe  transformirt,  die  mit 
der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  der  Ebene    ähnlich  ist;    dagegen 


*)  Das  stimmt  mit  den  Angaben  von  Lie    in  seiner  ersten  kurzen  Arbeit 
über  den  Gegenstand  (Leipz.  Ber.  1886,  S.  341). 
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werden  die  oo^  reellen  Linienelemente  durch  P  durch  eine  projective  Gruppe 
transformirt ,  die  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen  der  Ebene 
dualistisch  ist. 

Wir  wollen  jetzt  noch  hinzufügen,  dass  sich  die  Gruppen  6,  8  und  9 
auf  S.  434  genau  ebenso  verhalten:  Hält  man  bei  einer  solchen  Gruppe 
einen  Punkt  P  fest,  so  werden  die  oo^  reellen  Punkte  jeder  Pseudokugel 
mit  dem  Mittelpunkte  P  durch  eine  dreigliedrige  reelle  Gruppe  g  transfor- 
mirt, die  oo^  reellen  Linienelemente  durch  P  werden  durch  eine  dreiglied- 
rige reelle  projective  Gruppe  g  transformirt,  und  diese  beiden  Gruppen  g 
und  g  sind  durch  eine  reelle  Berührungstransformation  der  Ebene  mit  ein- 
ander ähnlich,  nicht  aber  durch  eine  Punkttransformation. 

Diese  merkwürdige  Eigenschaft  der  genannten  Gruppen  hat  zur  Folge, 
dass  stets,  wenn  man  den  Punkt  P  und  ausserdem  noch  einen  andern  Punkt 
P'  von  allgemeiner  Lage  festhält,  zugleich  in  jedem  der  beiden  Punkte  P 
und  P'  ein  Flächenelement  von  allgemeiner  Lage  in  Ruhe  bleibt. 


Abtlieilung  VI. 
Allgemeine  Betraclitungeii  über  endliche  continnirliclie  Gruppen. 

Die  gegenwärtige  Abtlieilung  bildet  den  Schluss  des  dritten  Ab- 
schnitts und  damit  den  Schluss  des  ganzen  Werkes  über  endliche  con- 
tinuirliche  Transformationsgruppen;  sie  enthält  eine  Reihe  von  allge- 
meinen Untersuchungen,  die  ihrem  Charakter  nach  den  Untersuchungen 
des  ersten  Abschnitts  am  nächsten  stehen. 

In  Kapitel  25  beschäftigen  wir  uns  von  Neuem  mit  den  Sätzen, 
die  die  Grundlage  der  ganzen  .Gruppentheorie  bilden.  Jetzt  aber,  wo 
wir  mit  den  Begriffen:  infinitesimale  Transformation,  eingliedrige  Gruppe, 
Schaar  von  infinitesimalen  Transformationen,  Schaar  von  eingliedrigen 
Gruppen  und  andern  vollkommen  vertraut  sind,  können  wir  diese  Sätze 
von  einem  höheren  Standpunkte  aus  betrachten.  Wir  sprechen  deshalb 
jetzt  eingehend  über  den  begrifflichen  Inhalt  dieser  Sätze  und  nament- 
lich über  den  begrifflichen  Inhalt  der  Beweise,  die  wir  früher  für  sie 
gegeben  haben.  Dadurch  erhalten  wir  erst  den  richtigen  Einblick  in 
das  Wesen  der  betreffenden  Sätze  und  ihrer  Beweise,  zugleich  aber 
auch  bemerkenswerthe  neue  Ergebnisse. 

Wir  könnten  übrigens  noch  weiter  gehen.  Die  eben  erwähnten 
Begriffe:  infinitesimale  Transformation  u.  s.  w.,  die  wir  im  Folgenden 
als  bekannt  voraussetzen,  besitzen  nämlich  einen  durchaus  elementaren 
Charakter,  während  wir  sie  in  Abschnitt  I  als  Ausflüsse  aus  sehr 
allgemeinen  Betrachtungen  gewonnen  haben ;  es  wäre  daher  leicht,  auch 
diese  Begriffe  selbständig  von  Neuem  zu  entwickeln  und  so  die  Be- 
trachtungen des  Kapitels  25  ganz  unabhängig  von  allem  Früheren  zu 
machen.     Wir  halten  es  jedoch  für  überflüssig,  das  auszuführen. 

In  Abschnitt  I  haben  wir  gesehen,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe 
durch  Einführung  neuer  Parameter  auf  eine  gewisse  kanonische  Form 
gebracht  werden  kann;  waren  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 
vorgelegt,  so  waren  die  betreffenden  neuen  Parameter  durch  gewisse 
gewöhnliche  Differentialgleichungen  definirt  (s.  Abschn.  I,  Kap.  4  und 
S.  171).     In   Kapitel  2^  zeigen   wir   nun,    dass    diese   Differentialglei- 
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chungen  immer  integrirt  werden  können  und  dass  zu  ihrer  Lösung 
ausser  Differentiationen  und  Eliminationen  im  ungünstigsten  Falle  nur 
noch  eine  gewisse  Anzahl  von  einander  unabhängiger  Quadraturen 
erforderlich  ist.     Hieraus  ziehen  wir  wichtige  Schlüsse. 

Das  Kapitel  27  liefert  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  tran- 
sitiven Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung;  es  schliesst  sich  als 
Fortsetzung  an  die  Entwicklungen  von  Kapitel  22  des  Abschnitts  I  an. 

Bereits  in  Abschnitt  I  haben  wir  uns  in  mehreren  Kapiteln  mit 
der  Theorie  der  Zusammensetzung  der  endlichen  continuirlichen  Grup- 
pen beschäftigt^  wir  nennen  nur  die  Kapitel  über  die  adjungirte  Gruppe, 
über  Zusammensetzung  und  Isomorphismus,  über  die  Aehnlichkeit  r-glied- 
riger  Gruppen  und  über  die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen 
von  gegebener  Zusammensetzung  (Abschn.  I,  Kap.  16,  17,  19  und  22). 
Jetzt  widmen  wir  dieser  ausserordentlich  wichtigen  Theorie  ein  neues 
Kapitel,  das  achtundzwanzigste.  Während  wir  uns  in  Abschnitt  I 
auf  die  Sätze  über  Zusammensetzung  beschränkten,  die  zur  Beo-rün- 
dung  der  allgemeinen  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen 
erforderlich  sind,  behandeln  wir  in  Kap.  28  die  Theorie  der  Zusammen- 
setzung mehr  um  ihrer  selbst  willen.  Jedoch  beschränken  wir  uns 
fast  ganz  auf  solche  Sätze,  die  Lie  schon  im  Jahre  1884  besass  und 
damals  bereits  veröffentlicht  hatte.  Auf  die  Untersuchungen,  die  seit 
1886  von  andrer  Seite  über  den  Gegenstand  ausgeführt  worden  sind, 
kommen  wir  erst  in  dem  Schlusskapitel  zu  sprechen. 

In  Kapitel  29  endlich  geben  wir  einen  kurzen  kritischen  Ueber- 
blick  über  die  neueren  Arbeiten  auf  dem  Gebiete  der  endlichen  con- 
tinuirlichen Transformationsgruppen. 


Kapitel   25. 

s 

Die  Fundamentalsätze  der  Gruppentheorie. 

Wünscht  man  einen  Ueberblick  über  die  Sätze  zu  haben,  auf 
denen  die  ganze  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  auf- 
gebaut ist,  so  unterscheidet  man  am  Besten  drei  Sätze,  die  füglich  als 
die  drei  Fundamentalsätze  der  Gruppentheorie  bezeichnet  werden  können. 

Jeder  dieser  drei  Fundamentalsätze  ist  ein  Doppelsatz,  das  heisst 
er  besteht  eigentlich  aus  zwei  Sätzen,  von  denen  aber  jedesmal  der 
eine  die  Umkehrung  des  andern  ist. 

Der  erste  Fundamentalsatz  sagt  aus,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe 
gewissen  Differentialgleichungen   von   ganz   besonderer  Beschaffenheit, 

Lie,  Theorie  der  TransformationsgruppeD.  III.  gg 
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liämlich  den  sogenannten  grundlegenden  DiflPerentialgleichungen  genügt 
und  dass  umgekehrt  jede  Schaar  von  oo^  Transformationen,  die  der- 
artige Differentialgleichungen  erfüllt  und  ausserdem  noch  die  identische 
Transformation  enthält,  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet. 

Der  zweite  Fundamentdisatz  sagt  aus,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  von  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen:  X^f .  ..  Xrf  erzeugt  ist,  die  paarweise  in 
Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(A)  (X,Z,)=^^C,,,X/     (V,.=  l...r) 

1 

stehen,  und  dass  umgekehrt  r  unabhängige  infinitesimale  Transforma- 
tionen, die  in  diesen  Beziehungen  stehen,  stets  eine  r-gliedrige  Gruppe 
mit  paarweise  inversen  Transformationen  erzeugen. 

Der  dritte  Fundamentalsatz  endlich  sagt  aus,  dass  die  r^  Constan- 
ten Cijcsj  die  in  den  Gleichungen  (A)  auftreten,  gewisse  Relationen 
erfüllen  und  dass  umgekehrt  zu  jedem  gegebenen  System  von  r^  Con- 
stanten Ciksf  das  die  jbetreffenden  Relationen  erfüllt,  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  X^f . .  .  .  Xrf  gefunden  werden  können, 
die  gerade  in  den  Beziehungen  (A)  stehen. 

Keiner  dieser  drei  Fundamentalsätze  ist  entbehrlich,  wenn  man 
ein  vollständiges  Gebäude  der  Gruppentheorie  errichten  will;  fragt 
man  dagegen,  welcher  unter  ihnen  am  häufigsten  benutzt  wird,  so 
muss  man  sagen,  dass  der  zweite  Fundamentalsatz  bei  allen  gruppen- 
theoretischen Untersuchungen  ohne  Vergleich  die  häufigste  Anwendung 
findet.  Wir  bezeichnen  deshalb  diesen  zweiten  Satz  wohl  auch  als 
den  Hauptsatz  der  ganzen  Gruppentheorie. 

Wir  wollen  jetzt  die  drei  Fundamentalsätze  der  Re'ihe  nach  etwas 
eingehender  besprechen;  es  kommt  uns  dabei  hauptsächlich  darauf  an, 
den  begrifflichen  Inhalt  dieser  Sätze  und  der  früher  für  sie  gelieferten 
Beweise  möglichst  durchsichtig  zu  machen.  Wir  bemerken  jedoch 
gleich  hier,  dass  wir  dabei  alle  Fragen  über  die  Bereiche,  innerhalb 
deren  die  auftretenden  Functionen  definirt  sind,  bei  Seite  lassen  und 
betreffs  dieser  Fragen  auf  die  Entwicklungen  des  Abschnitts  I  verweisen. 

§  107. 
Die  Gleichungen: 

(1)  xl  =  /;.  (^j  . .  .  it;„;  a^  .  .  .ttr)      ((■  =  1  . . . «) 

mit  den  r  wesentlichen  Parametern:  a^  .  .  .  ar  mögen  eine  beliebige 
Schaar  von  oo''   verschiedenen  Transformationen    darstellen,   also   vor- 
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läufig  noch  nicht  gerade  eine  r-gliedrige  Gruppe;  die  Transformation 
(l)  dieser  Schaar  möge  der  Kürze  wegen   mit  S(a)   bezeichnet  werden. 

Ist  nun  S(a-{-öa)  eine  beliebige,  in  der  Schaar  (1)  enthaltene  Trans- 
formation, die  der  Transformation  S^a)  unendlich  benachbai"t  ist,  so 
kann  man  S(a-{-6a)  auf  zwei  verschiedene  Weisen  aus  der  Transforma- 
tion S(a)  und  aus  einer  infinitesimalen  Transformation  zusammensetzen, 
nämlich  entweder,  indem  man  zuerst  die  Transformation  S(a)  ausführt 
und  dann  die  infinitesimale  Transformation:  S^)  S^a+öa)  oder  indem 
man  zuerst  die  infinitesimale  Transformation:  S{a-i-6a)S'i^)  und  dann 
die  Transformation  S^a)  ausführt. 

Durch  die  beiden  unendlich  henachharten  Transformationen:  S^a)  und 
S{a-\-öa)  der  Schaar  (1)  si7id  demnach  zwei  infinitesimale  Transforma- 
tionen: S^)  S(a  +  da)  und:   S{a-\-da)S'(^-)    definirt.     Die  Identität: 

S{a)    '  S(^a  +  öa)S{a)    •  S{a)    =  S{a)    S{a-^Öa) 

zeigt  jedoch,  dass  diese  beiden  infinitesimalen  Transformationen  in 
einer  sehr  einfachen  Beziehung  zu  einander  stehen:  die  Transformation: 
S(^)^S^a-{-da)  wird  nämlich  erhalten,  ivenn  man  in  die  Transformation: 
S(a-\-öa)S'i^)^  vermöge  der  Transformation  S^a)  '^eue  Veränderliche  einführt 
Setzt  man  voraus,  dass  sich  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (1) 
nach  i\  .  .  .  Xn  ergiebt: 
(T)  Xi  =  Fi{x^,  . .  Xn]  a^. .  .ar)     (» =  i . .  .r.)  , 

so  kann  man  die  besprochenen  infinitesimalen  Transformationen  wirk- 
lich hinschreiben.  Man  findet  für  die  infinitesimale  Transformation: 
S'i^)^S(a+da)   die  Gleichungen: 

xl  =fi{F^{x,  a)  .,  .  Fnix,  tt);   «1  +  öa^, .  .  .,  a^  -f  dar), 
die  wegen  der  Identitäten: 

/;  {F^  (x^  a)  .  .  .  Fn  (x,  a)]  a^  .  .  .  ar)  =  Xi 
die  Gestalt: 


(2)  Xi  ==  Xi  -f-^-  dak  [— g- 


(/=1     ..n) 


annehmen.     Für   die   infinitesimale  Transformation:    S{a-\-öa)S(a)^   findet 
man  ebenso  die  Gleichungen: 

x{  =  Fi{f  {x,a  -{-  da)  .  .  .fn(x,a  -\-  da)]  a^  .  .  .  ar), 

aus    denen    durch  Entwicklung  nach   den  unendlich    kleinen   Grössen: 
da^  .  , .  dar  die  Gleichungen: 

df^{x,  a) 


1    X!  ^       ^n,{x,a)     d^.^i^a)-] 


(/  =  1 . . .  «) 

S=/(x,«) 

35* 
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hervorgehen.     Diese  Gleichungen  kann  man  aber  sehr  wesentlich  ver- 
einfachen.    Aus  der  Identität: 

Fi(f[{x,  a)  . . .  fn{x,  a);  a^  .  . .  ür)  =  Xi 
ergiebt  sich  nämlich  durch  Differentiation  nach  a*: 

also   bekommt  die  infinitesimale  Transformation:    S(jx+da)S{a)    die  ein- 
fache Form: 

(3)  ^/ =  ^.-  -2^  8ak  l'  (.  =  1..  .n). 

Noch  schneller  hätte  man  zu  dieser  Form  gelangen  können,  wenn  man 
beachtet  hätte,  dass 

eine  Gleichung,  die  in  Formeln  gekleidet  unmittelbar  zu  den  Gleichungen 
(3)  führt. 

Ertheilt  man  den  a  bestimmte  Werthe,  lässt  aber  die  öa  will- 
kürlich, so  stellen  die  Gleichungen  (2)  und  (3)  zwei  Schaaren  von  infini- 
tesimalen Transformationen  dar,  die  der  Transformation:  a;/== /;(a;,a) 
durch  die  Gleichungen  (1)  zugeordnet  sind.  Es  ist  leicht  zu  sehen, 
dass  beide  Schaaren  im  Allgemeinen  aus  je  oo^-^  verschiedenen  in- 
finitesimalen Transformationen  bestehen. 

In  der  That,  die  infinitesimalen  Transformationen  (2)  sind  sämmt- 
lich  aus  den  r  infinitesimalen  Transformationen: 


df 

ex, 


linear  abgeleitet.  Nun  aber  sind  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
die  r  Parameter  a^,..ar  in  den  Gleichungen  (1)  wesentlich,  was  nach 
Abschn.  I,  S.  13  dann  und  nur  dann  eintritt,  wenn  es  nicht  möglich 
ist,  r  solche  nicht  sämmtlich  verschwindende  Functionen:  %^  .  -  •  %r  von 
den  a  allein  anzugeben,  dass  die  n  Gleichungen: 

identisch  bestehen.  Demnach  können  auch  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: ZJ ,..  Zrf  keine  Relation  von  der  Form: 
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r 

^X,(a,.,,ar)Z,f^O 


befriedigen,  ohne  dass  %i  .  . .  %r  alle  verschwinden.  Hierin  liegt,  dass 
die  r  infinitesimalen  Transformationen:  ZJ  .  . .  Zrf  für  allgemeine 
Werthe  der  a  von  einander  unabhängig  sind,  und  das  kommt  wieder 
darauf  hinaus,  dass  die  Schaar  (2)  für  jedes  Werthsystem:  a^  .  . .  ür 
von  allgemeiner  Lage  aus  oo^~^  verschiedenen  infinitesimalen > Trans- 
formationen besteht.  Für  die  Schaar  (3)  gilt  natürlich  dasselbe,  denn 
aus  ihr  wird  ja  die  Schaar  (2)  erhalten,  wenn  man  vermöge  d^r  Trans- 
formation 5(rt)  neue  Veränderliche  einführt. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Schaar  der  oo»"  Transformationen  (1)  jeder 
ihrer  Transformationen  S^a)  swei  Schaar en  (2)  und  (3)  von  je  cx)^-^  in- 
finitesimalen Transformationen  zuordnet.  Diese  beiden  Schaaren  sind  so 
beschaffen  y  dass  man  jede  der  Transformation  S^a)  unendlich  benachbarte 
Transformation  S(a-[-öa)  der  Schaar  (1)  erhält ^  indem  man  entweder 
zuerst  S(a)  und  dann  eine  geeignete  infinitesimale  Transformation  der 
Schaar  (2)  aus  führte  oder  indem  man'  zuerst  eine  geeignete  infinitesimale 
Transformation  der  Schaar  (3)  und  dann  die  Transformation  S^a)  cins- 
führt. 

Besonders  erwähnt  sei  noch  ein  Umstand,  der  aus  den  soeben 
angestellten  Betrachtungen  folgt:  es  ergiebt  sich  nämlich,  dass  umge- 
kehrt, wenn  die  Schaar  (2)  für  allgemeine  Werthe  der  a  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  enthält  und  also  aus  oü^~^  verschie- 
denen infinitesimalen  Transformationen  besteht,  zugleich  die  Schaar 
(1)  aus  oo^  verschiedenen  endlichen  Transformationen  besteht.  Dem- 
nach decU  sich  die  Forderung,  dass  die  Schaar  (2)  für  allgemeine  Werthe 
von  «1  . . .  ttr  gerade  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ent- 
halte, mit  der  Forderung,  dass  die  r  Parameter  a^  .  . .  ar  in  den  Glei- 
chungen (1)  wesentlich  seien. 

§  108. 

Nunmehr  wollen  wir  insbesondere  voraussetzen,  dass  die  00»*  Trans- 
formationen (1)  eine  r-gliedrige  Gruppen  bilden,  dass  also  die  Glei- 
chungen, die  sich  aus  (1)  und: 

(4)  Xi'^fi{Xi   ..  .  Xn]    b^.,.br)       (t  =  l...«) 

durch  Fortschaffung  der  x   ergeben,  nämlich  die  Gleichungen: 

(5)  x;'=fi{f^{x,a),..fn{x,a)',   b^...br)     («  =  l...n) 
die  Form: 

(5')  Xi'=  fi(Xi  ,  .  .  Xn'^     C^  .  .  ,Cr)       («  =  1  •  •  .  n) 
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erhalten  köunen,  wo  die  c  gewisse  Functionen: 

(6)  Ck  =  q)k{CLi'  "ar'^\.  .  .Ir)       (A  =  l...r) 

der  a  und  h  allein  sind.  Diese  Voraussetzung  kann  offenbar  kürzer 
durch  die  symbolische  Gleichung: 

(7)  S^a)  S(b)  =  S(c) 

ausgedrückt  werden. 

Ertheilen  wir  den  h  feste  Werthe,  während  wir  die  a  willkürlich 
lassen,  so  bestimmt  die  linke  Seite  der  Gleichung  (7)  augenscheinlich 
eine  Schaar  von  cx)'"  Transformationen;  von  der  rechten  Seite  muss 
dasselbe  gelten,  folglich  sind  die  Ck  unabhängige  Functionen  von 
a^  .  . .  .  ttr.  Genau  so  ergiebt  sich,  dass  die  Ck  auch  unabhängige 
Functionen  von  h^  .  .  .hr  sind:  kurz,  die  Gleichungen  (6)  sind  sowohl 
nach  den  a  als  nach  den  h  auflösbar,  ein  Ergebniss,  dass  wir  in  Ab- 
schnitt I  (auf  S.  17  f.)  rein  analytisch,  aber  deshalb  auch  auf  ziemlich 
umständliche  Weise  abgeleitet  haben. 

Aus  der  Gleichung  (7)  folgt  ohne  Weiteres  die  nachstehende: 

WO  die  de  aus  den  Gleichungen  (6)  durch  Differentiation  gefunden 
werden.  Da  die  Gleichungen  (6)  sowohl  nach  a^  .  . .  a^  als  nach 
&i  . .  .  &r  auflösbar  sind,  so  können  wir  die  da  und  die  dh  stets  so 
bestimmen,  dass  die  de  alle  verschwinden;  die  betreffenden  Werthe 
der  da  und  dh  sind  dann  durch  die  Gleichungen: 


0     (k  =  i 


(8)       i:|^^.  +  ^-^^...l 

definirt,  und  wir  haben,  sobald  diese  Gleichungen  erfüllt  sind: 

Nun  aber  können  wir  nach  §  107  die  Transformation  S(a+öa)  erhalten, 
indem  wir  zuerst  die  Transformation  S{„)  und  dann  die  der  Schaar  (2) 
angehörige  infinitesimale  Transformation:  S(ä)  S^a+öa)  ausführen,  und 
ebenso  können  wir  S^b^^b)  erhalten,  wenn  wir  zuerst  die  infini- 
tesimale Transformation:  S{b-\-öb)S{^)  und  dann  die  Transformation: 
S(b)  ausführen.     Demnach  können  wir  die  Gleichung  (9)  auch  schreiben: 

und  hieraus  ergiebt  sich: 

^(«)    ^(a  +  da)    •   S(b-{-öb)S(b)      =  1, 

das  heisst  gleich  der  identischen  Transformation.  Die  beiden  infim- 
tesimalen  Transformationen:  S{^)^S^a-\-öa)    «'^  S(^b+6b)S'i^)^  sind  also  unter 
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den  gemachten  Voraussetzungen  m  einander  invers;  da  überdies  die  zu 
S(b+6b)S(fi)^  inverse  Transformation  ofifenbar  die  Form  hat:  5(6-^6)^(6)  ; 
so  bekommen  wir  scbliesslich: 

(10)  S{a)   S{a  +  6a)  =  S(b  —  öb)S{ö)   . 

Die  Gleichung  (10)  ist  eine  Folge  der  Gleichung  (7),  sie  enthält 
aber  die  Grössen :  %  ...  Cr  nicht  mehr.  Da  nun  die  a  und  h  an  und 
für  sich  durch  gar  keine  Eelation  verknüpft  sind,  so  muss  die  Glei- 
chung (10)  bei  beliebiger  Wahl  von  a^  .  .  .  ar  und  h^..  .Ir  göltig  sein 
für  alle  Werthe  der  öa^  und  8h,  die  den  Gleichungen  (8)  genügen. 
Die  Gleichungen  (8)  lassen  sich  aber  sowohl  nach  den  dak  als  nach 
den  ölk  auflösen  und  daher  entweder  in  der  Form: 

r 

(8')  8lj=^  ^k{ai.,.ar',  \  .,.hr)dak     (i=i.---) 

1 

oder  in  der  Form: 

r 

(8")  daj  =^  A,j  (a,,..  ar]  h,  .  . .  hr)dhk    U=i  ...r) 

1 

schreiben  (vgl.  Abschn.  I,  S.  29  und  30);  aus  ihnen  ergiebt  sich  mithin 
weder  zwischen  d\...dhr  allein  eine  Relation,  noch  eine  zwischen 
da^ .  .  .  dar  allein.  Denken  wir  uns  daher  für  a^  .  . .  ar  und  h^  .  .  .hr 
zwei  beliebig  aber  fest  gewählte  Werthsysteme  von  allgemeiner  Lage 
eingesetzt  und  die  da  und  dh  den  Gleichungen  (8)  unterworfen,  sonst 
jedoch  ganz  willkürlich,  so  stellt  die  linke  Seite  von  (10)  die  erste 
der  beiden  Schaaren  von  je  oo^~^  infinitesimalen  Transformationen  dar, 
die  nach  §  107  der  Transformation  S(a)  zugeordnet  sind;  die  rechte 
Seite  von  (10)  dagegen  stellt  die  zweite  der  beiden  Schaaren  von  je 
oo'"—^  infinitesimalen  Transformationen  dar,  die  der  Transformation 
>S'(6)  zugeordnet  sind,  denn  es  liegt  auf  der  Hand,  dass  die  Schaar  der 
oo^— 1  infinitesimalen  Transformationen  S(i!)—öb)S(fi)  mit  der  Schaar: 
S{b-^6b)  5(6)^  identisch  ist.  Demnach  sagt  die  Gleichung  (10)  aus,  dass 
die  erste  der  zwei  S(a)  zugeordneten  Schaaren  von  cx)^~^  infinitesima- 
len Transformationen  mit  der  zweiten  der  zwei  S{b)  zugeordneten 
Schaaren  zusammenfällt. 

Halten  wir  jetzt  blos  &i  .  .  .  &,.  fest,  während  wir  a^ . . .  «r  sich 
ändern  lassen,  so  ergiebt  sich  aus  (10),  dass  die  Schaar  der  oo^"^  in- 
finitesimalen Transformationen:  S(^)  S(^a+6a)  stets  dieselbe  bleibt,  wie 
sich  auch  a^  .  . .  ar  ändern  mögen.  Genau  in  entsprechender  Weise 
erkennt  man,  dass  auch  die  Schaar  der  oo''-^.  infinitesimalen  Trans- 
formationen: S(ö—6b)S^)^  sich  nicht  mit  \...hr  ändert.  Da  nun  wegen 
der  Gleichung  (10)  die   beiden  Schaaren:    S^)  S{a-^6a)   und  S(b-db)S(^) 


552  AbtheiluDg  VI.    Kapitel  25.    §  108. 

zusammenfallen,  so  liegt  hierin  zugleich,  dass  die  beiden  Schaaren  von 
oo^-i  infinitesimalen  Transformationen,  die  durch  die  beiden  Ausdrücke; 
S{a)  S(a+öa)  uud  S{a-\-<!ia)  S{a)  dargestellt  wcrdcu,  mit  einander  identisch 
sind  und  sich  beide  nicht  mit  a^  .  . .  ar  ändern  *). 

Wir  sehen  hieraus,  dass  alle  die  Schaaren  von  oü''-i  infinitesi- 
malen Transformationen,  die  die  Schaar  (1)  den  oo^  ihr  angehörigen 
Transformationen  zuordnet,  mit  einander  identisch  sind,  sobald  die 
Schaar  (1)  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet.     Mit  andern  Worten: 

Zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  (1)  von  cx)»*  Funkttransformationen  ge- 
hört eine  ganz  he  stimmte  Schaar  von  00*"^^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen. Diese  Schaar  besteht  ans  allen  infinitesimalen  Transformationen, 
die  aus  r  gewissen,  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transfor- 
mationen linear  ableitbar  sind,  und  sie  ist  so  beschaffen,  dass  man  aus 
jeder  Transformation  S(a)  der  Gruppe  (1)  jede  unendlich  benachbarte 
Transformation  S(a+öa)  der  Gruppe  erhalten  Jcann,  indem  man  entweder 
zuerst  die  Transformation  S(a)  ausführt  und  dann  eine  geeignete  infini- 
tesimale Transformation  der  bewussten  Schaar,  oder  indem  man  zuerst 
eine  geeignete  infinitesimale  Transformation  dieser  Schaar  ausführt  und 
dann  die  Transformation  S^a)- 

Wir  wollen  jetzt  zusehen,  was  für  analytische  Ergebnisse  aus  den 
vorhin  angestellten  begrifi'lichen  üeberlegungen  folgen. 

Die  infinitesimale  Transformation:  S'[^)^  S(a+6a)  wird  nach  S.  547 
durch  die  Gleichungen: 


(2)  ./==.<+^.aJ^] 

dargestellt    und    die    infinitesimale    Transformation:    S(f,-6b)S^)^   nach 


(t  =  1 . . . ») 

x,a) 


S.  548  durch  die  Gleichungen: 


*)  Wenn  wir  uns  auch  hier  auf  die  Untersuchung  der  Bereiche,  innerhalb 
deren  die  auftretenden  Functionen  definirt  sind,  nicht  einlassen,  so  können  wir 
doch  eine  Bemerkung  nicht  unterdrücken.  Aus  den  vorstehenden  Betrachtungen 
ergiebt  sich  nämlich,  dass  die  in  Abschn.  I  auf  S.  15  f.  gemachten  Voraussetzungen 
durch  allgemeinere  ersetzt  werden  können.  Man  braucht  nicht  zu  verlangen,  dass 
es  innerhalb  der  dort  definirten  Bereiche  {x)  und  (a)  zwei  kleinere  Bereiche  {{x)) 
und  ((«))  gebe,  die  so  beschaffen  sind,  dass  jedesmal,  wenn  die  a  und  b  inner- 
halb ((a))  und  die  x  innerhalb  {{x))  liegen,  zugleich  die  x  in  den  Bereich  (x)  und 
die  c  in  den  Bereich  (a)  fallen;  es  genügt  vielmehr,  anzunehmen,  dass  es  in  dem 
Bereiche  (x)  einen  kleineren  Bereich  {{x))  und  in  dem  Bereiche  (a)  zwei  kleinere 
Bereiche  ((a))  und  ((&))  gebe,  die  so  beschaffen  sind,  dass  jedesmal,  wenn  die  x 
in  ((a?)),  die  a  in  ((a))  und  die  b  in  ((6))  liegen,  die  x'  dem  Bereiche  {x)  und  die 
c  dem  Bereiche  (a)  angehören. 


(3') 
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n). 


Unterwirft  man  insbesondere  die  da  und  8h  den  Gleichungen  (8),  so 
gilt  die  Gleichung  (10),  vermöge  (8)  wird  also: 

für  alle  Werthe  der  x,  a  und  h.  Drücken  wir  daher  mit  Hülfe  der 
Gleichungen  (8'),  die  ja  mit  (8)  äquivalent  sind,  die  dh  durch  die  da 
aus  und  berücksichtigen  wir,  dass  zwischen  öa^  ...  dar  allein  keine 
Relation  besteht,  so  ergiebt  sich: 


(11) 


l^fi^.b) 


(t  =  l 


k  =  l 


In  derselben   Weise   ergeben  sich   durch   Benutzung  der   Gleichungen 
(8")  die  mit  (11)  äquivalenten  Identitäten: 


(12) 


(t  =  1  .  .  .  n ;    Ä  =  1  .  . .  r)  . 

Hier  haben,  wie  schon  oben  angedeutet,  die  W  und  die  A  dieselbe 
Bedeutung  wie  auf  S.  29  f.  von  Abschnitt  I.  Andrerseits  ist  nach  der 
auf  S.  28  daselbst  angewandten  Bezeichnung: 

(13)        [^-],=,,.,,=**'-^'^'---^"'  ^-••^'^' 

allerdings  wurden  damals  die  O  auf  andre  Weise  gebildet,  man  über- 
zeugt sich  aber  leicht,  dass  die  linke  Seite  von  (13)  mit  der  damals 
gebildeten  Function:  0^1  (x^h)  übereinstimmt. 

Da  die  Identitäten  (11)  und  (12)  für  alle  Werthe  der  x,  der  a 
und  der  h  gültig  sind,  so  bleiben  sie  auch  dann  noch  erfüllt,  wenn 
man  für  h^.  .  .hr  irgend  ein  festes  Werthsystem:  coj^  .  .  .  Or  von  allge- 
meiner Lage  einsetzt.  Thut  man  das  und  wendet  man  dieselben  Ab- 
kürzungen an  wie  auf  S.  31  von  Abschn.  I,  so  erhält  man  aus  (11) 
und  (12)  die  folgenden  neuen  Identitäten: 
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die  natürlich  auch  mit  einander  äquivalent  sind.  Aus  (11')  und  (12) 
ergiebt  sich  schliesslich  noch  die  Identität: 

r       .       r 

(12")        Y^'.f--]         =2r  \^'  ^'>  («'  ^)  *"■  («^  1  «"W- 

Hiermit  ist  das  Ergebniss,  zu  dem  wir  vorhin  durch  begriffliche 
Ueberlegungen  gelangt  sind,  analytisch  ausgedrückt.  Da  nämlich 
unter  den  gemachten  Voraussetzungen  die  Determinante  der  i^jkici) 
einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so  zeigen  die  Iden- 
titäten (11')  unmittelbar,  dass  die  oo'*-^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: S^)^S(a+öa)j  die  durch  die  Gleichungen  (2)  auf  S.  552  darge- 
stellt werden,  aus  den  r  infinitesimalen  Transformationen: 

n 
X,/=^-  iu(x,  .  .  .  ^«)  ^        (*  =  l...r) 

linear  abgeleitet  sind.  Ebenso  zeigen  die  Identitäten  (12"),  dass  von 
den  oo^'-i  infinitesimalen  Transformationen:  S(b-\-6b)S'[^)  dasselbe  gilt. 
Hierin  aber  hegt,  dass  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  XJ...Xrf 
von  einander  unabhängig  sind  und  dass  die  Schaar  von  oo^-^  infini- 
tesimalen Transformationen,  die  durch  den  Ausdruck: 

r 

(14)  ^hX,f 

1 

mit  den  r  Parametern  k^  .  . .  K  dargestellt  wird,  eben  die  Schaar  von 
oo^-i  infinitesimalen  Transformationen  ist,  die  im  Sinne  von  S.  552 
zu  der  Gruppe  (1)  gehört. 

Macht  man  in  den  Identitäten  (IT)  und  (12')  die  Substitution: 
X  =  f(jc,  a)  und  schreibt  man  dann  x  für  x  und  x  für  £,  so  erhält 
man  neue  Identitäten,  die  aussagen,  dass  die  beiden  mit  einander 
äquivalenten  Systeme  von  Differentialgleichungen: 


{i=l...n;    k 

/ I  T  J  -^    \        y      "J   <■     \  / 


(15)         g^=^- *•*■(«)  i.-.(^') 

und: 

(16)  lu ix)  =^J  aj:j (a)  ^ 


(/  =  1  ,  .  .  n ;    k  =  l 


bei  der  Substitution:  xl^fiix^a)  identisch  erfüllt  werden.  Damit 
sind  wir  wieder  zu  den  grundlegenden  Differentialgleichungen  des 
Theorems  3  auf  S.  33  von  Abschnitt  I  gelangt.  Aber  diese  Differen- 
tialgleichungen erscheinen  uns  jetzt  in  einem  andern  Lichte.     Da  sie 
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nämlich  mit  den  Identitäten  (11')  gleichbedeutend  sind,  so  sagen  sie 
einfach  aus,  dass  man  aus  einer  beliebig  gewählten  Transformation 
S(a)  der  Gruppe  (1)  jede  unendlich  benachbarte  Transformation  S^a+Sa) 
der  Gruppe  erhalten  kaun,  indem  man  zuerst  S(a)  und  dann  eine  ge- 
eignete infinitesimale  Transformation  der  Schaar  (14)  ausführt.  Die 
betreffende  infinitesimale  Transformation  ist  übrigens  auch  leicht  an- 
gebbar, sie  wird  ja  durch  den  Ausdruck:  S'i^)^  S(a+öa)  dargestellt  und 
besitzt  daher  die  Form: 

r  r 

(17)  rr/=  Xi  +^  d'«A-^'  ^ihip)  Iji ix)      (t  =  1 . . . n). 

1  1 

Man  beachte  übrigens,  dass  die  eben  ausgesprochene  Deutung  der 
grundlegenden  Differentialgleichungen  nicht  davon  abhängig  ist,  dass 
die  Schaar  (1),  die  unsre  Differentialgleichungen  erfüllt,  eine  Gruppe 
bildet.  Hat  man  nämlich  irgend  eine  Schaar  (1)  von  oo''  Transfor- 
mationen, die  den  Differentialgleichungen  (15)  oder  den  äquivalenten 
(16)  genügt,  so  bestehen  für  diese  Schaar  die  Identitäten  (11')  und 
es  lässt  sich  demnach  jede  Transformation  B^a^^a)  der  Schaar  dadurch 
herstellen,  dass  man  zuerst  die  Transformation  B<^a)  und  sodann  eine 
geeignete  infinitesimale  Transformation  der  Schaar  (14)  ausführt. 

Wir  kommen  im  nächsten  Paragraphen  hierauf  zurück. 

Aus  den  Identitäten  (12")  ergiebt  sich  ein  System  von  Differen- 
tialgleichungen, das  ein  Seitenstück  zu  dem  Systeme  (15)  bildet.  Die 
Ableitung  dieses  Systems  ist  fast  genau  so  wie  auf  S.  40  f.  von  Ab- 
schnitt I.     Wie  dort  beweist  man,  dass  der  Ausdruck: 


2j  '^TcMi^)^tj{p) 


von  «1  .  .  .  ar  frei  ist  und  durch  eine  Function:  %'tk^^  von  den  &  allein 
ersetzt  werden  kann.  Sodann  findet  man  leicht,  dass  die  Differential- 
gleichungen: 

"d  cc  ■         '^.  "^ 

^^^^  J^  ^^  '^•^■*  W  ^•'■»^^)        ('■  =  1  .  .  .  «;  ä:  =  1  .  .  .  r) 

k  1 

bei  der  Substitution:  Xi  =  Fi{x  ^  a)  identisch  erfüllt  werden,  dass  also 
x^..,Xny  wenn  man  sie  sich  aus  den  Gleichungen:  xl=fi{x,a)  als 
Functionen  der  x'  und  der  a  bestimmt  denkt,  den  Differentialglei- 
chungen (18)  genügen. 

Da  die  Differentialgleichungen  (18)  mit  den  Identitäten  (12") 
gleichbedeutend  sind,  so  sagen  sie  offenbar  aus,  dass  jede  Transfor- 
mation S{a+6a)  der  Gruppe   (1)  dadurch  erhalten   werden  kann,   dass 
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man  zuerst  eine  geeignete  infinitesimale  Transformation  der  Sehaar 
(14)  und  dann  die  Transformation  S^a)  ausführt.  Die  betreffende  in- 
finitesimale Transformation  wird  durch  den  Ausdruck:  S{a^öa)S(^^ 
dargestellt  und  lautet  daher: 


r  T 

(19)  xl  =  Xi  — ^  ^ttk^  ^;,(a)  lii(x) 


n) 


(vgl.  S.  548  und  S.  554  Gl.  (12")). 

Auch  hier  ist  zu  bemerken,  dass  diese  Deutung  der  Difi'erential- 
gleichungen  (18)  nicht  daran  hängt,  dass  die  Sehaar  (1)  eine  Gruppe 
bildet;  denn  wenn  für  irgend  eine  Sehaar  (1)  von  <xf  Transformatio- 
nen die  Differentialgleichungen  (18)  erfüllt  sind,  so  hat  das  immer 
den  Sinn,  dass  die  Transformation  S(a-^$a)  der  Sehaar  (1)  in  der  eben 
beschriebenen  Weise  erhalten  werden  kann,  mag  nun  die  Sehaar  (1) 
eine  Gruppe  bilden  oder  nicht. 

Wir  sahen  auf  S.  547,  dass  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: S~a)  S(a-\-öa)  uud  S(a-}-öa)  S(^)  in  der  einfachen  Beziehung 
stehen: 

S(a)     ■  S(a^öa)S(^a)     -   S(a)  =  S(a)    S(a  +  Sa), 

dass  also  die  erste  erhalten  wird,  wenn  man  in  die  zweite  vermöge 
der  Transformation  S(a)  neue  Veränderliche  einführt.  Ertheilen  wir 
den  a  feste  Werthe,  während  wir  die  da  willkürlich  lassen,  so  stellen 
die  beiden  Ausdrücke:  /S'(7)  S(a+öa)  und  S(a+6a)S'(^)  zwei  Schaaren 
von  je  oü**"^  infinitesimalen  Transformationen  dar  und  diese  beiden 
Schaaren  sind  unter  den  Voraussetzungen  des  gegenwärtigen  Para- 
graphen mit  einander  und  mit  der  Sehaar  (14)  identisch  (s.  S.  551  f. 
und  S.  554).  Demnach  ergiebt  sich,  dass  die  Sehaar  der  cx)'— ^  infinite- 
simalen Transformationen  (14)  hei  jeder  Transformation  S^a)  unsrer  Gruppe 
invariant  bleibt. 

Um  dieses  Ergebniss  analytisch  auszudrücken,  erinnern  wir  daran, 
dass  die  infinitesimale  Transformation  /S(7)  S(a-}-6a)  durch  die  Gleichungen 
(17)  und  die  infinitesimale  Transformation  S(a-{-6a)S{^)  durch  die  Glei- 
chungen (19)  dargestellt  wird.  Setzen  wir  daher:  dak=^  Ukdt,  wo 
Ui  .  . .  Ur  endliche  Grössen  sind,  so  wird  das  Symbol  der  infinitesi- 
malen Transformation:  S^)  S^a+da)  sein: 

r  r 

(20)  ^~*.^*t(a)X,/ 

1  1 

und  das  Symbol  von  S(a-{-da)S(^)  : 
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r  r 

(21)  -^«*^  *;*(«)  X,/-. 

1  1 

Wegen  der  oben  geschilderten  Beziehung  zwischen  beiden  infinitesi- 
malen Transformationen  muss  nun  der  Ausdruck  (21)  bei  der  Trans- 
formation 5(a)  die  Form  (20)  erhalten  und  zwar  muss  das  bei  belie- 
bigen Werthen  von  u^  .  .  ,  Ur  gelten.  Führen  wir  demnach  die 
Abkürzung  ein: 

n 

so  ergiebt  sich,  dass  vermöge  der  Gleichungen: 
unsrer  Gruppe  die  Relationen: 


(22)  ^J  ^,,  (a)  Xjf  +^J  ^j, (a)  X/f  =  0 


(^-  =  1  .  .  .  r) 


bestehen,  unter  f  eine  beliebige  Function  von  x^ ,  .  .  Xn  verstanden.  Es 
sind  das  dieselben  Gleichungen,  die  wir  in  Abschnitt  I  auf  S.  44  ab- 
geleitet haben. 

Das  Bestehen  der  Gleichungen  (22)  ist  eine  Folge  der  Differen- 
tialgleichungen (15)  und  (18)  und  ausserdem  der  Identität: 

die  für  jede  Schaar  (1)  von  oo^  Transformationen  gültig  ist.  Demnach 
ist  das  Bestehen  der  Gleichungen  (22)  nicht  daran  geknüpft,  dass  die 
Schaar  (1)  eine  Gruppe  bildet,  sondern  nur  daran,  dass  für  diese 
Schaar  die  Differentialgleichungen  (15)  und  (18)  erfüllt  sind.  Das 
gleichzeitige  Erfülltsein  der  Differentialgleichungen  (15)  und  (18)  sagt 
eben  aus,  dass  die  Schaar  der  oo^'-i  infinitesimalen  Transformationen 
(14)  bei  jeder  Transformation  der  Schaar  (1)  invariant  bleibt,  mag 
nun  die  Schaar  (1)  eine  Gruppe  bilden  oder  nicht. 

Durch  das  Vorstehende  sind  alle  Ergebnisse  des  2.  Kapitels  von 
Abschnitt  I  wieder  gewonnen,  soweit  sie  sich  nicht  auf  die  Gültigkeits- 
bereiche der  auftretenden  Functionen  beziehen.  Dass  unsre  jetzige 
Ableitung  dieser  Ergebnisse' grössere  Durchsichtigksit  besitzt,  liegt  auf 
der  Hand;  aber  dieser  Vorzug  ist  nur  erreicht  durch  die  Benutzung 
einer  Reihe  von  gruppentheoretischen  Begriffen,  die  wir  damals  nicht 
als  bekannt  voraussetzen  konnten. 
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§  109. 

Wie  in  Abschn.  I,  Kap.  4  auf  S.  67  ff.  betrachten  wir  jetzt  zu- 
nächst eine  beliebige  Schaar: 

(1)  Xl  =  fi  (X^   .  .  .Xn'^      a^  .  .  .ür)        (t  =  1  .  .  .  n) 

von  oo^   Transformationen   und   setzen  nur  voraus,    dass   diese   Schaar 
Differentialgleichungen  von  der  Form: 

erfüllt. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  lässt  sich  nach  S.  554  f.  jede  Trans- 
formation /S(a+(5a)  der  Schaar  (1),  die  der  Transformation:  ^(a)  unend- 
lich benachbart  ist,  dadurch  herstellen,  dass  man  zuerst  die  Transfor- 
mation /S'(a)  und  sodann  eine  geeignete  infinitesimale  Transformation 
der  Schaar: 

r 

(14)  2^hX,f 

1 

ausführt,  nämlich  die  infinitesimale  Transformation: 

r  r 

(17)  x/=  Xi  +^8ak^j  ^jk{a)lji{x)      o-  =  i...«). 

1  1 

Hierin   liegt  nach   S.  549  zugleich,   dass    die  r   infinitesimalen  Trans- 
formationen: 


^iiPjk{a)Xjf        ik  =  l...r) 


für  allgemeine  Werthe  der  a  von  einander  unabhängig  sind,  es  ver- 
schwindet also  erstens  die  Determinante  der  ipjk(ci)  nicht  identisch 
und  zweitens  sind:  X^/'.  .  .  Xrf  noth wendig  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen.  Die  Gleichungen  (15)  lassen  sich  in  Folge  dessen 
für  allgemeine  Werthe  der  a  auflösen  und  auf  die  Form  (16)  bringen. 
Denken  wir  uns  jetzt  zuerst  die  Transformation:  S(a)  ausgeführt 
und  dann  die  infinitesimale  Transformation  (14),  so  müssen  wir  eine 
S(a)  unendlich  benachbarte  Transformation  S(a-{-öa)  erhalten.  Diese 
Transformation  S(^a-\-öa)  ist  leicht  angebbar.  Die  infinitesimale  Trans- 
formation (14)  lautet  nämlich  ausführlich  geschrieben: 

r 

(14')  x[=  Xi  +  8  t^J  k  %ii  (x)     0  =  1...«) 

1 

und  daraus  ergeben  sich  durch  Vergleichung  mit  (17)  wegen  der  Un- 
abhängigkeit von  Xi/".  . .  Xrf  die  Gleichungen: 
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r 

(23)  ^•^..^(o)§a^=^x.§i      u=^i...r) 

zur  Bestimmung  von  da^..,dar.  Nehmen  wir  daher  an,  dass  ai,..a, 
ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  ist,  für  das  die  Determinante 
der  ipjk(a)  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  und 
berücksichtigen  wir,  dass  die  Gleichungen  (15)  für  allgemeine  Werthe 
der  a  die  Form  (16)  erhalten  können,  so  bekommen  wir  für  daj^...dar 
die  Ausdrücke: 

r 

(24)  öa,=^dt^j;.jajk(a)     ik  =  i...r). 

1 

Wenn  wir  also  zuerst  die  Transformation  S(^a)  ausführen,  in  der 
a^  .  .  .  ttr  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  bedeutet,  und  dann 
die  infinitesimale  Transformation  (14),  so  bekommen  wir  die  S(_a)  un- 
endlich benachbarte  Transformationen  S^a-\-da),  in  der  daj^...dar 
durch  die  Gleichungen  (24)  bestimmt  sind. 

Die  Gleichungen  (24)  können  als  ein  simultanes  System  von  ge- 
wöhnlichen Difi'erentialgleichungen  aufgefasst  werden,  welches  a^  .  .  .  ür 
als  Functionen  von  t  bestimmt.  Integriren  wir  dieses  simultane  System 
unter  Zugrundelegung  der  Anfangsbedingungen:  ak  =  ak^  für  ^  =  0 
wo  «/ .  .  .  ar^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  bedeutet,  so 
erhalten  wir: 


a  =.- 1 


r 

(26)  a,  =  a,"  +  | ^^  ^.«..(a»)  +  ■ 

oder  da  X^  .  .  .  X,  und  t  auf  den  rechten  Seiten  nur  in  den  Verbin- 
dungen: X^t,  .  .  .,X^t  vorkommen: 

{2d)  ük  =  %k  {X,t,  .  .  .,    Xrt-,     a,K..  ttr^)        (k  =  l...r). 

Denken  wir  uns  hier  X,  . .  .  X^  und  a^\  .  ,  a^'  fest  gewählt,  dagegen 
t  als  willkürlichen  Parameter,  so  bestimmen  die  Gleichungen  (25') 
innerhalb  der  Schaar  (1)  eine  Schaar  von  oo^  Transformationen,  und 
diese  Schaar  ist  offenbar  so  beschaffen,  dass  jedesmal,  wenn' man 
zuerst  die  Transfarmation  mit  dem  Parameter  t  und  dann  die  infini- 
tesimale Transformation  (14)  ausführt,  man  die  der  Schaar  angehörige 
Transformation  mit  dem  Parameter  t+  dt  erhält. 

Nun  enthält  die  durch  (25')  bestimmte  Schaar  von  oo^  Transfor- 
mationen insbesondere  die  Transformation: 

{26)  x;=fi{x,...Xn',  a^\.,ar')     (.  =  i...«), 

nämlich  für  j5  =  0.     Denkt  man  sich  daher  zuerst  die  Transformation 

(26)    ausgeführt    und    dann    die    infinitesimale   Transformation    (14') 
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unendlich  oft  nach  einander,  so  erhält  man  stets  eine  von  den  oo^ 
Transformationen  der  durch  (25')  bestimmten  Seh  aar.  Aber  wenn 
man  die  infinitesimale  Transformation  (14')  unendlich  oft  nach  ein- 
ander ausführt,  bekommt  man  stets  eine  endliche  Transformation  der 
von  ihr  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  demnach  ist  zu  vermuthen, 
dass  man  auch,  wenn  man  zuerst  die  Transformation  (26)  ausführt 
und  dann  irgend  eine  Transformation  der  von  der  infinitesimalen 
Transformation  (14)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe,  stets  eine  Trans- 
formation der  durch  (25')  definirten  Schaar  erhält. 

Um  den  soeben  durchgeführten  Betrachtungen  eine  schärfere  Fas- 
sung zu  geben,  denken  wir  uns  zuerst  die  Transformation  (26)  aus- 
geführt  und  dann  irgend  eine  Transformation: 

(27)  ic/'=  Vi{x^.  .  .  Xny    Aj^,  .  .  .,  Irt)        ('  =  l...n) 

der  von  (14)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe.  Wir  werden  zeigen, 
dass  die  so  entstehende  Transformation: 

(28)  xr=  Vi  (/;  {x,  a')...  fnix,  a«);  l,t,  . .  .,  XA)     (i  =  i...  n) 
mit  der  Transformation: 

(29)  yi  ==  fi(xi  .  .  .Xn'^  a^. .  .ttr)     («  =  1 .  •  •«) 
zusammenfällt,  vorausgesetzt,  dass  man  sich  a^^  . .  .  ar  durch  die  Glei- 
chungen (25')  bestimmt  denkt. 

In  der  That,  die  x/'  in  den  Gleichungen  (28)  sind  vollständig 
definirt  durch  die  Differentialgleichungen: 

(30)  di^-2^'^^^^i(^l     o-  =  i...n) 

i 

zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen: 

(31)  [xHt^O   ==fi(x^.,  .Xn'^     aj^..,ar^)       (»=l...n). 

Andrerseits  erfüllen  die  yi  in  den  Gleichungen  (29)  als  Functionen 
von  a^  .  . .  ür  betrachtet  die  Differentialgleichungen : 


k  i 


^^    —  ^  r   Yj/c\^j  <sjty.'fj      V r;  »  =  1...») 

und  die  Anfangsbedingungen: 

Wa  =  a°=  //(^l  .  .  .  ^„;    «1^  .  .  .  a/)       ii  =  l...n)  . 

Drücken  wir  aber  a^  .  .  .  ar  vermöge  (25')  durch  t  aus,  so  werden 
die  yi  Functionen  von  t  und  erfüllen  als  solche  die  Differentialglei- 
chungen : 


1  *  kj 
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die  wegen  (24)  und  wegen  der   Beziehungen  zwischen  den  ^  und  den 
«  die  einfache  Form: 


dVi 


j=^^hlki{y)    (.  =  1..-«) 


d 

1 


annehmen.  Bedenkt  man  überdies,  dass  man  für  ^  =  0  erhält:  ak=ak^ 
und  also:  yi=fi(x,  aP),  so  erkennt  man  sofort,  dass  yi  =  x/'  ist,  dass 
also  die  beiden  Transformationen  (28)  und  (29)  wirklich  mit  einander 
zusammenfallen,  wenn  man  in  (29)  für  a^  .  .  .  ür  die  aus  (25')  folgen- 
den Werthe  einsetzt,  « 

Wir  führten  vorhin  zuerst  die  Transformation  (2ß)  der  Schaar 
(1)  aus  und  sodann  die  endliche  Transformation  (27)  der  von  der 
infinitesimalen  Transformation  (14)  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe. 
Wir  haben  gesehen,  dass  die  so  entstehende  Transformation  wieder 
der  Schaar  (1)  angehört,  und  dass  ihre  Parameter  a^  ,  .  .  Ur  durch  die 
Gleichungen  (25')  bestimmt  sind.  Lassen  wir  nun  A^  .  .  .  A;.  und  t  sich 
ändern,  so  ändern  sich  auch  die  Werthe  von  «^  .  . .  ar,  die  sich  aus 
den  Gleichungen  (25')  ergeben.  Man  kann  sogar  durch  geeignete 
Wahl  von  A^  ...  Ar  und  t  erreichen,  dass  a^  .  .  ,  ar  jedes  beliebige 
Werthsystem  wird,  das  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a^^  .  .  .  «^^ 
liegt;  denn  die  Gleichungen  (25),  die  ja  mit  (25')  äquivalent  sind, 
lassen  sich,  da  die  Determinante  der  ajk(a^)  unter  den  gemachten  Vor- 
aussetzungen nicht  verschwindet,  nach  A^^,  .  .  .,  A^^  auflösen  und  ergeben 
für:  Aj^, .  .  . ,  Ar^  gewöhnliche  Potenzreihen  von:  a^  —  a^^j .  .  .,ar  —  a/ 
die  jedenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  von  a^^  ,  .  .  Ur^  unbedingt 
convergiren.     Demnach  gelangen  wir  zu  dem  Satz: 

Wenn  eine  Schaar  (1)  von  csd'^  verschiedenen  Transformationen 
Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfüllt^  so  besitzt  sie  die  fol- 
gende Eigenschaft:  Führt  man  zuerst  eine  heliehige^  der  Schaar  (1)  an- 
gehörige  Transformation  (26)  aus,  für  deren  Farameter  a^^  .  . .  ar^  die 
Determinante  der  il^jk{a)  einen  endlichen  von  Nidl  verschiedenen  Werth 
hat,  und  führt  man  sodann  eine  heliehige  endliche  Transformation  der 
eingliedrigen  Gruppe  aus,  die  von  einer  infinitesimalen  Transformation 
von  der  Form: 

(14)  ^4X./- 

1 

erzeugt  wird,  so  gehört  die  entstehende  Transformation  stets  wieder  der 
Schaar  (1)  an.  Insbesondere  kann  man  die  betreffende  eingliedrige  Gruppe 
und  ihre  endliche  Transformation  stets  so  wählen,  dass  man  auf  die  an- 
gegebene Weise  jede  beliebige  Transformation  der  Schaar  (1)  erhält,  deren 
Farameter  a^,  .  .ar  in  einer  geivissen   Umgebung  von  a/  .  . .  a^^  liegen. 

Lie,  Theorie  der  Tran&formationsgruppen.     III.  3ß 
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Der  vorstehende  Satz  ist  im  Wesentlichen  mit  dem  Theorem  9 
auf  S.  12  von  Abschnitt  I  identisch  und  auch  sein  Beweis  unterscheidet 
sich  von  unserm  damaligen  Beweise  dieses  Theorems  fast  gar  nicht. 
Trotzdem  haben  wir  es  vorgezogen,  den  Satz  hier  noch  einmal  zu  be- 
weisen, weil  es  uns  nämlich  darauf  ankam,  zu  zeigen,  dass  das  iu 
Abschnitt  I  benutzte  Beweisverfahren  nur  scheinbar  auf  einem  Kunst- 
griffe (s.  Abschn.  I,  S.  69)  beruht.  In  der  That  entwickelt  sich  bei 
der  jetzt  gegebenen  Darstellung  Alles  naturgemäss  und  ohne  dass 
von  einem  Kunstgriffe  die  Rede  sein  könnte. 

Aus  dem  soeben  bewiesenen  Satze  lassen  sich  bemerkenswerthe 
Folgerungen  ziehen. 

Zunächst  ist  klar,  dass  die  in  dem  Satze  ausgesprochenen  Eigen- 
schaften insbesondere  jeder  solchen  Schaar  (1)  zukommen,  die  eine 
y-gliedrige  Gruppe  bildet,  denn  in  diesem  Falle  bestehen  ja  eben  nach 
§  108  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15). 

Aber  der  Satz  leistet  noch  mehr;  er  zeigt  nämlich  unter  gewissen 
Umständen  unmittelbar,  dass  eine  Schaar  (1),  die  Differentialgleichun- 
gen von  der  Form  (15)  befriedigt,  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet. 

In  der  That,  es  sei  (l)  eine  Schaar  von  oo^  Transformationen, 
die  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfüllt,  es  möge  aber 
ausserdem  noch  vorausgesetzt  werden,  dass  die  Schaar  (1)  die  iden- 
tische Transformation  enthält,  und  zwar  mögen  die  Parameter:  ä^...är 
der  identischen  Transformation  so  beschaffen  sein,  dass  die  Determi- 
nante der  ipjkiß)  für:  a  =  ä  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Werth  besitzt. 

Wenden  wir  nun  den  oben  bewiesenen  Satz  auf  die  Transforma- 
tion: xl  =  fi{Xja)  an,  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  mit 
der  identischen  Transformation  zusammenfällt,  so  ergiebt  sich  un- 
mittelbar, dass  die  Schaar  der  oo''  Transformationen  (1)  mit  der  Schaar 
der  Transformationen  zusammenfällt,  die  von  den  oo''— ^-einglied- 
rigen Gruppen  mit  den  infinitesimalen  Transformationen: 


r 

(14)  2'hX,f 


oebildet  wird;  jedenfalls  stimmen  beide  Schaaren  von  Transformationen 
in  einer  gewissen  Umgebung  der  identischen  Transformation  mit  ein- 
ander überein.  Wenden  wir  jetzt  den  Satz  noch  einmal  an  und  zwar 
auf  eine  Transformation:  x{=  fi(Xja),  deren  Parameter  a^  ,  . .  ür  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  ä^  .  .  .  är  liegen,  so  ergiebt  sich  bei 
Berücksichtigung  des  eben  Gesagten  Folgendes:  Führt  man  zuerst  die 
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Transformation:  Xi'=fi(x,  a)  aus  und  dann  eine  beliebige  andre  Trans- 
formation: x/=fi{x,h)  der  Schaar  (1)^  wo  die  Parameter  \...hr 
ebenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  von  ä^  .  .  .  är  liegen,  so  erhält 
man  stets  eine  der  Schaar  (1)  angehörige  Transformation.  Mit  andern 
Worten:  die  Schaar  (1)  bildet  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
eine  r-gliedrige  Gruppe. 

Wir  können  hinzufügen,  dass  diese  Gruppe  aus  paarweise  inversen 
Transformationen  besteht.  Es  folgt  das  unmittelbar  daraus,  dass  die 
Schaar  (1)  jedenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  der  identischen 
Transformation  mit  der  Schaar  der  cxd'"-^  eingliedrigen  Gruppen  (14) 
zusammenfällt  und  dass  die  Transformationen  jeder  dieser  eingliedrigen 
Gruppen  in  jeder  Umgebung  der  identischen  Transformation  paarweise 
zu  einander  invers  sind. 

Ein  Theil  der  im  vorigen  und  im  gegenwärtigen  Paragraphen 
gewonnenen  Ergebnisse  bildet  den  Inhalt  des  Satzes,  den  wir  als  den 
ersten  Fundamentalsatz  der  Gruppentheorie  bezeichnen  (s.  S.  545). 
Wir  wollen  zum  Schluss  diesen  Satz  ausdrücklich  formuliren: 

Erster  Fundamentalsatz.  Bildet  die  Schaar  der  oo^  Transforma- 
tionen : 

(1)  X/  =fi(x^,,,Xn\    «1  .  .  .  ttr)        (t=  1  . . .  n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  hefriedigen  die  x/^  als  Functionen  der  a  be- 
trachtet,  gewisse  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

*  1 

WO   die  Determinante  der    i^j,,  nicht  identisch  verschwindet  und  wo    die 
^ji{x)  solche  Functionen  ihrer  Argumente  sind,  dass  die  r  Ausdrücke: 


n 


•r) 


ehensoviele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  darstellen. 

Erfüllt  umgekehrt  eine  Schaar  (1)  von  oo'-  Transformationen  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form  (15)  und  enthält  sie  die  identische  Trans- 
formation, aber  derart,  dass  die  Determinante  der  ^jj,{a)  für  die  Para- 
meter der  identischen  Transformation  einen  endlichen  von  Null  verschie- 
denen Werth  besitzt,  so  bildet  die  betreffende  Schaar  (1)  eine  r-gliedrige 
Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen  und  fällt  zusammen 
mit  dem  Inbegriff  aller  Transformationen  der  eingliedrigen  Gruppen,  die 
von  den  oo^'-i  infinitesimalen  Transformationen: 

36* 
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r 

(14)  ^KX,f 

erzeugt  werden.  Mit  andern  Worten:  die  Schaa/r  (1)  bildet  unter  diesen 
Voraussetzungen  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die  von  den  r  unabhängigen  in- 
finitesimalen Transformationen:  X^f ...  Xrf  erzeugt  ist. 

In  Abschnitt  I  ist  blos  der  erste  Theil  dieses  Satzes  ausdrücklich 
ausgesprochen,  nämlich  in  dem  Theoreme  3  auf  S.  33  f.  Der  zweite  Theil 
ergiebt  sich  zwar  unmittelbar  als  Folge  des  allgemeinen  Theorems  9  auf 
S.  72  ebd.,  aber  er  wird  erst  in  Kap.  9  auf  S.  153  f.  aus  diesem  Theoreme 
abgeleitet,  um  zum  Beweise  des  Theorems  23  zu  dienen;  deshalb  wird  er 
auch  da  nicht  als  besonderer  Satz  aufgestellt.  Jedenfalls  würden  die  Ent- 
wicklungen des  Kapitels  9  an  Durchsichtigkeit  gewonnen  haben,  wenn  dieser 
zweite  Theil  schon  in  Kapitel  4  abgeleitet  und  als  Satz  formulirt  worden 
wäre. 

Herr  Schur  hat  für  den  ersten  Fundamentalsatz  einen  analytisch  sehr 
eleganten  Beweis  geliefert,  der  die  Einführung  der  Parameter  l^  .  .  .  Ir 
vermeidet  (s.  mathematische  Annalen  Bd.  35,  S.  163—173  u.  Bd.  38,  S.  265). 
Aber  sein  Beweis  erfordert  grössere  Hülfsmittel  als  der  unsrige,  denn  er 
stützt  sich  nicht  blos  auf  die  Integrationstheorie  der  Systeme  von  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form  (15),  während  wir  diese  Integrationstheorie 
gar  nicht  nöthig  haben,  sondern  er  benutzt  auch  explicite  den  hier  noch  nicht 
nothwendigen  Begriff  Parametergruppe.  Dazu  kommt,  dass  bei  uns  der 
ganze  erste  Fundamentalsatz  als  specieller  Fall  viel  umfassenderer  Sätze 
hervortritt. 

Wir  wollen  hier  gleich  noch  erwähnen,  dass  Herr  Schur  sich  von 
vornherein  auf  solche  r-gliedrige  Gruppen: 

X[=  fi{x^.  .  .Xn\     «1  .  .  .  «r)        («•  =  1  •  .  •  n) 

beschränkt,  in  denen  die  identische  Transformation  enthalten  ist,  und  zwar 
setzt  er  (explicite)  nur  voraus,  dass  sich  die  Functionen  /i  •  .  .  A  iii  der 
Umgebung  der  Parameter  der  identischen  Transformation  regulär  verhalten. 
Wir  leugnen  nicht,  dass  dieser  Standpunkt,  den  Herr  Schur  einge- 
nommen hat,  ein  gewisses  Interesse  darbietet,  wir  halten  ihn  jedoch  nicht 
für  den  besten,  denn  wenn  man  einmal  einen  praktischen  Standpunkt  ein- 
nimmt und  von  vornherein  das  Vorhandensein  der  identischen  Transforma- 
tion annimmt,  thut  man  am  Besten,  gleich  noch  vorauszusetzen,  dass  die 
Transformationen  der  Gruppe  paarweise  zu  einander  invers  sind.  Bei  allen 
Anwendungen  ist  ja  diese  Voraussetzung  erfüllt.  Will  man  dagegen  einen 
philosophischen  Standpunkt  einnehmen,  so  erscheint  es  uns  richtiger,  sich 
gleich  auf  den  allgemeinsten  Standpunkt  zu  stellen  und  auch  von  der  For- 
derung, dass  die  identische  Transformation  vorhanden  sei,  abzusehen,  mit 
andern  Worten:  so  zu  verfahren,  wie  wir  es  in  Abschnitt  I  und  im  Vorher- 
gehenden gethan  haben.  Denn  die  Voraussetzung ,  dass  die  identische 
Transformation  vorhanden  sei,  bringt  verhältnissmässig  wenig  Vereinfachun- 
gen mit  sich  und  die  Schwierigkeiten  sind  durchaus  nicht  grösser,  wenn 
man  auch  auf  diese  Voraussetzung  verzichtet. 
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Bevor  wir  weitergehen,  wollen  wir  noch  ein  paar  Bemerkungen 
hinzufügen,  die  uns  später  von  Nutzen  sein  werden. 

Es  sei  (1)  eine  Schaar  von  cx)^  Transformationen,  die  Differential- 
gleichungen von  der  Form  (15)  erfüllt,  und  ä^  .  . .  är  sei  irgend  ein 
Werthsystem  von  allgemeiner  Läge,  für  das  die  Determinante  der  ijjk(ci) 
einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Bezeichnen  wir 
nun,  wie  bisher  immer,  die  Transformation  (1)  mit  S(^a),  so  stellt  der 
Ausdruck:  Si^)  S^a)  offenbar  wiederum  eine  Schaar  von  oo^  verschiede- 
nen Transformationen  dar.  Die  Gleichungen  dieser  neuen  Schaar 
lauten  ausführlich  geschrieben  so: 

(1")  Xi' =  fi{F^{x,ä).  ..F„{x,ä)]    ai...Or)     (i  =  i...n). 

Da  nun  die  xl  in  den  Gleichungen  (1),  als  Functionen  der  a  betrach- 
tet, Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfüllen,  so  ist  klar 
dass  auch  die  x/  in  den  Gleichungen  (1'')  als  Functionen  der  a  ange- 
sehen diesen  Differentialgleichungen  genügen.  Bedenken  wir  überdies, 
dass  die  Schaar  der  oo^  Transformationen  (1")  die  identische  Trans- 
formation enthält,  nämlich  für:  a  =  ä,  und  dass  für  diese  Parameter- 
werthe  die  Determinante  der  fpjh{a)  einen  endlichen  von  Null  ver- 
schiedenen Werth  besitzt,  so  erkennen  wir  sofort,  dass  auf  die  Schaar 
(1")  der  zweite  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes  anwendbar  ist. 
Wir  gelangen  somit  zu  dem 

Satz  1.    Genügt  eine  Schaar: 

(1)  Xl  =  fi{x^  ,  .  .  Xn'^    a^  .  ,  ,  ttr)        (i  =  l...n) 

oder  S(fl)  von  <xr  Transformationen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

^      ,  r  * 

CX.  "sri 

(^^)  J^  ^2J  ^■*^^)  ^^'^  (^')       ('■  =  1  •  •  •  "5    A  =  1  .  .  .  r) 

^  1 

und  ist  ä^. .  ,är  ein  Werthsystem^  für  das  die  Determinante  der  tjk(a) 
einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  besitzt,  so  bildet  die  Schaar 
der  c»^  Transformationen:  SQ)S^a)  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die  aus 
paarweise  inversen  Transformationen  besteht  und  die  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen: 

n 
Xkf  =  2j'  ifci  (a^i  .  .  .  Xn)  ^       (Ä  =  l...;-) 

erzeugt  ist. 

Dieser  Satz  ist  besonders  dann  von  Wichtigkeit,  wenn  eine  Schaar 
(1)  von  oo''  Transformationen  vorgelegt  ist,  die  eine  Gruppe  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen  bildet.  Jede  solche  Schaar  erfüllt 
nämlich  Differentialgleichungen  von   der  Form  (15)   und  enthält  über- 
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dies  die  identische  Transformation;  aber  es  ist  nicht  nöthig,  dass  die 
Determinante  der  tjk(a)  für  die  Parameter  der  identischen  Transfor- 
mation einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  annimmt,  der 
erste  Fundamentalsatz  ist  daher  auf  eine  solche  Schaar  nicht  ohne 
Weiteres  anwendbar.     Da  hilft  nun  der  Satz  1  aus. 

In  der  That,  da  die  Schaar  (1)  eine  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
sen  Transformationen  bildet,  so  enthält  sie  auch  jede  Transformation 
von  der  Form:  S^^)^ S^a),  unter  ä^.  .  .är  irgend  ein  bestimmtes  Werth- 
system  verstanden,  für  das  die  Determinante  der  ^^•A(a)  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Werth  hat.  Aber  der  Ausdruck:  S^l  S^a) 
stellt  seinerseits  eine  Schaar  von  oo''  verschiedenen  Transformationen 
dar.  Diese  Schaar  ist  in  der  Gruppe  (1)  enthalten,  sie  ist  daher 
offenbar  mit  der  Gruppe  (1)  identisch.  Mit  Berücksichtigung  von 
Satz  1  erhalten  wir  daher  den 

Satz  2.     Jede  r-gliedrige  Gruppe: 

(1)  Xl  =  fi{x^  .  .  .  Xn\     a^.,.ar)        0  =  1. ..n), 

deren  Transformationen  paarweise  m  einander  invers  sind,  ist  von  r  un- 
abhängigen infinitesimalen  Transformationen:  XJ.,.  Xrf  erzeugt ^  das 
Jieisst  sie  besteht  aus  den  eingliedrigen  Gruppen,  die  von  den  cx)^— ^  infi- 
nitesimalen Transformationen:  EX^^kf  erzeugt  werden.  Man  findet  die 
betreffenden  infinitesimalen  Transformationen,  wenn  man  die  Differential- 
gleichungen: 

o        /  ^ 

(15)  .__L  =^i   ll^jk  {a)  Ijiix)       0-  =  1  .  .  .  n;    Ä-  =  1  .  .  .  r) 

k  ^ 

aufstellt,  "denen  die  Gruppe  (1)  nach  dem  ersten  Fundamentalsatze  genügt; 
dann  ist  nämlich  einfach: 


n 

^kf  =^'  Ui  (x^...Xn)  ^     {k  = 


r). 


Man  vergleiche  hierzu  Abschn.  I  S.  165  ff.,  wo  wir  den  vorstehen- 
den Satz  auf  einem  directen  Wege  abgeleitet  haben. 

§  110. 

Die  Betrachtungen  der  §§  108  und  109  sind  einer  wesentlichen 
Verallgemeinerung  fähig,  die  wir  jetzt  kurz  auseinandersetzen  wollen. 

Wir  denken  uns  zwei  beliebige  Schaaren  von  je  (X/  Transforma- 
tionen gegeben,  etwa  die  Schaar: 

(1)  Ori'=f(Xi  .  .  .Xn',    «1  ..  .ar)        (.•  =  l...n) 

und  die  Schaar: 
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(32)  h  =  \i{l,  .  .  .  Jn-,    &i  .  .  .  hr)       (t  =  1  .  .  .  n). 

Führen  wir  zuerst  die  Transformation  (1)  aus  und  dann  die  Trans- 
formation (32),  so  erhalten  wir  eine  Transformation: 

(33)  a:/ =  W,{x,  a)...fn  (x,  a);  h,  . . .  K)     ii-^i...n) 

mit  formell  2r  willkürlichen  Parametern.  Die  Gleichungen  (33)  stellen 
daher  eine  Schaar  von  höchstens  (x>^^  verschiedenen  Transformationen 
dar;  andrerseits  ist  klar,  dass  diese  Schaar  mindestens  oo*"  verschie- 
dene Transformationen  enthält. 

Wir  stellen  uns  mm  die  Aufgäbe,  zu  entscheiden,  unter  welchen  Be- 
dingungen die  Schaar  (33)  iviederum  hlos  aus  oo''  verschiedenen  Trans- 
formationen besteht . 

Soll  die  Schaar  (33)  blos  aus  cx)^  verschiedenen  Transformationen 
bestehen,  so  muss  sie  die  Form: 

(34)  Xi"  =  gi{x^ . .  .Xn]  Ci  . . .  Cr)     (*•  =  1  . . . «) 

erhalten  können,  wo  c-^  . .  .  Cr  gewisse  Functionen  der  a  und  der  h 
allein  sind: 

(35)  Ck  =  9?ä(«i  .  .  •  «r-,    bi-  .  .  br)        (Ä  =  l...r). 

Genau  wie  auf  S.  550  sieht  man  zugleich  ein,  dass  diese  Functionen 
q)^.  .  ,  (pr  sowohl  in  Bezug  auf  a^  .  .  .  ttr  als  in  Bezug  auf  b^  .  ,  .br  von 
einander  unabhängig  sind. 

Um  jetzt  die  Betrachtungen  des  §  108  anwenden  zu  können, 
führen  wir  für  die  Transformationen  (1),  (32),  (34)  der  Reihe  nach 
die  Abkürzungen:  S(a),  T^ö),  U(c)  ein,  so  dass  sich  unsre  Forderung, 
die  Schaar  (33)  solle  die  Form  (34)  erhalten  können,  durch  die  sym- 
bolische Gleichung: 

(36)  S^a)Ti^ö)==ü(c) 

ausdrückt.  Wie  auf  S.  550  wählen  wir  nunmehr  die  unendlich  kleinen 
Grössen:  da^  .  .  .  dar  und  db^  .  . .  dbr  so,  dass  sich  aus  (35)  ergiebt: 
dCk^'O,  dann  bekommen  wir  aus  (36): 

S(a  -\-6a)  T(j,  +  ()  6)  =    U(c)  ==  S(a)  Tq,) 

oder: 

(37)  /S(a)    /S'(a  +  (Ja)  •  -^(6  +  J 6)  ^(6)     ==   1  j 

wofür  wir  offenbar  auch  schreiben  können: 


— 1 


—  1 


(37')  /S(a)     5(a4.c)a)  ==    (T(6  +  J6)T(6)    )  =  T(6_(Ji)T(ö) 

Hier  sind  die  8a  und  db  durch  die  Gleichungen: 


(3B)       25r^H+^^*.)=o  .=., 


..r) 
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gebunden,  sonst  aber  ganz  willkürlich;  da  überdies  die  Gleichungen 
(38)  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sowohl  nach  den  öa  als 
nach  den  dh  auflösbar  sind,  so  können  in  (37')  nach  Belieben  ent- 
weder die  da  oder  die  öh  willkürlich  gewählt  werden. 

Nach  S.548f.  stellt  der  Ausdruck:  S^^^S^a+öa)  bei  fest  gewählten 
a  und  bei  willkürlichen  öa  im  Allgemeinen  eine  Schaar  von  cx)^-^ 
verschiedenen  infinitesimalen  Transformationen  dar,  die  alle  aus  r  von 
einander  unabhängigen  unter  ihnen  linear  ableitbar  sind.  Andrer- 
seits gilt  von  dem  Ausdrucke:  T^f,^sr,)T^^  entsprechendes.  Da  nun 
zwischen  a^  .  ,  .  ar  und  b^  .  .  .br  allein  keine  Relation  besteht,  so  kön- 
nen wir  in  (37')  für  die  a  und  die  b  irgend  zwei  feste  Werthsysteme 
von  allgemeiner  Lage  einsetzen.  Denken  wir  uns  dann  die  da  und 
db,  abgesehen  davon,  dass  sie  den  Gleichungen  (38)  genügen  müssen, 
ganz  willkürlich,  so  stellt  in  (37')  jeder  der  beiden  Ausdrücke: 
^(a)  ^(a+öa)  und  T{p^Sb)T^)  eine  Schaar  von  oo'— ^  infinitesimalen 
Transformationen  dar,  die  die  eben  beschriebene  Beschaffenheit  hat; 
die  Gleichung  (37')  selbst  aber  bedeutet  einfach,  dass  diese  beiden 
Schaaren  von  infinitesimalen  Transformationen  zusammenfallen.  Be- 
rücksichtigen wir  ferner,  dass  die  Schaar  der  c»^-i  infinitesimalen 
Transformationen:  S^)^ Si^a->rSa)  von  b^..,br  gar  nicht  abhängt,  so 
ergiebt  sich,  dass  diese  Schaar  stets  dieselbe  ist,  welche  Werthe  auch 
a^.  .  .ttr  haben  mögen.  Aus  demselben  Grunde  ist  endlich  auch  die 
Schaar  der  oo^-i  infinitesimalen  Transformationen:  T(6_d6)T(^^  stets 
dieselbe,  welche  Werthe  auch  b^  ,  .  .br  haben  mögen. 

Demnach  sagt  die  Gleichung  (37')  aus,  dass  alle  die  unendlich 
vielen  Schaaren  von  je  oo'— ^  infinitesimalen  Transformationen,  die 
durch  die  Ausdrücke:  S^^  S^a+da)  und:  T^p^Sö)!^)"^  dargestellt  wer- 
den, mit  einander  identisch  sind.  Wir  können  daher  alle  diese  Schaa- 
ren in  einfacher  Weise  ausdrücken,  wenn  wir  irgend  eine  unter  ihnen 
auswählen,  etwa  wie  auf  S.  553,  indem  wir  in  TQ,^Sb)T'^)^  für  b^..,br 
ein  bestimmtes  Werthsystem :  co^  .  .  ,  cor  von  allgemeiner  Lagß  ein- 
setzen. 

Wir  wollen  wie  auf  S.  553  annehmen,  dass  die  infinitesimale 
Transformation:  r«,_c^ö)  T(^^  für:  bk  =  dk  die  Form: 


x!  ==  Xi  +^*  dbk  iki  {x^...  Xn)     0-  = 

1 

erhält,  wo  die  r  Ausdrücke: 

n        . 


1  .  .  .  n) 
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sicher  ebensoviele  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen darstellen.  Dann  fällt  die  Schaar  der  cx5^~^  infinitesimalen 
Transformationen:  S(^)  S(a-\-6a)  für  alle  Werthe  von  a^  .  .  .  ür  mit  der 
Schaar: 

r 

(39)  ^n.X.f 

1 

zusammen  und  dasselbe  gilt  von  der  Schaar  der  oo^— ^  infinitesimalen 
Transformationen:  T^(,^Sb)T^)^  für  alle  Werthe  von  &j...&^;  unter 
Xj^  .  .  .  Xr  verstehen  wir  dabei  wie  früher  r  willkürliche  Parameter. 

Erinnern  wir  uns  jetzt  an  die  auf  S.  547  jff.  entwickelte  Bedeutung 
der  infinitesimalen  Transformationen:  S^)^ S^a-}-öa)  und  T^t^^^^^T^^^^  so 
ergiebt  sich  Folgendes:  Führt  man  zuerst  die  Transformation  S^a)  der 
Schaar  (1)  aus  und  dann  eine  lelielige  infinitesimale  Transformation  der 
Schaar  (39),  so  erhält  man  stets  eine  m  S(a)  unendlich  benachbarte  Trans- 
formation der  Schaar  (1)  und  swar  Jcann  man  in  dieser  Weise  bei  geeig- 
neter Wahl  der  infinitesimalen  Transformation  (39)  jede  Transformation 
von  der  Form  S(a-}-öa)  erhalten.  Führt  man  andrerseits  zuerst  eine  be- 
liebige infinitesimale  Transformation  der  Schaar  (39)  aus  und  dann  die 
Transformation  T(t,y  der  Schaar  (32),  so  erhält  man  stets  eine  zu  T(6) 
unendlich  benachbarte  Transformation  der  Schaar  (32)  und  zwar  Jcann 
man  in  dieser  Weise  jede  Transformation  von  der  Form  T^ö-\-6b)  erhalten, 
wenn  man  nur  die  infinitesimale  Transformation  (39)  passend  wählt. 

Nach  S.  552  £F.  kann  dieses  Ergebniss  auch  analytisch  ausgedrückt 
werden,  es  kommt  nämlich  einfach  darauf  hinaus,  dass  in  den  Glei- 
chungen (1)  die  xl  als  Functionen  der  x  und  a  betrachtet  Differen- 
tialgleichungen von  der  Form: 

^^^^  J^  ^^  ^•'■'^  W  ^^'  (^')  (A:  =  1  .  .  .  r;    t  =  1  .  .  .  .) 

*  1 

befriedigen,  während  in  (32)  die  i  als  Functionen  der  i  und  der  b 
angesehen  Differentialgleichungen  von  der  Form: 


n) 


*  1 

erfüllen. 

Es  sei  jetzt  a^  .  .  .  ar^  irgend  ein  Werth System  von  allgemeiner 
Lage,  also  eines,  für  das  die  Determinante  der  ^yi(ö),  die  ja  sicher  nicht 
identisch  verschwindet,  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt.  Der  Ausdruck:  >S(7o)^>S(a)  stellt  dann  eine  Schaar  von  oo''  Trans- 
formationen dar,  die  nach  Satz  1,  S.  565  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit 
paarweise   inversen   Transformationen    bildet    und    zwar  eine   Gruppe, 
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die  von  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f...Xrf 
erzeugt  ist. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  die  Schaar  der  Transformationen  (1)  in 
einer  gewissen  Umgebung  von  a^ ...  ttr^  mit  der  Schaar  von  Transforma- 
tionen übereinstimmt,  die  man  erhält,  wenn  man  zuerst  die  Transfor- 
mation /S'(aO)  und  dann  die  allgemeine  Transformation  der  von  X^f...Xrf 
erzeugten  r-gliedrigen  Gruppe  ausführt.  In  ähnlicher  Weise  ergiebt 
sich,  dass  die  Schaar  (32)  jedenfalls  in  einer  gewissen  Umgebung  von 
\^  .  .  .  hr^  mit  der  Schaar  von  Transformationen  zusammenfällt,  die 
entsteht,  wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Transformation  der  von 
Xi/".  ..  X;-/"  erzeugten  Gruppe  ausführt  und  dann  die  Transformation 
2(60).  Wir  brauchen  auf  den  Beweis  hierfür  nicht  näher  einzugehen  und 
erwähnen    nur,   dass    er   durch  Benutzung   der   Differentialgleichungen 

(41)  sehr  leicht  zu  erbringen  ist,  aus  diesen  ergiebt  sich  nämlich 
sofort,  dass  die  oo''   Transformationen: 

\T(bo))      ^ib)  =  {T^b)T(bo)) 

eine  r-gliedrige  von  X^f , . .  X^f  erzeugte  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
sen  Transformationen  bilden. 

Durch  das  Vorstehende  ist  gezeigt,  dass  zwei  Sehaaren  (1)  und 
(32)  von  je  oo'*  Transformationen,  die  die  auf  S.  567  verlangte  Be- 
schaffenheit haben,  eine  sehr  einfache  Form  erhalten  können.  Be- 
zeichnen wir  nämlich  die  allgemeine  Transformation: 

r 

(42)  x/=  Xi  +2  hlkiix)  -I 0  =  1. ..n) 

1 

der  von  X^f..,Xrf  erzeugten  Gruppe  mit  E^x),  so  kann  die  Schaar 
(1)  die  Form:  S^a°)  E(^x)  und  die  Schaar  (32)  die  Form:  jE'(^)  ^(/.o) 
erhalten. 

Aber  unsre  Betrachtungen  liefern  noch  mehr.  Sind  nämlich  S 
und  T  irgend  zwei  beliebige  Transformationen  und  ist  E(^i)  die  allge- 
meine Transformation  der  von  X^/*  . .  .  Xrf  erzeugten  Gruppe,  so 
stehen  die  beiden  Schaaren  von  je  oo^  Transformationen,  die  durch 
die  Ausdrücke:  SE^x)  und  E(^)T  dargestellt  werden,  genau  in  der  auf 
S.  567  verlangten  Beziehung.  Denn  führt  man  zuerst  die  Transfor- 
mation: SE{X)  aus  und  dann  die  Transformation  E(^i_,)l\  so  erhält  man 
die  Transformation: 

SE(^x) .  ^(^)  T, 

die  aber  hängt  wiederum  nur  von  r  wesentlichen  Parametern  ab,  weil 
ja  die  Transformation:  E(^i)E(^)  der  von  X-^f .  .  .  Xrf  erzeugten  Gruppe 
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angehört  und  also  in  der  Form  E(y)  darstellbar  ist,  wo  v^^  . .  .  Vr  Func- 
tionen von  X^  .  .  .  Irj  f^i  . . .  f*r  allein  sind. 
Demnach  gilt  das 

Theorem  45.     Sollen  zwei  Schaaren: 

(1)  X/  =  fi{x^  .  .  ,  Xn\     a^  .  .  .  ür)       («•  =  1  .  .  .  n) 

und: 

(32)  j/  ==  f,-  fe'.  .  .   ICn]     \...hr)         (<•  =  1  .  .  .  «) 

von  je  oo**  Transformationen  so  beschaffen  sein,  dass  man, 
wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Transformation  der  ersten  und 
dann  die  allgemeine  Transformation  der  ziveiten  ausführt^  wie- 
der nur  eine  Schaar  von  gerade  oo''  Transformationen  erhält, 
so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  es  eine  gewisse  r-glied- 
rige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen  gieht, 
die  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
X^f . .  .  Xrf  erzeugt  ist  und  die  zu  den  beiden  Schaaren  (1)  und 
(32)  in  der  folgenden  Beziehung  steht:  Bedeutet  S  eine  belie- 
bige aber  allgemein  gelegene  Transformation  der  Schaar  {!), 
T  eine  beliebige  aber  allgemein  gelegene  Transformation  der 
Schaar  (32),  versteht  man  endlich  unter  E(?.)  die  allgemeine 
Transformation  der  bewussten  r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  die 
Schaar  der  cxd''  Transformationen  (1)  in  der  Form:  SE(X)  und 
die  Schaar  der  oo^  Transformationen  (32)  in  der  Form:  E(ji)T 
darstellbar. 

Wir  wollen  jetzt  insbesondre  annehmen,  dass  die  Schaar  (32)  mit 
mit  der  Schaar  (1)  zusammenfällt.  Aus  unserm  Theoreme  45  ergiebt 
sich  dann,  dass  die  Schaar  (1)  sowohl  in  der  Form:  SE(X)  als  in  der 
Form:  Eq)S  darstellbar  ist,  unter  S  eine  beliebige  aber  allgemein 
gelegene  Transformation  der  Schaar  (1)  verstanden.  Es  muss  daher 
bei  beliebig  gewählten  l^  .  .  .  Xr  stets  möglich  sein,  die  r  Parameter 
f*!  .  .  .  ftr   so  zu  bestimmen,  dass  die  Gleichung: 

E[X)S  =  SE(ju) 
erfüllt  ist.     Diese  Gleichung  aber  lässt  sich  in  der  Form: 
(43)  S-'E^,yS  =  E^,^ 

schreiben  und  zeigt,  dass  die  r-gliedrige  Gruppe  E^i)  bei  der  Trans- 
formation S  invariant  bleibt. 

Ist  nun  umgekehrt  E(i)  eine  beliebige  r-gliedrige  Gruppe,  die 
von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf 
erzeugt  ist,  und  S  eine  beliebige  Transformation,  bei  der  die  Gruppe 
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E(X)  invariant  bleibt,  so  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form  (43), 
in  der  /Lt^  . .  .  ftr  gewisse  Functionen  von  X^.  .  .  Xr  sind.    Demnach  wird; 

=  S^ .  E(j,,)E^v) 
=  S^.  E(0, 

wo  die  r  Parameter  (>i  • .  .  Qr  gewisse  Fun(ji;ionen  von  ^^  .  .  ,  ^r  und 
v^  . . .  Vr  sind.  Demnach  hat  die  Schaar  der  oo^  Transformationen : 
SE^X)  die  Eigenschaft,  dass  die  Schaar:  SE^X)  .  SE^v)j  die  formell  2r 
Parameter  enthält,  wiederum  nur  aus  cx)''  verschiedenen  Transforma- 
tionen besteht. 

Damit  sind  wir  zu  dem  Theoreme  gelangt: 

Theorem  46.     Soll  eine  Schaar: 

(1)  Xi=  fi{x^  .  .  .Xn]     a^..,ar)       ii  =  l     ..n) 

von  oo'"  Transformationen  so  beschaffen  sein^  dass  die  allge- 
meinste Transformation,  die  man  durch  Nacheinanderausfüh- 
rtmg  zweier  heliehiger  Transformationen  der  Schaar  erhält, 
nur  von  r  wesentlichen  Parametern  abhängt,  so  ist  nothwendig 
und  hinreichend^  dass  es  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen  giebt,  die  von  r  unabhängi- 
gen infinitesimalen  Transformationen:  X^f ,  .  .  Xrf  erzeugt  ist 
und  die  zu  der  Schaar  (1)  in  der  folgenden  Beziehung  steht: 
Ist  S  eine  beliebige  aber  allgemein  gelegene  Transformation 
der  Schaar  (1)  und  ist  Eß)  die  allgemeine  Transformation  der 
bewussten  r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  die  Schaar  der  c»^  Trans- 
formationen (1)  in  der  Form:  SE(X)  darstellbar  und  ausserdem 
bleibt  die  Gruppe  der  cx)''  Transformationen  Eq,^  bei  der  Trans- 
formation S  invariant. 

Das  eben  abgeleitete  Theorem  führt  zur  Beantwortung  einer  sehr 
allgemeinen  Frage,  nämlich  der  Frage  nach  den  Bedingungen,  unter 
denen  eine  Schaar: 

(1)  Xl=  fi{x^.  .  ,Xn\    a^.  ..   ar)        (/  =  1  .  .  .  n) 

von  oo^  Transformationen  die  Eigenschaft  besitzt,  dass  je  m  Trans- 
formationen der  Schaar  nach  einander  ausgeführt  stets  wieder  eine 
der  Schaar  angehörige  Transformation  liefern,  während  je  2,  oder  je 
3,  .  .  .  oder  je  m  —  1  Transformationen  der  Schaar,  nach  einander  aus- 
geführt, niemals  eine  der  Schaar  angehörige  Transformation  ergeben. 
Soll  die  Schaar  (1)  die  angegebene  Eigenschaft  besitzen,  so  muss 
sie  jedenfalls  so  beschaffen  sein,  dass  die  allgemeinste  Transformation, 
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die  man  durch  Nacheinanderausführung  je  zweier  Transformationen 
der  Schaar  erhält,  nur  von  r  wesentlichen  Parametern  abhängt;  denn 
hinge  diese  Transformation  von  r  +  1  oder  noch  mehr  wesentlichen 
Parametern  ab,  so  hinge  auch  die  allgemeinste  Transformation,  die 
man  durch  Nacheinanderausführung  von  je  m  Transformationen  der 
Schaar  (1)  erhielte,  mindestens  von  r  -\-  \  wesentlichen  Parametern 
ab  und  könnte  daher  der  Schaar  (1)  nicht  angehören.  Demnach  fällt 
die  Schaar  (1)  unter  das  Theorem  46,  das  heisst,  sie  hat  die  Form: 
SE(^X),  wo  S  und  £"(/)  die  in  dem  Theoreme  angegebene  Bedeutung 
haben,  wo  also  insbesondere  eine  Relation  von  der  Form: 

besteht. 

• 

Führen  wir  zwei  beliebige  Transformationen:  SE(^x)  und  SE(y) 
der  Schaar  (1)  nach  einander  aus,  so  erhalten  wir  die  Transformation: 
SJE(^X).SE(^,.),  die  nach  S.  572  die  Form:  S^E(0  bekommen  kann.  Führen 
wir  daher  1c  beliebige  Transformationen  der  Schaar  (1)  nach  einander 
aus,  so  bekommen  wir  eine  Transformation,  die  sich  auf  die  Form: 

bringen  lässt.  Nun  aber  soll  diese  Transformation  für  h  =  m  stets 
wieder  der  Schaar  (1)  angehören,  während  sie  der  Schaar  (1)  nicht 
angehören  darf,  wenn  h  einen  der  Werthe:  2,  3,  .  .  .,  w  —  1  besitzt. 
Demnach  muss  für  Je  =  m  eine  Gleichung  von  der  Form : 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  Gleichung  von  der  Form: 

bestehen,  während  für  /t  =  2,  3, .  .  .,  m —  1  keine  Gleichung  von  dieser 
Form  bestehen  darf.  Mit  andern  Worten:  die  Transformation  8  muss 
ausser  der  in  Theorem  46  angegebenen  Eigenschaft  auch  noch  die  be- 
sitzen, dass  /S^'-i  der  r-gliedrigen  Gruppe  E^;i)  angehört,  während  von 
den  Transformationen:  S,  S^  . .  .  S"^—^  keine  in  dieser  Gruppe  ent- 
halten ist. 

Die  eben  gefundene  Bedingung  für  die  Transformation  S  ist  noth- 
wendig,  damit  unsre  Schaar  (1)  die  auf  S,  572  verlangte  Eigenschaft 
besitzt,  sie  ist  aber  offenbar  auch  hinreichend,  es  ergiebt  sich  also  das 

Theorem   47.     Soll  eine  Schaar 

(1)  X-   =  fi{x^  .  ,  .   Xn]     «1  .  .  .  ttr)       (i  =  l...n) 

von  oc^  Transformationen  so  beschaffen  sein,  dass  je  m  Trans- 
formationen der  Schaar  nach  einander  ausgeführt  stets  wieder 
eine  der  Schaar  angehörige   Transformation    liefern^   während 
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tnan  keine  der  Scliaar  (1)  angeJiörige  Transformation  erhält j 
wenn  man  je  2,  oder  je  3, . . .  oder  je  m  —  1  Transformationen 
der  Scliaar  nach  einander  ausführt,  so  ist  nothwendig  und  hin- 
reichend, dass  es  eine  r-glicdrige  Gruppe  mit  paarweise  inver- 
sen  Transformationen  gieht,  die  von  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen:  X^f...  Xrf  erzeugt  ist  und  die  zu 
der  Schaar  (1)  in  der  folgenden  Beziehung  steht:  Ist  S  eine 
heliehige  aber  allgemein  gelegene  Transformation  der  Schaar 
(1)  und  ist  E(^).)  die  allgemeine  Transformation  der  hewussten 
r-gliedrigen  Gruppe,  so  ist  erstens  die  Schaar  der  oo^  Trans- 
formationen (1)  in  der  Form:  SE(^;i)  darstellbar,  ziveitens  lässt 
die  Transformation  S  die  r-gliedrige  Gruppe  E(X)  invariant 
und  drittens  gehört  die  Transformation  S"^-^  der  Gruppe  E(X) 
an,  während  dies  hei  den  Transformationen:  S'^,  S^, .  . .  S"^~'^ 
nicht  der  Fall  ist"^). 

Wählt  man  m  =  2,  so  liefert  dieses  Theorem  offenbar  die  noth- 
wendigen  und  hinreichenden  Bedingungen  dafür^  dass  die  Schaar  (1) 
eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet.  Es  ergiebt  sich  in  diesem  Falle,  dass 
die  Transformation  S  und  demnach  überhaupt  jede  Transformation  der 
Schaar  (1)  in  der  von  X^f .  .  .  Xrf  erzeugten  Gruppe  enthalten  ist. 
Mit  andern  Worten:  Wenn  eine  Schaar  (1)  von  oo''  verschiedenen  Trans- 
formationen eine  Gruppe  bildet^  so  gehören  alle  ihre  Transformationen 
einer  gewissen  r-gliedrigen  Gruppe  an,  die  von  r  unabhängigen  infinite- 
simalen Transformationen:  X^f .  . .  Xrf  erzeugt  ist  und  aus  paarweise  zu 
einander  inversen  Transformationen  besteht. 

Schon  im  ersten  Abschnitt,  auf  S.  163,  stellten  wir  einen  Satz 
auf,  der  mit  dem  eben  gefundenen  fast  identisch  ist,  wenn  er  auch 
in  der  Fassung  von  ihm  abweicht.  Der  Unterschied  zwischen  den 
damaligen  Betrachtungen  und  den  jetzigen  besteht  darin,  dass  wir  jetzt 
mit  deni  allgemeinen  Begriffe:  Schaar  von  Transformationen  operiren 
und  nicht  wie  damals  darauf  Rücksicht  nehmen,  dass  in  den  Glei- 
chungen: 

(1)  a;/  =  /;(iCi  ...a;„;  öfi  ..  .«r)     (.  =  1...«) 

einer  Schaar  von  00^  Transformationen  durch  Einführung  neuer  Para- 
meter   öj  .  .  .  är    an   Stelle    der   a    gewisse   Transformationen    verloren 


*)  Herr  Dr.  Waelsch,  der  im  Winterhalbjahr  1892—93  an  Lies  gruppen- 
theoretischen  Vorlesungen  tbeilnahm,  stellte  für  m  ^  2  die  Frage,  die  in  dem 
Theoreme  47  ihre  allgemeine  Erledigung  gefunden  hat.  Die  übrigen  in  diesem 
Kapitel  entwickelten  Betrachtungen  rühren  dagegen  aus  viel  älterer  Zeit  her. 
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gehen  können.  Wird  nämlich  der  Uebergang  von  den  a  zu  den  ä 
durch  Gleichungen  von  der  Form; 

ak  =  Tlk  (äj^   .  .  .   är)       ik  =  l...r) 

bestimmt,  so  ist  es  denkbar,  dass  a^  .  .  .  ür  stets  innerhalb  gewisser 
natürlicher  Gränzen  bleiben,  welche  Werthe  auch  «^  .  .  .  ä^  annehmen 
mögen. 

Das  Theorem  46  führt  insbesondere  in  sehr  einfacher  Weise  zu 
dem  grössten  Theile  der  Ergebnisse  des  Kapitels  18  von  Abschnitt  I. 
Wir  begnügen  uns  jedoch  mit  einigen  Andeutungen. 

Sollen  m  verschiedene  Schaaren: 


(44)  I 


{k  =  l  .  .  .  m) 

von  je  cx)^  Transformationen  zusammengenommen  eine  Gruppe  bilden, 
so  muss  jede  einzelne  dieser  Schaaren  die  in  Theorem  46  angegebenen 
Eigenschaften  besitzen,  die  m  Schaaren  müssen  daher  in  der  Form: 
(45)  SkE^x)     ik=i...m) 

darstellbar  sein,  wo  JE^x^  die  allgemeine  Transformation  einer  gewissen 
Gruppe  bedeutet,  die  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt  ist,  während  S^...  Sm  ganz  bestimmte  Transformationen 
sind,  die  alle  diese  r-gliedrige  Gruppe  invariant  lassen.  Das  genügt  aber 
noch  nicht,  es  muss  nämlich  ausserdem  noch  jede  der  in^  Transfor- 
mationen: SiSh  einer  der  Schaaren  (45)  angehören,  oder  was  auf  das- 
selbe hinauskommt,  es  muss  zu  jeder  der  Transformationen  SiSk  ein 
solches  Sj  ( j  =  1  .  .  .  m)  angebbar  sein,  dass  die  Transformation: 
SiSkSj—^  der  r-gliedrigen  Gruppe  der  E^x)  angehört.  Stets  dann  aber 
auch  nur  dann,  wenn  diese  Bedingungen  erfüllt  sind,  bilden  die  m 
Schaaren  (44)  zusammen  eine  Gruppe.  Dies  ist  im  W^esentlichen  der 
Inhalt  des  Theor.  59,  S.  321  von  Abschn.  I,  nur  sind  wir  jetzt  noch  etwas 
weiter  gegangen  als  damals,  wir  haben  nämlich  nicht  vorausgesetzt, 
dass  die  Transformationen  der  Gruppe  (44)  paarweise  zu  einander 
invers  sind. 

§  111. 

W^ir  wenden  uns  jetzt  zur  Besprechung  des  zweiten  Pundamen- 
talsatzes. 

Bei  der  Ableitung  des  ersten  Fundamentalsatzes  stiessen  wir 
bereits  auf  r-gliedrige  Gruppen,  die  von  infinitesimalen  Transforma- 
tionen erzeugt  sind;  wir  fanden  sogar,  dass  die  Untersuchung  jeder 
r-gliedrigen  Gruppe  im  Wesentlichen  darauf  hinäTuskommt,  eine  r-glied- 
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rige  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugte 
Gruppe  zu  untersuchen.  Demnach  ist  es  naturgemäss,  jetzt  nach  den 
Bedingungen  zu  fragen,  die  nothwendig  und  hinreichend  sind,  damit 
r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  eine  r-gliedrige  Gruppe 
erzeugen.  Diese  Bedingungen  bilden  den  Inhalt  des  zweiten  Funda- 
mentalsatzes. 

Zu  den  nothwendigen  Bedingungen  kann  man  auf  verschiedenen 
Wegen  gelangen.  Der  nächstliegende  unter  diesen  dürfte  der  sein, 
den  Lie  bei  seinen  allerersten  Untersuchungen  über  vollständige  Systeme 
und  über  Gruppen  eingeschlagen  hat.  Wir  wollen  daher  die  Gedanken, 
von  denen  Lie  damals  geleitet  worden  ist,  kurz  wiedergeben. 

Enthält  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Gruppe,  deren 
Transformationen  paarweise  invers  sind,  die  beiden  infinitesimalen 
Transformationen:  Xf  und   Yf,  oder  ausführlich  geschrieben: 

(46)  x!  =  Xi  +  ii  {x^.  .  .  Xr)dt     (/  =  1 . . .  7») 
und: 

(47)  xl  =  Xi  +  rii {x^  .  ,  .  Xn)  dt      (/  =  l  .  .  .  n), 

so  enthält  sie  auch  die  infinitesimale  Transformation,  die  durch  Nach- 
einanderausführung  dieser  beiden  entsteht.  Bei  der  Ausrechnung  findet 
man,  dass  diese  infinitesimale  Transformation  die  Form  hat: 

Xi"  =  Xi  +  |j  {x)dt  -{-  'r}i(x)dt     (t  =  i . . .  n). 

Da  nun  das  Verhältniss  der  beiden  unendlich  kleinen  Grössen  öt  und 
dt  jeden  beliebigen  Werth  annehmen  kann,  so  lässt  sich  dieses  Ergeb- 
niss  auch  so  fassen: 

Enthält  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Gruppe  mit 
paarweise  inversen  Transformationen  die  beiden  infinitesimalen  Transfor- 
mationen Xf  und  Yfj  so  enthält  sie  auch  jede  aus  ihnen  linear  ahleit- 
hare  infinitesimale  Transformation :  a  Xf  +  h  Yf. 

Mit  den  beiden  infinitesimalen  Transformationen  Xf  und  Yf  ent- 
hält aber  die  Gruppe  zugleich  die  von  ihnen  erzeugten  eingliedrigen 
Gruppen,  sie  enthält  also,  wenn  man  nicht  blos  die  unendlich  kleinen 
Grössen  erster,  sondern  auch  die  von  zweiter  Ordnung  mitnimmt,  die 
beiden  Transformationen: 

(46')  x;  =  x,  +  t,(x)dt  +  X^^^     (.  =  !...,) 

und: 

(47')  x/  ==  Xi  +  rji  (x)  dt  +  Yrji  j—^      (*  =  i . . . «) , 
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die  wir  kurz  S  und  T  nennen  wollen.  Dann  aber  enthält  sie  auch 
noch  die  Transformation  ST^  die  offenbar  bis  auf  unendlich  kleine 
Grössen  zweiter  Ordnung  genau  die  Form  hat: 

ioCi  =  Xi  +  i: (x)dt  -{-  rii {x)  8r  + 

und  ebenso  die  Transformation:  TS,  die  durch  die  Gleichungen: 

!Xi  =  Xi  +  rii{x)öx  +  li{x)  dt  + 
+  Yri,^^^+  Yhdrdt  +  X^,^ 

dargestellt  wird. 

Durch  Vergleichung  von  (48)  und  (49)  ergiebt  sich  sofort  die 
einfache  Relation: 

(50)  x/  —  Xi  ==  {Xrji  —  Yl)dtÖT     {i  =  i...n)^ 

die  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  beachtenswerth  ist.  Erstens 
zeigt  sie  nämlich,  dass  die  beiden  Transformationen  S  und  T  bei  Ver- 
nachlässigung aller  unendlich  kleinen  Grössen  dritter  und  höherer 
Ordnung  stets  dann  aber  auch  nur  dann  vertauschbar  sind,  wenn  die 
n  Gleichungen:  Xrji  —  Y^i  =  0  identisch  bestehen,  wenn  also  der 
Ausdruck:  (XY)  verschwindet.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  also 
ohne  Weiteres  zu  dem  Kriterium  für  die  Vertauschbarkeit  der  beiden 
infinitesimalen  Transformationen:  Xf  und  Yf  (s.  Abschn.  I^  S.  259). 
Zweitens  aber  zeigt  die  Gleichung  (50),  dass  unsre  Gruppe  mit  Xf 
und  Yf  zugleich  stets  auch  noch  eine  gewisse  dritte  infinitesimale 
Transformation  enthält. 

In  der  That,  der  Punkt  x/  ist  aus  dem  Punkte  Xt  durch  die  Trans- 
formation ST  entstanden  und  der  Punkt  Xi  aus  Xi  durch  die  Trans- 
formation: TS]  als  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
muss  nun  unsre  Gruppe  auch  die  Transformation:  (^TS)~^  =  S~^T~^ 
enthalten,  die  den  Punkt  Xi  in  den  Punkt  Xi  überführt,  und  demnach 
auch  die  Transformation:  S~^T~^ST,  die  dem  Punkte  Xi  die  neue 
Lage  x/  ertheilt.  Diese  Transformation:  S~^T—^ST  wird  aber,  wie 
aus  (50)  unmittelbar  hervorgeht,  bei  Vernachlässigung  aller  unendlich 
kleinen  Grössen  dritter  und  höherer  Ordnung   durch  die   Gleichungen: 

(51)  x/  ==  Xi  +  {Xrji  —  Y^i)dt  dt     (.•=!...«) 

dargestellt,  sie  ist  demnach  nichts  andres  als  die  infinitesimale  Trans- 
formation mit  dem  Symbole:  (XY).     Also: 

Efühält  eine  endliche  oder  unendliche  continuirliche  Gruppe  mit 
paarweise   inversen    Transformationen   die   leiden   infinitesimalm    Trans- 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  37 
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formationen:    Xf  und   Yf,   so   enthält   sie   stets   auch  die   infinitesimale 
Transformation :  (X  Y) . 

Beschränken  wir  uns  nun  auf  endliche  continuirliche  Gruppen 
und  nehmen  wir  au^  dass  alle  infinitesimalen  Transformationen  einer 
solchen  Gruppe  aus  den  r  von  einander  unabhängigen:  X^f  .  .  .  Xrf 
linear  ableitbar  sind,  so  ergiebt  sich,  dass  auch  alle  infinitesimalen 
Transformationen:  {XiXk)  aus  XJ\..  X^/' linear  ableitbar  siud-,  das 
heisst,  es  müssen  Relationen  von  der  Form: 


j;52)  (XÄ)=^ca,Z/ 


(.i,k: 


bestehen,  wo  die  Ciks  Cou  stauten  sind. 

Das  Bestehen  der  Relationen  (52)  ist  demnach  jedenfalls  noth- 
wendig,  wenn  es  eine  endliche  continuirliche  Gruppe  geben  soll,  der 
die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf  angehören  und  deren 
infinitesimale  Transformationen  sämmtlich  aus  XJ'...  X^/' linear  ab- 
leitbar sind. 

In  dieser  oder  doch  in  gauz  ähnlicher  Weise  ist  Lie  seinerzeit 
auf  die  Relationen  (52)  geführt  worden*).  Freilich  können  die  eben  an- 
gestellten Betrachtungen  nicht  eigentlich  als  ausgeführte  Beweise  gelten, 
sie  raüssten  vielmehr  noch  nach  verschiedenen  Richtungen  hin  vervoll- 
ständigt werden,  um  als  solche  gelten  zu  können;  sie  sind  aber  jeden- 
falls der  naturgemässe  Weg,  um  zu  den  Relationen  (52)  zu  gelangen, 
und  führen  mit  Nothwendigkeit  darauf,  dass  man  die  Tragweite  dieser 
Relationen  näher  untersucht. 

§  112. 

Will   man   infinitesimale  Betrachtungen   vermeiden,   so   geht   man 
am  Besten  von  den  grundlegenden  Differentialgleichungen  aus. 
Wir  wissen,  dass  jede  Schaar: 

(1)  X!  =  fi(x^  ,  .  .  Xnj     a^   .  .  .   ar)        (»•  =  1  .  .  .  n) 

von    <x/    Transformationen,    die    eine    Gruppe    bildet,    Differentialglei- 
chungen von  der  Form: 

^^^)  d^  ^^  ^^'^^^^  ^i^^^       (t  =  1  . . .  «;    *  =  1 . .  .  r) 

befriedigt,  wo  die  Determinante  der  ipjiz{a)  nicht  identisch  verschwindet 
und  wo  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 


*)  Vgl.  den  Schiusa  von  Lies  erster  Abhandlung  über  unendliche  continuir- 
liche Gruppen,  Ges.  d.  W.  zu  Kristiania  1883. 
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n 

von  einander  unabliängig  sind.  Wir  wissen  ferner,  dass  unter  diesen 
Voraussetzungen  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  X^f . , .  Xrf 
eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
erzeugen,  die  zu  der  Gruppe  (1)  in  sehr  naher  Beziehung  steht  und 
sogar  unter  Umständen  mit  ihr  zusammenfällt. 

Es  ist  daher  ganz  naturgemäss  zu  fragen,  welchen  Bedingungen 
die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf  genügen.  Der  zu- 
nächst sich  darbietende  Weg,  um  zur  Beantwortung  dieser  Frage  zu 
gelangen,  ist  der,  dass  man  die  Integrabilitätsbedingungen  der  Difi^eren- 
tialgleichungen  (15)  bildet*).  Wir  wollen  jetzt  diese  Integrabilitäts- 
bedingungen aufstellen,  machen  aber  vorher  noch  darauf  aufmerksam, 
dass  sie  selbstverständlich  davon  unabhängig  sind,  dass  die  Schaar 
(1)  eine  Gruppe  bildet;  sie  bleiben  dieselben,  auch  wenn  die  Schaar 
(1),  die  den  Differentialgleichungen  (15)  genügt,  keine  Gruppe  bildet. 
Deshalb  werden  wir  vorläufig  ganz  von  der  Forderung  absehen,  dass 
die  Schaar  (1)  eine  Gruppe  bilden  soll. 

Wir  können  zunächst  die  n  .r  Gleichungen  (15)  durch  blos  r 
Gleichungen  ersetzen.  Ist  nämlich  f(x^...Xn)  =  f  eine  beliebige 
Function  von  x^ . .  .  x^  allein  und  setzen  wir  entsprechend  unsern 
sonstigen  Bezeichnungen: 

^  lu  (x; . . .  xn)  1^  =  x;  f, 

1  *■  ' 

so  ergeben  sich  aus  (15)  offenbar  die  n  Gleichungen: 

r 

(53)  1^  =^-  tj,  (a)X;  f     (*  =  1 . . .  r) , 

k        1 

die  ihrerseits,  so  lange  f  eine  unbestimmte  Function  seiner  Argu- 
mente ist,  die  Gleichungen  (15)  vollständig  ersetzen. 

Die  Integrabilitätsbedingungen  der  Gleichungen  (53)  haben  nun 
die  Form: 


Führen  wir  die  Differentiationen  aus  und  berücksichtigen  wir,  dass  die 


*)  Lie  hat  diesen  Weg  bereits  1879  in  Bd.  16  der  Math.  Ann.  eingeschlagen 
(auf  S.  461  f.). 

37* 
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Gleichungen  (53)  für  jede  Function  f  gültig  sind,  also  auch  dann, 
wenn  man  XJ f  an  Stelle  von  f  einsetzt,  so  erhalten  wir: 

~aa7 d^j^'~\-^^'f'^2j    \^Jt^rtkX;tX'jf  —  i^jktntX^X'jf 

1 . .  ■  r 

==X,    ll^jti^nk{XnX/f'—  Xj'X^f). 
jn 

Auf  der  rechten  Seite  kommt  hier  der  Ausdruck:  X^X/f —  XjXnf 
zweimal  vor,  einmal  multiplicirt  mit:  i^jtil^Ttkj  das  andre  Mal  mit  dem 
Factor:  —  i^nti^jk,  folglich  können  wir  die  letzte  Gleichung  auch  so 
schreiben : 

r — 1       r 


(54)        { 


-  '^^, 


S%  8«,  I  ^''f 


1 

Da  überdies  die  Determinante  der  r^  Functionen  i\}j}^  nicht  verschwin- 
det und  mithin  auch  die  Determinante  der  Ausdrücke:  tjrtnk  —  i^jtttjk 
einen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat,  so  können  wir  die  Glei- 
chungen (54)  auflösen  und  bekommen: 

r 

x;x;r-  x;x;f'^^<  inj^i^i  ■  ■  ■ «,)  x'j'. 

1 
Da  zwischen  den  x  und  den  a  allein  keine  Relation  besteht,  müssen 
diese  Gleichungen  für  alle  Werthe  der  x  und  der  a  identisch  erfüllt 
sein,  ihre  rechten  Seiten  müssen  also  ebenso  wie  die  linken  Functionen 
von  a;/ .  ,  .  Xn  allein  sein ;  das  aber  ist  wegen  der  Unabhängigkeit  der 
infinitesimalen  Transformationen :  X^f.  .  .  X'rf  nur  dann  möglich, 
wenn  die  i^js  blose  Constanten  sind.  Lassen  wir  schliesslich  die  Striche 
weg  und  bedenken  wir,  dass:  X^Xjf —  XjX^f  =  (X^Xj)  ist,  so  ge- 
langen wir  wieder  zu  den  oben  auf  anderm  Wege  gefundenen  Relationen: 

r 

(52)  (Z.-X,)=^«c..„Z,/-    (.-,.  =  1...^), 

1 

in  denen  die  c^«  numerische  Constanten  bedeuten. 

Befriedigt  also  eine  Schaar  (1)  vvn  cx)''  Transformationen  Differen- 
tialgleichungen von  der  Form  (15),  so  stehen  die  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf  paarweise  in  Beziehungen  von 
der  Form  (52). 

Es  ist  das  ein  Theil  von  dem  Inhalte  des  Theorems  21  auf  S.  149 
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von  Abschn.  T.  Zu  dem  übrigen  Inhalte  dieses  Theorems  führt  die 
hier  befolgte  Methode  nicht  direct,  sie  liefert  aber  dafür  noch  gewisse 
bemerkenswerthe  Beziehungen  zwischen  den  T^y;^.  In  der  That;  wenn 
man  in  den  ersten  Gleichungen  auf  S.  580  für:  Xj^XJf'—X-Xnf 
seinen  Werth:  Hcnjs^sf  einsetzt  und  wenn  man  ausserdem  beachtet, 
dass  X^f . . .  X'rf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  sind,  so 
erhält   man   die  Differentialgleichungen: 


(55)  \-d 


«7   ~  ~^  —^    C^y.^^Ä:1^>* 


J7T 

(*,  k,  t  =  l...r), 


die  natürlich  von  den  if^jk  identisch  befriedigt  werden  müssen*). 

Besonders  elegant  ist  die  Methode,  die  wir  in  Abschnitt  I  auf 
S.  146 — 149  benutzt  haben,  um  zu  den  Gleichungen  (52)  zu  gelangen, 
vor  der  eben  entwickelten  hat  sie  überdies  den  Vorzug,  dass  sie  sich 
nicht  auf  die  Integrationstheorie  der  Systeme  von  Differentialglei- 
chungen von  der  Form  (15)  stützt,  sondern  auf  die  einfachere  Theorie 
der  vollständigen  Systeme.  Wir  wollen  wenigstens  ihren  Gedanken- 
gang noch  einmal  zusammenfassen. 

Zunächst  wird  das  System  (15)  durch  das  äquivalente  System: 

J  a^j{a)  ^^         (i  =  l...n;   k  =  l...r) 
1  J 

ersetzt.     Denkt  man   sich  ferner   die  Gleichungen  (1)  nach  den  x  auf- 
gelöst:   Xi  =  Fi(x,  a),    so    ergiebt    sich    aus    (16)    unmittelbar,    dass 
F^  .  .  .  Fn  als  Functionen  der  x  und  der  a  betrachtet  gemeinsame  Lö- 
sungen der  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 
(56)  XlF-\-  AkF=0    (k  =  i...r) 

sind,  wo  X'kF  die  auf  S.  557  angegebene  Bedeutung  hat,  während: 

r 

j  akj{a^.  .  'Clr)-^~       (k  =  l...r) 

1  ^^j 

ist.  Da  die  Determinante  der  akj  nicht  verschwindet,  so  sind  die  r  Glei- 
chungen (56)  von  einander  unabhängig,  da  sie  überdies  gerade  n  +  r 
unabhängige   Veränderliche   enthalten    und    gerade  n  unabhängige  Lö- 


*)  Die  Differentialgleichungen  (56)  hat  Lie  1879  nicht  mit  aufgestellt,  sie 
gehen  aber  unmittelbar  aus  den  Relationen  hervor,  die  er  damals  in  Bd.  16  der 
Math,  Ann.  abgeleitet  hat.  Veröffentlicht  hat  sie  zuerst  Maurer,  Ber.  d.  Münch- 
ner Akad.  1888,  S.  117. 
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sungen  gemein  haben,  so  bilden  sie  ein  r-gliedriges  vollständiges 
System.  Drückt  man  diese  Eigenschaft  der  Gleichungen  (56)  ana- 
lytisch aus,  so  findet  man  leicht  (s.  Abschn.  I,  S.  148  f.),  dass  nicht 
blos  Relationen  von  der  Form: 

r 

X,'Xj'F-X/X,'F=^^c,j,x:f 

1 
bestehen,  sondern  auch  solche  von  der  Form: 

r 

A.AjF-  AjA,F=^^s  CkjsAsF, 

1 

wo  die  Ckjs  beide  Male  dieselben  Constanten  sind. 

Befriedigt  also  eine  Schaar  (1)  von  oo^  Transformationen  Diffe- 
rentialgleichungen von  der  Form  (15)  oder,  was  auf  dasselbe  hinausJcommtj 
solche  von  der  Form  (16),  so  stehen  die  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen :  X^f  .  .  .  Xrf  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form 
(52)  und  gleichzeitig  stehen  die  r  unabhängigen  infmitesimalen  Transfor- 
mationen : 

r 

Akf=^^3  akj{a^  ..  .ar)^      (*  =  i...r) 
1  ^^i 

paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 


k  =  l.  .  .r) 


{AiAj,)  =^s  Cik»Asf       {i, 
1 

wo  die  Ciks  dieselben  Constanten  sind  wie  in  (52). 

Die  bisherigen  Entwicklungen  galten  für  jede  Schaar  (1)  von  oo'" 
Transformationen,  die  Differentialgleichungen  von  der  Form  (15)  erfüllt. 
Nehmen  wir  nun  insbesondere  an,  dass  die  Schaar  (1)  eine  Gruppe 
bildet  und  fügen  wir  noch  die  Voraussetzung  hinzu,  dass  die  Trans- 
formationen dieser  Gruppe  paarweise  zu  einander  invers  sind.  Nach 
S.  566  ist  dann  sicher,  dass  unsre  Gruppe  von  den  infinitesimalen 
Transformationen:  Zj/' ...  Z;-/"  erzeugt  ist.  Andrerseits  folgt  aber 
aus  den  eben  durchgeführten  Betrachtungen,  dass  diese  infinitesimalen 
Transformationen  in  den  Beziehungen  (52)  stehen,  also  gelangen  wir 
zu  dem  wichtigen  Ergebnisse: 

Jede  r-gliedrige  Gruppe  (1)  mit  paarweise  inversen  Transformationen 
enthält  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  XJ...  Xrf,  die 
paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 
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r 

(52)  (XiX,)  =^s  c,,^xj  (t ,  i-  =  1 . . .  r) 

1 

stehen;  sie  ist  von  diesen  infinitesimalen  Transformationen  erzeugt^  das 
heisst,  sie  besteht  ans  den  endlichen  Transformationen  der  cx)^~^  einglied- 
rigen Gruppen,  die  von  den  oo''— ^  infinitesimalen  Transformationen: 
Aj Xj /"+•••  +  XrXrf  erzeugt  werden. 

§  113. 

Wir  könnten  jetzt  direct  zum  Beweise  der  Umkehrung  des  eben 
gefundenen  Satzes  übergehen  und  also  zeigen,  dass  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  X^f.  .  .  Xrf,  die  in  Beziehungen  von 
der  Form  (52)  stehen,  immer  in  dem  angegebenen  Sinne  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen  erzeugen.  Wir 
wollen  uns  aber  auf  einen  etwas  allgemeineren  Standpunkt  stellen. 
Wir  wollen  uns  nämlich  in  den  n  Veränderlichen  x^  .  . .  x»  irgend  r 
unabhängige  infinitesiniale  Transformationen:  X^f . .  .  Xrf  vorgelegt 
denken  und  wollen  feststellen,  unter  welchen  Bedingungen  es  eine 
r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  giebt,  der  diese  infinitesimalen  Trans- 
formationen und  die  von  ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  an- 
gehören. 

Soll  es  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  Gr  geben,  der  die 
r  eingliedrigen  Gruppen: 

Xi  ==Xi-\-  hlki(x)  +  Y~  Xiciki  +  '  "    (t  =  1  •  • . '») 

(i  =  1  . .  .  r) 

angehören,  so  muss  diese  Gruppe  auch  die  Transformation  enthalten, 
die  sich  ergiebt,  wenn  man  zuerst  die  allgemeine  Transformation  der 
eingliedrigen  Gruppe  X^/",  dann  die  allgemeine  Transformation  von 
Xg/", ...,  schliesslich  die  allgemeine  Transformation  von  Xrf  ausführt. 
Demnach  enthält  Gr   sicher  eine  Transformation  von  der  Form: 

r 

(57)  X;  =  Xi  +^*  hlki  (^)  H 0-  =  1  . . .  n)  , 

1 

wo  l^  , .  .  kr  willkürliche  Parameter  bedeuten  und  wo  die  weggelasse- 
nen Glieder  von  der  zweiten  und  von  höherer  Ordnung  in  X^  .  .  .  K 
sind  *). 


*)  Dieses  Ergebniss  gilt  natürlich  überhaupt  für  jede  Gruppe,  der  die  ein- 
gliedrigen Gruppen:  X^f .  .  .  Xrf  angehören,  also  namentlich  nicht  blos  für  end- 
liche Gruppen,  sondern  auch  für  unendliche. 
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Nun  aber  stellen  die  Gleichungen  (57)  mit  den  r  willkürlichen 
Parametern  Aj  .  .  .  Ar  eine  Schaar  von  Transformationen  dar,  die  wegen 
der  Unabhängigkeit  von:  X^f .  .  .  Xrf  aus  gerade  cx)^  verschiedenen 
Transformationen  besteht  (s.  Abschn.  I,  S.  65,  Satz  4),  andrerseits  ent- 
hält unsre  Gruppe  Gry  wenn  sie  überhaupt  existirt,  auch  blos  oo'' 
verschiedene  Transformationen,  also  können  wir  schliessen,  dass  unsre 
Gruppe   mit  der  Schaar  der  cx)''  Transformationen  (57)  zusammenfällt. 

Die  Schaar  (57)  muss  also  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden,  als 
solche  muss  sie  aber  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

r 
^  =]^J  -il^jkWijijx)       (1  =  1. ..n;  A  =  l...r) 

befriedigen,  wo  die  Determinante  der  ^^•a(A)  nicht  identisch  verschwindet 
und  wo  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


df 

ox, 


von  einander  unabhängig  sind.    Bedenken  wir  überdies,  dass  sich  für: 
Aj  =  .  .  .  =  Ar  =  0  ergiebt:  x/ =  Xi  und  dass  aus  (57)  folgt: 


lki{x)y 

so  erkennen  wir  sofort,  dass  Relationen  von  der  Form: 

r 

2^    tjk(0)tji(x)  =  ^ki{x)      (i  =  l...r;*-   =i...n) 

1 

bestehen.  Das  aber  ist  offenbar  nur  möglich,  wenn  die  Determinante 
der  tjkW  für  A  =  0  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt  und  wenn  sich  die  r  infinitesimalen  Transformationen:  Z^f. . .  Zrf 
aus  XJ..,Xrf  linear  ableiten  lassen.  Verbinden  wir  endlich  hiermit 
den  zweiten  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes  (s.  S.  563  f.)  und  die 
Ergebnisse  des  vorigen  Paragraphen,  so  können  wir  sagen: 

Enthält  eine  r-gliedrige  eontinuirliche  Gruppe  in  den  n  Veränder- 
licJien  x^  . .  .  Xn  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


^kf  =  2j'^ki(.^l  ...    X„) 


df 


und  die  von  diesen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  ^  so  sind  ihre  Trans- 
formationen paarweise  m  einander  invers  und  sie  besteht  aus  den  Trans- 
formationen der  (xf—'^  eingliedrigen  Gruppen  ^  die  von  den  oo^-^  infini- 
tesimalen Transformationen:   k^XJ-^ \-  XrXrf  erzeugt  werden;  die 
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infinitesimalen  Transformationen:  X^f . . .  X^f  aber  stehen  ihrerseits  paar- 
weise in  Besiehungen  von  der  Form: 


(52)  {XiX,)=^sc,,,Xsf 


{i,k=l...r). 


Damit  ist  aber  die  Frage,  die  wir  uns  auf  S.  583  stellten,  noch 
nicht  vollständig  erledigt.  Wir  wollten  ja  feststellen,  unter  welchen 
Bedingungen  es  eine  r-gliedrige  continuirliche  Gruppe  giebt,  die  r 
vorgelegte  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f . ,  .  Xrf 
und  die  von  ihnen  erzeugten  eingliedrigen  Gruppen  enthält.  Bisher 
haben  wir  aber  blos  nothwendige  Bedingungen  für  die  Existenz  einer 
solchen  Gruppe  gefunden,  wir  haben  nämlich  gesehen,  dass  es  eine 
solche  Gruppe  nur  dann  geben  kann,  wenn  Relationen  von  der  Form 
(52)  bestehen,  und  dass  die  Gruppe,  wenn  sie  existirt,  aus  den  <x>^~^ 
eingliedrigen  Gruppen  besteht,  deren  infinitesimale  Transformationen 
durch  den  Ausdruck:  UXkXkf  mit  den  willkürlichen  Parametern 
X^  .  .  .  Xr  dargestellt  werden.  Es  bleibt  daher  noch  zu  beweisen,  dass 
diese  nothwendigen  Bedingungen  zugleich  hinreichend  sind,  dass  also 
jedesmal,  wenn  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^f...Xrf 
in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen,  die  endlichen  Transforma- 
tionen der  oo^— ^  eingliedrigen  Gruppen:  UXkXkf  eine  r-gliedrige 
Gruppe  bilden. 

Der  Beweis  hierfür  ist  bereits  in  Kap.  9  von  Abschn.  I  erbracht, 
da  aber  die  dort  gegebene  Darstellung  der  ganzen  Untersuchung  so- 
wohl in  der  Anordnung  als  in  der  Form  von  der  hier  gegebenen  nicht 
unwesentlich  abweicht,  so  wollen  wir  die  'dem  Beweise  zu  Grunde 
liegenden  Gedanken  noch  einmal  kurz  auseinandersetzen. 

Es  soll  bewiesen  werden,  dass  die  endlichen  Transformationen  der 
cx)^—^  eingliedrigen  Gruppen:  2;'Aa;X^/' zusammengenommen  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  bilden,  sobald  die  r  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen: X^f .  .  .  Xrf  in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen. 
Erinnern  wir  uns  nun  des  ersten  Fundamentalsatzes  (S.  563),  so 
erkennen  wir  sofort,  dass  dieser  Beweis  geleistet  ist,  sobald  es  uns 
gelingt,  eine  Schaar: 

(58)  ii  =  fi{Xi...Xn,ai...ar)     (»  =  i...«) 

von  Transformationen  anzugeben,    die  folgende  Eigenschaften  besitzt: 
Erstens  muss  sie  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

(^^'^  g^=^fcW5>'fe)        (»-^l.--«;     k  =  l...r) 
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befriedigen,  in  denen  die  Determinante  der  '(l^jhip)  nicht  identisch  ver- 
schwindet, und  zweitens  muss  sie  die  identische  Transformation  ent- 
halten, aber  so,  dass  die  Determinante  der  ^jhip)  für  die  Parameter 
der  identischen  Transformation  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen 
Werth  besitzt.  Gelingt  es  uns  nämlich  eine  solche  Schaar  (58)  anzu- 
geben, so  ist  nach  dem  ersten  Fundamentalsatze  sicher,  dass  diese 
Schaar  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transforma- 
tionen bildet  und  zwar  eine  Gruppe,  die  aus  den  oo'"""^  eingliedrigen 
Gruppen:  Z! XkXjcf  besteht.  Damit  ist  aber  zugleich  bewiesen,  dass 
die  Schaar  dieser  eingliedrigen  Gruppen  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit 
paarweise   inversen  Transformationen  bildet. 

Es  handelt  sich  also  nur  noch  darum,  eine  Schaar  (58)  von  der 
eben  beschriebenen  Beschaffenheit  zu  finden. 

Da  die  Determinante  der  il^jkia)  nicht  identisch  verschwinden  darf, 
lassen  sich  die  Gleichungen  (15')  auf  die  Form: 


(16')  lH(j)=^«.,(a)g|;  (.■  = 


*==! 


bringen.  Differentialgleichungen  von  dieser  Form  erfüllt  aber  die 
Schaar  (58)  nach  S.  581  dann  und  nur  dann,  wenn  in  der  Auflösung: 
Xi  ==  Fi(jc,  a)  der  Gleichungen  (58)  die  n  Functionen  Fi^,  a)  gemein- 
same Lösungen  der  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

n  r 

(59)  ^i*'(s)|f^+2'««(«)f^  =  0    **  =  '••-> 

sind.     Gelingt  es  uns  nun,  r  infinitesimale  Transformationen: 

r 

M  ==^'  «Av-  («)  1^       {k  =  l...r) 
1  J 

anzugeben,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(60)  {Ai  Äk)  ==^'  CiksÄJ     (t,  A  =  1  .  .  .  r) 

1 

stehen  und  für  die  die  Determinante  der  cckj{a)  nicht  identisch  ver- 
schwindet, so  ist  damit  zugleich  auch  die  Existenz  einer  Schaar  (58) 
von  der  verlangten  Beschaffenheit  bewiesen.  Wegen  der  Relationen 
(52)  und  (60)  bilden  dann  nämlich  die  Gleichungen  (59)  ein  r-glied- 
riges  vollständiges  System,  das  nach  den  r  Differentialquotienten  von 
f  nach  a^  .  .  .  ür  auflösbar  ist.  Ist  a^" .  .  .  ö/  ein  Werthsystem,  für 
das  die  Determinante  der  a^jid)  einen  endlichen  von  Null  verschiede- 
nen Werth  besitzt,  so  hat  dieses  vollständige  System  n  Hauptlösungen 
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in  Bezug  auf:  ak  =  ak^j  das  heisst  n  Lösungen:  F^{i,a)  .  . .  Fn{lj  a), 
die  sich  für:  ak=  ük^  auf  bezüglich:  £i...£„  reduciren  (s.  Abschn.  I, 
Theor.  12,  S.  91).  Hieraus  aber  folgt,  dass  die  Gleichungen:  Xi  =  Fi  (je,  a) 
nach  £i  .  .  .  J„  aufgelöst  werden  können  und  dass  die  betreffende  Auf- 
lösung: ii  =  fi{x^a)  eine  Schaar  (58)  von  der  verlangten  Beschaffen- 
heit darstellt;  denn  diese  Schaar  befriedigt  Differentialgleichungen  von 
der  Form  (16'),  also  auch  solche  von  der  Form  (15'),  ausserdem  aber 
enthält  sie  die  identische  Transformation  und  für  die  zugehörigen 
Parameter:  a^  =  ak^  hat  die  Determinante  der  tjk{o)  einen  endlichen 
von  Null  verschiedenen  Werth. 

Jetzt  fehlt  nur  noch  eins,  nämlich  der  Nachvreis,  dass  es  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen:  A^f .  .  .  Arf  von  der  eben 
vorausgesetzten  Beschaffenheit  giebt.  Dieser  Nachweis  ist  genau  so 
zu  führen  wie  auf  S.  156  f.  von  Abschn.  I ;  wir  werden  ihn  aber  wenig- 
stens andeuten,  weil  wir  noch  eine  Bemerkung  daran  knüpfen  wollen. 

Man  setzt: 


7t 


und  bildet  die  r  Ausdrücke: 

r 

Wkf '^^^lik^^f     (*  =  l...r), 
1 

zwischen  denen  nach  Abschn.  I,  S.  QQ,  Satz  5  sicher  keine  lineare  Rela- 
tion besteht.  Die  Wkf  sind  dann  offenbar  durch  Relationen  von  der 
Form : 


{WiWk)=-^>CiksW.f    (»,*  =  i...r) 


verknüpft,  die  r  Gleichungen: 

in  den  n,r  Veränderlichen  j/")  bilden  daher  ein  r-gliedriges  voll- 
ständiges System  mit  nr  —  r  unabhängigen  Lösungen:  u^  .  .  .  Unr-r- 
Führt  man  diese  Lösungen  zusammen  mit  r  geeigneten  Grössen 
«1  .  . .  «r  als  neue  Veränderliche  ein,  so  ergiebt  sich: 


Wkf=yjG)kj{a^  ...«;-;    Wj  .  .  .  Unr-r)  |^-       (A  =  1  .  .  .  r)  . 

1  ^^y 

Betrachtet  man  endlich  in  diesen  Ausdrücken  die  u  als  Constanten 
und  nur  die  a  als  Veränderliche,  so  hat  man  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen,  die  alle  oben  von  ÄJ...Ärf  verlangten 
Eigenschaften  besitzen. 
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Damit  ist  der  Beweis  dafür,  dass  die  Schaar  der  oo^— ^  einglied- 
rigen Gruppen:  ZXjcXkf  unter  der  auf  S.  585  gemachten  Voraus- 
setzung stets  eine  Gruppe  bildet,  vollständig  erbracht.  Wenn  sich 
auch  dieser  Beweis  in  den  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  von  dem  in 
Abschnitt  I  gelieferten  fast  gar  nicht  unterscheidet,  so  glauben  wir 
doch,  dass  die  vorstehenden  Entwicklungen  nicht  überflüssig  sind,  denn 
sie  lassen  eben  die  dem  Beweise  zu  Grunde  liegenden  Gedanken  deutlicher 
hervortreten,  als  es  auf  dem  damaligen  Standpunkte  möglich  war. 

Jetzt  noch  die  vorhin  angekündigte  Bemerkung. 

Wir  dachten  uns  oben  die  Functionen:  Fi{iy  a)  als  die  Haupt- 
lösungen des  vollständigen  Systems  (59)  bestimmt;  ferner  bildeten  wir 
r  infinitesimale  Transformationen:  A^f .  . .  Arf  von  der  verlangten  Be- 
schaffenheit, indem  wir  von  den  Ausdrücken  Wkf  ausgingen.  Diese 
beiden  Schritte  kann  man  nun  in  einen  zusammenziehen;  man  kann 
nämlich  die  jP»(j,  a)  direct  aus  dem  vollständigen  System: 

(61)  3e./--f^'3e,(^>/*  =  0    (*  =  i...r) 

1 
bestimmen,  wo 

n 

gesetzt  ist.  Man  braucht  zu  diesem  Zwecke  nur  unter  den  nr  Ver- 
änderlichen j/'"^  r  solche  auszuwählen,  dass  die  Gleichungen  (61)  nach 
den  r  zugehörigen  Differentialquotienten  von  f  auflösbar  sind.  Diese 
r  ausgewählten  Veränderlichen  nenne  man  a^  .  .  .  «r,  die  nr  —  r  übri- 
gen v^.  .  .Vnr-r-  Ist  dann  ak^,Vt^  irgend  ein  Werthsystem  von  all- 
gemeiner Lage,  so  bestimme  man  die  n  Hauptlösungen:  *- 

des  vollständigen  Systems  (61),  die  sich  für:  a^  ==  ak^  auf  bezüglich: 
Ji  .  . .  j„  reduciren,  und  setze  endlich: 

Xi  =  5i,(ji  .  .  .  J«;     «1  .  .  .  «;.;     Vj^  .  .  .  Vnr-r)       0  =  1  •  •  • «). 

Durch  Auflösung  dieser  Gleichungen  nach  Ji  .  .  .  £n  erhält  man  die 
endlichen  Gleichungen  der  von  X^f,..Xrf  erzeugten  Gruppe. 

Was  diesen  Betrachtungen  ein  gewisses  Interesse  verleiht,  ist  der 
Umstand,  dass  die  ß,-  als  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (61) 
zugleich  Livarianten  der  Gruppe  sind,  die  von  den  infinitesimalen 
Transformationen : 


M+'^'lik^H    (*= 


.'•) 
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erzeugt  wird.  Hieraus  folgt  nämlich,  dass  die  Sli  nichts  andres  sind, 
als  Invarianten  der  r+1  Punkte:  j»-,  f^,^^)  .  .  .  jv^""^  gegenüber  der 
Gruppe:  Xj/".  .  .  Xrf.  Unser  ganzes  Verfahren  kommt  in  Folge  dessen 
einfach  darauf  hinaus,  dass  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xrf  durch  die  Invarianten  dieser  Punkte  ausgedrückt  werden. 
Lautet  nämlich  die  Function  Sli  geschrieben  in  den  Veränderlichen: 
5r>  ?/*^  .  . .  Jv^""^  folgender massen: 

und  sind: 

(58)  Iv  ==  fv(Xi  .  .  .  Xn\     «1  .  .  .  «r)       iv  =  \...n) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f .  .  .  X,/,  so  bestehen  ver- 
möge (58)  und: 

{%2^  I  ^'^'^  ^  ^'  ^^^'^ '  '  '  ^"^^'    a^  ..  .ür)     (V  =  1 . .  n) 

n  Relationen  von  der  Form: 


(63) 

l  (i  =  1  .  .  .  n) 

Die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  können  daher 
auch  durch  Auflösung  der  Gleichungen  (63)  nach  j^  .  .  .  j„  erhalten 
werden,  nur  muss  man  unter  den  verschiedenen  möglichen  Auflösungen 
die  wählen,  die  für  j^^^^  =  ^»-^^^  ergiebt:  iv  =  Xy  (vgl.  S.  404,  Anm.). 
Was  wir  oben  gemacht  haben,  ist  nur  ein  specieller  Fall  hiervon; 
wir  ertheilten  nämlich  den  a?/")  feste  Werthe:  ük^,  Vt  und  andrerseits 
ersetzten  wir  die  unter  den  jCv^"),  die  wir  mit  v^. .  .Vnr—r  bezeichnet 
hatten,  durch  v^  . .  .  v\r—ry  die  übrigen  j/^'^  aber    durch  a^  .  .  .ar. 

Alles  das  ist  nur  eine  begriffliche  Deutung  gewisser  Betrach- 
tungen des  Kapitels  9  von  Abschn.  I.  Dass  wir  damals  diese  Deutung 
nicht  ausdrücklich  geben  konnten,  liegt  auf  der  Hand,  denn  wir  führ- 
ten die  Begriffe  Invariante  und  Invariante  von  mehreren  Punkten  erst 
später  ein.  Factisch  aber  enthält  das  Kap.  9  von  Abschn.  I  schon 
die  Bestimmung  der  endlichen  Gleichungen  einer  endlichen  continuir- 
lichen  Gruppe  durch  die  Invarianten,  die  ^  +  1  Punkte  gegenüber  der 
Gruppe  haben.  Deshalb  können  wir  nicht  zugeben,  dass  Herr  Kil- 
ling,  als  er  auf  die  Möglichkeit  dieser  Bestimmung  hinwies  (Math. 
Ann.  Bd.  35,  S.  430  f.)  etwas  wirklich  Neues  geleistet  hat,  zumal  da 
er  nicht  einmal  beachtet  hat,  dass  man  die  Gleichungen,  die  von  den 
Invarianten  geliefert  werden,  in  ganz  bestimmter  Weise  auflösen  muss, 
um  zu  den  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  XJ..,  Xrf  zu  gelangen 
(vgl.  auch  S.  296  Anm.). 
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Es  ist  jetzt  Zeit  die  Ergebnisse  des  vorigen  und  des  gegenwär- 
tigen Paragraphen  zusammenzufassen.  Wir  erhalten  so  den  zweiten 
Fundamentalsatz : 

Zweiter  Fundamentalsatz.     Jede  r-gliedrige  Gruppe: 

Xl  =   fi{x^   .  ..   Xn\    «1  .  .  .   ar)        0  =  1...«) 

mit  paarweise  inversen  Transformationen  enthalt  r  unabhängige  infini- 
tesimale Transformationen: 

n 

die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(52)  (X,X,)=^«c,-,,X/    u,*  =  i...r) 

1 

stehen;  alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  sind  aus  X^f... 
Xrf  linear  ableitbar  und  die  Gruppe  selbst  besteht  aus  den  (xf~'^  ein- 
gliedrigen Gruppen j  die  von  den  (xf~'^  infinitesimalen  Transformationen: 
EhXkf  erzeugt  werden. 

Umgekehrt  erzeugen  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 
Xj  /■ .  . .  Xrf,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen^ 
stets  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen  Transformationen, 
das  heisst,  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  bildet  die  Schaar  der 
c»''— 1  eingliedrigen  Gruppen  ^  die  von  den  cx)'"-^  infinitesimalen  Trans- 
formationen: U li- Xkf  erzeugt  werden,  eine  r-gliedrige  Gruppe  mit  paar- 
weise inversen  Transformationen. 

Dieser  Satz  ist,  wie  schon  auf  S.  546  erwähnt  wurde,  unter  den 
drei  Fundamentalsätzen  der  Gruppentheorie  der  praktisch  wichtigste, 
das  heisst  der,  der  am  häufigsten  angewendet  wird.  Wir  bezeichnen 
ihn  deshalb  geradezu  als  den  Hauptsatz  der  Gruppentheorie. 

§  114. 
Bei  der  grossen  Bedeutung,  die  der  zweite  Fundamentalsatz  für 
die  ganze  Gruppentheorie  besitzt,  ist  es  selbstverständlich,  dass  sich 
Lie  vielfach  mit  dem  Beweise  dieses  Satzes  beschäftigt  und  nach  und 
nach  verschiedene  Beweise  dafür  aufgestellt  hat.  Dabei  handelte  es 
sich  weniger  um  den  ersten  Theil  des  Fundamentalsatzes  als  um  den 
zweiten,  denn  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  paarweise  inversen 
Transformationen  von  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 
XJ . .  .  Xrf  erzeugt  ist,  die  in  Beziehungen  von  der  Form  (52)  stehen, 
das  ist  offenbar  leichter  zu  beweisen  als  der  umgekehrte  Satz,  dass  r 
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unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  die  in  den  Beziehungen 
(52)  stehen,  stets  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen. 

Der  erste  Beweis,  den  Lie  für  diesen  letzteren  Satz  veröffentlicht 
hat,  stammt  aus  dem  Jahre  1878*).  Er  ist  streng,  wenn  auch  formell 
noch  der  Verbesserung  fähig  und  beruht  darauf,  dass  ^ie  infinitesi- 
malen Transformationen  der  kanonischen  Parametergruppe  aufgestellt 
werden,  die  zu  der  Gruppe:  XJ...Xrf  gehört,  jedoch  wird  der  Begriff 
der  kanonischen  Parametergruppe  nicht  ausdrücklich  eingeführt.  Wir 
werden  die  bei  diesem  Beweise  benutzten  üeberlegungen  in  Kap.  27 
verwerthen,  wo  wir  von  Neuem  auf  die  Bestimmung  aller  transitiven 
Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  eingehen. 

Der  in  Abschnitt  I  gelieferte  Beweis,  den  wir  in  dem  gegenwär- 
tigen Kapitel  ohne  Aenderung  der  zu  Grunde  liegenden  Gedanken, 
aber  in  etwas  veränderter  Form  dargestellt  haben,  lässt  an  Einfach- 
heit und  Strenge  nichts  zu  wünschen  übrig.  Trotzdem  glauben  wir 
nichts  Ueberflüssiges  zu  thun,  wenn  wir  jetzt  noch  einen  andern  Be- 
weis mittheilen,  der  von  den  bisherigen  Entwicklungen  des  gegenwär- 
tigen Kapitels  unabhängig  erscheint,  wenngleich  eine  tiefergehende 
Betrachtung  zeigt,  dass  zwischen  beiden  Beweisen  kein  Wesensunter- 
schied besteht.  Unser  neuer  Beweis  ist  in  der  Hauptsache  nur  eine 
durchsichtige   begriffliche  Fassung  unsers   ursprünglichen  Beweises**). 

Wir  beginnen  mit  einigen  allgemeinen  Betrachtungen.     Sind: 

die  Coordinaten  von   m   verschiedenen  Punkten  P^  .  ,  .  P^  des  Raumes 
x^  .  .  .  Xny  SO  nennen  wir  den  Inbegriff  dieser  m  Punkte  kurz  ein  m-Eck 
und  wenn  Pj  . .  .  P„,  Punkte  von   allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind, 
so  bezeichnen  wir  das  m-Eck  als  ein  m-Eck  von  allgemeiner  Lage, 
Denken  wir  uns  nun  irgend  eine  Schaar: 

(64)  yi  =  fi(x^  .  .  .   Xn]     a^.,.ar)        ii==l...n) 

von  oo'-  Transformationen  vorgelegt  und  die  Transformationen  dieser 
Schaar  auf  ein  m-Eck  von  allgemeiner  Lage  ausgeführt.  Unser 
m-Eck  erhält  dabei  eine  gewisse  Anzahl  von  neuen  Lagen,  die  durch 
die  Gleichungen: 


(65)  I y^"^'^  =  fi (^1^^  •  •  •  ^-^'^5   «1  •  • .  «r)      ii  =  1 


*)  Archiv  for  Math,  og  Natorv.  Bd.  III,  S.  94—100  (Kristiania). 
**)  Lie   hat   diesen  Beweis    1890   veröffentlicht  in  der  Abhandlung:    Neuer 
Beweis   des  zweiten    Fundamen talsatzes  u.  s.  w.     (Leipz.  Berichte  1890,  S.  453  ff., 
vgl.  namentlich  S.  472—476). 
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bestimmt  werden.  Die  Anzalil  dieser  neuen  Lagen  ist  offenbar  höch- 
stens gleich  cx)^  und  mindestens  gleich  oo^^  wir  können  daher  anneh- 
men, dass  sie  gerade  gleich  co^w  ist,  wo  die  positive  ganze  Zahl  Z„, 
der  Bedingung:  0  <  /^^^  ^  r  genügt  und  nur  von  dem  Werthe  von  m 
abhängt;  Im  .ist  nämlich  augenscheinlich  nichts  andres  als  die  Zahl 
derjenigen  unter  den  a,  nach  denen  sich  die  m  .  n  Gleichungen  (65) 
auflösen  lassen  und  diese  Zahl  ist  nur  von  m  abhängig,  solange 
Pj  .  .  .  P„j  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  sind. 

Unter  der  gemachten  Annahme  zerfällt  die  Schaar  der  oo^  Trans- 
formationen (64)  derart  in  c»  "*  ünterschaaren  von  je  oo^~~  "* ,  dass 
jedesmal  alle  oü'~  '"  Transformationen  einer  solchen  Unterschaar  das 
m-Eck:  F^  .  .  .  Pm  in  dieselbe  neue  Lage:  Q^  •  .  .  Qm  überführen,  wäh- 
rend zwei  Transformationen  der  Schaar  (64),  die  zwei  verschiedenen 
ünterschaaren  dieser  Art  angehören,  dem  m-Eck:  P^  . ,  .  Pm  zwei  ver- 
schiedene neue  Lagen  ertheilen. 

Fügen  wir  jetzt  zu  unserm  m-Eck  noch  einen  (m  +  l)-ten  Punkt: 
^^(m  +  i)  ^  ^  (m  +  i)  Q^Qj.  p^_j_j  von  allgemeiner  Lage  hinzu,  sodass  ein 
(m  +  1)-Eck  von  allgemeiner  Lage  entsteht.  Dieses  (m  -\-  1)-Eck 
wird  dann  bei  den  cx)'"  Transformationen  (64)  gerade  oo  "*+^  verschie- 
dene Lagen  annehmen.  Wir  wollen  untersuchen,  welchen  Werth  die 
Zahl  Im-i-i  besitzt. 

Wir  betrachten  unter  den  cx>^  Transformationen  (64)  alle  die 
c»^""*,  bei  denen  das  m-Eck  P^  .  .  .  Pm  in  irgend  eine  bestimmte 
seiner  oo"*  neuen  Lagen  übergeht,  etwa  in  die  Lage:  Q^  .  .  .  Qm-  Ist 
^  —  hl  >  0,  so  erhält  Pm-{-i  als  Punkt  von  allgemeiner  Lage  bei  diesen 
(x/'~  m  Transformationen  mindestens  oo^  verschiedene  Lagen,  also  er- 
hält auch  das  (m  +  1)-Eck:  P^  .  .  .  Pm+i  bei  ihnen  mindestens  oo^ 
verschiedene  Lagen,  die  aber  alle  dadurch  ausgezeichnet  sind,  dass  sie 
das  m-Eck:  Qi  .  .  .  Qm  gemein  haben;  da  nun  das  m-Eck:  P^  . .  .  P„, 
bei  den  oo^  Transformationen  (64)  gerade  oo"*  verschiedene  Lagen 
annimmt,  so  ergiebt  sich,  dass  das  (m-[-l)-Eck:  Pj  . .  .  P^+i  bei 
diesen  oo^  Transformationen  mindestens  00™+^  verschiedene  Lagen 
erhält,  dass  also  C+i  >  Im  ist.  Hat  dagegen  r  —  Im  den  Werth  Null, 
so  nehmen  das  m-Eck  und  das  (m  +  1)-Eck  bei  den  00''  Transfor- 
mationen (64)  beide  gleichviele  Lagen  an,  nämlich  00^,  also  die  grösste 
überhaupt  mögliche  Zahl,  es  ist  demnach:  lm-\-i  =  Im- 

Wir  sehen  hieraus,  dass  jedesmal,  wenn  Im  <C^  ist,  Im+i  >  Im  ist, 
während  im  Falle  Im  ==  r  nothwendig  auch  Im-^i,  lm+2  •  -  •  den  Werth 
r  haben.  Da  nun  Z^  mindestens  gleich  1  ist,  so  ergiebt  sich,  dass  Im 
höchstens  dann  <  r  sein  kann,  wenn  m  <Cr  ist,  dass  aber  auch  dann 
Im  mindestens  den  Werth  m  hat.     Es  gilt  also  der 
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Satz  3.     Bei  einer  ScJiaar: 

(64)  yi  =  fi{x^...  Xn]     a^.  .  .ür)       («•  =  l  .  .  .  n) 

von  oü'*  Transformationen  erhält  jedes  r-Ecky  (r  +  \)-Eck,  .  .  .  von 
allgemeiner  Lage  gerade  oo^  verschiedene  Lagen;  ist  m  <Cr,  so  erhält 
jedes  m-Ech  von  allgemeiner  Lage  hei  ihr  mindestens  oo^  tmd  höchstens 
oo^  verschiedene  Lagen;  ein  m-EcJc  und  ein  (m  +  \)-Ec'k,  die  beide  von 
allgemeimr  Lage  sind,  erhalten  hei  ihr  dann  und  nur  dann  gleichviele 
verschiedene  Lagen,  ivenn  sie  heide  (xf  verschiedene  Lagen  annehmen. 

Hieraus  ergiebt  sich  zugleich  noch  der  folgende 

Satz  4.     Enthält  eine  Schaar: 

(64)  yi  =  fi(x^  .  .  .  Xn]   a^...ar)     (i  =  i...n) 

von  Transformatiotien  r  willkürliche  Parameter  und  nimmt  hei  dieser 
Schaar  irgend  ein  m-Eclc  von  allgemeiner  Lage  (m^r)  hlos  oo'"~~^  ver- 
schiedene Lagen  an,  so  besteht  die  Schaar  hlos  aus  cx)™— ^  verschiedenen 
Transformationen ,  unter  den  r  Parametern:  a^  ...  ar  sind  also  hlos  m  —  1 
wesentlich. 

Wären  nämlich  unter  den  r  Parametern  m  oder  noch  mehr  wesent- 
lich, bestände  also  die  Schaar  (64)  aus  mindestens  cx)'"  verschiedenen 
Transformationen,  so  müsste  sie  nach  dem  vorigen  Satze  jedes  m-Eck 
von  allgemeiner  Lage  in  mindestens  cx)"*  neue  Lagen  überführen,  was 
nicht  der  Fall  ist;  enthielte  andrerseits  die  Schaar  (64)  nicht  oo''^— ^ 
verschiedene  Transformationen,  sondern  weniger,  etwa  blos  oo'"~^,  so 
könnte  sie  ein  m-Eck  von  allgemeiner  Lage  nur  in  oo"'— ^  verschiedene 
Lagen  überführen,  was  ebenfalls  der  Voraussetzung  des  Satzes  wider- 
spricht. 

Der  vorstehende  Satz  liefert  uns  ein  neues  Kriterium  dafür,  ob 
eine  vorgelegte  Schaar  (64)  mit  r  Parametern  aus  oo^  verschiedenen 
Transformationen  besteht,  ob  also  die  r  Parameter  alle  wesentlich 
sind.  Offenbar  besteht  nämlich  die  Schaar  (64)  dann  und  nur  dann 
aus  oo^  verschiedenen'/Iransformationen,  wenn  sie  ein  beliebig  gewähltes 
r-Eck  von  allgemeiner  Lage  in  oo^  verschiedene  Lagen  überführt. 
Will  man  dieses  Kriterium  anwenden,  so  muss  man  in  den  Gleichungen 

(65)  m  =  r  wählen  und  dann  untersuchen,  ob  diese  Gleichungen  nach 
«1  .  .  .  «r  auflösbar  sind  oder  nicht;  stets  dann  aber  auch  nur  dann, 
wenn  sie  es  sind,  besteht  die  Schaar  (64)  aus  oo^  verschiedenen  Trans- 
formationen. Allerdings  kommt  dieses  Verfahren  im  Wesentlichen  auf 
das  hinaus,  das  wir  in  Abschn.  I  auf  S.  13  f.  angegeben  haben. 

Nehmen  wir  jetzt  an,  dass  die  Schaar  unsrer  oo*"  Transformatio- 
nen (64)  die  identische  Transformation   enthält.     Bezeichnen   wir   dann 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen,     m.  38 
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wie  früher,  die  allgemeine  Transformation  (64)  unsrer  Schaar  mit  S^a), 
so  leuchtet  ein,  dass  die  Schaar  der  Transformationen:  >S(a)^(/,)  die 
Schaar  der  S(^a)  umfasst. 

Soll  die  Schaar  (64)  insbesondre  eine  r-gliedrige  Gruppe  bilden, 
so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  Schaar:  S(a)S(^b)  niit  der 
Schaar  S^a)  zusammenfällt,  was  "unter  der  gemachten  Voraussetzung 
dann  und  nur  dann  eintritt,  wenn  die  Schaar  S(a)S(^/,)  mit  den  2r 
Parametern:  «j .  .  .  «r?  h^  .  .  .hr  ebenfalls  blos  aus  oc^  Transformationen 
besteht,  wenn  sie  also  (s.  Satz  4)  jedes  (r  +  1)-Eck  von  allgemeiner 
Lage  blos  in  oo^  verschiedene  Lagen  überführt.  Da  aber  jedes  (r+1)- 
Eck  von  allgemeiner  Lage  schon  bei  der  Schaar  S(^a)  oo*"  verschiedene 
Lagen  annimmt,  so  ist  diese  Bedingung  sicher  dann  und  nur  dann 
erfüllt,  wenn  die  Schaar  der  cx)*"  (r  -\-  1)-Ecke,  in  die  ein  beliebig 
gewähltes  (r+l)-Eck  von  allgemeiner  Lage  bei  der  Schaar  S(a)  über- 
geht, bei  jeder  Transformation  S^o)  invariant  bleibt.    Mit  andern  Worten : 

Satz  5.     Eine  Schaar: 

(64)  yi  =  fi{0Ci-.^0^n',    a^...ar)        (t  =  l...n) 

von  <xf  Transformationen^  der  die  identische  Transformation  angehört, 
bildet  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe^  wenn  sich  die  (r -{-!)- 
Ecke  des  Baumes  x^  .  .  .Xn  derart  in  Schaaren  von  je  oo''  anordnen,  dass 
jede  dieser  Schaaren  hei  allen  oo^  Transformationen  (64)  invariant  hleibt. 

Nach  diesen  Vorbereitungen  denken  wir  uns  irgend  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen: 

n 
Xkf=^-ikv(0C,...X„)^^      (^=l...r) 

vorgelegt  und  wollen  untersuchen,  unter  welchen  Bedingungen  die 
oo''— ^  eingliedrigen  Gruppen,  die  von  den  oo^~^  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 2J IkXkf  erzeugt  werden,  zusammengenommen  eine  r-glied- 
rige Gruppe  bilden. 

Die  endlichen  Transformationen  unsrer  cx)^~"^  eingliedrigen  Gruppen 
werden  durch  die  Gleichungen: 

r  l...r 

t/i   =  Xi  +  t^k  lj,l^i{x)  +J^2  h^jXk^ji  +  .  '  •        (/=!...«) 

dargestellt,  wofür  wir  der  Kürze  wegen  schreiben  wollen: 

(ßQ)  Vi  =  fiix^  ...  Xn\    ^1  .  .  .  Cr)        (»  =  1  .  ..«), 

indem  wir:  ht  =  Ck  setzen.  Aus  Theorem  8  auf  S.  65  von  Abschn.  I 
wissen  wir  dann  bereits,   dass  die  Schaar   (66)   aus  oo^  verschiedenen 
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Transformationen  besteht.  Ueberdies  enthält  die  Seh  aar  (6ß)  die  iden- 
tische Transformation,  ihre  Transformationen  sind  ja  sogar  paarweise 
zu  einander  invers;  der  Anwendung  des  Satzes  5  steht  also  nichts  im 
Wege. 

Jedes  (r  +  1)-Eck:  rr/^') .  .  .  xjf^^  (^  =  1  .  . .,  r  +  1)  von  allge- 
meiner Lage  nimmt  bei  den  cx)^  Transformationen  (66)  oo^  verschie- 
dene Lagen  an,  die  durch  die  Gleichungen: 

y,W  =  f.{x,^^) . .  .  a;„(")5  e^...  er)     (i  =  i...n) 

Cu=l...,  r+l) 

bestimmt  werden.  Diese  Gleichungen  stellen  zugleich  die  endlichen 
Gleichungen  der  oo'-^  eingliedrigen  Gruppen  dar,  die  von  den  oo''-^ 
infinitesimalen  Transformationen: 

r  r+l  r 

(68)  2  h^"  X.O')/'  -=^*  4  W,  f 

1  i  i 

in  den  w(r-|- 1)  Veränderlichen  xf^'^  erzeugt  werden;  unter  Xf^^^'Y  ver- 
stehen wir  dabei  wie  früher  den  Ausdruck: 


(67)  [ 


Z,»/'=^  |,,(^^(/o...^„(/.))    ^f 


i  ' 

Deuten  wir  die  n{r -{-  1)  Veränderlichen  ä;/")  als  Punktcoordina- 
ten  in  einem  Räume  von  n{r -\-  1)  Dimensionen,  so  können  wir  den 
Satz  5,  angewendet  auf  unsre  Schaar  {ßQ),  etwas  anschaulicher  so 
aussprechen:  Die  Schaar  der  oo^  Transformationen  {QQ>)  bildet  dann 
und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  die  Schaar  der  Trans- 
formationen (67)  den  n{r -{-  l)-fach  ausgedehnten  Raum  xi^'^  derart 
in  lauter  r-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  zerlegt,  dass  jede 
dieser  Mannigfaltigkeiten  bei  der  Schaar  (67)  invariant  bleibt. 

Jede  Zerlegung  des  Raumes  xf^''>  in  r-fach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeiten wird  durch  n{r  -\-  l)  —  r  von  einander  unabhängige  Glei- 
chungen von  der  Form: 

^       ^  \  (tr  =  l,  2...,(r  +  l)n_r) 

dargestellt,  wo  die  Ct  willkürliche  Constanten  sind.  Soll  nun  jede 
der  hierdurch  definirten  r-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten  bei 
den  (X)""  Transformationen  (67)  invariant  bleiben,  so  ist  noth wendig 
und  hinreichend,  dass  die  {r  -\-l)n  —  r  Functionen  Sl^  bei  jeder  der 
oü'—i  eingliedrigen  Gruppen  (68)  invariant  bleiben,  das  aber  tritt 
(vgl.  Abschn.  I,  S.  96  f.)  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  die  ^t  gemein- 
same Lösungen  der  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen: 

38* 
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(70)  WJ=^0,...,Wrf=0 

sind. 

Unsre  Schaar  (67)  bildet  demnach  dann  und  nur  dann  eine  r-glied- 
rige  Gruppe,  wenn  die  r  linearen  partiellen  Differentialgleichungen 
(70)  (r  +  1)  n  —  r  unabhängige  Lösungen  gemein  haben.  Die  Glei- 
chungen (70)  sind  aber  nach  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  5  sicher  von  ein- 
ander unabhängig,  sie  haben  daher  die  verlangte  Zabl  von  Lösungen 
nur  dann  gemein,  wenn  sie  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bil- 
den, das  heisst,  wenn  Identitäten  von  der  Form: 


r 

( Wi  W,)  =^»  was  {x,^»  . . .  ä;„('-+«)  W/ 


{i,k  =  l  ...r) 


bestehen  (s.  Abschn.  I,  S.  88,  Satz  8).     Diese  Identitäten  zerlegen  sich 
wegen  der  Bescbaffenheit  der    W^f  sofort  in  die  folgenden: 


(71)  (X/^')X,C^'))  =^s  a,,,,Xs^Of 


(t,  k  =  1 


wo  ^  alle  Werthe  von  1  bis  r  +  1  annehmen  kann. 

Aus  dem  schon  benutzten  Satze  5  auf  S.  66  von  Abschn.  I  geht 
nun  hervor,  dass  schon  die  unter  den  Gleichungen  (71),  in  denen  ft 
einen  der  Werthe  1,  2  .  .  .  r  besitzt,  die  coiks  vollständig  bestimmen, 
und  zwar  liefern  diese  Gleichungen,  da  sie  von  den  a;/'"+^^  frei  sind, 
auch  für  die  (ö,-^s  Ausdrücke,  die  von  den  ir/^+^>  frei  sind.  In  der- 
selben Weise  ergiebt  sich  aber  überhaupt,  dass  die  cjiks  von  allen  xj^^ 
frei  sind,  sie  sind  also  blose  Constanten. 

Wir  sind  damit  wieder  zu  dem  Satze  gelangt: 

Sind:  Xj/"...  Xrf  unabhängige  infinitesimale  Transformationen,  so 
bilden  die  endlichen  Transformationen  der  oo^~~^  eingliedrigen  Gruppen: 
UljcXkf  dann  und  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe,  wenn  die  Xkf 
paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(52)  (XÄ)  =^»  c,,,  X/     o-,*  =  i...r) 

1 

stehen,  wo  die  dks  Constanten  bedeuten. 

Die  Betrachtungen,  die  uns  jetzt  zu  diesem  Satze  geführt  haben, 
stehen  in  sehr  enger  Beziehung  zu  denen,  die  im  zweiten  Theile  des 
vorigen  Paragraphen  benutzt  worden  sind.  Wir  begnügen  uns  jedoch, 
darauf  hinzuweisen. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  an  das  merkwürdige  Theorem  45 
auf  S.  258  von  Abschn.  I   erinnern.      Dieses   Theorem    sagt   aus,    dass 
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die  Schaar  S{e)  der  oo''  Transformationen  (66)  stets  dann,  und  wir 
können  hinzufügen:  nur  dann  eine  r-gliedrige  Gruppe  bildet,  wenn 
auch  jede  Transformation  von  der  Form:  S'iJ)  S(e)S{s)  der  Schaar  (66) 
angehört.  Es  ist  aber  leicht  zu  sehen,  dass  diese  Bedingung  darauf 
hinauskommt,  dass  die  r  unabhängigen  Gleichungen  (70)  ein  r-glied- 
riges  vollständiges  System  bilden. 

In  der  That,  wenn  die  Schaar  (66)  die  bewusste  Eigenschaft  hat, 
so  gilt  dasselbe  auch  von  der  Schaar  (67),  das  heisst:  wenn  wir  die 
Transformation  (67)  mit  T(e)  bezeichnen,  so  gehört  auch  jede  Trans- 
formation von  der  Form:  T^)  T(e)  T^,)  der  Schaar  (67)  an.  Erinnern 
wir  uns  nun,  dass  die  Gleichungen  (67)  die  endlichen  Gleichungen 
der  oo^"^  eingliedrigen  Gruppen:  EXj^Wkf  darstellen,  so  ergiebt  sich, 
dass  jede  endliche  Transformation  einer  jeden  eingliedrigen  Gruppe: 
^h  Wkf  den  Raum  xf^^  so  transformirt,  dass  die  Bahncurven  der 
oo'*"^  eingliedrigen  Gruppen:  ÜQkWkf  unter  einander  vertauscht  wer- 
den, das  aber  ist  gleichbedeutend  damit,  dass  die  r  unabhängigen 
Gleichungen  (70)  ein  r-gliedriges  vollständiges  System  bilden. 

§  115. 

Wir  kommen  zu  dem  dritten  Fundamentalsätze,  der  das  Theorem  27 
auf  S.  170  und  den  Satz  1  auf  S.  297  von  Abschn.  I  zusammenfasst. 
Wir  sprechen  ihn  zunächst  aus: 

Dritter  Fundamentalsatz.    Sind: 


n 


unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  in 
den   Veränderlichen  x^  ,  . .  Xny  bestehen  also  Relationen  von  der  Form: 

r 

(52)  (XiXk)=^scasXsf    o-,*  =  i...r), 

1 

so  erfüllen  die  r^  Constanten  Ciks,  die  die  Zusammensetzung  der  betreffen- 
den Gruppe  bestimmen)  die  Gleichungen: 

Ciks  +  Ckis  =  Ö 
r 

0^)  {^   {CiktCtjs  +  CkjtCtis  +  CjitCtks}   ==  0 

1 

0",  k,  j,  s  =  l...r). 

Kennt  man  umgekehrt  r*  Constanten  dks,  die  den  Gleichungen  (72) 
genügen,  so  giebt  es  stets,  wenn  man  die  Zahl  n  genügend  gross  wählt,  in 
n  Veränderlichen:  x^...  Xn  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 
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X^f . .  .  Xrf,  die  gerade  in  den  Beziehungen  (52)  stehen  und  also  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  gegebenen  Zusammensetzung  Ciks  erzeugen. 

Der  erste  Theil  dieses  Satzes  kaun  nicht  einfacher  bewiesen  wer- 
den, als  es  auf  S.  169  von  Abschn.  I  geschehen  ist,  nämlich  durch 
Einsetzen  der  Werthe: 

r 

in  die  Identitäten: 

(XtX,}  +  (X,X..)  =  0 

((X,X,)X,)  +  i(X,Xj)X,)  +  ((X,X,)X.)  =  0, 

die  beide  sehr  leicht  aus  der  Definition: 

(Xj  Xk)  =  XiXkf —  XkXif 

des  Klammerausdrucks  folgen*). 

Wir  wenden  uns  daher  gleich  zu  dem  zweiten  Theile  des  dritten 
Fundamentalsatzes,  also  zu  dem  Satze,  dass  zu  jedem  Systeme  von  r^ 
Constanten  Ciksj  das  die  Gleichungen  (72)  erfüllt,  r-gliedrige  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  Ciks  gehören. 

Bei  der  Ausarbeitung  des  ersten  Abschnitts  sollte  für  diesen  Satz 
der  Beweis  gegeben  werden,  den  Lie  in  Bd.  25  der  Math.  Ann.  auf 
S.  92  ff.  mitgetheilt  hatte.  Während  des  Druckes  stellte  sich  aber 
heraus,  dass  dieser  Beweis  nicht  in  allen  Fällen  anwendbar  war.  Er 
beruhte  nämlich  auf  der  Bildung  einer  linearen  homogenen  Gruppe 
von  der  Zusammensetzung  Ciks,  aber  diese  lineare  homogene  Gruppe**) 
war  unter  Umständen  blos  meroedrisch  isomorph  mit  den  r-gliedrigen 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ciks-     Da  nun   damals  bereits  für 

*)  Die  in  Abschnitt  I  auf  S.  95  gegebene   einfache  Begründung    der   spe- 
ciellen  Jac ob i sehen  Identität  rührt  von  Engel  her. 

**)  Die  Lücke  der  betreffenden  Auseinandersetzungen  in  den  Math.  Ann. 
Bd.  25,  S.  92ff.  beruht  darauf,  dass  eine  r-gliedrige  Gruppe  Xj /". . .  Xr/"  und  ihre 
adjungirte  Gruppe  E^f . . .  Erf  zwar  immer  isomorph,  aber  nicht  immer  holoedrisch 
isomorph  sind.  Hieraus  folgt,  dass  der  an  jener  Stelle  gegebene  Beweis  des  Satzes, 
dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  mit  einer  linearen  homogenen  Gruppe  gleichzusammen- 
gesetzt ist,  nicht  allgemein  gültig  ist.  Wir  bezweifeln  jedoch  keineswegs,  dass  der 
soeben  formulirte  Satz  ausnahmelos  richtig  ist,  es  ist  uns  aber  nicht  gelungen 
einen  Beweis  zu  finden,  der  alle  Möglichkeiten  umfasst.  Dass  unser  Satz  jeden- 
falls für  alle  Transformationsgruppen  in  zwei  Veränderlichen  besteht,  ergiebt  sich 
ohne  weiteres.  Wir  halten  es  für  richtig,  ausdrücklich  darauf  hinzuweisen,  dass 
ein  allgemein  gültiger  Beweis  dieses  Satzes,  der  gelegentlich  auch  von  andrer 
Seite  benutzt  worden  ist,  noch  fehlt.  Ist  es  uns  auch  gelungen,  die  hier  be- 
sprochene Lücke  in  Lies  älteren  ünterprichungen  durch  andere  Hülfsmittel  aus- 
zufüllen, so  ist  es  doch  aus  vielen  Gründen  wünschenswerth,  dass  die  Frage,  ob 
es  lineare  homogene  Gruppen  von  allen  möglichen  Zusammensetzungen  giebt, 
definitiv  entschieden  werde. 
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den  zweiten  Abschnitt  ein  viel  allgemeinerer  Satz  abgeleitet  war,  der 
den  hier  in  Rede  stehenden  Satz  als  besondern  Fall  umfasste,  so 
wurde  vorgezogen,  den  Satz  über  die  Existenz  von  Gruppen  von  ge- 
gebener Zusammensetzung  im  ersten  Abschnitte  ohne  Beweis  mitzu- 
theilen  (s.  das.  S.  297)  und  den  Beweis  erst  im  zweiten  Abschnitte  zu 
erbringen.  Dort  findet  man  jenen  allgemeineren  Satz  in  Kapitel  13 
und  seine  Anwendung  auf  den  vorliegenden  besondern  Fall  in  Kap.  17. 
Lie  hat  den  allgemeinen  Satz  des  Kapitels  13  von  Abschn.  II  und 
den  daraus  folgenden  Satz,  der  uns  hier  am  nächsten  angeht,  zuerst 
1888  mit  ausgeführtem  Beweis  veröffentlicht*).  Ohne  Lies  Beweis 
des  letzten  Satzes  zu  kennen,  zeigte  Herr  Schur  später  auf  anderm 
Wege,  dass  zu  jedem  Systeme  von  Cius,  das  die  Relationen  (72)  erfüllt, 
r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ca^  gefunden  werden 
können,  er  stellte  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen  der- 
artiger Gruppen  durch  gewöhnliche  Potenzreiben  dar**).  Dieser  Be- 
weis, den  Herr  Schur  mittlerweile  sehr  wesentlich  vereinfacht  hat, 
ist  gewiss  von  grossem  Interesse,  dafür  hat  aber  der  von  Lie  gege- 
bene den  Vorzug,  dass  die  Bestimmung  aller  Gruppen  von  gegebener 
Zusammensetzung  direct  auf  die  Integration  geivöhnlicher  Differential- 
gleichungen zurückgeführt  wird,  was  bei  Herrn  Schur  nicht  geschieht; 
dazu  kommt,  dass  die  Lie  sehe  Methode  zugleich  ein  viel  umfassen- 
deres Problem  erledigt;  Lies  Betrachtungen  stellen  u.  A.,  wie  wir 
später  zeigen,  die  Tragweite  der  Jacohischen  Identität  genau  fest. 

Wenn  wir  jetzt  von  Neuem  auf  den  Beweis  des  zweiten  Theils 
unsers  dritten  Fundamen talsatzes  eingehen,  so  hat  das  folgenden  Grund: 
Der  in  Abschnitt  II  gegebene  Beweis  beruht  auf  der  Theorie  der 
Functionengruppen  und  insbesondere  auf  der  Bestimmung  aller  Func- 
tionengruppen  von  gegebener  Zusammensetzung.  Dadurch  wird  der 
Anschein  erweckt,  als  ob  es  zum  Verständnisse  des  Beweises  erforder- 
lich sei,  die  Theorie  der  Functionengruppen  und  der  Berührungstrans- 
formationen zu  kennen.  Dem  ist  aber  nicht  so,  vielmehr  lässt  sich 
der  Beweis  sehr  gut  so  führen,  dass  von  diesen  Theorien  gar  nichts 
benutzt  wird.  Wir  werden  daher  wenigstens  andeuten,  wie  das  zu 
machen  ist. 

Wir  denken  uns  also  r^  Constanten  dks  gegeben,  die  den  Bedin- 

*)  Ges.  d.  Wiss.  zu  Kristiania  1888;  ohne  Beweis   sind   diese  Sätze   auch  in 
den  Leipz.  Ber.  von  1888  mitgetheilt  (S.  14  f.). 

**)  Leipz.  Ber.  1889,  S.  229  ff.  u.  Math.  Ann  Bd.  35,  S.  179.  Herr  Schur  hat 
mittlerweile  (Math.  Ann.  Bd.  41,  S.  529,  Anm.)  ausdrücklich  darauf  hingewiesen,  dass 
Lie   auch  in  Bezug  auf  den  Beweis  die  Priorität  hat. 
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gungen  (72)  genügen  und  veröuchen  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen:  X^/".  .  .  'Xrf  zu  bestimmen,  die  in  den  Beziehungen 
(52)  stehen. 

Wir  wählen  irgend  r  Grössen:  H^  .  .  .  Hr  zu   unabhängigen  Ver- 
änderlichen und  setzen: 

r 

(73)  ^sCij,,Es=^\Him\         ii,k  =  l...r). 

1 

Für  das  Symbol  |i/,/Ü  bestehen  dann  wegen  der  Gleichungen  (72) 
die  Identitäten: 

\HiH,\  +  \H,Hi\=0 

(74)  11^,^,1^/1 +  ||^,Ä,|^,|  +  ||^-^,|J3,|  =  0 

{i,k,j  =  l...r). 

Sind  ferner  ü  und  V  irgend  zwei  beliebige  Functionen  von  H^. .. Hr, 
so  setzen  wir: 


(75) 


Das  hierdurch  defioirte  Symbol:  |  'UV\  genügt  erstens  der  Identität: 

(76)  \UV\-lr\VÜ\  =  0 

und  zweitens,  wenn  W  irgend  eine  dritte  Function  von  H^  . .  .  Hr  be- 
zeichnet, der  Identität: 

(77)  \\UV\  W\  +  \\VW\ü\  +  \\WÜ\V\  =  0, 

die  der  Jacobischen  Identität  analog  ist.  Das  erste  leuchtet  unmittel- 
bar ein  und  das  zweite  beweist  man  genau  so  wie  auf  S.  236  f.  von 
Abschn.  II,  indem  man  nämlich  zunächst  zeigt,  dass  die  Identität  (77) 
für:  Ü^Hi,  V  =  Hk  bei  beliebigem  TT  besteht,  dann  dass  sie  für: 
ü  =  Hi  bei  beliebigen  V  und  W  und  endlich,  dass  sie  bei  beliebigen 
U,   F,   W  erfüllt  ist. 

Mit  Berücksichtigung  von  (76)  lässt   sich  die  Identität  (77)  auch 
schreiben: 

(78)  \U\VW\\  —  \V\UW\\  =  \\ÜV\  W\. 

Setzt  man  daher:  ü=  Hi,  V  =  Hk  und  W  ==  f,  so  ergiebt  sich 
wegen  (73): 

r 

(79)  I fi.. I H,f\ \-\H,\ H,f\ \=^' cas  \H,fU 
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die  r  mfinitesimalen  Transformationen: 

\mf\=Auf      (i  =  l...r) 

in  den  r  Veränderlichen:  R^  .  .  .  H,    stehen  somit  in  den  Beziehungen: 


(80)  {AiAk)^^^CiksA,f 


■r) 


Wären  also:  A^f .  .  .  Arf  von  einander  unabhängig,  so  hätten  wir 
bereits,  ohne  Integration,  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  gegebenen 
Zusammensetzung. 

Aber  freilich  brauchen:  AJ' .  .  .  Arf  nicht  immer  von  einander 
unabhängig  zu  sein;  sind  sie  es  nicht,  so  erzeugen  sie  zwar  eine 
Gruppe,  aber  diese  Gruppe  ist  nur  meroedrisch  isomorph  mit  der 
gesuchten  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  djcs-  Tritt 
dieser  Fall  ein,  so  müssen  wir  andre  Mittel  und  Wege  finden,  um 
unsre  Aufgabe  zu  erledigen. 

Uebrigens  ist  uns  die  Gruppe:  A^f .  .  ,  Arf  nicht  unbekannt,  sie 
ist  die  zur  adjungirten  dualistische  Gruppe,  die  wir  in  Kap.  19  von 
Abschn.  II  eingehend  untersucht  haben. 

Um  nun  in  jedem  Falle  eine  r~  gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung Ciks  angeben  zu  können,  versuchen  wir  zunächst  r  solche  von 
einander  unabhängige  Functionen:  U^  .  .  .  Ur  von  H^  .  .  .  Hr  zu  be- 
stimmen, dass  die  Ausdrücke:  |  TJiUk]  möglichst  einfach,  also  entweder 
==  0  oder  ==  1  werden.  Das  erreichen  wir  genau  in  derselben  Weise 
wie  in  Abschn.  II  auf  S.  238  —  240,  wir  wollen  daher  die  dortigen  Ent- 
wicklungen, die  von  der  Theorie  der  Berührungstrausformationen  ganz 
unabhängig  sind,  nicht  noch  einmal  wiederholen  und  nur  ihr  Ergeb- 
niss  mittheilen:  Es  gelingt  durch  Integration  einer  Reihe  von  Systemen 
simultaner  gewöhnlicher  Differentialgleichungen*)  r  =  2m  +  g  unab- 
hängige Functionen :  P^  . .  .  Pm+^j  X^  .  .  .  X^  von  H^^  ...  Hr  zu  be- 
stimmen, die  in  den  Beziehungen: 

p^,P,|  =  |P^X.|  =  |X^X,|=0    (/.  +  .)     |P,Z.|  =  1 


(81)  . 

[  (/i,  T  =  1  . . .  m -f- 3;  r,  7t  =  1  . .  m) 

stehen. 

Denkt  man  sich  jetzt  umgekehrt:  H^  .  .  .  Hr  als  Functionen  von: 
Pi  . . .  Fm+q^  X^.  .  .  Xm  ausgedrückt: 

(82)  Hk  =  Sl,{F^  .  .  .  Frn+q,    X,...  Xm)        (*  =  !.. .r), 

SO  ergiebt  sich  (vgl.  Abschn.  II,  S.  241): 


*)  von  denen  das  erste  in  unserm  Falle  sogar  linear  und  homogen  ist  und 
lauter  constante  Coefficienten  hat. 
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r 
1 

und  ausserdem,  wenn  /"eine  beliebige  Function  von  II^,..Hr  bedeutet: 

Hier  stellt  der  Ausdruck:  Bif  die  infinitesimale  Transformation  in  den 
Veränderlichen:  X^  .  .  .  Xm,  P^  .  . .  P„,+q  dar,  die  aus  der  infinitesi- 
malen Transformation  \Hif\  entstellt,  wenn  man  an  Stelle  der  H 
vermöge  (82)  die  neuen  Veränderlichen  X,  P  einführt.  Mit  Berück- 
sichtigung von  (79)  ergiebt  sich  daher,  dass  die  Bif  in  den  Be- 
ziehungen: 

r 

(84)  {BiBk)  =^^  CasB.f    a,k  =  i...r) 

stehen. 

Hiermit  ist  freilich  anscheinend  noch  nicht  viel  gewonnen,  denn 
unter  den  infinitesimalen  Transformationen:  B^f  , .  ,  Brf  befinden  sich 
offenbar  genau  so  viele  von  einander  unabhängige  wie  unter:  \H^f\ 
.».{Hrfl,  also  haben  wir  noch  immer  keine  in  allen  Fällen  ausrei- 
reichende  Darstellung  für  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung dks-  Aber  dafür  ist  es  jetzt  sehr  leicht,  zu  einer  solchen 
Darstellung  zu  gelangen,  wir  brauchen  nämlich  blos  die  infinitesimalen 
Transformationen:  Bif  durch  Hinzunahme  neuer  Veränderlicher  zu 
erweitern,  um  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  zu  er- 
halten, die  in  den  verlangten  Beziehungen  (52)  stehen. 

Bei  den  infinitesimalen  Transformationen:  Bif  werden  unter  den 
Veränderlichen :  X,  .  .  ,  X^,  P^  . .  .  Pm+q  nur  X,  .  . .  Xm,  Pj  . . .  Pm 
transformirt.  Da  nun  in  dem  Bildungsgesetze  der  Bif  eine  gewisse 
Reciprocität  zwischen  P^  .  .  .  P„,  und  X^  .  . .  X^  unverkennbar  ist,  so 
liegt  es  recht  nahe,  q  Veränderliche:  Xm+i  . .  .  Xm+q  hinzuzufügen, 
die  in  ^^  ...  Sir  nicht  vorkommen,  und  diese  Veränderlichen  den 
Pm-\-i '  .  •  P,n-\-q  in  derselben  Weise  entsprechen  zu  lassen,  wie  X^...  X„i 
den  P^.  . ,  Pm  entsprechen.  Mit  andern  Worten:  es  liegt  nahe,  in  den 
2(m  +  q)  Veränderlichen:  X^  .  .  .  X^j^^,  P^  .  .  .  P„,^^  die  r  infinitesi- 
malen Transformationen: 

''^/dsi.  df       dsi,  df\ 
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zu  bilden  und  zu  untersuchen,  ob  die  nicht  etwa  in  den  Beziehungen: 

r 

(85)  {BiB,)  =^^  CiuB,f    (^i^i.-.r) 

1 

stehen  und   von   einander   unabhängig  sind.     Wir  werden  sehen,   dass 
man  damit  das  Richtige  getroffen  hat. 

In  der  That,  da  iß^  .  .  .  ii^  von  Xm+i  •  .  .  X«+3  frei  sind,  so 
sich  die  infinitesimalen  Transformationen  Bif  auch  so  schreiben: 


B,f^B,f+^^ 


dSl.  df 


Da  X„i_j-i  .  . .  Xr  in  den  Coefficienten  von:  B^f .  .  .  Brf  nicht  vorkom- 
men und  da:  Fm-^-i  .  .  .  Pr  bei:  B^f . .  ,  Brf  gär  nicht  transformirt 
werden,  so  ergiebt  sich: 

, '^  /—    dSi,  —      dSl.    \      df 

{B,B,)  =  {B,B,)+2}{b,j^  -B,j^)^^- 

Nun  aber  ist  augenscheinlich: 


y 


wegen  (83),  berücksichtigt  man  daher  noch  die  Gleichungen  (84),  so 
sieht  man  unmittelbar,  dass:  B^f .  .  .  Brf  wirklich  in  den  Beziehungen 
(85)  stehen. 

Schliesslich  ist  auch  leicht  zu  zeigen,  dass  B^f .  ,  .  Brf  von  ein- 
ander unabhängig  sind.  Wären  sie  es  nämlich  nicht,  so  müsste  es 
möglich  sein,  r  solche  nicht  verschwindende  Constanten  e^  , ,  .  ßr  anzu- 
geben, dass  der  Ausdruck: 

r 

1 

für  jede  Function  f  der  2m  +  2q  Veränderlichen:  Pj  .  .  .  P^-f-^,  X^.  ,  . 
XmJf-q  identisch  verschwände.  Setzte  man  daher  für  f  der  Reihe  nach 
die  Werthe:  Pj  .  . .  Bm+q,  X^  .  . ,  X^-^q  ein,  so  müssten  die  2m  +  ^9. 
Ausdrücke: 

X^     ^^i      'sr^     ^^i 
1  >        1  ^ 

alle  identisch  verschwinden,  Zci^i  wäre  also  eine  blose  Constante; 
das  aber  ist  unmöglich ,  da  5i,  .  .  .  ß^  unabhängige  Functionen  der 
2m  +  ci^r  Veränderlichen:  1\  , .  .  P^+j,  X^  .  . ,  Xm  sind. 
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Demnach  sind:  B^f .  .  .  Brf  unabhängige  infinitesimale  Transfor- 
mationen, die  in  den  Beziehungen  (85)  stehen  und  infolgedessen  eine 
r-gliedrige  Gruppe  von  der  gegebenen  Zusammensetzung  dks  erzeugen, 
ünsre  Aufgabe  ist  also  gelöst  und  zwar  ohne  die  Theorie  der  Berüh- 
rungstransformationen und  der  Functionengruppen  zu  benutzen.  Freilich 
ist  nicht  zu  leugnen,  dass  die  ganze  Entwicklung  bei  Benutzung  dieser 
Theorien  durchsichtiger  und  naturgemässer  wird;  dagegen  wird  sie 
nicht  wesentlich  kürzer,  denn  nur  der  Beweis,  dass:  B^f .  .  .  Brf  eine 
r-gliedrigc  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  CiUs  erzeugen,  ist  hier 
etwas  länger  als  in  xibschnitt  II,  wo  wir  von  der  allgemeinen  Jacobi- 
schen Identität  Gebrauch  machen  konnten. 

Wir  wollen  noch  eine  bemerkenswerthe  Form  erwähnen,  auf  die 
die  gefundene  Gruppe:  B^f . .  .  Brf  gebracht  werden  kann.  Führt  man 
nämlich  in  B,f .  ,  .  Brf  an  Stelle  von:  Z^  . . .  X^j^^,  P^  .  .  .  P,^^^  die 
r+g'  =  2m+2g  unabhängigen  Veränderlichen:  H^...IIr,  X^-^-i.  ..Xm-\-q 
ein,  so  ergiebt  sich: 


B,f-%M.„,-^^^l^-} 


df 

(1  =  1 


^^,n  +  . 


WO  die  eckige  Klammer  andeuten  soll,  dass:  X^...Xm^  Pi...Pm+q  durch 
H^.,.Hr  auszudrücken  sind.  Diese  Form  der  Gruppe:  BJ\..Brf 
zeigt  unmittelbar,  dass  es  in  r  +  3'  Veränderlichen  eine  r-gliedrige 
Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dks  giebt,  bei  der  die  r  Veränder- 
lichen: H^...Hr  für  sich  transformirt  werden  und  zwar  durch  die 
lineare  homogene  Gruppe: 

r 

Aif^^^\H,Hu\^^       (i=l...r), 

die  zu  der  adjungirten  Gruppe  der  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Zu- 
sammensetzung dks  dualistisch  ist. 

Zum  Schlüsse  noch  ein  paar  Worte  über  die  Entwicklungen  des 
Kapitels  13  von  Abschnitt  II.  Ausser  ihrer  Bedeutung  für  die  Theorie 
der  Gruppen  von  Berührungstransformationen  und  von  Punkttransfor- 
mationen zeichnen  sich  diese  Entwicklungen  auch  noch  dadurch  aus, 
dass  sie  über  die  Tragweite  der  Jacobischen  Identität  Aufschluss 
geben. 

Sind  9,  X  und  -ip  irgend  drei  Functionen  der  2n  Veränderlichen: 
x^  . .  .Xny  Pi  .  »  .pn  und  setzt  man: 


n 

^  /aq^  dx_  __d^  dx_\  _  ,      . 
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SO  gilt  für  das  Symbol:  (      )  die  Identität: 

(86)  i<PX)  +  ix'p)  =  0 
und  ausserdem  noch  die  Jacobische  Identität: 

(87)  ((9^;^)^)  +  ((X^)  <P)  +  ((^^)  X)  =  0 
(s.  Abschn.  II,  S.  171,  Satz  1). 

Will  man  die  Jaco bische  Identität  verallgemeinern,  das  heisst 
eine  möglichst  allgemeine  Identität  aufstellen,  von  der  die  Jaco  bi- 
sche Identität  ein  besonderer  Fall  ist,  so  liegt  es  am  nächsten,  davon 
auszugehen,  dass  der  Ausdruck  {cpi)  sowohl  in  den  Differentialquotien- 
ten von  9?  als  in  denen  von  %  linear  und  homogen  ist  und  dass  er 
bei  Vertauschung  von  (p  und  x  das  Zeichen  wechselt.  Man  wird  sich 
daher  aus  zwei  Functionen:  u  und  v  der  r  Veränderlichen:  0^  . . .  0r 
einen  Ausdruck: 

l...r 

(88)  l«H=^'».-^||fj 

gebildet  denken  und  nun  versuchen,  die  coik  in  allgemeinster  Weise  so 
zu  bestimmen,  dass  erstens: 

(89)  \uv\  +  \vu\  =  0 

ist  und  zweitens  für  je  drei  Functionen:  Uy  v,  w  von  0^  .  . .  0r  die 
Identität: 

(90)  \\uv\w\  +  \\vw\u\  +  \\wti\v\  =  0 
besteht. 

Die  Lösung  dieser  Aufgabe  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  Kap.  13 
von  Abschn.  IL 

Die  Identität  (89)  besteht  nämlich  offenbar  dann  und  nur  dann, 
wenn  die  (Oik  den  Gleichungen: 

(91)  Oik  +  GJki  =  0       (t,  *  =  1 .  .  .  r) 

genügen.  Andrerseits  besteht  die  Identität  (90)  jedenfalls  nur  dann 
für  beliebige  Functionen:  u,  v,  w,  wenn  sie  für:  u==0i,  v==0k,  w  =  Bj 
erfüllt  ist,   wenn  also  die  Oik  die  Bedingungen: 

l  (t,  *,  i  =  1  .  .  .  r) 

befriedigen.  Aus  S.  237,  Satz  2  von  Abschn.  II  geht  aber  hervor, 
dass  jedesmal,  wenn  die  r^  Functionen  Oik  den  Bedingungen  (91)  und 

(92)  genügen,  zwischen  drei  beliebigen  Functionen:  u,v,w  von  0^...0r 
die  Identität  (90)  besteht.    Es  bleibt  also  nur  noch  übrig,  alle  Systeme 
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von  r^  Functionen  co,i  anzugeben^  die  den  Gleichungen  (91)  und  (92) 
genügen. 

Um  das  zu  erreichen,  bemerken  wir,  dass  nach  Kap.  13  von 
Abschn.  II  zu  jedem  System  von  r^  Functionen  cnij,,  das  den  Gleichun- 
gen (91)  und  (92)  genügt,  r-gliedrige  Functionengruppen  gehören,  die 
gerade  die  durch  die  Oik  bestimmte  Zusammensetzung  haben,  und  dass 
jede  solche  Functionengruppe  durch  eine  Berührungstransformation  auf 
die  Form:  p^  .  .  .pm+q,  x^  .  . ,  Xm  (2m  +  q  =  r)  gebracht  werden  kann. 
Hieraus  ergiebt  sich,  dass  man  alle  Functionensysteme  03^  von  der 
verlangten  Beschaffenheit  folgendermassen  erhalten  kann: 

Man  wählt  die  beiden  ganzen  positiven  Zahlen  m  und  q  in  all- 
gemeinster Weise  so,  dass  2m-{-q  =  r  wird,  ohne  dabei  auszuschliessen, 
dass  entweder  m  oder  q  verschwindet.  Sodann  wählt  man  in  allge- 
meinster Weise  r  unabhängige  Functionen:  0^  .  .  .  ^r  von  p^  .  .  .  2->m+q, 
X.  .  .  ,Xm  und  berechnet  die  Functionen: 


(^'•^Oo:«    =öu(^l...^;0 


(.,  A  =  1  .  .  .  r)  . 


Die  so  gefundenen  Functionen  coik  sind  die  allgemeinsten  von  der 
verlangten  Beschaffenheit.  Damit  ist  dann  zugleich  auch  das  allge- 
meinste Symbol  (88)  gefunden,  das  der  Identität  (89)  und  der  verall- 
gemeinerten Jacob i sehen  Identität  (90)  genügt. 

üebrigens  sind  die  Ausdrücke  von  der  Form  (88)  noch  nicht  die 
allgemeinsten,  die  eine  der  Jacobischen  analoge  Identität  erfüllen. 
Man  erhält  noch  allgemeinere,  wenn  man  verlangt,  dass  \uv\  sowohl 
in  u  und  seinen  Differentialquotienten  als  mv  und  seinen  Differential- 
quotienten homogen  sei.  Ein  Beispiel  hierfür  liefert  das  in  Abschn.  II 
auf  S.  320  eingeführte  Symbol: 


i^''i=^(ie+..s)-t:(s+-'©)- 
-«--ff). 

für  das   ebenfalls   eine   Identität  von   der  Form   (90)   besteht  (a.  a.  0. 
S.  536).     Wir  wollen  aber  darauf  nicht  weiter  eingehen. 
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Kapitel   26. 

Die  Üeberführung  der   endlichen   Gleichungen   einer  r-gliedrigen 
Gruppe   in  ihre  kanonische  Form. 

Es  seien: 

(1)  Xl  =  fi{x^   .  .  .  Xn\      a^   .  .  .  ür)       («•  =  !...«) 

die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe,  die  von  den  r 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

(2)  Z./-=^J,,(a!,  ...^„)g-     (*  =  !....) 

erzeugt  ist.  Diese  endlichen  Gleichungen  können  unbegränzt  viele 
verschiedene  Formen  erhalten,  denn  man  kann  nicht  blos  an  Stelle 
von  x^  . .  .  Xn  beliebige  neue  Coordinaten  einführen ,  sondern  auch  an 
Stelle  der  a  irgend  r  unabhängige  Functionen  von  ihnen  als  neue 
Parameter. 

Wir  beschäftigen  uns  hier  nur  mit  den  verschiedenen  Formen, 
die  die  endlichen  Gleichungen  (1)  unsrer  Gruppe  durch  Einführung 
neuer  Parameter  erhalten  können.  Unter  diesen  Formen  giebt  es  näm- 
lich eine  ausgezeichnete,  die  Mnonische  Form  (s.  Abschn.  I,  S.  171)  und 
die  wollen  wir  jetzt  näher  betrachten. 

Man  findet  die  kanonische  Form  folgendermassen:  man  bilde  das 
simultane  System: 

(3)  l...r  =  •  •  .  =  y3^ =  dt, 

k  k 

wo  für  iki{Xi...Xn)  kurz  1/,-  geschrieben  ist,  und  integrire  es  unter 
Zugrundelegung  der  Anfangsbedingungen:  x^^  =  x^,  .  .  .,  Xn  =  Xn  für 
^  =  0.     Die  so  erhaltenen  Integralgleichungen: 

(4)  x{-=\i{x^  .  ..Xnj     X^t,...jXrt)       (t  =  l...n) 

sind  die  gewünschte  kanonische  Form.  Da  diese  Integralgleichungen 
die  Grössen:  A^  ...  Ar  und  t  nur  in  den  Verbindungen: 

(5)  l^t  =  u^j  .  .  .j  Irt  ==  Ur 
enthalten,  so  lassen  sie  sich  auch  schreiben: 

(6)  X(  =  \i{x^  .  .  .  Xn'^     Mj  .  .  .  Ur)        (t  =  1  . . .  n)  . 

Je  nach  Bedarf  wird  man  bald  die  eine,  bald  die  andre  Darstellung 
der  kanonischen  Form  vorziehen. 
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Was  die  kanonische  Form  vor  den  andern  Formen  der  endlichen 
Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  auszeichnet,  ist  zunächst  der 
Umstand,  dass  in  der  kanonischen  Form  die  oo'"—^  eingliedrigen  Gruppen, 
aus  denen  die  Gruppe  besteht,  deutlich  hervortreten;  ertheilt  man 
nämlich  in  den  Gleichungen  (4)  den  Grössen:  Aj  .  .  .  A;-  feste  Werthe, 
während  man  t  willkürlich' lässt,  so  erhält  man  die  oo^  Transforma- 
tionen einer  eingliedrigen  Gruppe,  und  lässt  man  k^  ...  kr  nach  und 
nach  alle  möglichen  Werthe  annehmen,  so  bekommt  man  überhaupt 
alle  eingliedrigen  Gruppen,  die  der  r-gliedrigen  Gruppe  angehören. 

Aber  die  kanonische  Form  ist  unter  den  möglichen  Formen  der 
Gruppe  (1)  keineswegs  die  einzige,  der  diese  Eigenschaft  zukommt, 
denn  führt  man  in  (4)  an  Stelle  der  A  neue  Parameter  v^  .  .  .Vr  ein, 
die  durch  Gleichungen  von  der  Form: 


Vk 


=^-^^(r----'^)  "=" 


bestimmt  sind,  so  erhält  man  offenbar  wieder  eine  Form  der  Gruppe 
(1),  bei  der  jedem  Werthsystem :  v^  .  .  .  Vr  eine  eingliedrige  Untergruppe 
entspricht.  Vollständig  charakterisirt  wird  daher  die  kanonische  Form 
durch  die  besprochene  Eigenschaft  noch  nicht. 

Wirklich  charakteristisch  für  die  kanonische  Form  ist  nun  aber 
die  Eigenschaft,  dass  in  der  kanonischen  Form  (6)  der  Gruppe  (1) 
jede  continuirliche  Untergruppe  dieser  Gruppe  durch  lineare  homogene 
Gleichungen  zwischen  u^  .  .  .  Ur  bestimmt  werden  kann  und  dass  man, 
wenn  man  vermöge  dieser  Gleichungen  gewisse  von  den  u  durch  die 
übrigen  willkürlich  bleibenden  ausdrückt,  zugleich  die  betreffende  Unter- 
gruppe in  der  kanonischen  Form  erhält.  Diese  uns  schon  aus  Abschn.  I 
bekannte  Eigenschaft  der  kanonischen  Form  (s.  das.  Kap.  12  u.  Kap.  16, 
S.  279)  hat  darin  ihren  Grund,  dass  einerseits  jedes  System  von  linea- 
ren homogenen  Gleichungen  zwischen  u^  .  .  .  Ur  unter  den  cx)^— ^  ein- 
gliedrigen Gruppen  der  Gruppe  (1)  ein  ebenes  Bündel  von  einglied- 
rigen Gruppen  ausscheidet,  das  heisst  eine  Schaar  von  eingliedrigen 
Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  ein  ebenes  Bündel 
bilden,  während  andrerseits  die  eingliedrigen  Gruppen  jeder  endlichen 
continuirlichen   Gruppe  ein  ebenes  Bündel  bilden. 

Wenn  wir  sagen,  dass  die  eben  angegebene  Eigenschaft  für  die 
kanonische  Form  der  Gruppe  (1)  charakteristisch  sei,  so  soll  das 
heissen,  dass  jede  Form  der  Gruppe,  die  diese  Eigenschaft  besitzt, 
eine  kanonische  Form  der  Gruppe  ist.  In  Wahrheit  giebt  es  nämlich 
unendlich  viele  verschiedene  kanonische  Formen  der  Gruppe  (1),  denn 
man  erhält  aus  der  kanonischen  Form  (6)  stets  wieder  eine  kanonische 
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Form,  wenn  man  an  Stelle  der  u  durch  irgend  eine  lineare  homogene 
Transformation  r  neue  Parameter  einführt,  oder,  was  auf  dasselbe  hin- 
auskommt, wenn  man  X^f .  . .  Xrf  durch  irgend  r  andre  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  der  Gruppe  ersetzt.  Aber  die  kano- 
nische Form  (6)  ist  so  beschaffen,  dass  sie  nur  bei  linearer  homogener 
Transformation  der  Parameter  wieder  in  eine  kanonische  Form  über- 
geht, sie  ist  also  eindeutig  bestimmt,  wenn  man  solche  Parameter- 
systeme, die  durch  lineare  homogene  Transformationen  aus  einander 
hervorgehen,  nicht  als  wesentlich  verschieden  ansieht. 

Wir  werden  jetzt  untersuchen,  was  für  Operationen,  insbesondere 
was  für  Integrationen  erforderlich  sind,  um  die  kanonische  Form  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  aufzustellen,  sobald  man  irgend  eine  Form  der 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  kennt.  Wir  werden  zeigen,  dass 
dazu  an  Integrationen  im  ungünstigsten  Falle  nur  eine  Anzahl  von 
Quadraturen  erforderlich  ist.  Dieses  wichtige  Ergebniss  werden  wir 
sodann  benutzen,  um  eine  Reihe  anderer  bemerkenswerther  Sätze  ab- 
zuleiten. 

§  116. 

Wir  denken  uns  also  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  in  irgend  einer  Form: 

vorgelegt,  ünsre  Aufgabe  ist,  an  Stelle  von  a^  .  .  .  ür  solche  neue 
Parameter  u^^  .  .  .  Ur  einzuführen,  dass  die  Gleichungen  (1)  in  die  kano- 
nischen Gleichungen  unsrer  Gruppe  übergehen. 

Unser  erster  Schritt  besteht  darin,  dass  wir  irgend  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen  unsrer  Gruppe  aufstellen.  Zu  diesem 
Zwecke  bilden  wir  nach  Anleitung  von  Abschn.  I,  S.  27—32  durch 
Differentiationen  und  Eliminationen  die  Gleichungen: 

C^)         ä^  =^  ^Jk{a^  .,.ar)  ^ji{x^' .  .  .  x;)  (t=  1 . 


k  =  i 


die  bei  der  Substitution:  x,'=f,,,. .,  ^„  =  /;  identisch  erfüllt  werden. 
Da  die  Determinante  der  ^^^.(a)  nicht  identisch  verschwindet,  wie 
damals  gezeigt  worden  ist,  so  lassen  sich  die  Gleichungen  (7) 'nach 
den  ^ji(x)  auflösen: 

(8)         iji(x,\  .  .  x:)  =yi  aj,{a,  . . .  a,)  ^     {i  =  i...n  t  =  i...«) 
und  es  sind  nunmehr: 

Llo,  Theorie  der  Trausformationsgruppen.   III.  ag 
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n 


df 


-^^^    *9)i  V^i  .  .  .  u^nj  -^       U  =  l...r) 


r  von  einander  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  r-glied- 
rigen  Gruppe  (1).     Zugleich  sind: 


r 


unabhängige    infinitesimale    Transformationen    der   zugehörigen  Para- 
metergruppe (s.  Abschn.  I,  S.  401—406). 

Wir  erinnern  daran,  dass  die  Parametergruppe  mit  der  Gruppe  (1) 
gleichzusammengesetzt  ist:  wenn  die  Zusammensetzung  der  Gruppe 
(1)  durch  die  Relationen: 

?• 

(9)  (X,X,)=^.,,.X/      (e-,i  =  l....) 


bestimmt  wird,  so  bestehen  zwischen  ÄJ.  .  .  Arf  Relationen  von  der- 
selben Form: 

r 

(10)     .  (Aaj)  =^-  CijsÄ,f    (/,  J  =  l...r) 

1 

mit  denselben  Coefficienten  Cijg. 

Wie  auf  S.  607  gesagt  wurde,  kann  jetzt  die  unbekannte  kano- 
nische Form  (4)  der  Gruppe  (1)  dadurch  gefunden  werden,  dass  man 
das  simultane  System: 

(3)  -^^= ^ ät 

1  1 

mit  den  Anfangsbedingungen:  xl=Xi  für  t  =  0  integrirt.     Wir  kön- 
nen aber  sofort  dieses  Integrationsproblem  durch  ein  andres  ersetzen 
das  leichter  zu  behandeln  ist. 

Die  kanonische  Form  (4)  der  Gruppe  (1)  muss  nämlich  aus  den 
Gleichungen  (1)  auch  dadurch  erhalten  werden  können,  dass  man  an 
Stelle  von  a^  .  .  .  ür  geeignete  Functionen  von  X^  .  .  .  Ir  und  t  einführt, 
und  es  ist  nicht  schwer,  ein  simultanes  System  aufzustellen,  das  von 
diesen  Functionen  befriedigt  wird.  Wir  multipliciren  (8)  mit  Xj  und 
Summiren  nach  j  von  1  .  .  .  r;  mit  Berücksichtigung  von  (3)  ergiebt 
sich  auf  diese  Weise: 

^=^A,«,-,^...a,)^^ 
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demnach  befriedigen  a^  . .  .  ür  als  Functionen  von  t  betrachtet  das 
simultane  System: 

r 

(11)  ^=^njajj,(a,..ar)     (Ä  =  i...r). 
dt        ^^ 

Da  nun  xl  für  ^  =  0  den  Werth  Xi  annimmt,  so  müssen  o^  .  .  .  ttr  für 
^  =  0  nothwendig  die  Werthe  a^^  .  ,  .  a^  annehmen ,  die  in  (1)  einge- 
setzt die  identische  Transformation  liefern.  Durch  diese  Bedingungen 
sind  aber  a^. .  .ür  als  Functionen  von  Aj  .  .  .  Ar  vollständig  definirt; 
integrirt  man  das  simultane  System  (11)  mit  den  Anfangsbedingungen: 
«A  =  cik  für  ^=0,  so  erhält  mau  für  a^.^.ür  ganz  bestimmte 
Functionen : 

(12)  «A-  =  5li(Ai  ^,  .  .  .,  Irt)        (^-  =  1  .  .  .  r)  , 

die  in  die  Gleichungen  (1)  eingesetzt  die  gewünschte  kanonische  Form 
(4)  unsrer  Gruppe  (1)  liefern.  Da  übrigens  die  Gleichungen  (12) 
Aj  .  .  .  Ar  und  t  nur  in  den  Verbindungen  (5)  enthalten,  so  lassen  sie 
sich  auch  schreiben: 

(13)  C?;!:  =  ^4  (%  .  .  .  Wr)        (*  =  1  •  •  .  r) 

und  es  sind  demnach: 

(14)  xl  =fi{x^.,,  Xn  :     %^  (u)  .  .  .  5(r  («))       d  =  i  .  .  .  n) 

die  kanonischen  Gleichungen  unsrer  Gruppe  geschrieben  in  der  Form  (6). 

Wollen  wir  also  die  Gruppe  (1)  auf  ihre  hanonische  Form  bringen, 
so  haben  wir  nur  n'öthig,  das  simultane  System  (11)  unter  Zugrunde- 
legung der  Anfangsbedingungen:  ak  =  a^   fi^r  t  =  0  m  integriren. 

Mit  Benutzung  der  Symbole:  A^f .  .  .  Arf  können  wir  dieses  In- 
tegrationsproblem auch  so  ausdrücken: 

Es  soll  in  den  Veränderlichen:  a^  .  . .  ar^  t  ein  Gleichungensystem 
bestimmt  werden^  das  die  infinitesimale  Transformation: 

(15)  Af=l,AJ+-.-  +  XrÄrf  +  K 

gestattet;  das  betreffende  Gleichungensystem  muss  nach  a^  . . .  ar  auflösbar 
sein  und  ausserdem  von  dem   Werthsysteme: 

(16)  a^  =  a^^, . .  .,ar  =  aj^,     ^  =  0 
identisch  befriedigt  werden. 

Bei  allen  diesen  Betrachtungen  wird  selbstverständlich  voraus- 
gesetzt, dass  sich  die  ipjk  für  die  Parameter  a^  .  .  ,  aj^  der  identischen 
Transformation  unsrer  Gruppe  regulär  verhalten  und  dass  die  Deter- 
minante der  iljjkia)  für:  a^  ==  aj^  einen  endlichen  von  Null  verschiede- 
nen Werth  annimmt;  dann  verhalten  sich  offenbar  auch  die  ajk(a)  für 
ay  =  a/  regulär  und   zugleich    besitzt  ihre   Determinante   einen    end- 

39* 
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liehen,  von  Null  verschiedenen  Werth.  Sollten  diese  Voraussetzungen 
nicht  von  vornherein  erfüllt  sein,  so  denken  wir  uns  die  Gruppe  (1) 
in  der  auf  S.  565  f.  beschriebenen  Weise  auf  eine  Form  gebracht,  in 
der  diese  Voraussetzungen  erfüllt  sind  (vgl.  auch  Abschn.  I,  S.  165  ff.). 

§  117. 

Die  Integration  des  simultanen  Systems  (11)  gestaltet  sich  des- 
wegen besonders  einfach,  weil  man  von  vornherein  durch  ausführbare 
Operationen  gewisse  Integralgleichungen  des  Systems  aufstellen  kann. 
Man  gelangt  zu  diesen  Integralgleichungen  durch  Betrachtung  der  ad- 
jungirten  Gruppe  der  Gruppe  (1). 

Führt  man  in  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 

11  '  1 

der  Gruppe  (1)  vermöge   der   allgemeinsten   endlichen  Transformation 

(I)  dieser  Gruppe  die  neuen  Veränderlichen  x^ .  . .  .  Xn  ein,  so  ergiebt 
sich  (s.  Abschn.  T,  S.  81,  Satz  4)  eine  Gleichung  von  der  Form: 

r  r 

(17)  ^e/X.r=^e,X,/, 

1  1 

WO  die  Ck    lineare  homogene  Functionen  der  ek   sind: 

r 

(18)  e/=^^();t^(ai  . .  .ar).eyt     (*  =  i...r). 

1 

Diese  Gleichungen  (18),  die  unter  den  gemachten  Voraussetzungen 
ohne  Integration  gefunden  werden  können,  stellen  die  adjungirte  Gruppe 
der  Gruppe  (1)  dar  (a.  a.  0.  S.  270  ff.). 

Wären  nun  die  Integralgleichungen  (12)  des  simultanen  Systems 

(II)  schon  bekannt,  so  würden  wir  die  adjungirte  Gruppe  ohne  Wei- 
teres in  ihrer  kanonischen  Form  hinschreiben  können,  wir  brauchten 
zu  diesem  Zwecke  blos  in  (18)  die  Substitution: 

(12)  ük  =  5(^(Ai  t,..,,lrt)       (k=l...r) 

auszuführen;  die  kanonische  Form  der  adjungirten  Gruppe  wäre  dann: 


(18 ')  ^;  =^  Qkn  (ä,  {U)...K  (Xt))  e^   (k 


1  .  .  .  r) 


Aber  auch  jetzt,  wo  wir  die  Integralgleichungen  (12)  noch  nicht 
kennen,  sind  wir  doch  im  Stande,  die  kanonische  Form  der  adjungirten 
Gruppe  anzugeben. 
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Die   adjungirte  Gruppe  ist  ja  von  den    r  infinitesimalen    Trans- 
formationen ; 

l...r 

(19)  Esf=^cnnen^^     (y=i....-) 
erzeugt,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(20)  (£,.J5,)=2<;y,J5/     (/,.  =  i....) 

1 

stehen.  Ihre  kanonischen  Gleichungen  werden  demnach  erhalten,  wenn 
man  das  simultane  System: 

(21)  --P-.-^...^^pL_^at 

1  1 

mit  den  Anfangsbedingungen:  €k  ==  ßk  für  ^  =  0  integrirt,  wobei  zur 
Abkürzung: 

r 

(22)  ^^  Cnjk  en  =  tjk      U,k=i...  r) 

l 

gesetzt  ist.  Denken  wir  uns  die  Integration  des  Systems  (21)  ausge- 
führt, was  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erfordert, 
so  finden  wir  die  kanonischen  Gleichungen  der  adjungirten  Gruppe  in 
der  Form: 

r 

(23)  e'k  =-^^fikn{hi,'-'>^rt)ert       (k  =  l...r)^ 

1 
deren  Coefficienten   6k n   die   Grössen:  A^  .  .  .  A,.,  t   nur   in   den   Verbin- 
dungen: Xkt  =  Uk  enthalten. 

Die  kanonische  Form  (23)  der  adjungirten  Gruppe,  die  wir  soeben 
gefunden  haben,  muss  natürlich  mit  der  oben  abgeleiteten  kanonischen 
Form  (18')  identisch  sein;  da  wir  nun  die  Gleichungen  (18')  aus  der 
andern  uns  bekannten  Form  (18)  der  adjungirten  Gruppe  durch  die 
noch  unbekannte  Substitution  (12)  gebildet  hatten,  so  ergiebt  sich, 
dass  diese  unbekannte  Substitution  die  rr  Gleichungen: 

(24)  QkTtia^  ..  .ttr)  =  ^kni^it,  .  .  .,  Xrt)       (*,  rt  =  l...r) 

in  lauter  Identitäten  verwandeln  muss. 

Wir  sehen  also,  dass  die  Gleichungen  (24),  die  wir  durch  aus- 
führbare Operationen  aufstellen  können,  Integralgleichungen  des  simul- 
tanen Systems  (11)  sind. 

Da  die  Gleichungen  (24)  sich  bei  der  Substitution  (12)  in  Iden- 
titäten verwandeln,  so  werden  sie  offenbar  von  dem  Werthsysteme; 
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(16)  üi  =  al^  .  .  .,  ür  =  ar\  t  =  0 

identisch  befriedigt;    zugleich  ist  klar,  dass  sich  aus  ihnen  keine  von 

«1  . . .  a^  freie   Relation   ableiten   lässt.     Ebensowenig   lässt  sich   aber 

aus  (24)    eine    Relation    zwischen    «^  . .  .  a,-  allein    ableiten   und    zwar 

deswegen,  weil  die  Gleichungen  (12)  nach  k^tj. .  .,  krt  aufgelöst  werden 

können. 

In  einem  Falle  ist  unser  Integrationsproblem  bereits  durch  die 
Aufstellung  der  Gleichungen  (24)  vollständig  erledigt,  dann  nämlich, 
wenn  die  Gruppe  (1)  keine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation 
enthält.  In  diesem  Falle  ist  ja  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe  (1) 
y-gliedrig  (Abschn.  I,  S.  277),  es  giebt  also  unter  den  rr  Functionen 
Qknifii  .  .  ■  ctr)  gerade  r  von  einander  unabhängige,  hieraus  aber  folgt, 
dass  sich  die  Gleichungen  (24)  nach  «j  .  .  .  a^  auflösen  lassen;  durch 
die  betreffende  Auflösung  erhalten  wir  ohne  Integration  die  gewünsch- 
ten Integralgleichungen  (12)  des  simultanen  Systems  (11)  und  können 
mithin  auch  die  kanonische  Form  der  Gruppe  (1)  ohne  Integration 
angeben.     Es  gilt  also  das 

Theorem  48.     Kennt  man  irgend  eine  Form: 

der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen  Gruppe j  die  keine 
ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen  enthält^  so 
kann  man  die  kanonische  Form  der  endlichen  Gleichungen 
dieser  Gruppe  ohne  Integration  aufstellen^  es  ist  dazu  ausser 
Differentiationen  und  Eliminationen  nur  die  Auflösung  einer 
algebraischen  Gleichung  erforderlich. 

Anders  wird  die  Sache,  wenn  die  Gruppe  (1)  ausgezeichnete  in- 
finitesimale Transformationen  enthält;  in  diesem  Falle  lässt  sich  unser 
Integrationsproblem  nicht  ohne  Integration  erledigen,  aber,  wie  schon 
auf  S.  609  angekündigt  wurde:  die  erforderlichen  Integrationen  be- 
schränken sich  auf  Quadraturen.  Um  das  nachweisen  zu  können, 
schalten  wir  zunächst  einen  Paragraphen  ein,  in  dem  wir  gewisse 
allgemeine  Eigenschaften  der  adjungirten  Gruppe  und  des  Gleichungen- 
systems (24)  entwickeln. 

§  118. 
Wie  wir  wissen,  gehen  die  Gleichungen: 

(8)         |;t(^/.  .  .  ^«')  =^-  ajk{ai  ■  .  .  «r)  ö-^     (j  =  i...ni  =  i...n) 
bei  der  Substitution: 
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(1)  Xi  =  fi(Xi  .  .  .  Xn'i    a^  .  .  .  ar)        {l  =  l...n) 

in  Identitäten  über.  Diese  Thatsache  kann  offenbar  auch  so  aus- 
gesprochen werden:  das  Gleichungensystem  (1)  gestattet  die  r  infini- 
tesimalen Transformationen : 

Xj'f-\-  Äff       0  =  l...r) 

in  den  Veränderlichen:  ir/. . .  ^„',  «j  .  .  .  ar]  unter  X/f  verstehen  wir 
dabei  wie  gewöhnlich  den  Ausdruck: 

1  t  i  z 

Da  wir  über  die  Gruppe  (1)  nichts  weiter  vorausgesetzt  haben, 
als  dass  sie  r-gliedrig  sein  sollte,  so  ist  die  im  Vorstehenden  ange- 
gebene Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (JL)  augenscheinlich  eine 
allgemeingültige  Beziehung  zwischen  den  endlichen  Gleichungen  einer 
r-gliedrigen  Gruppe,  den  infinitesimalen  Transformationen  dieser  Gruppe 
und  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Parametergruppe,  die 
durch  die  betreffenden  endlichen  Gleichungen  bestimmt  ist. 

Nun  stellen  die  Gleichungen: 

'Xi=fi(x^  .  .  .  T«;   a^  .  ..  «,) 

1 

*•  (»  =  !...«;    k  =  l  ...r)y 

die  durch  Zusammenfassung  der  Gleichungen  (1)  und  (18)  entstanden 
sind,  offenbar  eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  n  -\-  r  Veränderlichen 
x^  . . .  Xn^  e^  .  . ,  Cr  dar.  Diese  Gruppe  (25)  hat  genau  dieselbe  Para- 
metergruppe wie  die  Gruppe  (1),  ausserdem  ist  sie  von  den  r  unab- 
hängigen infinitesimalen  Transformationen: 

Xif+Ejf     0=1. ..r) 

erzeugt.  Es  ergiebt  sich  daher  sofort,  dass  das  Gleichungensystem 
(25)  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

X/f+E/f  +  Ajf    w  =  .....) 

in  den  Veränderlichen:  x^' . .  . .  Xn,  e/.  .  .  e/,  %  .  .  .  a^  gestattet.  Hieraus 
aber  folgt  wiederum,  dass  das  Gleichungensystem: 

r 
(18)  ek=^''Q}c7t(ai..,ar)€n        (*=l...r) 

1 
für  sich  genommen  die  r  infinitesimalen  Transformationen: 

E/f+Ajf    (;  =  i...r) 
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in  den  2r  Veränderlichen:   e^' e/,  a^  .  .  .  ür  gestattet.     Mit  andern 

Worten:    Vermöge    der    endlichen    Gleichungen    (18)    der    adjungirten 
Gruppe  bestehen  die  Differentialgleichungen: 


(26) 


J^f  (^njken  ==2j    ^J^i^l  '  '  '^r) 


de; 

1  ^«Tt 


(i,  *  =  1  .  .  .  r) 

identisch*). 

Aus  der  gefundenen  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (18) 
können  wir  ersehen,  wie  sich  die  Functionen  Qknia)  gegenüber  den 
infinitesimalen  Transformationen  Ajf  verhalten.  Es  müssen  ja  die 
Gleichungen: 

r  r 

^  Cnjke'n  =^  ÄjQkTt  .  e„ 

l  1 

identisch  erfüllt  sein,  wenn  man  e/.  .  .  e/  mit  Hülfe  von  (18)  durch 
e^  . .  .Cr  und  a^  . .  .  a^  ausdrückt.  Vergleichen  wir  in  diesen  Identi- 
täten die  Coefficienten  von  e^  .  .  .  e^  auf  beiden  Seiten,  so  erkennen 
wir,  dass  sich  die  AjQkn  linear  und  homogen  mit  constanten  Coeffi- 
cienten durch  die  Qkn  ausdrücken: 


(27) 


AjQkn  =  X;'  CsjkQs7t{a^  .  .  .ür) 


1 
Utk,  Tt  =  l...  r)  . 


Betrachten  wir  jetzt  die  kanonische  Form: 

(23)  ek=^^ök^{XJ,  ...,Xrt)en     (k  =  i...r) 

1 

der  adjungirten  Gruppe. 

Wir  haben  die  Gleichungen  (23)  durch  Integration  des  simultanen 

Systems  (21)   gefunden.     Hieraus  folgt,    dass    das  Gleichungensystem 

(23)  die  infinitesimale  Transformation: 

gestattet.     Diesen  Umstand  benutzen  wir,  um  die  Dilferentialquotien- 
ten  der  6k n  nach  t  zu  berechnen. 

Wegen  der  angegebenen  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (23) 
müssen  die  Gleichungen: 

*)  Dieses  Ergebniss  ist  allerdings  nur  in  dem  Falle  neu,  wenn  die  adjun- 
girte  Gruppe  nicht  r-gliedrig  ist;  ist  sie  r-gliedrig,  so  versteht  es  sich  von  selbst 
und  hätte  keines  besondern  Beweises  bednrft. 
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r  r  r 

11  1 

ZU  Identitäten  werden,  wenn  man  in  ihnen  die  aus  (23)  folgenden 
Werthe  von  e/...e/  einsetzt.  Durch  Vergleichung  der  Coefficienten 
von  e^  .  .  .  ßr  in  den  so  entstehenden  Identitäten  ergiebt  sich  aber : 


(28) 


-=X/  A,-^'  Csjk0,A.^it,  ■  .  .,  ^rt) 


2oj 


Hält  man  die  Identitäten  (28)  mit  den  Identitäten  (27)  zusammen, 
so  erkennt  man  augenblicklich,  dass  sich: 

r  r  r 

1  11 

genau   in   derselben  Weise   durch  die  Qsn   ausdrückt,   wie  -öt-   durch 
die  0sn'     Hierin  liegt,  dass  der  Ausdruck: 


A  (Qk  n  —  (?A-7t)  =^"  h  '  Aj  Qk  n ^~ 

1 

vermöge  des  Gleichungensystems: 

(24)  Qk7t{p>^  .  .  .ür)  =  6k7t{Kt,  .  .  .,  Xrt)       {k,7i=l...r) 

verschwindet.     Kurz:  das  Gleichungensystem  (24)  gestattet  die  infinitesi- 
male Transformation : 

1 

Diese  Eigenschaft  des  Gleichungensystems  (24)  ist  von  der  gross- 
ten  Wichtigkeit  für  die  Erledigung  unsers  Integrationsproblems.  Bisher 
wussten  wir  nätnlich  blos,  dass  die  Gleichungen  (24)  Integralglei- 
chungen des  simultanen  Systems  (11)  sind.  Nunmehr  können  wir 
hinzufügen,  dass  sie  Integralgleichungen  von  ganz  besonderer  Beschaffen- 
heit sind;  differentiirt  man  nämlich  die  Gleichungen  (24)  nach  t,  indem 
man  a^  .  , .  ar  als  Functionen  von  t  ansieht,  und  schafft  man  aus  den 
erhaltenen  Gleichungen  mit  Hülfe  des  simultanen  Systems  (11)  die 
Differentialquotienten  von  a^.. .  ar  nach  t  fort,  so  erhält  man  zwischen 
a^.  . .  ttry  l^  . .  .  Ir  und  t  nur  solche  Relationen,  die  schon  eine  Folge 
von  (24)  sind. 

Enthält  die  Gruppe  (1)  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
mationen, so  besitzt  das  Gleichungensystem  (24)  noch  eine  andre 
Eigenschaft,  die  uns  ebenfalls  nachher  von  Nutzen  sein  wird. 
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Ist:  s^XJ'-l (-  £rX,f  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formation der  Gruppe  (1),  so  verschwindet  die  infinitesimale  Trans- 
formation: 

e,E,r+-'-  +  erE;f 

der    adjungirten    Gruppe    identisch.     Da    nun    das    Gleichungensystem 
(18)  die  infinitesimale  Transformation: 


^s,{E^f+A,r) 


gestattet  und  diese  Transformation  sich  unter  der  gemachten  Voraus- 
setzung auf: 

(29)  e,AJ+.-.  +  ,,Arf 

reducirt,  so  ergiebt  sich,  dass  die  Ausdrücke: 

alle  identisch  verschwinden;  hieraus  aber  folgt,  dass  das  Gleichungen- 
system (24)  auch  noch  die  infinitesimale  Transformation  (29)  gestattet. 
Wir  können  dieses  Ergebniss  kurz  so  aussprechen:  Das  Glei- 
chungensystem (24)  gestattet  ausser  der  infinitesimalen  Transformation 
Af  auch  noch  jede  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  der  Fara- 
metergruppe:  AJ\  . .  Arf. 

§  119. 

Wir  wollen  jetzt  annehmen,  dass  unsre  Gruppe  (1)  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  gerade  r  —  m  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformationen  enthält,  und  wollen  uns  X^f .  ,  .  Xrf  gleich  so  ge- 
wählt denken,  dass  Xm^if . . .  Xrf  solche  ausgezeichnete  Transforma- 
tionen sind. 

Um  die  Gruppe  (1)  auf  ihre  kanonische  Form  zu  bringen,  haben 
wir  nach  S.  611  ein  Gleichungensystem  von  der  Form: 

(12)  a,  =  5l,(Ai^,...,A,0 

aufzustellen,  das  die  infinitesimale  Transformation: 

Äf=X,AJ+-..+lrArf+^ 

in  den  Veränderlichen:  a^ , . .  ar,  t  gestattet  und  das  ausserdem  von  dem 
Werthsysteme: 

(16)  a,  =  a^^,  ...,ar==  ar"",     t  =  0 

identisch  befriedigt  wird. 
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Wir  kennen  bereits  ein  Gleichungensystem,  das  die  infinitesimale 
Transformation  Af  gestattet  und  das  von  dem  Werthsysteme  (16) 
befriedigt  wird,  nämlich  das  Gleich ungensystem: 

Wir  wissen  überdies,  dass  die  Gleichungen  (24)  bei  der  noch  unbe- 
kannten Substitution:  a^  =  5ti,  . . .,  «r  =  5tr  in  Identitäten  übergehen, 
dass  also  das  gesuchte  Gleichungensystem  (12)  die  uns  bekannten 
Gleichungen  (24)  umfasst.  Wir  brauchen  daher,  um  das  Gleichungen- 
system (12)  zu  finden,  nur  gewisse  geeignete  Gleichungen  zu  den 
Gleichungen  (24)  hinzuzufügen. 

Unter  der  zu  Anfang  des  Paragraphen  gemachten  Voraussetzung 
ist  nun  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe  (1)  blos  w-gliedrig,  es 
giebt  also  unter  den  Functionen  Qk7t(ci)  im  Ganzen  nur  m  von  ein- 
ander unabhängige,  infolgedessen  enthält  auch  das  Gleichungensystem 
(24)  blos  m  von  einander  unabhängige  Gleichungen.  Mithin  können 
wir  die  zu  lösende  Aufgabe  genauer  so  aussprechen: 

Es  sollen  zu  den  Gleichungen  (24)  noch  r  —  m  solche  Gleichungen 
zwischen  «^  .  .  .  ar  und  t  hinzugefügt  tverden,  dass  ein  nach  «^  .  . .  ar  auf- 
lösbares Gleichungensystem  entsteht^  das  die  infinitesimale  Transformation 
Af  gestattet  und  das  von  dem  Werthsysteme  (16)  identisch  befriedigt  ivird. 

Wir  führen  zunächst  diese  Aufgabe  auf  die  Integration  einer 
gewissen  linearen  partiellen  Diff'erentialgleichung  zurück. 

Zu  diesem  Zwecke  lösen  wir  die  Gleichungen  (24)  nach  m  von 
den  Grössen  a^  . .  .  ar  auf,  was  immer  möglich  ist,  denn  auf  S.  614 
haben  wir  ja  gesehen,  dass  sich  aus  (24)  keine  von  den  a  freie  Glei- 
chung herleiten  lässt.  Der  Einfachheit  wegen  wollen  wir  uns  die  Be- 
nennung von  a^.  ,  .ttr  gleich  so  gewählt  denken,  dass  die  Gleichungen 
(24)  nach  a^  . , .  am  aufgelöst  werden  können.  Die  betreffenden  Auf- 
lösungen mögen  lauten: 

(30)  a^,  =  G)^{am+i .  . .  an  l^t,. .  .,Xrt)      X«  =  i . . .  m) ; 

natürlich  gestattet  dann  auch  das  Gleichungensystem  (30)  die  infini- 
tesimale Transformation  Af. 

Nunmehr  bilden  wir  aus  Af  eine  verkürzte  infinitesimale  Trans- 
formation in  den  Veränderlichen  t,  ttm+i  . .  .  ar,  indem  wir  die  Diffe- 
rentialquotienten ; 

df  df 

da/  '  '  da^^ 

weglassen  und  in  den  Coefficienten  der  übrigen  Differentialquotienten 
für  a^,,  .um  ihre  aus  (30)  folgenden  Werthe  einsetzen.  Auf  diese 
Weise  erhalten  wir  eine  verkürzte  infinitesimale  Transformation: 
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(31)  Äf^%+2^X,M, 

1 

wo  Äjf  die  zu  Ajf  gehörige  verkürzte  infinitesimale  Transformation 
ist  und  die  Form  besitzt: 

{r — m 
1  ^^m-hk 

{j^l...r). 

Um  das  Gleichungensystem  (12)  zu  finden,  brauchen  wir  jetzt  nur 
in  den  Veränderlichen  a^^+i  ...«,.,  ^  ein  System  von  r~m  nach 
ttm+i  .  .  .ür  auflösbaren  Gleichungen  zu  bestimmen,  das  die  infinitesi- 
male Transformation  Af  gestattet  und  von  dem  Werthsysteme: 

(33)  a„,^i  =  a^\.  .  .,  ar  =  ar^,     t  =  0 

identisch  befriedigt  wird  (vgl.  Abschn.  I,  S.  126  f.).  Fügen  wir  diese 
Gleichungen  zu  (30)  hinzu,  so  erhalten  wir  ein  nach  a^  .  .  .  ar  auflös- 
bares Gleichungensystem  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Die  Aufgabe,  auf  die  wir  so  geführt  worden  sind,  ist  erledigt, 
wenn  es  uns  gelingt,  irgend  r  —  m  solche  unabhängige  Lösungen: 

Sli{a,n  +  i  .  .  .ar,t)    .    .    .   Slr-m(arn  +  l  •  •  •  O,-,  t) 

der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

(34)  l/-=0 

zu  finden,  die  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  (33)  regulär 
verhalten. 

Da  nämlich  die  Gleichung  (34)  in  aufgelöster  Form  vorliegt,  so 
sind  Sl^.,.flr-m  unabhängige  Functionen  von  a„,^i...ar  (s.  Abschn.  I, 
Theorem  12,  S.  91).     Bilden  wir  nun  die  Gleichungen : 

(35)  Sl,(arr,+  l  .  .  .  «„  t)  =  iiv«+i  .  .  .  fl^/,    0)        (r  =i...r-rn)  , 

so  sind  diese  nach  a„i^i  .  .  .  Ur  auflösbar  und  werden  von  dem  Werth- 
systeme (33)  identisch  befriedigt;  überdies  gestattet  das  Gleichungen- 
system (35)  die  infinitesimale  Transformation  Äf.  Folglich  bilden 
die  Gleichungen  (30)  und  (35)  zusammengenommen  ein  nach  a^ . . .  a^ 
auflösbares  Gleichungensystem,  das  die  infinitesimale  Transformation 
Af  gestattet  und  von  dem  Werthsysteme  (16)  befriedigt  wird,  kurz 
ein  Gleichungensystem  von  der  verlangten  Beschaffenheit. 

Nicht  unerwähnt  bleiben  darf  übrigens,  dass  das  System  der 
Gleichungen  (30),  (35)  das  einzige  Gleich ungensystem  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  ist,  das  es  giebt.    Soll  nämlich  ein  Gleichungen- 
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System  iii^den  Veränderlichen  am-{-i  ,  .  .  cir,  t  die  infinitesimale  Transfor- 
mation Af  gestatten,  so  muss  es  sich  wegen  der  besonderen  Form 
von  Äf  durch  Relationen  zwischen  den  Lösungen:  Sl^  . .  .  Slr—m  der 
Gleichung  (34)  darstellen  lassen  (s.  Abschn.  I,  S.  117,  Theor.  15),  soll 
es  ausserdem  nach  ttm+i  •  >  .  Or  auflösbar  sein,  so  muss  es  noth wendig 
die  Form  haben: 

ßj  =  const.,  .  .  .,  ^r-m  =  const. 
Es    bleibt    uns    jetzt    nur    noch    zu   zeigen,    wie    die    Lösungen 
der    linearen    partiellen    Differentialgleichung    (34)    gefunden    werden 
können.    Wir  werden  nachweisen,  dass  dazu  nur  Quadraturen  erforder- 
lich sind. 

Auf  S.  618  sahen  wir,  dass  das  Gleichungensystem  (24)  jede  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformation  der  Gruppe:  A^f .  .  .  Arf 
gestattet.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  sind  aber:  Am+if 
...  J-r/"  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
dieser  Gruppe,  also  muss  das  Gleichungensystem  (24)  und  ebenso  das 
äquivalente  Gleichuugensystem  (30)  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen: Am+if .  . .  Arf  gestatten. 

Nun  sind  A^+if .  . .  Arf  als  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen unter  einander  und  zugleich  mit  der  infinitesimalen  Trans- 
formation Af  vertauschbar  und  da  auch  Af  das  Gleichungensystem 
(30)  invariant  lässt,  so  ergiebt  sich,  dass  die  r  —  m -f-  1  paarweise 
vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen : 

Af,    Am+lf  .  .  .   Arf 

eine  Gruppe  erzeugen,  bei  der  das  Gleichungensystem  (30)  invariant 
bleibt.  Hieraus  aber  folgt  nach  Abschn.  I,  S.  233f.,  dass  auch  die 
verkürzten  infinitesimalen  Transformationen: 

Äf,     Ara  +  xf..,Irf 

in  den  Veränderlichen:  ümJ^i  -.^ar^t  eine  Gruppe  erzeugen  und  dass 
sie  paarweise  vertauschbar  sind.    Mit  andern  Worten  (a.  a.  0.  S.  140  ff.): 

Bie  lineare  partielle  Differentialgleichung:  Äf  =  0  in  den  Veränder- 
lidien  a«+i.^.  aryt  gestattet  die  r  —  m  infinitesimalen  Transformationen: 
Am^if . ' '  Arf  in  diesen  Veränderlichen. 

Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  zu  Än+i/". .  .Z^/' ge- 
hörige {r  —  m)- reihige  Determinante: 


(36) 


«m+l\  m  +  1   .    CCm-}-l,r 
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nicht  identisch  verschwindet;  wir  werden  sogar  nachweisen,  dass  diese 
Determinante  für  das  Werthsystem  (33)  einen  endlichen,  von  Null 
verschiedenen  Werth  annimmt. 

In  der  That,  wir  setzen  nach  S.  611  voraus,  dass  sich  die  ajk(a) 
für:  «1  =  «1^,  . , .  jttr  =  ar^  alle  regulär  verhalten  und  das3  die  Deter- 
minante: 

^  ±0^11  («)•••   «rr(a) 

für:  a^  =  a^,  .  .  .,  ür  =  a^  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat;  es  sind  demnach  auch  die  (r  —  w)- reihigen  Determinan- 
ten der  Matrix: 


(37) 


«m  +  1,  1    •      .    O^/n  +  l 


«r,  1 


für:  «1  =  a^,  .  .  .^  ar  =  ürP  alle  endlich  und  nicht  alle  gleich  Null. 
Nun  gestattet  das  Gleichungensystem  (30)  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: Äm+if .  . .  Ärf,  die  Gleichungen: 

r—m 
(k  =  1  .  .  .  r  —  w ;   fi  ==  l  .  .  .  m) 

sind  also  eine  Folge  der  Gleichungen  (30)  und  werden  wie  diese  durch 
die  Substitution: 

(16)  a^  =  a/,  . .  .j  ar  ==  «/,  ^  =  0 

identisch    befriedigt.     Hieraus   ergiebt  sich,    dass   unter   den  (r  —  m)- 

reihigen  Determinanten  der  Matrix  (37)  jedenfalls  die  folgende: 

(38)  .  .        .. 

^r,  m-\-l  •    CCrr 

für:  cfj  =  a^j . .  .^  ar  =  a^  einen  endlichen,  von  Null  verschiedenen 
Werth  annimmt.  Da  endlich  die  Determinante  (38)  für:  a^  =%V--> 
ür  =  ür^  augenscheinlich  denselben  Werth  annimmt,  wie  die  Deter- 
minante (36)  für  das  Werthsystem  (33),  so  ist  der  versprochene  Nach- 
weis geliefert. 

^  Um  jetzt  die  Lösungen  der  linearen  partiellen  Differentialgleichung 
Äf=0  zu  finden,  verfahren    wir  folgendermassen*): 


*)  Das  hier  behandelte  Integrationsproblem  ist  ein  specieller  Fall  des  von 
Lie  formulirten  und  gelösten  Problems:  eine  Differentialgleichung  Äf  =  0  zu 
integrireu,  die  bekannte  inünitesimale  Transformationen  gestattet. 
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Wir  stellen  die  r  —  m  Gleichungen  auf: 

unter  li  eine  der  Zahlen  1,  2  . .  .  r  —  m  verstanden.  Diese  r  —  m  Glei- 
chungen sind  augenscheinlich  von  einander  unabhängig  und  bilden  ein 
(r  —  w)-gliedriges  vollständiges  System  in  den  r  —  m  +  1  Veränder- 
lichen: am-\.\  .  .  •  «r,  t,  sie  haben  daher  eine  Lösung  i2i(a^+i ...«;.,  i) 
gemein  und  ihre  allgemeinste  gemeinsame  Lösung  ist  eine  beliebige 
Function  von  9,^.  Andrerseits  ist  klar,  dass  das  vollständige  System 
(39)  die  infinitesimale  Transformation  i+^Z  gestattet,  es  besteht 
daher  eine  Relation  von  der  Form: 

WO  die  Function  %  jedenfalls  nicht  identisch  verschwindet,  denn  i^^. 
kann  nicht  auch  noch  eine  Lösung  von  A^^^f  ^  0  sein.  Denkt  man 
sich  insbesondere  an  Stelle  von  ß;fc  die  Function: 


/ 


als  neues  ^^   eingeführt,   so  wird  einfach:    ^,„+;fcß^,  =  1. 

Die  unbekannte  Lösung  i^A   des  vollständigen  Systems   befriedigt 
also  die  Gleichungen: 

Diese  Gleichungen  aber  lassen  sich  nach  den  Differentialquotienten: 

auflösen,  weil,  wie  wir  oben  sahen,  die  Determinante  (36)  nicht  iden- 
tisch verschwindet;  da  überdies  die  bewusste  Determinante  für  das 
Werthsystem  (33)  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth  hat 
so  ist  zugleich  sicher,  dass  sich  die  betreffenden  Auflösungen  in  der 
Umgebung  des  Werthsystems  (33)  regulär  verhalten.  Wir  können 
somit  alle  Differentialquotienten  von  ii^  als  Functionen  von  a^^i 
.  . .  arjt  ausdrücken  und  finden  ^k  selbst  durch  eine  Quadratur;  dabei 
versteht  es  sich  von  selbst,  dass  sich  ß^  in  der  Umgebung  des  Werth- 
systems (33)  regulär  verhält.  Ertheilen  wir  endlich  der  ganzen  Zahl 
k  der  Reihe  nach  die  Werthe:  1,  2  .  . .,  r  —  m,  so  finden  wir  r  —  m 
Lösungen;   Slj^,..Slr-m    der    linearen  partiellen  Differentialgleichung: 
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Af  =  0  und  zwar  r  —  rn  unabhängige  Lösungen,  wie  aus  dem  Be- 
stehen der  Gleichungen: 

unmittelbar  hervorgeht. 

Hiermit  ist  bewiesen,  dass  man  durch  r — m  Quadraturen  r  —  m 
solche  unabhängige  Lösungen  der  Differentialgleichung:  Af=  0  finden 
kann,  di*e  sich  in  der  Umgebung  des  Werthsystems  (33)  regulär  ver- 
halten-, die  betrejffenden  Quadraturen  sind  von  einander  unabhängig, 
das  heisst,  sie  können  in  ganz  beliebiger  Reihenfolge  ausgeführt  werden. 

Die  Aufgabe,  die  uns  in  dem  gegenwärtigen  Paragraphen  beschäf- 
tigt hat,  ist  nunmehr  nach  S.  620  erledigt  und  wir  haben  das 

Theorem  49.     Kennt  man  irgend  eine  Form: 

der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigcn  Gruppe,  die 
gerade  r  —  m  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen enthält^  so  erfordert  die  Aufstellung  der  endlichen 
Gleichungen  dieser  Gruppe  in  Jcanonischer  Form  ausser  Diffe- 
rentiationen und  Eliminationen  nur  noch  r  —  m  von  einander 
unabhängige  Quadraturen. 

§  120. 

Wir  stellen  jetzt  eine  Reihe  wichtiger  Anwendungen  der  beiden 
Theoreme  48  und  49  zusammen. 

Es  seien  wiederum  die  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  in  irgend  einer  Form: 

(1)  Xi'=  fi  (X^   .  .   .  Xn'^      «1   .  .   .  ar)        (/  -  1  .  .  .  n) 

sreseben.  Hat  man  nun  durch  Differentiationen  und  Eliminationen 
irgend  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen:  X^/* .  .  .  Xrf 
dieser  Gruppe  bestimmt,  so  kann  man  nach  Abschn.  I,  S.  210,  Theor.  33 
auch  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  jeden  Untergruppe  der 
Gruppe  (1)  finden  und  zwar  durch  algebraische  Operationen. 

Wir  werden  zeigen,  dass  man  auch  die  endlichen  Gleichungen 
einer  jeden  Untergruppe  der  Gruppe  (1)  aufstellen  kann. 

In  der  That,  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation : 

einer  m-gliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe  (1)  wird  durch  gewisse 
lineare  homogene  Relationen  von  der  Form: 

(40)  h  =  lklV^  + 1-  IkmVrn      (^  = 
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dargestellt,  in  denen  die  4^,  Constanten,  die  v,.^  dagegen  willkürliche 
Parameter  bedeuten.  Denken  wir  uns  jetzt  in  der  oben  beschriebenen 
Weise  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (1)  in  der  kanonischen 
Form: 

(41)  Xl  =  \i  {X^.  ..  Xn\    l^t,  .  .  .,  Ir  t)        (/  =  1  .  .  .  n) 

aufgestellt,  wozu  im  ungünstighten  Falle  nur  gewisse  Quadraturen 
erforderlich  sind,  so  werden  wir  die  endlichen  Gleichungen  unsrer 
Untergruppe  einfach  dadurch  erhalten,  dass  wir  in  (41)  für  X^  .  .  .  Xr 
ihre  aus  (40)  folgenden  Werthe  einsetzen.  Selbstverständlich  bekom- 
men wir  auf  diese  Weise  die  endlichen  Gleichungen  der  Untergruppe 
in  kanonischer  Form. 

Hat  man  die  endlichen  Gleichungen: 

Xi  =  XiipCl  '  "  ^n\     V^..,V,n)        (1  =  1...«) 

einer  w-gliedrigen  Untergruppe  der  Gruppe  (1)  bestimmt,  so  kann 
man  nach  Abschn.  I,  S.  226,  Theor.  37  alle  bei  dieser  Untergruppe 
invarianten  Gleichungensysteme  durch  blose  Eliminationen  finden. 
Dieses  Ergebniss  ist  besonders  im  Falle  m  =  1  bemerkenswerth  denn 
es  zeigt,  dass  die  Bahncurven  einer  jeden  infinitesimalen  Transforma- 
tion der  Gruppe  (1)  aufgestellt  werden  können : 
Satz  1.     Kennt  man  irgend  eine  Form: 

(1)  Xi'  =  /;  {X^,  .  .  Xn]     «1  .  .  .  «,.)         (/  =  1  .  .  .  n) 

der  endlichen  Gleichungen  elfter  r-gliedrigen  Gruppe,  so  kann  man  die 
Bahncurven  einer  jeden  infinitesimalen  Transformation  dieser  Gruppe 
angehen;  es  sind  dam  ausser  Differentiationen  und  Eliminationen  im 
ungünstigsten  Falle  nur  noch  Quadraturen  erforderlich  und  zwar  gerade 
r  —  m  von  einander  unabhängige  Quadraturen,  wenn  die  Gruppe  (1) 
gerade  r  —  m  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält. 

Man  kann  diesem  Satze  offenbar  auch  die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  2.     Erzeugen  die  r  unabhängigen   infinitesimalen  Transforma- 
tionen : 

n 

Xkf=^i  ^Jci  (X^.  .  .   Xn)^       (*  =  1  .  .  .  r) 
1  ^%- 

eine  r-gliedrige  Gruppe  in  den  Veränderlichen  x^  , . .  Xn  und  kennt  man 
irgend  eine  Form: 

Xi  =  fi{x^  .  .  .  Xn\    a^  ,  .  .  ttr)        (t  =  1  .  .  .  n)    ' 

der  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe,  so  kann  die  Integration  des 
simultanen  Systems: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.  III.  40 
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dx,  dx„ 


^'hhli^)  ^^hhni^) 


stets  geleistet  werden;  sie  erfordert  ausser  Differentiationen  und  Elimina- 
tionen nur  noch  ehensoviele  unabhängige  Quadraturen ,  als  die  Gruppe  : 
X^f . . .  Xrf  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  die  allgemeine  projective  Gruppe  der 
Ebene  an,  so  erkennt  mau,  dass  die  Differentialgleichung: 

(«1  +  h^  +  hy  +  CiX^  +  c^xy)  dy  — 
—■  («2  +  h^  +  hy  +  CiXy-\-  c^y^)  dx  =  0 

zu  ihrer  Integration  ausser  Differentiationen  und  Eliminationen  blos 
algebraische  Operationen  erfordert;  es  ist  das  offenbar  eine  sogenannte 
Jacobische  Gleichung. 

Als   zweites,    allerdings    triviales    Beispiel    möge    die    allgemeine 
lineare  Gruppe: 


?/  =^''  biyXv  +  Ci      (t  =  1  .  .  .  n) 


in  n  Veränderlichen  dienen.    Auf  diese  Gruppe  angewendet  zeigt  unser 
Satz,  dass  jedes  simultaue  System  von  der  Form: 

dxi  dx^ 


1  1 

durch  algebraische  Operationen  integrirt  werden  kann,  eine  Thatsache, 
die  d'Alembert  zuerst  bemerkt  hat. 

§  121. 

Die  Sätze  des  vorigen  Paragraphen  lassen  sich  in  gewissen  Fällen 
auch  auf  solche  Gruppen  ausdehnen,  von  denen  nicht  die  endlichen, 
sondern  blos  die  infinitesimalen  Transformationen  gegeben  sind. 

Sind  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f,..Xrf  einer  r-glied- 
rigen  asystatischen  Gruppe  vorgelegt,  so  kann  man  nach  Abschn.  I, 
S.  518,  Satz  7  durch  ausführbare  Operationen,  das  heisst  durch  Auf- 
lösung einer  algebraischen  Gleichung  und  durch  Eliminationen  die 
endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  in  kanonischer  Form  aufstellen. 
Folglich  gilt  der 
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Satz  3.     Kennt  man  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen: 

M 

Xkf  =^  Ikiix^  ...Xn)j^       (i  =  l...r) 
1  »■ 

einer  r-gliedrigen  asystatischen  Gruppe  des  Raumes  oc^  . .  .Xn,  so  kann 
man  ohne  Integration ^  Mos  durch  algebraische  Operationen  und  durch 
Eliminationen  die  Bahncurven  einer  jeden  infinitesimalen  Transformation: 
AiXj/'-f  •  •  •  +  ^r^rf  dieser  Gruppe  finden. 

Es  sei  zweitens: 

n 
(42)  X,f='^iu{x,...X„)^       (*=l...r) 

1  ' 

eine  r-gliedrige  systatische  Gruppe,  wir  wollen  aber  voraussetzen,  dass 
jede  mit:  X^/ . . .  X^/*  vertauschbare  infinitesimale  Transformation; 


7» 


der  Gruppe:  X^f ,  .  .  Xrf  selbst  angehört.  Mit  andern  Worten:  die 
ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  (42), 
deren  es  gerade  Z  >  0  unabhängige  geben  möge,  sollen  die  einzigen 
infinitesimalen  Transformationen  in  den  Veränderlichen  x^  .  .  .  Xn  sein, 
die  mit:  X^f .  .  .  Xrf  vertauschbar  sind.  Der  Einfachheit  wegen  möge 
noch  angenommen  werden,  dass:  X^f .  .  .  Xif  unabhängige  ausgezeich- 
nete Transformationen  unsrer  Gruppe  sind. 

Aus  Abschnitt  I,  S.  377,  Satz  2  folgt  zunächst,  dass  die  Gruppe: 
Xif .  . .  Xrf  transitiv  ist,  dass  also  die  r  Gleichungen: 

XJ=0,...,Xrf^O 

keine  Lösung  gemein  haben.  Ferner  ergiebt  sich  aus  dem  Theor.  67, 
S.  376  a.  a.  0.,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f.  .  .  Xif 
sicher  keine  lineare  Identität: 

i 
(43)  ^>^x.(x,...cc,)X,f=0 

1 

befriedigen.  Wir  können  demnach  voraussetzen,  dass  von  den  infini- 
tesimalen Transformationen:  X^f .  . ,  Xrf  die  ersten  n  durch  keine 
lineare  Identität: 

n 

1 
verknüpft  sind,  während  Xn^if .  .  .  Xrf  sich  linear  durch  XJ .  . .  Xnf 
ausdrücken  lassen: 

40* 
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n 

(44)  Xn  +  kf^^^  Cpkv{x,   ,,.Xn)  Xyf       (*  =  1  .  .  .  r  -  n)  . 

1 

Unter  den  n{r  —  n)  Functionen  cp^y  giebt  es  dann  gerade  n  —  l  von 
einander  unabhängige  und  ausserdem  sind  alle  diese  Functionen  cpkv 
Lösungen  des  Z-gliedrigen  vollständigen  Systems: 

(45)  X./-=0,...,X,A=0; 

die  allgemeinste  Lösung  dieses  vollständigen  Systems  ist  demnach 
eine  willkürliche  Function  der  cpkv. 

Wollen  wir  jetzt   die   endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:   X^f... 
Xrf  in  kanonischer  Form  finden,  so  müssen  wir  das  simultane  System: 

dx ' 

(46)  -7—^ — -=-dt     0  =  1. ..ro 


^hKi 


mit   den   Anfangsbedingungen:    xl  =  Xi   für   t  =  0   integriren.      Diese 
Aufgabe   kommt  darauf  hinaus,  n  unabhängige  Lösungen: 

^v{x^'-'Xn\     X^t,,..yXrt)       {v  =  l...n) 

der  linearen  partiellen  Differentialgleichung: 

r 

(47)  X7=_2a.z.7+K=o 

1 
zu   bestimmen.     Kennt   man  nämlich  n  solche  Lösungen,   so  sind  die 
Gleichungen: 

^       ^  1  (v  =  l...n) 

die  verlangten  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems  (46).    Löst 
man  (48)  nach  x^ .  . .  xü  auf,  so  sind  die  entstehenden  Gleichungen: 

(49)  X;  =  \i{x^  .  .  .  Xn',    XJ,.,.,Xrt)       0  =  1...«) 

die  endlichen  Gleichungen   der  Gruppe;    X^f ...  Xrf  in   kanonischer 
Form. 

Wir  werden  zeigen,  dass  sich  gewisse  Lösungen  der  partiellen 
Differentialgleichung  (47)  ohne  Integration  angeben  lassen. 

Denkt  man  sich  in  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 
61X1/"+  •••  +  ßrXrf  unsrer  Gruppe  vermöge  der  unbekannten  Glei- 
chungen (49)  die  Veränderlichen  x  an  Stelle  der  x  eingeführt,  so 
erhält  man  eine  Gleichunoj  von  der  Form: 
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r  r 

(60)  ^e/X,7=^e,Z,/-, 

1  i 

WO   die  e    mit  den  e  durch  gewisse  Relationen: 

r 

(51)  Ck  =^  0kj  (Ai  ^,  .  .  .;  Ir  t)  rj         ik  =  l...r) 

1 

verknüpft  sind.  Diese  Relationen  stellen  die  endlichen  Gleichungen 
der  adjungirten  Gruppe  unsrer  Gruppe:  X^f.  .  .  Xrf  dar  und  zwar  in 
kanonischer  Form,  sie  können  daher  durch  Auflösung  einer  algebrai- 
schen Gleichung  gefunden  werden. 

Setzt  man  die  Werthe  der  ßk  aus  (51)  in  (50)  ein  und  vergleicht 
man  die  Coefficienten  von  e^  .  .  .  e,.  auf  beiden  Seiten,  so  bekommt  man 
die  nachstehenden  Gleichungen: 

r 

(52)  ^  öjk{XJ,...,Xrt)X/f^X,f        (*  =  l...r)^ 

1 

die  natürlich  vermöge  der  Gleichungen  (49)  identisch  bestehen.  In 
unserm  Falle  lässt  sich  sogar  über .  die  Form  der  Gleichungen  (52) 
noch  etwas  genaueres  sagen.  Da  nämlich  Xi/". ..  X^/"  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformationen  unsrer  r-gliedrigen  Gruppe  sind,  so 
müssen  sie  bei  jeder  endlichen  Transformation  (49)  dieser  Gruppe 
ihre  Form  bewahren,  es  müssen  also  vermöge  (49)  l  Relationen  von 
der  Form: 

(53)  X-f=Xj;...,X,'f=X,f 

bestehen,  das  heisst  die  l  ersten  der  Gleichungen  (52)  müssen  die 
Form  (53)  besitzen. 

Zur  Abkürzung  setzen  wir: 

r 

^i   6j,{k,t,...,Xrt)X;f=Sif         (*  =  l.-.r), 
1 

dann  sind:  S//".  . .  Snf  durch  keine  lineare  Identität: 

n 

1 

verknüpft,  dagegen  drücken  sich  aber  &+i/'...Ä7'  linear  durch 
^lY.  ..&7  aus: 

(54)        ^n^.kf=^  Okr  {cc-;. . .  x:-  i,  t, . ...,  u)s:f 

1 

(t=l...r  — n). 
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Es  würde  sogar  leicht  seiD,  die  Functionen  Qkv  wirklich  hinzuschrei- 
ben, man  brauchte  zu  diesem  Zwecke  nur  zu  berücksichtigen,  dass 
zwischen:  X//*. .  .  X//"  Identitäten  von  derselben  Form  bestehen,  wie 
die  Identitäten  (44)  zwischen  X^f\..Xrf, 

Durch  Benutzung  der  Identitäten  (44)  und  (54)  erhalten  jetzt  die 
Gleichungen  (52)  die  Form: 

s,'f^x,f,...,s:f=x„f 

n  n 

^^  0*„  (x,  1 1)  &'/•  ==^  (pi,,.  {x)X,.f 

1  1 

also  ergiebt  sich: 

71 

^    [^kv{x,U)  —  (pkv{x)]Xrf=0       (fc=l...r-n). 
1 

Diese  Gleichungen  müssen  zu  Identitäten  werden,  wenn  man  für 
x^...Xn  ihre  Werthe  aus  (49)  einsetzt;  da  aber  zwischen  Xj\..Xnf 
keine  lineare  Identität  besteht,  so  können  wir  schliessen,  dass  die 
71  (r  —  n)  Gleichungen : 

(55)  |0;t,«.  .  .  Xn}     l^t,  .  .  .,  Irt)  =   (Pkv(x;.  .  .  Xn) 

[  {k  =  1  .  .  .  r  —  w ;  r  =  1  .  .  .  ?0 

vermöge  der  unbekannten  Gleichungen  (49)  in  Identitäten  übergehen. 
Bedenken  wir  jetzt  noch,  dass  die  Grössen  x^  . . .  Xn  in  den  Glei- 
chungen (49)  nichts  anderes  sind,  als  die  n  willkürlichen  Integrations- 
constanten,  die  sich  bei  der  Integration  des  simultanen  Systems  (46) 
ergeben,  so  erkennen  wir  unmittelbar,  dass  jede  Gleichung  von  der 
Form: 

^kv(Xi  .  .  .  Xn]    l^t,  .  .  .,  Irt)  =  COnst. 

eine  Integralgleichung  des  simultanen  Systems  (46)  ist,  mit  andern 
Worten:  die  n(r  —  n)  Functionen  0jcr(x-^  Xt)  sind  Lösungen  der  linearen 
partiellen  Differentialgleichung  (47). 

Damit  sind  also  wirklich  ohne  Integration  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (47)  gefunden.  Es  ist  zugleich  klar,  dass  sich  unter 
den  betreffenden  Lösungen  gerade  n  —  l  von  einander  unabhängige 
befinden;  denn  die  Gleichungen  (55)  zeigen,  dass  es  unter  den  ^kv{x-^  U) 
genau  so  viele  von  einander  unabhängige  giebt,  wie  unter  den  (pkv{x), 
unter  den  (pkv{x)  giebt  es  aber  nach  S.  628  gerade  n  —  l  von  einander 
unabhängige. 

Noch  eine  Eigenschaft  besitzen  die  ^kv{x\  U)^  die  uns  nachher 
von  Nutzen  sein  wird.    Wie  nämlich  die  n{r  —  n)  Functionen  (pkv{x) 
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Lösungen  des  Z-gliedrigen  vollständigen  Systems  (45)  sind,  so  sind 
augenscheinlich  die  0kv(oc\  U)  Lösungen  des  ?-gliedrigen  vollständigen 
Systems: 

(56)  x,r=o,,..,x;f=o. 

Dieser  Umstand  ist  deshalb  so  wichtig,  weil  die  infinitesimalen  Trans- 
formationen: X^f,.,  XI f  als  ausgezeichnete  infinitesimale  Transfor- 
mationen der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  sämmtlich  mit  der  infinitesimalen 
Transformation: 


vertauschbar  sind  und  weil  infolge  dessen  die  lineare  partielle  Diffe- 
rentialgleichung: 

r 

(47)  x7=^4z;/-+|{=o 

i 
die  l  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen:   X^f 
.  .  .  X{f  gestattet. 

Die  Bestimmung  der  noch   fehlenden   Lösungen   der   Differential- 
gleichuug  (47)  gestaltet  sich  jetzt  äusserst  einfach. 
Wir  wollen  annehmen,  dass: 

irgend  n  —  l  von  einander  unabhängige  unter  den  n{r~n)  Functionen 
^kvipC'^  It)  sind,  und  wollen  uns  ausserdem  die  Benennung  der  Grössen 
x^ ..  .  Xn  so  gewählt  denken,  dass  ^^  . . .  ^n-i  gerade  in  Bezug  auf 
Xij^\  ...  Xn    von  einander  unabhängig  sind.     Setzen  wir  dann: 

SO  können  wir:  x^ ,  .  .  a:/,  i//.  .  .  i/;_;,  t  an  Stelle  von:  ir/. . .  Xn,  t  als 
neue  Veränderliche  einführen.  Da  0^  .  . .  0n-i  Lösungen  der  Diffe- 
rentialgleichung (47)  sind,  so  erhält  diese  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Form: 


(57)  X-f  =^  5,f^.'.  . .  x;,  y;. . .  y;,_„  i)  ^  +  g  =  0. 

1  "^ 

Andrerseits  sind  aber  Q^.  .  .  ^^—i  auch  Lösungen  des  vollständigen 
Systems  (56),  folglich  bekommen  X^f. . .  X{f  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Gestalt: 

i 

(58)  Xnf-=  Xnf=^^  int{x{. . .  a;/,  ?//. . .  2/n'_i,  0  1^     (.f  =  i...O. 
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Selbstverständlich  gestattet  hier  die  Differentialgleichung  (57)  die 
l  infinitesimalen  Transformationen  (58)  und  diese  ihrerseits  sind  paar- 
weise vertauschbar.  Endlich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  die  Deter- 
minante : 

X,   T±L  feil  •  •  •  In 

sicher  nicht   verschwindet,  denn   da:  X,'f...X{f  nach  S.  627  durch 
keine  lineare  Identität: 


^^%r«...^n')X;/'=0 

1  X. 

verknüpft  sind,  so  kann  auch  zwischen:  Z//* .  .  .  X/f  keine  lineare 
Identität: 

i 

(59)  ^  ^,  (x,' . . .  x[,  y^. . .  2,;_„  t)  Xrf=  0 

1 

bestehen. 

Die  Bestimmung  der  noch  fehlenden  Lösungen  der  Differential- 
gleichung (47)  ist  nunmehr  auf  die  Bestimmung  von  l  unabhängigen 
Lösungen  der  Differentialgleichung  (57)  in  den  ?  +  1  Veränderlichen 
x^...x!jt  zurückgeführt;  überdies  ist  bekannt,  dass  die  Differential- 
gleichung (57)  die  l  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Trans- 
formationen (58)  gestattet,  zwischen  denen  sicher  keine  lineare  Iden- 
tität (59)  besteht.  Wir  haben  also  hier  genau  denselben  Fall,  wie 
auf  S.  621  ff.;  genau  in  derselben  Weise  wie  damals  ergiebt  sich,  dass 
die  Lösungen  der  Differentialgleichung  (57)  durch  l  unabhängige 
Quadraturen  gefunden  werden  können. 

Wir  erhalten  demnach  das 

Theorem  50.  Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe,  deren  infinitesi- 
male Transformationen : 

n 

gegeben  sind,  so  beschaffen,  dass  jede  infinitesimale  Trans- 
formation: 

die  mit  allen  X^f  vertauschbar  ist,  der  Gruppe:  XJ . .  .  Xrf 
selbst  angehört,  so  verlangt  die  Aufstellung  der  endlichen  Glei- 
chungen dieser  Gruppe  in  der  kanonischen  Form,  abgesehen  von 
algebraischen    Operationen   und    von   gewissen   Eliminationen, 
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nur  noch  Quadraturen  und  zwar  gerade  l  unabhängige  Quadra- 
turen, wenn  die  Gruppe  gerade  l  unabhängige  ausgezeichnete 
infinitesimale  Transformationen  enthält. 

Den  soeben  bewiesenen  Satz  haben  wir  bereits  in  Abschnitt  I  auf 
S.  518  am  Schlüsse  von  §  125  angekündigt. 

Aus   dem  Theoreme  50  wollen  wir  jetzt   noch  ein  wichtiges  Er- 
gebniss  ableiten. 

Es  seien  r  unabhäugige  infinitesimale  Transformationen: 

n 

X,f=^i^ki{x,...Xn)^      (*  =  !..-) 
1  ' 

vorgelegt,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen;  ausserdem  setzen  wir 
voraus,  dass  die  allgemeinste  infinitesimale  Transformation: 


n 


die  mit  X^f..  .Xrf  vertauschbar  ist,  sich  aus  einer  endlichen  Anzahl, 
etwa  aus  m  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 


df 

^ —        («  =  1  .  .  .  m) 
CX, 


linear  ableiten  lässt  und  dass  wir  m  derartige  infinitesimale  Trans- 
formationen: Z^f .  .  .  Zmf  kennen. 

Die  gemachten  Voraussetzungen  können  nach  Abschn.  I,  S.  377, 
Satz  2  nur  dann  eintreten,  wenn  die  Gruppe  XJ' .  .  .  Xrf  transitiv  ist. 
Sind  sie  erfüllt,  so  erzeugen:  Z^f ,  .  .  Z^f  augenscheinlich  eine  m-glied- 
rige  Gruppe;  da  überdies  alle  Z/uf  mit  allen  X^f  vertauschbar  sind, 
so  erzeugen  auch  die  infinitesimalen  Transformationen: 
(60)  XJ...Xrf,  ZJ...Z^f 

eine  Gruppe  und  zwar  eine  (r  -\-  m  —  Q-gliedrige,  wenn  die  Gruppe: 
X^f . . ,  Xrf  gerade  l  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formationen enthält. 

Die  Gruppe  (60)  erfüllt  nun  die  Forderungen  des  Theorems  50, 
denn  jede  infinitesimale  Transformation,  die  mit  allen  infinitesimalen 
Transformationen  (60)  vertauschbar  ist,  hat  augenscheinlich  die  Form: 

e,ZJ+-->  +  e^ZJ- 

und  gehört  mithin  der  Gruppe  (60)  an.  Folglich  können  wir  die  end- 
lichen Gleichungen  der  Gruppe  (60)  in  kanonischer  Form  durch  eine 
Anzahl  von  einander  unabhängiger   Quadraturen  bestimmen.     Hieraus 
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aber  ergiebt  sich  nach  S.  624  f.,  dass  wir  auch  die  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrfy  die  ja  eine  Untergruppe  der  Gruppe 
(60)  ist,  durch  blose  Quadraturen  in  der  kanonischen  Form  finden 
können.  Die  Anzahl  der  erforderlichen  Quadraturen  ist  gleich  der 
Anzahl  der  unabhängigen  ausgezeichneten  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  (60),  sie  ist  also  mindestens  gleich  l. 

Sind  zum  Beispiel: 

n 

Xi/'=^|*,-(^l...a?„)|^        (Är=l...t,) 
1  '     * 

n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  w-gliedrigen  ein- 
fach transitiven  Gruppe  des  w-fach  ausgedehnten  Raumes  x^  ,  .  .  Xn^ 
so  lässt  sich  jede  infinitesimale  Transformation  Zf,  die  mit  allen  X^f 
vertauschbar  ist,  aus  n  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen : 


1  . .  .  n) 


linear  ableiten  und  zwar  erzeugen:  ^j/". ..  .^„/^  ebenfalls  eine  w-glied- 
rige  einfach  transitive  Gruppe,  nämlich  die  zur  Gruppe:  X^f. .  .  Xnf 
reciproke  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  Theor.  68,  S.  380). 

Kennt  man  ausser  den  infinitesimalen  Tr ansforitiationen :  X^f .  .  . 
Xnf  auch  noch:  Z^f .  . .  Znf,  so  sind  die  vorhin  gemachten  Voraus- 
setzungen erfüllt,  es  ergiebt  sich  demnach  das 

Theorem  51.  Kennt  man  n  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: 

n 

X,f  =^i  lki{X^  .  .  .   Xn)^       (t  =  l...n) 
1  * 

einer  n-gliedrigen  einfach  transitiven  Gruppe  in  den  n  Ver- 
änderlichen Xi  .  .  .  Xn  und  Jcennt  man  zugleich  die  infinitesima- 
len Transformationen: 

n 
^kf=^'tki{x,...Xn)^^       (A:  =  l...n) 

der  zugehörigen  reciproTcen  einfach  transitiven  Gruppe^  so  Jcann 
man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f . . .  Xnf  in  der 
kanonischen  Form  aufstellen  und  zwar  sind  dazu  ausser  alge- 
braischen Operationen  nur  noch  gewisse  Eliminationen  und  end- 
lich gerade  l  von  einander  unabhängige  Quadraturen  erforder- 
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lieh,  wenn  die  Grupjye:  X^f . .  ,  X^f  gerade  l  unabhängige  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformationen  enthält.  Opera- 
tionen von  genau  derselben  Beschaffenheit  genügen,  wenn 
man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  Z^f .  .  .  Znf  und 
die  endlichen  Gleichungen  der  (2n  —  l)-gliedrigen  Gruppe:  X^f 
.  .  .  Xnf,  Z^f . .  .  Znf  in  der  kanonischen  Form  aufstellen  tvill. 

Dieses  Theorem  wird  uns  im  nächsten  Kapitel  von  grossem  Nutzen 
sein*).  * 


Kapitel   27. 

Die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von 
gegebener  Zusammensetzung. 

In  Kap.  22  von  Abschn.  I  haben  wir  die  in  der  Ueberschrift 
bezeichnete  Aufgabe  unter  der  Voraussetzung  erledigt,  dass  die  end- 
lichen Gleichungen  irgend  einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  gegebe- 
nen Zusammensetzung  bekannt  waren.  Wir  dachten  uns  damals  durch 
Differentiationen  und  Eliminationen  die  infinitesimalen  Transformationen 
zweier  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  von  der  gegebenen  Zu- 
sammensetzung bestimmt  und  zeigten,  dass  die  Erledigung  der  Auf- 
gabe dann  nur  noch  algebraische  Operationen  und  die  Integration 
gewisser  simultaner  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
verlangt. 

Wir  lassen  jetzt  die  damals  gemachte  Voraussetzung  fallen;  wir 
denken  uns  blos»  eine  Zusammensetzung  gegeben,  also  ein  System  von 
r^  Constanten  dies,  das  die  Gleichungen: 


*)  Den  Hauptsatz  dieses  Kapitels,  dass  es  immer  möglich  ist  die  kanonische 
Form  einer  jeden  Gruppe  zu  finden,  deren  endliche  Gleichungen:  x/ =  fi {x ,  a) 
in  irgend  einer  Form  vorliegen,  benutzte  Lie  bei  vielen  Gelegenheiten  in  seinen 
älteren  Untersuchungen,  ohne  ihn  aber  ausdrücklich  zu  formuliren,  geschweige 
denn  zu  beweisen.  Ausführlich  dargestellt  wurden  die  Theorien  dieses  Kapitels 
zum  ersten  Male  in  seiner  Abhandlung:  Reduction  einer  Gruppe  auf  ihre  kano- 
nische Form,  Leipziger  Berichte  1889.  In  Bd.  25  der  Math.  Ann.  benutzte  Lie 
ohne  es  ausdrücJdicJi  hervorzuheben,  den  folgenden 

Satz.     Kennt  man  die  endlichen  Gleichungen  einer  Gruppe: 
<=  fii^i  •  '  .x^,  a,  .  .  .  a^)     (i  =!...„), 
so  ist  es  immer  möglich,  die  Invarianten  jeder  ihrer  Untergruppen  zu  finden. 

Dieser  Satz  ist  offenbar  eine  einfache  Folge  der  allgemeinen  Entwicklungen 
dieses  Kapitels. 
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Ciks  +  Ckia  =  0 
r 

XJ  [CilctCtj,  +  CkjtCtii  +  CjitCtks]  =  0 


(1) 


(»,  k,j,  s  =  l...r) 


befriedigt,  und  suchen  alle  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von  der 
Zusammensetzung  dks-  Mit  andern  Worten:  Wir  suchen  in  n  Ver- 
änderlichen: x^  .  .  .  Xn  (0^  n  "^r)  alle  r-gliedrigen  Gruppen: 

Xkf  ^^  ikv{x^  •  '  .   Xn)  ^        (A=l...r), 

die  transitiv  sind  und  deren  infinitesimale  Transformationen:  X^f...Xrf 
gerade  in  den  Beziehungen: 

r 

(2)  {X,X,)=^'CasX,f    (/,t  =  i....) 

1 

stehen. 

In  Abschn.  I  haben  wir  diese  allgemeinere  Aufgabe  bereits  erwähnt 
(S.  433  f.),  aber  nur  theilweise  erledigt,  denn  wir  konnten  zwar  in 
gewissen  Fällen  durch  ausführbare  Operationen  die  endlichen  Glei- 
chungen einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  gegebenen  Zusammen- 
setzung Ciks  aufstellen,  aber  im  Allgemeinen  war  uns  das  noch  nicht 
möglich,  wir  hatten  ja  damals  noch  nicht  einmal  den  Satz  bewiesen, 
dass  zu  jedem  Systeme  von  r^  dks,  das  die  Gleichungen  (1)  erfüllt, 
r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dki  gehören. 

Diesen  Satz  haben  wir  zwar  mittlerweile  in  Kapitel  17  von 
Abschn.  II  bewiesen,  indem  wir  zeigten,  dass  zu  jedem  derartigen 
Systeme  von  dks  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
dks  gefunden  werden  kann  und  dass  sich  die  Bestimmung  einer  solchen 
Gruppe  durch  Integration  von  simultanen  Systemen  gewöhnlicher 
Differentialgleichungen  leisten  lässt  (vgl.  auch  §  115  in  Kap.  25  d.  jetz. 
Abschn.),  aber  praktisch  ist  damit  für  die  Erledigung  unsrer  gegen- 
wärtigen Aufgabe  nicht  viel  gewonnen,  weil  die  betreffenden  Integra- 
tionen zu  schwierig  sind. 

Wir  werden  deshalb  einen  andern  Weg  einschlagen,  um  unsre 
gegenwärtige  Aufgabe  auf  die  in  Kap.  22  von  Abschn.  I  erledigte 
zurückführeu.  Wir  werden  nämlich  zeigen,  dass  jedesmal,  wenn  ein 
System  von  r^  Constanten  dks  gegeben  ist,  man  die  infinitesimalen 
Transformationen  zweier  r-gliedriger  reciproker  einfach  transitiver 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dks  aufstellen  kann  und  dass 
dazu  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforderlich  ist. 
Haben   wir  diesen  Nachweis   geführt,    so   ist   aus   den  Entwicklungen 
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von  Kap.  22  des   Abschn.  I   unmittelbar   klar,   dass   die   Bestimmung* 
aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  von   der  Zusammensetzung  dks 
ausser   algebraischen    Operationen   nur   noch    die   Integration   gewisser 
simultaner  Systeme  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erfordert. 

Merkwürdigerweise  lassen  sich  nun  aber  diese  Differentialglei- 
chungen sammt  und  sonders  integriren.  Gestützt  auf  die  Entwick- 
lungen des  vorigen  Kapitels  werden  wir  nämlich  zeigen,  dass,  sobald 
die  infinitesimalen  Transformationen  jener  leiden  reciproken  einfach  tran- 
sitiven Gruppen  gefunden  sind,  ausser  algebraischen  Operationen  nur  noch 
gewisse  Eliminationen  und  im  ungünstigsten  Falle  geivisse  Quadraturen 
erfordert  tverden,  damit  man  die  endlichen  Gleichungen  aller  transitiven 
Gruppen  von  der  gegebenen  Zusammensetzung  hinschreiben  Jcann^), 

Begnügt  man  sich  mit  den  infinitesimalen  Transformationen  der 
gesuchten  Gruppen,  so  ist  auch  dieses  Ergebniss  noch  einer  Verein- 
fachung fähig,  die  wir  in  Kap.  29  besprechen  werden. 

Die  Aufgabe,  die  uns  zunächst  beschäftigen  wird,  ist  folgende; 
Gegeben  sind  r^  Constanten  d^s,  die  den  Gleichungen  (1)  genügen^  gesucht 
werden  die  infinitesimalen  Transformationen  zweier  r-gliedriger  reäproJcer 
einfach  transitiver  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dks-    Wir  müssen 

*)  Nachdem  Lie  schon  im  Jahre  1874  (Math.  Ann.  1880,  Bd.  16,  S.  528) 
erkannt  hatte,  dass  die  complicirten  Functionalgleichungen,  welche  alle  r-glied- 
rigen Gruppen  in  n  Veränderlichen  bestimmen,  durch  die  Integration  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen  erledigt  werden  können,  bemerkte  er  im  Sept.  1884 
(Ges.  d.  W.  zu  Christiania  1884,  Nr.  9),  dass  man  immer  ohne  Integration  von 
Differentialgleichungen  zuerst  eine  einfach  transitive  Gruppe  gegebener  Zusam- 
mensetzung und  sodann  alle  gleichzusammengesetzten  Gruppen  aufstellen  kann. 
Dieselbe  Behauptung  wurde,  ebenfalls  ohne  Beweis,  in  den  Math.  Ann.  Bd.  25, 
S.  135  unterm  Text  wiederholt.  Dasselbe  Problem  wurde  sodann  in  den  Leipz. 
Berichten  vom  13.  Febr.  1888  folgendermassen  besprochen: 

„Die  Bestimmung  aller  r-gliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformationen 
kann  jedenfalls  durch  Integration  von  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  ge- 
leistet werden.  Schliesst  man  alle  Gruppen  mit  ausgezeichneten  infinitesimalen 
Transformationen  aus,  so  lassen  sich  die  betreffenden  Differentialgleichungen  leicht 
integriren.  Lässt  man  dagegen  die  soeben  eingeführte  Beschränkung  fallen,  so 
wird  die  Integration  jener  Differentialgleichungen  wesentlich  schwieriger.  Ich  bin 
indess  auch  für  diesen  Fall  zu  dem  Resultate  gekommen,  dass  sich  die  betreffende 
Integration  durchführen  lässt.  Diese  Frage  ist  indess  so  verwickelt,  dass  ich  mir 
eine  definitive  Entscheidung  derselben  für  eine  spätere  Gelegenheit  vorbehalten 
muss." 

Endlich  veröffentHchte  Lie  in  den  Leipz.  Ber.  vom  1.  Dec.  1890  die  Note:  „Be- 
stimmung aller  r-gliedrigen  transitiven  Gruppen  durch  ausführbare  Operationen", 
in  der  er  die  früher  angegebenen  Ergebnisse  durch  allgemeingültige  Methoden 
bewies. 
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jedoch,  um  diese  Aufgabe  erledigen  zu  können,  einige  vorbereitende 
Betrachtungen  einschalten. 

§  122. 
Es  sei: 
(3)  x!=fi{x^  .  .  .  a;«;  a^  .  .  .  ar)     (t  =  i...n) 

irgend  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die  von  den  r  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen  XJ.  .  .  Xrf  erzeugt  ist  und  die  Zusammen- 
setzung dks  besitzt.  Wenn  wir  auch  vorläufig  noch  keine  solche 
Gruppe  kennen,  so  wissen  wir  doch,  dass  es  welche  giebt;  wie  sie 
gefunden  werden,  das  kommt  hier  noch  nicht  in  Betracht. 

Die  Gruppe  (3)  genügt  den  bekannten  DifPerentialgleichungen: 

sie  besteht  überdies  aus  paarweise  inversen  Transformationen  und 
enthält  die  identische  Transformation.  Wir  können  daher  nach  S.  565  f. 
voraussetzen,  dass  sich  die  ^jkio)  für  die  Parameter:  a^  .  . ,  aj^  der 
identischen  Transformation  regulär  verhalten  und  dass  ihre  Deter- 
minante für:  a  ==  a^  einen  endlichen  von  Null  verschiedenen  Werth 
besitzt.     Dann  sind  auch  in  den  Auflösungen: 

(5)  lki(x)  ==^  aki{a)  ^^    (.  =  1.... ;.•  =  !...«) 

der  Gleichungen  (4)  die  ajcj{a)  so  beschaffen,  dass  sie  sich  für:  ük  =  ttk 
regulär  verhalten  und  dass  zu  gleicher  Zeit  ihre  Determinante  endlich 
und  von  Null  verschieden  bleibt. 

Nach  Abschn.  I,  Kap.  21  gehört  nun  zu  der  Gruppe  (3)  eine  mit 
ihr  gleichzusammengesetzte  einfache  transitive  Gruppe,  ihre  Para- 
metergruppe. Um  diese  Parametergruppe  zu  finden,  führe  man  zuerst 
eine  Transformation  von  der  Form  (3)  mit  den  Parametern  a^  .  , .  ür 
aus,  dann  eine  mit  den  Parametern  \  .  .  .Ir'',  die  entstehende  Trans- 
formation hat  wieder  die  Form  (3)  und  ihre  Parameter:  c^  , .  .  Cr 
drücken  sich  durch  die  a  und  die  h  in  bekannter  Weise  aus: 

(6)  Ck  =  (fkifl^  .  .  .ar\    &i  .  .  .  hr)        (t  =  l...r). 

Fasst  man  hier  die  a  und  die  c  als  Veränderliche  auf,  die  h  aber  als 
Parameter,  so  stellen  diese  Gleichungen  die  Parametergruppe  der  Gruppe 
(3)  dar. 

Die  Gleichungen  (6)  stellen  aber  nach  Abschn.  I,  S.  428  f.  noch 
eine  andre  Gruppe  dar;  fasst  man  nämlich  in  ihnen  die  h  und  die  c 
als  Veränderliche  und  die  a  als  Parameter  auf,  so  stellen  sie  die  zur 
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Parametergruppe  reciproke  Gruppe  dar.  Wir  wollen  diese  letztere  Gruppe 
von  jetzt  ab  als  die  zweite  Parametergruppe  bezeichnen,  während  die 
bisher  Parametergruppe  genannte  Gruppe  die  erste  Farametergruppe 
heissen  soll.  Doch  wollen  wir  festsetzen,  dass  jedesmal,  wenn  von  der 
Parametergruppe  schlechthin  gesprochen  wird,  darunter  die  erste  Para- 
metergruppe zu  verstehen  ist. 

Wir  wollen  jetzt  die  infinitesimalen  Transformationen  der  beiden 
Parametergruppen  bilden  und  zwar  zunächst  die  der  ersten. 

Da  die  Transformation  (3)  für:  ük  ==  a^^  in  die  identische  Trans- 
formation übergeht,  so  müssen  die  Gleichungen  (6)  für:  lk=ak^  ergeben: 
Ck  =  ttk.  Wir  werden  daher  jedenfalls  gewisse  infinitesimale  Trans- 
formationen der  ersten  Parametergruppe  finden,  wenn  wir  in  (6)  den 
hk  solche  Werthe:  ük^+öcok  ertheilen,  die  von  den  ük^  unendlich 
wenig  abweichen.  Die  infinitesimalen  Transformationen  der  ersten 
Parametergruppe,  die  wir  auf  diese  Weise,  erhalten,  haben  die  Form: 

(7)  «;  =  a.+2^-p^],.,      ,.....,, 


b  =  a^ 


WO  wir  aus  leicht  begreiflichen  Gründen  a'k  für  Ck  geschrieben  haben. 
Es  lässt  sich  nun  auch  leicht  zeigen,  dass  die  Gleichungen  (7) 
die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  ersten  Parameter- 
gruppe darstellen,  dass  also  unter  den  infinitesimalen  Transformationen 
(7)  r  unabhängige  vorhanden  sind.  Nach  Abschn.  I,  S.  405  erfüllen  ja 
die  (pk{a^  h)  Identitäten  von  der  Form: 

d(pj^{a,  b) "'i^ 

~Ybr~  =^'  ^^-''  (^)  "^'^  (9^1  (^'  b)'"9r(a,  h)) 

und  die  gehen  bei  der  Substitution :  hk  =  ak"^  über  in : 

Da  nun  die  Determinante  der  iptj{a^)  endlich  und  von  Null  verschie- 
den ist,  und  da  die  Determinante  dier  atk(a)  nicht  identisch  verschwindet, 
so  folgt  hieraus  augenscheinlich,  dass  die  r  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: 


0*  =f=  1 . .  .  r) 

von  einander  unabhängig  sind. 
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In  ganz  ähnlicher  Weise  gelangt  man  zu  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe. 

Macht  man  in  (6)  die  Substitution:  ük  =  cikj  so  ergiebt  sich: 
Cf,  =  hk,  man  wird  daher  eine  infinitesimale  Transformation  der  zweiten 
Parametergruppe  bekommen,  wenn  man  die  ük  durch  ak^-\-dG)k  ersetzt. 
Die  so  entstehende  infinitesimale  Transformation  lautet: 


(8)  ^^-^^+2j'\_—Ja,-, 


dcOj      (t  =  l...r) 


WO  bk  an  Stelle  von  Ck  geschrieben  ist;  dass  sie  die  allgemeine  in- 
finitesimale Transformation  der  zweiten  Parametergruppe  ist,  könnte 
man  in  ähnlicher  Weise  einsehen,  wie  vorhin,  doch  würde  das  zu 
umständlich  sein,  da  wir  in  Abschn.  I  die  grundlegenden  Differen- 
tialgleichungen für  die  zweite  Parametergruppe  nicht  mit  angegeben 
haben.  Wir  schlagen  deshalb  einen^  andern  Weg  ein,  der  zugleich 
über  die  Bedeutung  der  zweiten  Parametergruppe  Licht  verbreitet. 

Bezeichnen  wir  wie  üblich  die  Transformation  (3)  mit  S(^a)  und 
denken  wir  uns  die  a,  h  und  c  den  Gleichungen  (6)  unterworfen, 
so  ist:  S(^a)S(b)  =  S(c),  eine  Gleichung,  die  sich,  offenbar  auch  schreiben 
lässt: 

In  unserm  Falle  stimmt  nun  die  Schaar  der  oo^  Transformationen 
/S(7)  mit  der  Schaar  S(a)  überein,  >S(7)  ist  also  nur  eine  andre  Form 
der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf,  Legen  wir  aber  diese  Form  der  Gruppe: 
X^f . .  .  Xrf  zu  Grunde,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  (9)  sofort,  dass 
die  beiden  Parametergruppen  ihre  Rollen  vertauscht  haben,  die  bisher 
die  zweite  war,  ist  jetzt  die  erste  und  umgekehrt.  Mit  andern  Worten: 
Die  zweite  Parametergruppe  der  Gruppe:  S(a)  ist  zugleich  die  erste 
Parametergruppe  der  Gruppe:  S'^) . 

Bedenkt  man  endlich,  dass  die  Gruppe:  X^f .  . .  Xrf  in  der  Form: 
S(^)    durch  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

Xi  =  Fi  (Xj^  .  .  .  Xn',    a^  .  .  .  ttr)        (t  =  1  . .  .  n) 

dargestellt  wird  und  dass  hier  die  Xi  als  Functionen  der  a  betrachtet 
Differentialgleichungen  von  der  Form: 

ox.        "sri 

^=^^d'jk(a)^ji{x)       (e  =  l...n;i  =  l...r) 
k  1 

befriedigen  (s.  S.  555),  und  beachtet  man  überdies,  dass  die  Deter- 
minante der  d'jk  für:  a  =  a^  einen  eijidlichen  von  Null  verschiedenen 
Werth  hat,  so  übersieht  man  sofort,  dass  die  bei  der  ersten  Parameter- 
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gruppe  angestellten  Betrachtungen  sich  unmittelbar  auf  die  infinitesi- 
male Transformation  (8)  anwenden  lassen  und  dass  (8)  wirklich  die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  zweiten  Parametergruppe 
darstellt. 

Die  gefundenen  Ausdrücke  für  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  beiden  Parametergruppen  haben  einen  begrifflichen  Sinn,  den  wir 
jetzt  noch  entwickeln  wollen,  weil  er  für  die  praktische  Berechnung 
dieser  infinitesimalen  Transformationen  von  Bedeutung  ist. 

Die  rechten  Seiten  der  Gleichungen  (7)  stellen  die  Parameter 
einer  gewissen  Transformation  unsrer  Gruppe  (3)  dar.  Aus  der  Ab- 
leitung der  Gleichungen  (7)  geht  hervor,  dass  man  diese  Transforma- 
tion erhält,  wenn  man  zuerst  die  Transformation  (3)  ausführt  und 
dann  die  ebenfalls  der  Schaar  (3)  angehörige  Transformation  Sia^-^Sco), 
die  augenscheinlich  die  Form: 

(10)  x;  =  Xi  +2:*  1 -^^J  *<»*  ('■ = 1 .  ■  ■ «) 

besitzt.  Nun  stellen  die  Gleichungen  (10),  wenn  man  dco^^  .  . ,  dcor 
willkürlich  lässt,  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der 
Gruppe  (3)  dar  (s.  Absehe.  I,  S.  77  f.),  andrerseits  stellen  die  Glei- 
chungen (7)  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  ersten 
Parametergruppe  dar,  also  ergiebt  sich,  dass  man  diese  letztere  infini- 
tesimale Transformation  folgendermassen  berechnen  kann: 

Man  führt  zuerst  die  allgemeine  Transformation  S(^a)  der  Gruppe 
(3)  aus,  dann  ihre  allgemeine  infinitesimale  Transformation:  Z^^X^f 
und  lerechnet  die  der  Transformation  S(a)  unendlich  benachbarte  Trans- 
formation /S(a+(^a),  die  auf  diese  Weise  entsteht.  Die  ÄusdrücJce:  öa^ ...  dar 
stellen  dann  die  unendlich  Meinen  Zuwachse  dar,  die  a^, .  .ar  bei  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  ersten  Parametergruppe 
erhalten. 

Für  die  zweite  Parametergruppe  ergiebt  sich  ebenso  die  Regel: 

Man  führt  zuerst  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation: 
UlkXkf  der  Gruppe  (3)  aus  und  dann  die  allgemeine  endliche  Trans- 
formation S{a)  dieser  Gruppe  und  berechnet  die  der  Transformation  S^a) 
unendlich  benachbarte  Transformation  S^a+öa),  die  auf  diese  Weise  ent- 
steht. Die  Äusdrüclce:  da^  . , .  dar  sind  dann  die  unendlich  Meinen  Zu- 
wachse, die  a^ . . .  ar  bei  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation 
der  zweiten  Farametergruppe  erhalten. 

Alles  das  ist  selbstverständlich  nur  unter  der  Voraussetzung  gültig, 
die  wir  auf  S.  638  gemacht  haben,  unter  der  Voraussetzung  nämlich, 
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dass  sich  die  ipjk{a)  in  der  Umgebung  der  Parameter:  a^^  .  .  .  ttr^  der 
identischen  Transformation  regulär  verhalten  und  dass  die  Determi- 
nante der  ijjjk  {a^)  nicht  verschwindet.  Diese  Voraussetzung  kann  aber 
durch  eine  andre  ersetzt  werden,  die  für  die  praktischen  Anwendungen 
viel  bequemer  ist.  Man  braucht  blos  zu  verlangen,  dass  sich  die 
fi(x,  d)  in  der  Umgebung  von  a^^  . . .  a/  regidär  verhalten  und  dass  die 
Gleichungen  (10)  hei  willkürlichen  dcok  eine  Schaar  von  oo»— ^  verschie- 
denen infinitesimalen  Transformationen  darstellen. 

In  der  That,  wenn  die  vorhin  wiederholte  Voraussetzung  erfüllt 
ist,  so  sind  es  offenbar  auch  die  eben  angegebenen  Forderungen.  Sind 
umgekehrt  diese  Forderungen  erfüllt,  so  ist  es  auch  jene  Voraussetzung. 
Dann  bestehen  nämlich  wegen  der  Differentialgleichungen  (4)  die 
Identitäten: 


*  a=a'^      1 


Setzt  man  nun  in  diesen  für  oc^  .  .  .  Xn  der  Reihe  nach  r  verschiedene 
Werth Systeme:  x^^^  . .  .  xjf"^  (fi  =  1 .  ..r)  von  allgemeiner  gegenseitiger 
Lage,  so  erhält  man  ein  Gleich ungensystem,  das  nach  den  i^jkipP) 
auflösbar  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  66,  Satz  5)  und  zwar  ergeben  sich  offen- 
bar für  alle  i^jkioP)  endliche  Werthe.  Dass  andrerseits  die  Determi- 
nante der  ilJjk{oP)  nicht  identisch  verschwindet,  folgt  daraus,  dass  es 
unter  den  infinitesimalen  Transformationen  (10)  r  von  einander  unab- 
hängige giebt. 

§  123. 
Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erledigung  der  auf  S.  637   gestellten 

Aufgabe. 

Da  die  r^  Constanten  Ca«,  die  uns  gegeben  sind,  den  Gleichungen 

(1)  genügen,  so  ist  es  sicher,  dass  es  in  einer  geeigneten  Zahl  von 
Veränderlichen,  etwa  in  den  n  Veränderlichen  x^  . .  .  x„  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen: 

n 

X,f  =2-  iki{x, ...«»)  1^.    »  =  '•■■'■> 

1  ' 

giebt,  die  paarweise  in  Beziehungen  von  der  Form: 

r 

(2)  {XiXk)=^2^CasXsf    ii.k=i...r) 

1 
stehen   und   also   eine  r-gliedrige  Gruppe   von    der   Zusammensetzung 
Ciks  erzeugen.     Die  endlichen  Gleichungen  dieser  Gruppe  lauten  dann 
in  der  kanonischen  Form: 


Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung.      643 
1  ■  •  •  r  1 . . .  r 

(11)  {  ^'  =  ^»  +  T  ^  ^*^^*'  +  r^  ^  h^j'^klji  -] 

I  k  kj 

l  (t  =  1  .  .  .  n) 

lind  nach  Abschn.  I,  S.  255  können  wir  den  Ausdruck: 

r  r 

(12)  «^;i,X,/-=^e,Z,/-    (ht  =  h) 

1  1 

geradezu  als  Symbol  der  endlichen  Transformation  benutzen,  die  durch 
die  Gleichungen  (11)  dargestellt  wird.  Bei  Anwendung  dieser  Sym- 
bolik müssen  wir  aber,  um  folgerichtig  zu  sein,  als  Symbol  der  all- 
gemeinen infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  einen  Ausdruck 
von  der  Form: 

r 
1 

verwenden,  unter  da^.  .  ,  8or  willkürliche  unendlich  kleine  Grössen 
verstanden. 

Obwohl  wir  nun  in  Wahrheit  noch  keine  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: X^f,..Xrf  von  der  hier  angenommenen  Beschaffenheit 
kennen,  so  werden  wir  doch  mit  Hülfe  der  im  vorigen  Paragraphen 
gegebenen  Vorschriften  dazu  gelangen,  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  beiden  Parametergruppen  zu  berechnen,  die  zu  der  Gruppe 
(11)  gehören.  Damit  sind  dann  zugleich  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen zweier  r-gliedriger  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  Cif,s   gefunden. 

Dass  die  Vorschriften  des  vorigen  Paragraphen  auf  den  gegen- 
wärtigen Fall  anwendbar  sind,  unterliegt  nach  S.  642  keinem  Zweifel, 
denn  die  Gleichungen  (11)  verhalten  sich  ja  in  der  Umgebung  der 
Parameter:  Aj  =  •  •  •  =  A^  =  0  der  identischen  Transformation  regulär 
und  ausserdem  erhält  man,  wenn  man  in  (11)  die  Parameter  h  un- 
endlich klein,  etwa  =dXjc  wählt,  eine  Schaar: 

r 

^/  =  Xi  +^  dXk  |/t»(iJ?i  .  .  .Xn)       (e  =  1  .  .  .  «) 
1 

von  infinitesimalen  Transformationen,  die  wegen  der  Unabhängigkeit 
von:  X^f .  . ,  Xrf  SLUH  cso^-i  verschiedenen  Transformationen  besteht. 

§  124, 

Wir  suchen  zuerst  die  infinitesimalen  Transformationen  der  zweiten 
Parametergruppe  der  Gruppe  (11). 

Nach  der  auf  S.  641  gegebenen  Regel  finden  wir  diese  infinitesi- 

41* 
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malen  Transformationen  folgendermassen:  Wir  führen  zuerst  die  all- 
gemeine infinitesimale  Transformation:  UdcJkXkf  der  Gruppe  (11) 
aus  und  dann  ihre  allgemeine  endliche  Transformation:  UßkXkf. 
Durch  Nacheinanderausführung  dieser  beiden  Transformationen  müssen 
wir  eine  Transformation  von  der  Form:  27 (e*  +  ^^a)  ^i/"  erhalten,  wo 
de^  . . .  der  die  unendlich  kleinen  Zuwachse  sind,  die  e^  .  .  .  e^  hei  der 
allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  zweiten  Parametergruppe 
bekommen. 

Es  handelt  sich  also  darum,  de^^  ...  der  durch:  do^  .  . .  dor  auszu- 
drücken; das  aber  gelingt  uns  durch  ein  Verfahren,  das  Lie  schon 
1878  in  seinem  norwegischen  Archive  entwickelt  hat. 

Wir  lösen  zunächst  die  umgekehrte  Aufgabe,  das  heisst  wir 
drücken  die  dcok  durch  die  dek  aus.  Wir  setzen:  e*  =  ht  und  definiren 
dXk  durch  die  Gleichung:  tdXk  =  dek,  dann  kommt  diese  umgekehrte 
Aufgabe  darauf  hinaus,  die  infinitesimale  Transformation:  UdcjkXkf 
so  zu  bestimmen,  dass  durch  Nacheinanderausführung  der  beiden  Trans- 
formationen:  2Jd(0kXkf  und:  tZkkXkf  die  Transformation: 

tS{Xk-{-dh)Xkf 
entsteht. 

Um  die  Lösung  dieser  Aufgabe  zu  vereinfachen,  führen  wir  an 
Stelle  der  x  neue  Veränderliche:  y^  . .  .  yn  ein,  die  so  gewählt  sind, 
dass  der  Ausdruck:  UXkXkf  die  einfache  Form: 

(13)  ^4X.^=|£ 

bekommt.  Das  ist  immer  möglich  und  zwar  hängen  die  neuen  Ver- 
änderlichen ausser  von  den  x  natürlich  auch  noch  von  A^  . . .  A^  ab. 
Wir  können  daher  annehmen,  dass  X^f . .  .  Xrf  in  den  neuen  Veränder- 
lichen die  Form: 

n 

(14)  Xa/=^-,h(2/i...2/«)|^.     »=i  •••'■) 

erhält,  wo  die  rjki  ebenfalls  von  A^  ...  Ar  abhängen. 

In  den  neuen  Veränderlichen  hat  die  Transformation  mit  dem 
Symbole:  tUXkXkf  da>s  Symbol: 


7 

t^^XkXkf=tl^ 


(s.  Abschn.  I,  S,  255),  ihre  Gleichungen  lauten  daher  einfach: 

(15)  2//=  2/i;  •  •  V  yn-i  = «/«-!;   yn  =  yn  +  t- 

Denken    wir   uns    demnach    zuerst    die    infinitesimale    Transformation: 
UdcOkXkf  und  dann  die  endliche  Transformation:  tElkXkf  ausgeführt. 
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so  finden   wir  eine  Transformation,   die    in   den  neuen  Veränderlichen 
geschrieben  die  Form: 


(16) 


y,i  =  yn  +  t  +^*  ^(Oj^rikniVi  .  .  .  Vn-ly    Vn) 
1 
r 

Vi   =  Vi  +yi  ^«A  nkiiVi  .  .  .  2/n  -1;    Vn) 


1 

(i  =  1  ...  7»  -  1) 


besitzt. 

Andrerseits   erhält  die   Transformation  mit  dem   Symbole; 

jetzt  das  Symbol: 

r  r 

1  ^  1 

ihre  Gleichungen  sind  demnach  durch  das  simultane  System: 

1    +^'  ^hnkniVi    .^.yn) 


(17) 


dt 
dy'i 


(j  =  1  .  .  .  n  —  1) 

mit  den  Anfangsbedingungen:  y^  =  y^  für  f=0  bestimmt. 

Bei  der  Integration  des  simultanen  Systems  (17)  müssen  wir  be- 
rücksichtigen, dass  dXj^...dXr  unendlich  kleine  Grössen  sind;  wir 
brauchen  also  blos  die  Glieder  von  erster  Ordnung  in  den  dX  mitzu- 
nehmen. Wären  die  öl  gleich  Null,  so  stellten  die  Gleichungen  (15) 
die  Integralgleichungen  des  simultanen  Systems  (17)  dar;  wollen  wir 
daher  die  Integralgleichungen  dieses  simultanen  Systems  bis  auf  die 
Glieder  von  erster  Ordnung  in  den  öX  genau  haben,  so  müssen  wir 
auf  den  rechten  Seiten  von  (17)  für  y^.  .  .  ?/;  die  Werthe  (15)  ein- 
setzen und  dann  von  0  bis  t  integriren.  Die  gewünschten  Integral- 
gleichungen lassen  sich  auf  diese  Weise  in  der  Form: 


(18) 


t 

yn  =  yn  +  t  +^  dX,  /  ri,n{y^  . . .  2/„_i,  y,  +  t) 

0 
t 

yi  =  yt       +^^ 8h  I  Vki(yi ,..yn-i,  yn  +  t] 


dt 


darstellen. 


(e  =  1  .  .  .  „  _  1) 
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Die  zu  erledigende  Aufgabe  kommt  jetzt  darauf  hinaus,  nachzu- 
weisen, dass  sich  die  dcok  derart  als  Functionen  von  dX^  .  .  .  dir  und 
t  bestimmen  lassen,  dass  die  beiden  Transformationen  (16)  und  (18) 
zusammenfallen,  dass  also  die  Gleichungen: 


(19) 


t 
r  r  p 

2  ÖCOkTluiVi  .  .  .  ^«-1,    Vn)  =2  ^h  I   nkiiyi'-'Vn-h   Vn+t) 
1  1  ?/ 


ZU  Identitäten  werden.  Dieser  Nachweis  gelingt  ziemlich  leicht,  weil  es 
hier  in  unserm  Falle  möglich  ist,  die  Integrale  auf  den  rechten  Seiten 
von  (19)  auszuführen. 

Zu  diesem  Zwecke  versuchen  wir  r  Functionen:   Xi  * '  •  %r  "^o^  ^ 
und  den  ^A  ausfindig  zu  machen,  die  n  Gleichungen  von  der  Form: 

2  äXknkiiyi . . .  Vn-i,  Vn  +'t)  =^  XkVki(yi  •  • . 2/«) 
1  1 

identisch  befriedigen;  ist  uns  das  nämlich  gelungen,  so  brauchen  wir 

blos: 

t 

(21)  ÖG)k=JXkdt        (*  =  !...;•) 

0 

zu  setzen,  um  auch  die  Gleichungen  (19)  identisch  zu  erfüllen. 

Die  Gleichungen  (20)  bestehen  offenbar  dann  und  nur  dann  iden- 
tisch, wenn  die  Xk  den  Gleichungen: 

r  r 

^  Shnki(yi . . .  Vn)  =^  XkVkiiVi  -  • .  Vn-i,  yn  —  0 

1  1 

oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  den  Gleichungen: 

r 
1 

und  den  Anfangsbedingungen:  Xk=^h  für  ^  =  0  genügen.  Nun  ist 
aber  unter  den  gemachten  Voraussetzungen: 


r  \  1  ■  ■ .  r 

_^  A,  X,f,  xA  =^  X,c,j.X.f 

l  /  ks 


oder  wegen  (13): 


21.  HM  ■■■Vn)   df         v  ,  "V-       ^  \^f 
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woraus  sich  ergiebt: 

(23)  ä^^ =^  ^^ ^kjs Vsi KVi-'-yn) 

\  {j  =1  .  .  .  r\    i=l  .  .  .  n)  . 

Auf  Grund  dieser  Gleichungen  erhält  (22)  bei  Ausführung  der  Diffe- 
rentiation die  Form: 

1 

l...r 

—  ^  Xk^jCjjcsnsiiyi ' ' '  Vn-if  Vn  —  t)  =  o 

kjs 

und   diese  Gleichungen   zerfallen  endlich,   wegen   der  Unabhängigkeit 
der  infinitesimalen  Transformation:  X^f .  .  .  Xrf  in  die  folgenden: 


C24)  ^=5^A,^c,.,z.     (*  =  !••-), 


1  1 

die  zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen:   x^  =  dXjc  für   ^  =  0  die 
Functionen   Xk  vollständig  bestimmen. 

Die  Differentialgleichungen  (24)  erimiern   lebhaft  an  die  Differen- 
tialgleichungen : 

r  r 

de,. 


(2ö)  -^+^-^i^^^.-.^^/=o    c.= 


;•), 


die  nach  S.  273  von  Abschn.  I  zusammen  mit  den  Anfangsbedingungen: 
ßk  =  €k  für  ^  =  0  die  endlichen  Gleichungen  einer  gewissen  linearen 
homogenen  Gruppe  bestimmen,  nämlich  die  endlichen  Gleichungen  der 
adjungirten  Gruppe*),  die  zu  den  r-gliedrigen  Gruppen  von  der  Zu- 
sammensetzung Ciiis  gehört.  In  der  That  verwandeln  sich  die  Diffe- 
rentialgleichungen (24)  sofort  in  die  Gleichungen  (25),  wenn  man  t 
durch  —  t  und  Xk  durch  e^  ersetzt.  Nehmen  wir  daher  an,  dass  wir 
durch  Integration  von  (25)  die  endlichen  Gleichungen  der  adjungirten 
Gruppe  in  der  Form: 

r 

(26)  ßk  =^'  Qkj  (Ai  ^, . .  .,  2,rt)  ej      (i  =  1  . . .  r) 
1 

*)  Dass  hier  die  adjungirte  Gruppe  auftritt,  kann  nicht  überraschen;  denn 
führt  man  in  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation:  2ej^Xj^f  dev  Gruppe: 
Xif .  .  .  Xyf  neue  Veränderliche  ein  vermöge  der  Transformation  (15)  dieser 
Gruppe,  so  erhält  man  nothwendig  eine  infinitesimale  Transformation  von  der  Form : 
Ze^Xj^f,  wo  die  Beziehung  zwischen  den  e^'  und  den  e^^  durch  eine  Transforma- 
tion der  adjungirten  Gruppe  bestimmt  ist  (s.  Abschn.  I,  S.  270  ff.). 
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gefunden  haben  —  es  ist  das  nebenbei  bemerkt  die  kanonische  Form 
dieser  endlichen  Gleichungen  —  so  lauten  die  gesuchten  Lösungen  der 
DiflPerentialgleichungen  (24)  folgendermassen : 


(27) 


%k=^j  Qk}{—hiy...,—lri)Ökj       {k. 


Durch  Einsetzen  dieser   Werthe   von  Xi  . .  .  %r    müssen   sich   die    Glei- 
chungen (20)  in  Identitäten  verwandeln,  wir  haben  also; 


(20') 


1 

l...r 
^2j    ^^J9kj(—  Ai^,  .  .  .,  —  Xrt)nki{yi  .  .  .   2/n) 


(t  =  1  .  .  .  «) 

für   alle  Werthe   der  dlk,  der  ?/,  und  von   t.     Andrerseits   bekommen 
wir  nach  (21)  die  Gleichungen: 


(28) 


zur  Bestimmung  der  dco]^. 

Die  Functionen  Qkj{^t)  lassen  sich  durch  ausführbare  Operationen 
bestimmen.  Da  nämlich  die  DifiFerentialgleichungen  (25)  linear  und 
homogen  sind  und  lauter  constante  Coefficienten  haben,  so  kann  man 
bekanntlich  ihre  Integration  durchführen,  sobald  man  die  algebraische 
Gleichung: 


(29) 


^sk^   +^^  Cjslck 


(5,   A=l 


=  0 


aufgelöst  hat,  wo  6  die  Unbekannte  ist  und  wo  Sgjc  wie  gewöhnlich 
=  0  oder  =  1  ist,  jenachdem  s  und  h  ungleich  oder  gleich  sind.  Be- 
zeichnen wir  die  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Gleichung 
mit:  ^1 .  .  .  ömy  so  werden  bekanntlich  die  Qkji^'t)  lineare  Functionen 
der  m  Ausdrücke: 

(30)  /^^  .  .  e"^'^' 

mit  Coefficienten,  die  ihrerseits  ganze  Functionen  von  t  und  rationale 
Functionen  der  Grössen:  A^  .  .  .  A^,  6^  ...  6m  sind. 

Hieraus  ergiebt  sich  ferner,  dass  auch  die  Integrale  in  den  Glei- 
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chungen   (28)   ausführbar    sind.     In    der  That,   es  wird    offenbar    das 
Integral : 

0 

wieder  eine  lineare  Function  der  m  Ausdrücke  (30),  mit  Coefficienten, 

die    ganze  Functionen    von  t  und   rationale  Functionen   von   A^  . .  .  A^, 

^1  . .  .  ^;„  sind.     Bedenken  wir  überdies,  dass  dieses  Integral  für  t=0 

verschwindet  und  dass   Qkj    die    Grössen    t   und    Aj  . .  .  A^  nur   in    den 

Verbindungen:  Ajf, .  . .,  Ar^  enthält,  so  können  wir  setzen: 

t 

(31)  j  Qkj{hh  '  • ',  ^rt)dt  =  f.il^kj{^it, . . .;  A,0, 

b 

wo   die  tpkii^t)  Functionen  von  genau  derselben  Beschaffenheit   sind, 
wie  die  QkjiXt). 

Durch  Benutzung  dieser  Formeln  ergeben  sich  aus  den  Identitäten 
(20')  die  nachstehenden: 

t 

2  äh  I  VkiiVl  .  .  .  yn-l,    Vn  +  t)dt    ^ 


(2O'0 


=^  tdXj  iPkj  (—  Ai?^,  .  .  .,  —  Irt)  nkiiVi  ...  2/0 


die   ebenfalls  für  alle  Werthe   der  dXk,  der  yi  und  von  t  gültig  sind. 
Ausserdem  aber  bekommen  wir  nach  (28): 

r 

(28')  dOk^^ndXj^kji—  Kh'"^    —^rt)      (Ä-l...r) 

1 

als  endgültige  Darstellung  der  dok. 

Wir  wollen  hier  gleich  noch  erwähnen,  dass  Qkj(^t)  für:  ^  =  0 
den  Werth  sjij  annimmt,  was  unmittelbar  einleuchtet  und  woraus  offen- 
bar folgt,  dass  für:  ^  =  0  auch  ipkji^t)  =  £kj  wird.  Hierin  liegt,  dass 
die  Determinante  der  if^kj^Xt)  nicht  identisch  verschwindet  und  für 
^  =  0  den  Werth  1  besitzt. 

Durch  die  vorstehenden  Entwicklungen  ist  Folgendes  bewiesen: 
Wenn  man  zuerst  die  infinitesimale  Transformation:  U dcJkXkf  aus- 
führt ^  wo  die  d(Ok  aus  (28')  zu  entnehmen  sind,  und  dann  die 
endliche  Transformation  (15),  so  ergiebt  sich  die  Transformation  (18). 
Kehren    wir    daher   zu    den    ursprünglichen    Veränderlichen:    x^  .  , .  x^ 
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zurück  und  setzen  wir  wieder:  Xj,t  =  Cj,  und:  t .  öXk=  Sej^j  so  können 
wir  auch  sagen: 

Führt  man  merst  die  infinitesimale  Transformation  mit  dem  Symbole: 

^^  da>,.X,f==^dej7l;,j{-  e,, . . .,  -  er)X,f 
1  jk 

aus  und  dann  die  endliche  Transformation  mit  dem  Symbole: 

r 

(12)  ^  e,X,f, 

1 

so  erhält  man  eine  Transformation,  deren  Symbol  die  Gestalt: 

r 

^^{e,+  de,)X,f 
1 
besitzt. 

Was  die  Form  der  Functionen:  i^kj  angeht,  so  ist  Folgendes  zu 
bemerken:  Die  Grössen:  ö^  .  . .  6,^  sind  algebraische  Functionen  von 
2-1  . ,  .  Xr  und  zwar  sind  sie  homogen  von  erster  Ordnung,  demnach 
enthalten  (Sj, .  ,  .,  0,J  die  X  und  t  nur  in  den  Verbindungen:  ht=  Ck 
und  werden,  wenn  man  sie  durch:  e^  , .  .  er  ausdrückt,  die  m  verschie- 
denen Wurzeln  der  Gleichung: 


(29') 


£skO'  +  ^'Cjskej 


1 


Setzen  wir  daher:  iS^^t  =  ö^',  so  werden  die  ^kj{ei  . . .  Cr)  lineare  Func- 
tionen der  m  Ausdrücke: 

(30')  c\  . .  /-', 

mit  Coefficienten,  die  ihrerseits  rationale  Functionen  von:  Cj . .  .  e^  und: 
(?/.  . .  <Sm  sind. 

Jetzt  sind  wir  aber  auch  im  Stande  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  zweiten  Parametergruppe  anzugeben.  Da  nämlich  die  Deter- 
minante der  7pkj{^t)  nicht  verschwindet,  so   sind  die  r  Gleichungen: 

r 

(28")  dcö;fc=^-deyV'Äi(—  ^i,...,  —  er)      (i  =  l...r) 

1 

nach:  de^  . . .  der  auflösbar.  Wir  können  also  bei  ganz  beliebigen  dcok 
stets  die  Transformation:  U(ek  +  deu)Xkf  berechnen,  die  durch  Nach- 
einanderausführung  der  beiden  Transformationen:  UdcokXkf  und: 
HekXjcf  entsteht;  die  betrefi'enden  Werthe  von:  de^  .  .  .  de^  stellen 
dann   nach   S.  644   die   unendlich  kleinen   Zuwachse   dar,    die  e^  .  , .  Cr 
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bei  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  der  zweiten  Para- 
metergruppe erhalten. 

Um   die  Auflösung  der  Gleichungen  (28")  durchzuführen,  denken 
wir  uns  r^  Functionen:  «'^^(^i  .  .  .  Cr)  aus  den  r^  Gleichungen: 

r 

(32)  2  ccj,s{e,  . .  .  er)tkj{e^  .  . .  e^.)  =  Ssj      (^,;  =  i...O 

1 
berechnet.     Diese  Functionen  werden  in  Folge  der  Beschaffenheit  der 
il^kj   rationale    Functionen    von:   e^  . .  .  c^,    (?/.  . .  (?m    und    den    Grössen 
(30');  mit  ihrer  Hülfe  lassen   sich  die  Auflösungen   der  Gleichungen 
(28 '0  in  der  Form: 

r 

(33)  des  =2*  Scoj,aj,s (-  e,, ...,—  e,.)     is  =  i...r) 

1 
darstellen  und  es  sind  demnach: 

>■ 

(34)  JB,f=y^(x,s{-e,,.,.,-er)~^     (.  =  i...r) 

1  * 

infinitesimale  Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe.  Dass 
diese  infinitesimalen  Transformationen  von  einander  unabhängig  sind, 
ist  von  vornherein  sicher,  es  folgt  aber  auch  daraus,  dass  die  Deter- 
minante der  i^kj  und  also  auch  die  der  ccjcs  nicht  identisch  verschwindet. 

§  125. 

Nunmehr  wollen  wir  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
ersten  Parametergruppe  der  Gruppe  (11)  berechnen.  Dabei  können 
wir  uns  etwas  kürzer  fassen  als  bei  der  ziveiten. 

Wir  denken  uns  die  Veränderlichen:  2/i  •  •  •  2/n  so  gewählt  wie  auf 
S.  644,  führen  aber  nun  zuerst  die  endliche  Transformation: 

(15)  y^=  Vu  •  •  -y  Vn-l  =  Vn-l,    Vn   =  Vn  +  t 

aus  und  dann  die  infinitesimale:  UdcökXkf,  so  dass  wir  die  Transfor- 
mation: 


(35) 


r 

Vn  =  yn  +  t  +^  ä'^mkniVi  -  ■  •  2/n-l;    Vn  +  t) 
1 
r 

'/  =  Vi  +^'  S'^kVkiiVl  .  .  .  Vn-lj    Vn  +  t) 


2/.  _ 

1 

(<■  =  1  .  .  .  w  —  1) 

erhalten.     Die    däk  suchen   wir   so    zu   wählen,   dass    diese  Transfor- 
mation das  Symbol:  t IJ {Xj,  +  d Xk)  Xkf  und  also  die  Form  (18)  erhält. 
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Zu  diesem  Zwecke  ist  es  nöthig,  die  Gleichungen: 


(36) 


r 

^*  öäkr}ki(j/i  . . .  2/n-i,  2/«  +  0  = 
1 

t 


durch  geeignete  Wahl  der  dcok  zu  befriedigen. 

Wir    erinnern    zu    diesem    Zwecke    an    die  Identitäten   (20')    und 
(20"),  vermöge  deren  die  Gleichungen  (36)  offenbar  die  Form: 


X  .  .  .  / 

kj 
1  . .  ■  r 

=^  tdXjii^kj(--  xj^,.  ..j  —  Kt)riki{yi  ...yn) 


annehmen.     Wegen  der  Unabhängigkeit  der  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: X^f .  .  .  Xrf  ergiebt  sich  hieraus: 


(37) 


^  r 

^J  dl^jQ,j(—  XJ,  .  .  .,  —  Xrt)    =^^JtdXjtlj,j{-  X,t,  ...  —  Kt) 


(A  ==  1  . . .  r) 


Um  diese  Gleichungen  nach  den  dtoj  aufzulösen,  bemerken  wir,  dass  man 
durch  Auflösung  der  Gleichungen  (2%)  erhält: 


(260 


Ck 


=^^  9kj{—^lt,,  .  .,  —  krt)€j         (Ä  =  l...r); 


wir  schliessen  daraus,  dass  sich  die  Auflösungen  der  Gleichungen  (37) 
in  der  Form: 


(370 


^«*  =^  t8ljtP,i{—  l^t,  .  .  .,  -  Irt)  Qktih^,  •  .  •;  ^rt) 


(k=l...r) 

darstellen  lassen. 

Hiermit  wären  die   dTäk   gefunden,   wir  wollen  aber  gleich   noch 
eine  andre  Darstellung  für  sie  ableiten. 

Wir  differentiiren  die   Gleichungen   (36)    nach   t,   indem   wir   die 
dßJi  als  Functionen  von  t  und  die  dXj,    als  Constanten  betrachten: 
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1 

r 

+  2'  d^;fc^  y\l,i(xj,   .  .  .  tJn-1,    Vn  +  0    = 

1 
r 

-=^-  8hnhi{yi  '  •  .  Vn-l,    Vn  +  t). 


Drückt  man  hier  den  Differential  quo  tienten  von  ri^i  vermöge  (23)  aus, 
so  ergeben  sich  Gleichungen,  die  sich  ohne  Weiteres  in  die  folgenden 
zerlegen : 

__  r  r 

(38)  -^y    ==^>l,  ~^^A,-^^C;-,A-^a),     a- 


l...r) 
1  1 


Durch  diese  Differentialgleichungen  zusammen  mit  den  Anfangsbedin- 
gungen: dcjk==0  für  ^=0  sind  die  däk  offenbar  vollständig  be- 
stimmt. 

Die  Integration   der  Differentialgleichungen   (38)    ist   sehr    leicht 
durchzuführen.     Differentiirt  man  nämlich  nach  tj    so  kommt: 


ergiebt : 


d 

1  1 

was  genau  die  Differentialgleichungen  (25)  sind-,  da  sich  nun  aus  (38) 

[^]„.=".. 

so  kommt  einfach: 

1 

und  mit  Benutzung  von  (31) : 

1 

Gleichungen,  die  ganz  den  früher  für  die  öcd^  gefundenen  Gleichungen 
(28')  entsprechen. 

Kehren  wir  jetzt  zu  den  ursprünglichen  Veränderlichen  x^  .  .  .  Xn 
zurück  und  setzen  wir  wieder:  l^t  =  e^  und:  t8Xk  =  Öe^j  so  können 
wir  alles  das  so  ausdrücken: 

Fuhrt  man  zuerst  die  endliche  Transformation  mit  dem  Symbole: 
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r 

(12)  '^'e.Xtf 

1 

aus  und  dann  die  infinitesimale  Transformation  mit  dem  SymloJe: 

r  l...r 

^*  d^,X,f=^  dejtkj{e,  . . .  er)X,f, 
1  ;^- 

so  erhält  man  eine  Transformation  ^  die  das  Symbol: 

r 
1 

besitzt. 

Nach  S.  641  erhalten  wir  daher  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  ersten  Parametergruppe,  wenn  wir  hier  dc3i...där  als 
willkürliche  unendliche  kleine  Grössen  betrachten  und  de^^  . , ,  der  durch 
sie  ausdrücken.  Das  ist  aber  leicht  gemacht.  Die  Auflösungen  der 
Gleichungen: 

r 

(39)  däk  ==^"  öeji^kM  -  •  -  ^r)     (*  =  i-..'-) 

1 

lauten  nämlich  offenbar: 

r 

(39')  öej  =^k  d^k  a,j(e,  .  .  .  e,.)     O'  =  i  •  •  -) 

1 

und  es  sind  demnach: 

r 

(40)  Äkf=-2^(^kj(e,,.,er)^     (i  =  i...r) 

1  ^' 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der   ersten   Parameter- 
gruppe. 

§  126. 

Die  gewünschten  infinitesimalen  Transformationen  der  zwei  Para- 
metergruppen der  Gruppe  (11)  sind  jetzt  gefunden.  Es  ist  nun  zwar 
von  vornherein  sicher,  dass  diese  Parametergruppen  beide  die  Zusam- 
mensetzung Ciks  besitzen,  es  empfiehlt  sich  aber  doch,  das  sichtbar  zu 
machen,  indem  man  ermittelt,  wie  sich  die  (AiÄk)  aus  den  Äsf  und 
die  ißiBk)  aus  den  B^f  linear  zusammensetzen.  Das  lässt  sich  folgen- 
dermassen  bewerkstelligen : 

Bezeichnen  wir  die  allgemeine  Transformation:  UekX^f  der  Gruppe 
(11)  mit  /S(e),  so  können  wir,  wie  oben  gezeigt  wurde,  jede  S^e)  unend- 
lich benachbarte  Transformation:  S^e+de)  dadurch  erhalten,  dass  wir 
zuerst  S(^e)  und  dann  die  infinitesimale  Transformation: 


Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung.     655 

l...r 

jk 
ausführen.     Nach  S.  554  f.  kommt  das  darauf  hinaus,   dass   die  Xi   in 
den  Gleichungen: 


x;=Xi  +^  eklki{x)  +  . 


(j  =  1  .  .  .  n) 


der  Transformation  S^e)  den  Differentialgleichungen: 

*  1 

genügen.     Diese  Differentialgleichungen   aber  lassen  sich   wegen    (32) 
auch  so  schreiben: 

da  nun:   X^f . , ,  Xrf  nach  unsrer  Voraussetzung  in  den  Beziehungen: 

r 

1 

stehen,    so    ergiebt    sich  hieraus   nach  S.  582,    dass:    AJ...Arf  die 
Gleichungen: 

r 

(41)  {ÄiAk)  =^'  dksA.f      0-,i  =  l...r) 

1 

identisch  erfüllen. 

Nimmt  man  hierzu  noch  die  unmittelbar  einleuchtende  Thatsache, 
dass  sich,  sobald  man:  —  e^, .  .  .,  —Cr  an  Stelle  von  e^  . ,  .  er  als  neue 
Veränderliche  einführt,  A^f  in:  —  Bkf  verwandelt,  so  erkennt  man, 
dass:  B^f .  . .  Brf  ihrerseits  in  den  Beziehungen: 

r 

(42)  {BiB,)^'^sc,uB,f 
stehen. 

Endlich  wollen  wir  noch  einmal  daran  erinnern,  dass  unsre  beiden 
Parametergruppen  reciproke  einfach  transitive  Gruppen  sind,  dass  also 
die  Gleichungen: 

(43)  {AiBk)  =  0     ii,k  =  i...r) 

identisch    bestehen.      Zugleich    mag    erwähnt    werden,    dass   wir    ihre 
infinitesimalen  Transformationen  gerade  in  der  Form  gefunden  haben 
die   wir   auf  S.  379   von  Abschn.  I  für   die   infinitesimalen   Transfor- 
mationen zweier  beliebiger  reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  an- 
genommen haben. 
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§  127. 

Wir  kennen  also  jetzt  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
beiden  Parametergruppen,  die  zu  der  Gruppe  (11)  auf  S.  643  gehören. 
Bei  der  Bestimmung  dieser  infinitesimalen  Transformationen  haben 
wir  nur  vorausgesetzt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f 
.  . .  Xrf  der  Gruppe  (11)  in  den  Beziehungen: 

m 

(2)  {XiX,)=^sc,,,X,f    o-,A  =  i....) 

1 

stehen  und  dass  die  Gruppe  (11)  die  kanonische  Form  besitzt.  Da- 
gegen nahmen  wir  keineswegs  an,  dass  uns  r  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf  von  jener  Beschaffenheit  gegeben 
waren,  sondern  wir  stützten  uns  nur  auf  den  früher  bewiesenen  Satz, 
dass  es  stets,  wenn  die  Ciks  die  Gleichungen  (1)  erfüllen,  r  solche 
infinitesimale  Transformationen:  X^f . .  .  Xrf  giebt. 

Nun  sind  die  Ausdrücke,  die  wir  für  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen unsrer  beiden  Parametergruppen  gefunden  haben,  offenbar 
von  der  besondern  Form  der  infinitesimalen  Transformationen:  X^f 
. . .  Xrf  ganz  unabhängig,  denn  sie  sind  ja  durch  die  Werthe  der  Con- 
stanten dies  vollständig  bestimmt.  Demnach  sehen  wir,  dass  überhaupt 
jede  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Form  (11),  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen: X^f.,,  Xrf  in  den  Beziehungen  (2)  stehen,  die  von  uns 
gefundenen  Gruppen  zu  Parametergruppen  hat.  Hierin  liegt,  dass 
unsre  jetzigen  Entwicklungen  zugleich  einen  neuen  Beweis  für  den 
Satz  1  auf  S.  414  f.  von  Abschn.  I  enthalten;  nur  leisten  sie  natürlich 
viel  mehr,  da  sie  ausserdem  nicht  blos  für  die  in  diesem  Satze  erwähnte 
erste  Parametergruppe  die  infinitesimalen  Transformationen  finden  lehren, 
sondern  auch  für  die  zweite. 

Da  die  beiden  von  uns  gefundenen  Parametergruppen  zu  einer 
y-gliedrigen  Gruppe  gehören,  die  die  kanonische  Form  besitzt,  so 
wollen  wir  sie  als  kanonische  Farametergrupp&n  bezeichnen.  In  diesem 
Sinne  gehören  allerdings  zu  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  unendlich  viele 
Paare  von  kanonischen  Parametergruppen,  nämlich  ebensoviele  als  die 
Gruppe  kanonische  Formen  besitzt.  Da  aber  aus  einer  kanonischen 
Form  einer  r-gliedrigen  Gruppe  jede  andre  durch  eine  lineare  homo- 
gene Transformation  der  Parameter  der  Gruppe  erhalten  wird  (s.  S.  608  f.), 
so  ist  klar,  dass  man  aus  einem  vorgelegten  Paare  von  kanonischen 
Parametergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  jedes  andre  Paar  dadurch 
ableiten  kann,  dass  man  in  den  beiden  vorgelegten  Parametergruppen 
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die  Veränderlichen :  e^^  ...  er   einer  linearen  homogenen  Transformation 
unterwirft. 

Aus  dem  oben  Gesagten  geht  nun  hervor,  dass  jedes  Paar  von 
kanonischen  Parametergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  zugleich  für 
jede  andre  r-gliedrige  Gruppe  von  der  betrejffenden  Zusammensetzung 
ein  Paar  von  kanonischen  Parametergruppen  ist.  Hierin  liegt,  dass 
die  kanonischen  Parametergruppen  jeder  r-gliedrigen  Gruppe  eine  von 
der  besondern  Form  dieser  Gruppe  ganz  unabhängige  Existenz  haben 
und  dass  sie  nur  von  der  Zusammensetzung  der  betreffenden  Gruppe 
abhängen.     Wir  können  daher  auch  sagen: 

Zu  jeder  Zusammensetzung,  die  eine  r-gliedrige  Gruppe  haben  Jcann, 
gehören  unendlich  viele  Paare  von  kanonischen  Parametergruppen.  Kennt 
man  ein  solches  Paar,  so  findet  man  alle  andern,  indem  man  die  Ver- 
änderlichen der  beiden  belcannten  kanonischen  Parametergruppen  in  allge- 
meinster Weise  linear  und  homogen  transformirt. 

Die  unendlich  vielen  Paare  von  kanonischen  Parametergruppen, 
die  hier  auftreten,  entsprechen  den  unendlich  vielen  verschiedenen 
analytischen  Darstellungen,  die  es  für  die  Zusammensetzung  einer 
jeden  r-gliedrigen  Gruppe  giebt.  Nach  Abschn.  I,  S.  289  f.  ist  ja  die 
Zusammensetzung  einer  r-gliedrigen  Gruppe  durch  die  Constanten  d^s 
in  den  Relationen  (2)  bestimmt,  es  giebt  aber  im  Allgemeinen  un- 
endlich viele  verschiedene  Systeme  von  c^,,  die  dieselbe  Zusammen- 
setzung bestimmen.  Unsre  obigen  Entwicklungen  zeigen  nun,  dass  jedes 
dieser  Systeme  von  c^s  ein  ganz  bestimmtes  Paar  von  kanonischen 
Parametergruppen  liefert.  Ueberdies  erhält  man  augenscheinlich  alle 
Paare  von  kanonischen  Parametergruppen,  die  zu  einer  bestimmten 
Zusammensetzung  gehören,  wenn  man  sich  zu  jedem  einzelnen  Systeme 
von  Cij,s,  das  die  betreffende  Zusammensetzung  darstellt,  das  zugehörige 
Paar  von  kanonischen  Parametergruppen  aufgestellt  denkt. 

Wir  fassen  jetzt  noch  die  Ergebnisse  der  letzten  Paragraphen 
zusammen  in  dem 

Theorem  52.  Kennt  man  ein  System  von  r^  Constanten  dk, 
das  die  Gleichungen: 

Ciks  +  Ckis  ==  0 

(1)  V' , 

^*  [CiktCrjs  +  CkjtCris  +  Cji^Crks  ]   =  Q 
1 

{i,k,j,s=  1  .  .  .  r) 

befriedigt  und  also  nachdem  dritten  Fundame'ntalsatze  (s.  S.597) 
die  Zusammensetzung  geivisser  r-gliedriger  Gruppen  darstellt 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  AO 
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SO  hrauclit  man  hlos  eine  algebraische  Gleichung  aufzulösen, 
um  die  infinitesimalen  Transformationen  zweier  r-gliedriger 
reciproker  einfach  transitiver  Gruppen  von  der  Zusammen- 
setzung dies  aufstellen  zu  hönnen.  Wählt  man  r  Grössen: 
Cj^  . , .  Cr  zu  Veränderlichen,  so  wird  die  aufzulösende  Gleichung 
durch  Nullsetzen  der  Determinante: 

l...r 

£ks^'+^    CßkiGj 

5 

(*,  i  =  1  .  .  .  r) 

erhalten,  wo  Sks  wie  geivöhnlich  gleich  0  oder  1  ist,  jenachdem 
h  und  s  von  einander  verschieden  oder  gleich  sind.  Bezeichnet 
man  nun  die  von  einander  verschiedenen  Wurzeln  dieser  Glei- 
chung mit:  (>/...  6mp  so  hahen  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  ersten  von  den  beiden  gewünschten  einfach  tran- 
sitiven Gruppen  die  Form: 


(40)  ^,/=^«y(e,  ...e,) 


wo   die   akj{e)    geivisse   rationale    Functionen   von:   e^  .  .  .  Cr,   von 
ö/ . .  .  <Jm  ^w^  von: 


sind;  andrerseits  haben  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  reciproJcen  einfach  transitiven  Gruppe  die  Form: 

r 

(34)  ^kf==^^cckj{-~e,,...,  —er)^     (*  =  i...r). 

Die  beiden  Gruppen:  ÄJ. . .  Ärf  und  JB^f . . .  Brf  sind  durch  das 
gegebene  System  von  Ciks  vollständig  bestimmt  und  bilden  eines 
der  zu  der  Zusammensetzung  Ciks  gehörigen  Faare  von  kano- 
nischen Farametergruppen. 

§  128. 

Bevor  wir  unsre  Ergebnisse  auf  die  Bestimmung  der  r-gliedrigen 
transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  anwenden,  wollen 
wir  noch  einen  Paragraphen  einschalten. 

Wir  erwähnten  schon  auf  S.  591  den  ersten  Beweis,  den  Lie  für 
den  zweiten  Theil  des  zweiten  Fundamentalsatzes  veröffentlicht  hat, 
und  bemerkten,  dass  dieser  Beweis  auf  gewissen  Betrachtungen  beruhe, 
die  im  gegenwärtigen  Kapitel  Yerwerthung  finden  sollten.  Gemeint 
waren  damit  die  Betrachtungen  des  §  124,  die  —  nach  unsrer  jetzigen 


Bestimmung  aller  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung.     659 

Ausdrucksweise  —  zur  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformatio- 
nen der  zweiten  Parametergruppe  führen.  Wenn  nun  auch  diese  Be- 
trachtungen hier  in  erster  Linie  zu  andern  Zwecken  entwickelt  sind 
als  zu  dem,  die  Grundlage  für  einen  abermaligen  Beweis  der  zweiten 
Hälfte  des  zweiten  Fundamentalsatzes  zu  bilden,  so  kann  es  doch  nur 
nützlich  sein,  wenn  wir  zeigen,  dass  sie  auch  zu  diesem  Zwecke  sehr 
geeignet  sind.  Wir  werden  deshalb  den  Gedankengang  jenes  ältesten 
Beweises,  den  Lie  für  den  erwähnten  Satz  geliefert  hat,  kurz  wieder- 
geben*). 

Wir  denken  uns  in  n  Veränderlichen:  Xj^  .  .  .  Xn  irgend  r  unab- 
hängige infinitesimale  Transformationen:  X-^^f  .  .  .  Xrf  vorgelegt,  die  in 
den  Beziehungen: 

r 

(2)  {X,X,)  =^' Ca,X.f    (-■,i-  =  i...r, 

1 

stehen.  Um  nun  zu  beweisen,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die 
Schaar  der  Transformationen: 

f  l...r  l...r 

x/=  Xi  +^  Ck  la-  (x)  +  ^  -  2  2  ^*  ^J^^^Ji  +  •" 


(44) 


(t  =  1 . . . «) 


eine  Gruppe  bildet,  verfahren  wir  folgendermassen  **) : 

Wir  zeigen  zunächst,  dass  man,  wenn  man  erst  die  infinitesimale 
Transformation:  UöcokXkf  und  dann  die  Transformation:  SCkXkf 
ausführt,  eine  Transformation  mit  dem  Symbole:  Z{ek  +  dek)Xj,f  er- 
hält, wo  die  dßk  berechnet  werden  können.  Der  Beweis  hierfür  gestaltet 
sich  ganz  genau  so  wie  in  §  124,  denn  obwohl  wir  es  damals  als 
bekannt  voraussetzten,  dass  die  Schaar  (44)  eine  Gruppe  bildet,  haben 
wir  doch  in  §  124  von  dieser  unsrer  Kenutniss  gar  keinen  Gebrauch 
gemacht. 

Erlauben  wir  uns  mit  den  Symbolen:   UekXj^f  u.  s.  w.  ebenso  zu 

*)  Die  folgenden  Auseinandersetzungen  werden  zeigen,  dass  der  Lie  sehe 
Beweis,  wie  wir  auf  S.  591  behaupteten,  streng  ist.  Allerdings  ist  zu  bemerken, 
dass  er  in  der  Fassung,  die  ihm  Lie  damals  gegeben  hat,  dem  Verständnisse 
einige  Schwierigkeiten  bereitet,  weil  die  Bezeichnungen  an  Durchsichtigkeit  zu 
wünschen  übrig  lassen.  Auch  ein  kleines  Versehen  findet  sich;  es  ist  nämlich  an 
einer  Stelle  (Archiv  for  Math,  og  Katurv.  Bd.  III,  S.  98)  die  Reihenfolge  zweier 
Transformationen,  die  nach  einander  ausgeführt  werden,  verwechselt,  aber  dieses 
Versehen  hat  auf  die  Strenge  des  Beweises  selbst  gar  keinen  Einfluss. 

**)  Wir  wenden  hier  natürlich  überall  die  uns  jetzt  geläufigen  Bezeichnungen 
an,  insbesondere  benutzen  wir  daher  den  Ausdruck:  Ze^^Xj^f  als  Symbol  für  die 
Transformation  (44),  denn  dieses  Symbol  bleibt  ofi"enbar  auch  noch  in  dem  Falle 
anwendbar,  dass  die  Schaar  der  Transformationen  (44)  keine  Gruppe  bildet. 

42* 
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rechnen  wie  die  Substitution entheprie  mit  den  Symbolen:  S^  T ...  ein- 
zelner Substitutionen,  so  können  wir  unser  Ergebniss  durch  die  sym- 
bolische Gleichung: 

(45)  2'  S'o.Xkf.'^ekX.f  =^{e,  +  Se,)X,f 
ausdrücken,  wo  die  8ck  aus  den  dcok  mit  Hülfe  der  Gleichungen: 

r 

(46)  dßj  ==^*  dokCCkji—  e^,  ...,'- er)    (>  =  i .  •  • ») 

1 

zu  berechnen  sind  (s.  S.  651). 

Setzen  wir:  60^= — h^tj  wo  die  k^  endliche  Grössen  sind,  und 
berücksichtigen  wir,  dass  die  beiden  infinitesimalen  Transformationen: 
ZdoicXicf  \m^:  —  IJdcjkXkf  zu  einander  invers  sind,  so  ergiebt  sich, 
dass  die  Gleichung  (45)  auf  die  Form: 

(45')  ^  hdtX,f  .^ (e,  +  de,)X,f  =^ e,X,f 

gebracht  werden  kann,  wo  die  Beziehung  zwischen  den  dck  und  den 
l],8t  durch  die  Gleichungen: 

r 

(46')  8ej  =  ~  8t^  Xk  cckji—  e^,.  . .,  —  er)     o'  - 1 . . .  r) 

1 

bestimmt  ist.  Erinnern  wir  uns  endlich,  dass  die  Schaar  der  oo^ 
Transformationen:  ZkktXkf  mit  dem  willkürlichen  Parameter  t  eine 
eingliedrige  Gruppe  bildet,  dass  also  die  Gleichung: 

2  htx,f.^kkötX4=^  hit  +  dt)Xkf 

besteht,  so  erkennen  wir,  dass  aus  (45')  die  Gleichung: 

(47)  ^  h{t  +  öt)X,f.'^  {e,+  dek)Xkf  =^  htX^f  .^^  e.X^f 

folgt. 

Nunmehr  fassen  wir  die  Gleichungen  (46')  als  ein  simultanes 
System  auf  und  denken  uns  aus  ihnen:  Cj  .  .  .  e^  als  Functionen  von  t 
bestimmt,  etwa  mit  Hülfe  der  Anfangsbedingungen:  ek=  ek^  für:  ^  =  0; 
dabei  möge  sich  ergeben: 

(48)  ek=?^k{Kh-"y^rt',  e,\..er'')     (i  =  i...r). 
Setzen  wir  diese  Werthe  der  Ck  in  die  Transformation: 

(49)  ^  XktXkf  .^  ekXkf 

ein,  so  wird  diese,  wie  die  Gleichung  (47)  zeigt,  von  t  unabhängig; 
wir  können  daher,  ohne  die  Transformation  (49)  zu  andern,  t  den 
Werth  Null  ertheilen  und  erhalten  so  die  Gleichung: 
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(50)  ^  htX,f.^e,X,f^^e,'X,f, 

denn  die  Transformation:  2;Ajfc^X*/'fällt  für:  #  =  0  mit  der  identischen 
Transformation  zusammen. 

Die    Gleichung    (50)   wird    durch    die   Substitution    (48)   identisch 
erfüllt.    Nun  aber  lassen  sich  die  Gleichungen  (48)  auch  nach:  e^^.,.er^ 
auflösen  und  zwar  lauten  ihre  Auflösungen  einfach: 
(48')  e,'  =  &k(~  X,t,...,-  Xrt-,  e„...,er)     (k=i...r) 

(s.  Abschn.  I,  S.  82 f.);  demnach  wird  die  Gleichung  (50)  auch  dann 
zu  einer  Identität,  wenn  man  rechts  für:  e^^  .  .  .  e?  ihre  aus  (48')  fol- 
genden Werthe  einsetzt.  Da  alles  das  bei  ganz  beliebiger  Wahl  der 
k^t  und  der  e^  gilt,  so  ist  hiermit  bewiesen,  dass  zwei  beliebige  Trans- 
formationen der  Schaar  (44)  nach  einander  ausgeführt  stets  wieder 
eine  dieser  Schaar  angehörige  Transformation  liefern,  dass  also  die 
Schaar  (44)  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  eine  Gruppe  bildet. 

Der  vorstehende  Beweis  für  den  zweiten  Theil  des  Fundamental- 
satzes stammt,  wie  gesagt,  aus  dem  Jahre  1878.  Er  zeichnet  sich 
dadurch  aus,  dass  er  nur  mit  der  kanonischen  Form  der  Gruppe: 
XJ,..  Xrf  operirt.  So  verschieden  er  nun  auch  von  dem  in  Ab- 
schnitt I  gelieferten  Beweise  zu  sein  scheint,  so  ist  doch  leicht  zu 
sehen,  dass  beide  Beweise  im  Grunde  ziemlich  nahe  verwandt  sind. 
Der  Beweis  in  Abschnitt  I  beruht  nämlich  —  so  können  wir  es  jetzt 
ausdrücken  —  auf  der  Bildung  von  r  unabhängigen  infinitesimalen 
Transformationen,  die  eine  einfach  transitive  Gruppe  von  der  Zusam- 
mensetzung Cas  erzeugen,  unser  jetziger  Beweis  aber  beruht  ebenfalls 
auf  der  Bildung  von  r  solchen  infinitesimalen  Transformationen,  nur 
sind  es  hier  infinitesimale  Transformationen  von  ganz  besonderer 
Beschafi'enheit,  nämlich  die  der  zweiten  kanonischen  Parametergruppe 
der  Gruppe  (44). 

Wir  wollen  schliesslich  noch  erwähnen,  dass  unser  jetziger  Beweis 
unmittelbar  auf  den  Fall  anwendbar  ist,  dass  die  r  infinitesimalen 
Transformationen:  XJ.  ..  Xrf,  die  in  den  Beziehungen: 

r 
(2)  (X.-XO=^'«a,X/      (/,i  =  ....r) 

1 
stehen,  nicht  von  einander  unabhängig  sind.     Die  Betrachtungen   des 
§  124  bleiben  nämlich  in  allen  wesentlichen  Punkten  auch  für  diesen 
Fall  gültig  und  es  sind  nur  ganz  wenige  formelle  Aenderungen  erfor- 
derlich.    Hieraus   geht  hervor,  dass   man   den  eben  geführten  Beweis 
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auch  benutzen  kann,  um  die  Uebereinstimmung  zwischen  den  beiden 
Defiüitionen  des  meroedrischen  Isomorphismus  endlicher  continuirlicher 
Gruppen  in  neuer  Weise  zu  begründen   (s.  Abschn.  I,  Kap.  17  u.  21). 

§  129. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Erledigung  der  eigentlichen  Aufgabe 
uusers  Kapitels.  Wir  denken  uns  also  r^  Constanten  Ciks  vorgelegt, 
die  den  Gleichuugen: 


(1) 


27  (CikrCrjs  +  CkftCtis  +  CjirC^ks)  =  0 


1 

(i,  k,  ;,  i=  1 


genügen,  und    suchen    alle   r-gliedrigen    transitiven   Gruppen   von  der 


Zusammensetzung  c, 


o 


iks- 


Nach  Anleitung  der  §§  124  und  125  bestimmen  wir  zunächst  die 
infinitesimalen  Transformationen  zweier  r-gliedriger  reciproker  einfach 
transitiver  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dks-  Dazu  ist,  wie  wir 
wissen,  nur  die  Auflösung  einer  algebraischen  Gleichung  erforderlich; 
wir  können  daher  die  infinitesimalen  Transformationen  dieser  beiden 
Gruppen  als  bekannt  voraussetzen  und  annehmen,  dass  die  der  ersten 
die  Form: 


(40)  ^*/=^«..fe---«r)|^       (*  =  1 

haben,  während  die  der  zweiten  die  Gestalt: 


(34)  Bkf=y}  cckji—e^,  ,,,^—er)^     (k  =  i...r) 

1  ^7 

besitzen. 

Wollen  wir  nun  für  jeden  Typus  r-gliedriger  transitiver  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  Ciks  einen  Repräsentanten  haben,  so  ist, 
wie  sich  aus  Kap.  22  von  Abschn.  I  ergiebt,  nur  nöthig,  dass  wir  die 
folgende  Aufgabe  lösen  können:  Gegeben  sind  m  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen: 


C,f=^KkBkf    U^ 


irgend  einer  m-gliedrigen  Untergrübe  der  Gruppe:  B^f . . ,  Brfy  gesucht 
werden  die  Invarianten  dieser  Untergruppe ,  also  mit  andern  Worten 
irgend  r  —  m  unabhängige  Lösungen  des  m-gliedrigcn  vollständigen  Systems: 

(51)  o/=^o,...,a./=o. 
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Sind  nämlich :  n^ (e)...  Ur-m (e)  irgend  r  —  m  unabhängige  Lösungen 
dieses  vollständigen  Systems,  so  sind  die  r{r  —  m)  Ausdrücke:  AkU^ 
Functionen  von:  u^.  .  .Ur-m  allein  und  die  r  infinitesimalen  Trans- 
formationen: 


(52) 


1  *■  1  *' 


erzeugen  in  den  r  —  m  Veränderlichen:  tf^  . .  .  Ur—m  eine  transitive 
Gruppe,  die,  wenn  sie  r-gliedrig  ist,  die  gegebene  Zusammensetzung 
du  besitzt  (s.  Abschn.  I,  Theor.  78,  S.  439).  Ueberdies  kann  man 
(a.  a.  0.  Theor.  79,  S.  443)  durch  geeignete  Wahl  der  Untergruppe: 
CJ"  •  Cmf  stets  erreichen,  dass  die  Gruppe  (52)  mit  jeder  beliebigen 
r-gliedrigen  transitiven  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dks  ähnlich 
wird.  Da  nun  die  Bestimmung  der  infinitesimalen  Transformationen 
aller  Untergruppen  der  Gruppe:  BJ\..Brf  nur  algebraische  Opera- 
tionen erfordert  (a.  a.  0.  Theor.  33,  S.  210),  so  ist  klar,  dass  wir  die 
infinitesimalen  Transformationen  jeder  r-gliedrigen  transitiven  Gruppe 
von  der  Zusammensetzung  dks  sofort  angeben  können,  sobald  es  uns 
gelingt,  die  oben  ausgesprochene  Aufgabe  für  jede  beliebige  Unter- 
gruppe: CJ.  .  ,  Cruf  der  Gruppe  (34)  zu  lösen. 

Die  Lösung  der  in  Rede   stehenden  Aufgabe  ist  äusserst  einfach. 

Da  nämlich  die  infinitesimalen  Transformationen  (40)  und  (34), 
die  uns  bekannt  sind,  zwei  reciproke  einfach  transitive  Gruppen  erzeu- 
gen, so  ist  es  nach  Theor.  51,  S.  634  möglich,  die  endlichen  Glei- 
chungen jeder  dieser  beiden  Gruppen  in  kanonischer  Form  aufzustellen, 
und  zwar  sind  dazu  ausser  algebraischen  Operationen  und  Eliminatio- 
nen nur  noch  soviele  von  einander  unabhängige  Quadraturen  erforder- 
lich, als  die  Gruppe  (40)  unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale 
Transformationen  enthält.  Wir  können  also  annehmen,  dass  uns  die 
endlichen  Gleichungen  jeder  der  beiden  Gruppen  (40)  und  (34)  bekannt 
sind  und  zwar  in  der  kanonischen  Form. 

Nunmehr  sind  wir  aber  nach  S.  624  f.  sofort  im  Stande,  auch  die 
endlichen  Gleichungen  der  Untergruppe:  C^f .  .  .  Cmf  ^er  Gruppe  (34) 
aufzustellen  und  zwar  ebenfalls  in  kanonischer  Form;  die  Invarianten: 
tfi  .  . .  Ur-m  dieser  Untergruppe  finden  wir  dann  in  bekannter  Weise 
durch  Elimination.  Sind  endlich  diese  Invarianten  gefunden,  so  erhalten 
wir  wieder  durch  Elimination  die  infinitesimalen  Transformationen 
der  Gruppe  (52). 

Aber   wir  brauchen  uns  nicht  mit  den  infinitesimalen   Transfor- 
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matioiieu  dieser  Gruppe  zu  begnügen,  wir  können  auch  ihre  endlichen 
Transformationen  angeben. 
In  der  That,  sind: 

(53)  ek  =  %k{e^  .  .  e^;   A^  . .  .  kr)     {k  =  i...r) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (40),  die  wir  nach  dem  Obigen 
als  bekannt  voraussetzen  können,  so  müssen  die  r  —  m  Ausdrücke: 

^fl(e/.  ,  .Cr)   .    .   .  tlr-nX^i.  .  .  ß/) 

bei  der  Substitution  (53)  eine  solche  Form  erhalten,  dass  sie  sich  durch: 
u^(e)  . .  .  ■itr—m(e)  und  A^ . . .  A^  allein  ausdrücken  lassen,  es  müssen  also 
vermöge  (53)  Relationen  von  der  Form: 

Uv  (e)  =  Sly  (%  (e)  .  .  .  Ur-m  (e) ;     A^  .  .  .  A^ )        (v  =  l  .  .  .  r  -  m) 

bestehen.  Denkt  man  sich  diese  Relationen  aufgestellt,  was  wiederum 
nur  Eliminationen  erfordert,  so  sind  offenbar: 

(54)  Ur  =  Slv(Uj^  ,  .  .  Ur-m'i     ^i  '  •  •  ^r)       {v  ==  1  .  .  .  r  —  m) 

die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe  (52)  und  zwar  ebenfalls  in  der 
kanonischen  Form. 

Wir  können  daher  jetzt  unter  Berücksichtigung   der   Ergebnisse 
des  Kap.  22  von  Abschn.  I  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  53.     Kennt  man  ein  System  von  r^  Constanten  Ciks, 
das  die  Gleichungen: 

Cik*  +  Ckis  =  0 


(1) 


7 

X  f  {piktCrjs  ~r  ^kjtCtis  "f"  ^jii^tks)  =  0 


(/,  k,j,  s=  !.../•) 


befriedigt  und  also  eine  mögliche  Zusammensetzung  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  darstellt,  so  Icann  man  stets  durch  soge- 
nannte ausführbare  Operationen  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen und  auch  die  endlichen  Gleichungen  aller  r-gliedrigen 
transitiven  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ciks  aufstellen;  die 
dazu  erforderlichen  ausführbaren  Operationen  sind  erstens  ge- 
lüisse  algebraische  Operationen,  zweitens  gewisse  Eliminatio- 
nen und  drittens  soviele  von  einander  unabhängige  Quadratu- 
ren, als  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dks 
unabhängige  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthält.  Man  kann  es  insbesondere  stets  so  einrichten,  dass 
man  für  jeden  Typus  r-glicdriger  Gruppen  von  der  Zusammen- 
setzung Ciks  eine  und  nur  eine  Gruppe  als  liepräsentanten  erhält 
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und  dass  man  die  endlichen  Gleichungen  jedes  solchen  Reprä- 
sentanten in  Icanonischer  Form  bekommt. 

In  Kapitel  29  werden  wir  sehen,  dass  die  in  Theorem  53  erwähn- 
ten Quadraturen  erspart  werden  können,  sobald  man  sich  mit  der  Auf- 
stellung der  infinitesimalen  Transformationen  der  gesuchten  Gruppen 
begnügt. 


Kapitel   28. 

Allgemeines  über  die  Zusammensetzung  r-gliedriger  Gruppen. 

Der  Ausgangspunkt  für  Lies  allgemeine  Untersuchungen  über 
endliche  continuirliche  Gruppen  war  die  Aufgabe:  eine  lineare  homo- 
gene partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  integriren,  die 
bekannte  infinitesimale  Transformationen  gestattet.  Lie  führte  diese 
Aufgabe  auf  den  besonderen  Fall  zurück,  dass  zwischen  den  bekannten 
infinitesimalen  Transformationen  Relationen  von  der  Form: 


(X,X,)=^sc,,,XJ 


a,  k  =  1 


bestehen.  Damit  war  der  Begriff  der  endlichen  coutinuirlichen  Gruppe 
gegeben  und  es  galt  nun  insbesondere  festzustellen,  wie  sich  die  Kennt- 
niss  von  solchen  infinitesimalen  Transformationen,  die  eine  vorgelegte 
lineare  partielle  Differentialgleichung  invariant  lassen  und  dabei  eine 
endliche  continuirliche  Gruppe  erzeugen,  für  die  Integration  dieser 
Differentialgleichung  verwerthen  lässt.  Es  stellte  sich  heraus,  dass 
die  Untersuchung  über  die  Verwerthbarkeit  der  bekannten  infinitesi- 
malen Transformationen  eine  rein  algebraische  Aufgabe  war,  dass  also 
die  Schwierigkeit  der  noch  erforderlichen  Integrationen  durch  blose 
algebraische  Operationen  bestimmt  werden  konnte.  Da  die  betreffen- 
den algebraischen  Operationen  nur  von  den  Constanten  Ciks  in  den 
Relationen:  (XiXj,)  =  UciksXsf  abhängen,  so  war  hiermit  auch  der 
Begriff  der  Zusammensetzung  einer  endlichen  coutinuirlichen  Gruppe 
gegeben. 

In  der  That,  jedes  Integrationsproblem,  bei  dem  eine  endliche 
continuirliche  Gruppe  auftritt,  konnte  auf  die  Integration  einer  Reihe 
von  Hülfsgieichungen  zurückgeführt  werden,  deren  Ordnungen  nur 
von  der  Zusammensetzung  der  betreffenden  Gruppe  abhingen.  Lie 
wurde   daher   mit   Nothwendigkeit  darauf  geführt,   die  endlichen  con- 
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tinuirlichen  Gruppen  losgelöst  von  ihrer  besonderen  Form,  blos  auf 
ihre  Zusammensetzung  hin  zu  untersuchen,  sich  also  auf  den  Stand- 
punkt  zu  stellen,  dass  gleichzusammengesetzte  Gruppen  nicht  als 
wesentlich  verschieden  betrachtet  werden.  Andrerseits  behandelte  er 
aber  auch  schon  sehr  früh  die  Aufgabe,  alle  Gruppen  von  gegebener 
Zusammensetzung  zu  bestimmen,  und  erledigte  diese  Aufgabe  schon 
1876  für  die  Gruppen  von  Berührungstransformationen*). 

Auch  in  Lies  ältesten  Untersuchungen  über  die  Transformations- 
gruppen der  Ebene  und  des  Raumes  spielte  der  Begriff  der  Zusammen- 
setzung und  der  daraus  abgeleitete  Begriff  der  adjungirten  Gruppe  eine 
sehr  grosse  Rolle.  Als^^Lie  in  dem  Jahre  1874  zum  ersten  Male  alle 
endlichen  Gruppen  von  Punkttransformationen  und  von  Berührungs- 
transformationen einer  Ebene  bestimmte,  da  gelangte  er  hauptsächlich 
dadurch  zum  Ziele,  dass  er  eine  Reihe  von  Sätzen  über  die  Zusammen- 
setzung von  Gruppen  und  über  die  adjungirte  Gruppe  fortwährend 
anwendete  und  so  schrittweise  von  den  zwei-,  drei-  und  viergliedrigen 
Gruppen  zu  Gruppen  mit  immer  mehr  Parametern  aufstieg.  Da  aber 
das  Operiren  mit  der  adjungirten  Gruppe  der  Darstellung  nicht  geringe 
Schwierigkeiten  bereitet,  indem  es  zu  einem  fortwährenden  Wechseln 
zwischen  verschiedenen  Räumen  nöthigt,  so  drängte  Lie  in  seinen 
Abhandlungen  nach  und  nach  diese  Methode  immer  mehr  zurück,  was 
ihm  namentlich  durch  Einführung  des  Rechnens  mit  den  Reihenent- 
wicklungen der  infinitesimalen  Transformationen  ermöglicht  wurde. 
So  kommt  es,  dass  sich  in  Bd.  III  des  norwegischen  Archivs  bei  der 
Bestimmung  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  der  Ebene  nur 
noch  mehr  oder  minder  deutliche  Spuren  jener  älteren  Methode  finden 
und  dass  in  Bd.  16  der  Math.  Annalen  auch  diese  Spuren  fast  voll- 
ständig verschwunden  sind.  Nichtsdestoweniger  benutzte  Lie  auch 
später  noch  in  vielen  Fällen  jene  ältere  Methode,  nur  in  seinen  Ver- 
öffentlichungen trat  sie  sehr  wenig  hervor. 

Es  ist  nicht  uusre  Absicht  auf  diese  Methode  einzugehen,  doch 
werden  wir  einige  von  den  Sätzen  über  Zusammensetzung,  die  Lie 
bei  seinen  ältesten  gruppentheoretischen  Untersuchungen  fortwährend 
benutzte,  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  mittheilen  und  zwar  in  Yer- 


*)  Norwegisches  Archiv  Bd.  I  in  der  2.  Abhandlung  über  Transformations- 
gruppen. Man  sieht  hieraus,  dass  Lie  sich  schon  damals  mit  den  beiden  Proble- 
men beschäftigte,  alle  Zusammensetzungen  r-gliedriger  Gruppen  und  alle  r-glied- 
rigen  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  zu  bestimmen.  Erst  später  hat 
Cayley  auf  die  entsprechenden  Probleme  in  der  Theorie  der  Substitutionengruppen 
hingewiesen,  uns  scheint  aber,  dass  man  mit  viel  mehr  Recht  Galois  und  C.  Jordan 
als  die  Urheber  dieser  substitutionentheoretischen  Probleme  bezeichnen  kann. 
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bindung   mit  gewissen  fundamentalen   Sätzen  über  Zusammensetzung, 
die  aus  dem  Jahre  1882  berrühren. 

Das  gegenwärtige  Kapitel  enthält  mit  einer  einzigen  später  an- 
gegebenen Ausnahme  nur  solche  Sätze  über  die  Zusammensetzung,  die 
Lie  schon  1883  oder  noch  früher  gefunden  hat.  Die  neueren  Unter- 
suchungen über  die  Zusammensetzung,  die  von  anderer  Seite  angestellt 
worden  sind,  werden  hier  nicht  mit  berücksichtigt,  über  sie  werden 
wir  in  Kapitel  29  berichten. 

Was  die  Gliederung  des  gegenwärtigen  Kapitels  anbetrifft,  so  ist 
Folgendes  zu  bemerken.  In  §  130  und  131  erinnern  wir  kurz  an  die 
adjungirte  Gruppe  und  an  die  Untersuchungen  des  Abschnitts  I  über 
gewisse  Gruppen,  die  wir  jetzt  integrable  Gruppen  nennen  werden. 
In  §  132  bestimmen  wir  die  Zusammensetzungen  aller  r-gliedrigen 
einfachen  Gruppen,  deren  grösste  Untergruppen  entweder  r  —  1,  oder 
Y  —  2,  oder  r  — 3  Parameter  haben.  In  §  133  und  134  entwickeln 
wir  einige  allgemeine  Sätze  über  Untergruppen  beliebiger  Gruppen. 
In  §  135  zeigen  wir,  dass  zu  jeder  beliebigen  Gruppe  eine  Reihe  von 
Zusammensetzungen  einfacher  Gruppen  gehört,  und  beweisen  im  An- 
schlüsse daran  einen  allgemeinen  Satz,  der  für  die  Integrationstheorie 
von  der  weittragendsten  Bedeutung  ist.  Leider  können  wir  auf  die 
so  wichtigen  Beziehungen  zwischen  der  Gruppentheorie  und  der  In- 
tegration der  Differentialgleichungen  nur  kurz  eingehen. 

Diesen  allgemeinen  Untersuchungen  lassen  wir  dann  noch  einige 
von  speciellerem  Charakter  folgen.  In  §  136  und  137  bestimmen  wir 
nämlich  die  Zusammensetzungen  aller  zwei-,  drei-  und  viergliedrigen 
Gruppen  und  in  §  138  die  Zusammensetzungen  aller  nicht  integraboln 
fünf-  und  sechsgliedrigen  Gruppen. 

Nach  einigen  Bemerkungen  verschiedenen  Inhalts  in  §  139  be- 
sprechen wir  in  §  140  noch  kurz  den  Zusammenhang  der  höheren 
complexen  Zahlen  mit  der  Gruppentheorie. 

§  130. 

Die  adjungirte  Gruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  haben  wir  in 
Kap.  16  von  Abschn.  I  definirt  und  näher  untersucht.  Wir  wollen  aber 
jetzt  noch  einmal  auf  sie  zurückkommen  und  die  früheren  Betrach- 
tungen etwas  vervollständigen. 

Es  sei: 

(1)  Xl  =fi(x^.,,  Xn\     a^.  .  .  ttr)       (/  =  1  . .  .  n) 

irgend  eine  Form  der  endlichen  Gleichungen  einer  r-gliedrigeu  Gruppe 
die  aus  paarweise   inversen  Transformationen  besteht  und   von  den  r 
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unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf  erzeugt 
wird.  Unter  S^a)  verstehen  wir,  wie  gewöhnlich,  die  allgemeine  end- 
liche Transformation  di^er  Gruppe. 

Wir  denken  uns  irgend  eine  Transformation  /S^(a)  unsrer  Gruppe 
auf  die  allgemeine  Transformation  S^^a)  der  Gruppe  ausgeführt.  Die 
Transformation,  die  wir  auf  diese  Weise  erhalten,  lautet:  S'[^)  S(a)S(^a) 
und  gehört  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  wieder  der  Gruppe 

(1)  an,  sie  kann  also  die  Form:  S{^a')  erhalten,  wo  die  Parameter: 
a/.  .  .  ür   gewisse  Functionen: 

(2)  ttk  ==  G)a(«i  .  .  .  «r  ;     Ol  .  .  .  Ör)        (*  =  1  .  .  .  r) 

der  a  und  der  a  sind.  Führen  wir  weiter  auf  die  Transformation  S{^a') 
die  Transformation  S(b)  aus,  so  erhalten  wir  die  Transformation: 
S(b)^S(a')S(_b)j  die  auf  die  Form  S{a")  gebracht  werden  kann,  wo  die  a" 
augenscheinlich  durch  die  Gleichungen: 

(3)  «;'=  05,«  . . .  a/-,  bi  . . .  hr)     (*  =  i...r) 
bestimmt  sind.     Nun  aber  ist: 

S(a")  =  S(J})    S{a')S(b)  =    S(]})    /S(a)   S^a)S(^a)S(i) 
=  (5'(fl)/S'(0))        {Sia)S(a)S{b)) 

und  andrerseits  besteht  eine  Gleichung  von  der  Form:  S(a)S(]))  ==/S'(c), 
in  der  die  c*   sich  in  bekannter  Weise: 

(4)  c,  =  (pk(a^  . . .  a,.;  Bj . . .  B.)     (*  =  !... r) 
durch   die   a  und   die  b   ausdrücken,   demnach   wird   auch: 

S{a")  ==  Sic)    S{a)S(()f 

also  ergiebt  sich,  dass  zwischen  den  a,  und  den  a'k  die  Gleichungen: 

(5)  a'k  =  Oä(%  .  .  .  «r  ;      Ci   .  .  .  C;.)        (A:  =  1  .  .  .  r) 

bestehen.  Die  Gleichungen  (5)  sind  also  eine  Folge  der  Gleichungen 
(2),  (3)  und  (4). 

Aus  dem  Gesagten  geht  hervor,  dass  die  Gleichungen  (2)  mit 
den  r  Parametern  a^^  .  .  .  ar  eine  Gruppe  in  den  r  Veränderlichen 
«1  .  .  .  «r  darstellen.  Diese  Gruppe  ist  augenscheinlich  mit  der  Gruppe 
(1)  isomorph;  sie  giebt  an,  wie  die  c»^  Transformationen  der  Gruppe 
(1)  unter  einander  vertausclit  werden,  wenn  man  auf  die  Schaar  dieser 
oo^  Transformationen  die  allgemeine  Transformation  der  Gruppe  (1) 
ausführt. 

Da  die  Gleichungen  (1)  der  Gruppe:  XJ.  .  .  Xrf  unbegränzt  viele 
verschiedene  Formen  erhalten  können  (vgl.  S.  607),  so  ist  klar,  dass 
zu  der  Gruppe:  X^f .  .  ,Xrf  unbegränzt  viele  verschiedene  Gruppen  (2) 
gehören.    Aber  alle  Gruppen  (2),  die  man  für  die  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf 
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bilden  kann^  sind  mit  einander  ähnlich,  denn  aus  der  Form  (1)  erhält 
man  ja  jede  andre  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xrfy  indem  man  an  Stelle  der  a  neue  Parameter  einführt, 
und  dabei  verwandelt  sich  ja  die  Gruppe  (1)  in  eine  mit  ihr  ähnliche 
Gruppe. 

Unter  den  Gruppen  (2),  die  zu  der  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f .  .. 
Xrf  gehören,  ist  eine  ausgezeichnet,  die  nämlich,  die  man  erhält, 
wenn  man  die  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  in 
ihrer  kanonischen  Form: 

(1')  Xl  =  [i  (X^  .  ..  Xn]     e^  .  .  .   ßr)        (t  =  1  .  .  .  n) 

ZU  Grunde  legt.  Wird  der  Uebergang  von  den  Parametern :  a^.  .  .  ür 
zu  den  kanonischen  Parametern:  e^  ...  er  durch  die  Gleichungen: 

Qk  =  %k{e^  .  .   .  er)       (A:=l...r) 

vermittelt,  ist  also: 

fi{x^  . .  .  Xn',  %{e)  . .  .  %r(e))  =  \i{x^  ...Xn\  e^  .  .  .  Cr) 
(vgl.  S.  610  f.),  so  wird  die  Gruppe  (2),  die  zu  der  Form  (T)  der  end- 
lichen Gleichungen  der  Gruppe:    XJ'...Xrf  gehört,   durch   die  Glei- 
chungen : 

(2')    5l,(v  • .  O  =  M^i(e) . . .  ^r(ey,  'ä,{t) . . .  3l,(e))     ik  =  i...r) 
dargestellt,  unter  den  e  Parameter  verstanden. 

Die  Gruppe  (2')  ist  nichts  anderes  als  die  adjungirte  Gruppe  der 
Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  und  zwar  die  adjungirte  Gruppe  in  der  kanoni- 
schen Form. 

In  der  That,  zu  der  adjungirten  Gruppe  der  Gruppe:  XJ...  Xrf 
gelangten  wir  auf  S.  270  ff.  von  Abschn.  I  dadurch,  dass  wir  in  die 
allgemeine  infinitesimale  Transformation:  UekXkf  vermöge  (1)  die 
neuen  Veränderlichen:  x^\  . .  Xn  einführten.     Aus  der  Gleichung: 

r  r 

(6)  ^eiX,/=^e/X,r, 

1  1 

die  wir  so  erhielten,  folgten  gewisse  Relationen: 

r 
C^)  ek  =^  9kJ  («1  .  .  .   ttr)  ej       {k  =  l...r)^ 

1 
die  eine  Gruppe  darstellten,  eben  die  adjungirte  Gruppe.  Da  wir  nun 
den  Ausdruck:  UekX^f  geradezu  als  Symbol  der  endlichen  Transfor- 
mation (1')  auffassen  können  (a.  a.  0.  S.  255),  so  ist  klar,  dass  die 
adjungirte  Gruppe  (7)  angiebt,  wie  die  Schaar  der  oo^  Transformatio- 
nen (!')  transformirt  wird,  wenn  man  auf  sie  die  Transformation  (1) 
ausführt.     Hieraus  aber  folgt  offenbar,  dass  die  Gleichungen: 
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r 

(7')  e;=^e„(2li(e)...3lr(e))«,    »  =  i..-) 

1 

die  Gruppe  (2)  darstellen,  die  zu  der  Form  (1')  der  endlichen  Glei- 
chungen der  Gruppe:  XJ...Xrf  gehört,  dass  also  die  Gleichungen 
(2')  die  Form  (7')  erhalten  können.  Endlich  ist  von  vornherein  klar, 
dass  (7')  die  kanonische  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  adjun- 
girten  Gruppe  darstellt,  unsre  oben  aufgestellte  Behauptung  ist  also 
vollständig  bewiesen. 

Wir  sehen  also,  dass  m  jeder  Form  (1)  der  endlichen  Gleichungen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  eine  ganz  bestimmte  isomorphe  Gruppe  (2) 
gehört;  alle  diese  Gruppen  (2)  sind  mit  einander  ähnlich  und  unter  ihnen 
ist  die  adjungirte  Gruppe  der  Gruppe:  X^f . . .  Xrf  enthalten. 

Diese  Einführung  der  adjungirten  Gruppe  hat  vor  der  in  Abschn.  I 
gewählten  den  Vorzug,  dass  sie  die  adjungirte  Gruppe  nicht  als  etwas 
ganz  einzig  dastehendes  erscheinen  lässt,  sondern  als  ein  allerdings 
ausgezeichnetes  Glied  in  einer  Kette  von  mit  einander  ähnlichen 
Gruppen.  Die  adjungirte  Gruppe  spielt  offenbar  unter  diesen  Gruppen 
o-enau  dieselbe  Rolle  wie  die  beiden  kanonischen  Farametergruppen 
unter  allen  den  Paaren  von  Parametergruppen,  die  zu  einer  r-glied- 
rigen Gruppe  gehören  (vgl.  S.  656  f.  u.  Abschn.  I,  Kap.  21). 

Wir  werden  jetzt  die  wichtigsten  unter  den  Betrachtungen,  die 
wir  in  Kap.  16  des  Abschn.  I  an  die  adjungirte  Gruppe  angeknüpft 
haben,  noch  einmal  kurz  auseinandersetzen,  um  das  Verständniss  der 
späteren  Paragraphen  des  gegenwärtigen  Kapitels  möglichst  zu  er- 
leichtern. 

Ist  die  Zusammensetzung  der  r-gliedrigen  Gruppe:  XJ .  .  .  X,.f 
durch  die  Relationen: 


(8)  {XiXj;)^^^CasXsf 


(t,  k  =  l...r) 


bestimmt,    so    wird    die    adjungirte    Gruppe    von    den    infinitesimalen 
Transformationen : 

l...r 
E,f=2cj,sej^        (.  =  l...r) 
Js  * 

erzeugt,  die  ihrerseits  in  den  Beziehungen: 


(9)  (EiE,)  ==^^  CasE/ 


(i    A  =  1  .  .  .  r) 
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stehen.  Enthält  die  Gruppe:  XJ,..  Xrf  gerade  l  unabhängige  aus- 
gezeichnete infinitesimale  Transformationen,  so  giebt  es  unter  den  infini- 
tesimalen Transformationen  Ekf  gerade  r  —  l  von  einander  unab- 
hängige und  die  adjungirte  Gruppe  ist  gerade  (r  —  l)-  gliedrig. 

Dass  die  infinitesimalen  Transformationen  Eif  in  den  Beziehungen 
(9)  stehen,  folgt,   wie  schon  in  Abschn.  I  auf  S.  295  bemerkt  wurde, 
daraus,  dass  die  dks  die  bekannten  Gleichungen: 
(  Ca,  +  Ckis  =  0 

(^^)  I  ^^(piktCtj,  +  CkjtCtis  +  CjirCrks)  =  0 

l.  (i,k,J,  s  =  l...r) 

erfüllen.  Andrerseits  wissen  wir  jetzt,  dass  es  jedesmal,  wenn  die  r^ 
Constanten  c^,  die  Gleichungen  (10)  erfüllen,  r-gliedrige  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  dks  giebt.  Demnach  können  wir  auch  von 
der  Gruppe:  X^f , , .  Xrf  ganz  absehen  und  brauchen  uns  nur  irgend 
r^  Constanten  Ciks  gegeben  zu  denken,  die  (10)  erfüllen;  dann  ist  die 
Gruppe:  E^f .  , .  Erf  die  adjungirte  Gruppe  einer  jeden  Gruppe  von 
der  Zusammensetzung  Ciks  und  kann  daher  füglich  als  die  m  der  Zu- 
sammensetzung Ciks  gehörige  adjungirte  Gruppe  hezeiclinet  iverden. 

Man  wird  diesen  Standpunkt  immer  dann  einnehmen,  wenn  es 
sich  darum  handelt,  eine  Gruppe  blos  auf  ihre  Zusammensetzung  hin 
zu  untersuchen,  also  ihre  Untergruppen  zu  bestimmen  oder  ähnliche 
Aufgaben  zu  lösen.  Ist  nämlich  diese  Untersuchung  für  eine  Gruppe 
durchgeführt,  so  ist  sie  es  zugleich  für  jede  gleichzusammengesetzte  Gruppe, 
man  wird  daher  gut  thun,  nicht  eine  einzelne  Gruppe  zu  bevorzugen, 
sondern  sofort  alle  gleichzusammengesetzten  Gruppen  zusammenzufassen, 
indem  man  von  dem  Begriffe  der  Zusammensetzung  Cas  Gebrauch 
macht.  Zur  Erleichterung  der  Darstellung  wird  man  freilich  auch 
dann  immer  von  einer  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f ,  .  .  Xrf  sprechen, 
deren  infinitesimale  Transformationen  in  den  Beziehungen  (8)  stehen, 
nur  hat  man  sich  unter  dieser  Gruppe*:  X^f .  .  .  Xrf  nicht  eine  bestimmte 
Gruppe  in  einem  bestimmten  Räume  zu  denken,  sondern  schlechthin 
die  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  c^s,  soweit  diese 
Gruppe  Eigenschaften  besitzt,  die  von  ihrer  analytischen  Darstellung 
als  Transformationsgruppe  in  einem  bestimmten  Räume  unabhängig 
sindj  mit  einem  Worte:  man  hat  sich  unter  der  Gruppe:  XJ...  Xrf 
die  r-gliedrige  Gruppe  von  Operationen  zu  denken,  deren  Zusammen- 
setzung durch  das  gegebene  System  der  c^s  bestimmt  wird. 

Obwohl  die  adjungirte  Gruppe,  die  zu  einer  gegebenen  Zusammen- 
setzung Ciki  von  r-gliedrigen  Gruppen  gehört,  nicht  immer  r- gliedrig 
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ist,  SO  giebt  ihre  Untersuchung  doch  ein  vollständiges  Bild  aller 
wesentlichen  Eigenschaften  der  betreffenden  Zusammensetzung.  Das 
beruht  darauf,  dass  man  die  infinitesimalen  Transformationen  der 
r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  c,i,  als  Individuen 
auffassen  kann,  die  von  der  adjungirten  Gruppe  unter  einander  ver- 
tauscht werden.  Bei  dieser  Auffassung,  die  wir  bereits  auf  S.  287 
von  Abschn.  I  kennen  gelernt  haben,  müssen  wir  jetzt  etwas  verweilen, 
weil  sie  damals  eigentlich  nur  beiläufig  erwähnt  worden  ist. 
In  der  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation: 

e,XJ+'"  +  erXrf 

der  r-gliedrigen  Gruppe  XJ...Xrf  von  der  Zusammensetzung  Cas 
deuten  wir  die  Grössen  e^  ...  Cr  als  homogene  Punktcoordinaten  eines 
(^^  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Raumes  Rr-i-  Jede  infinitesimale 
Transformation:  UXkX^f  unsrer  Gruppe  wird  dann  in  dem  Rr-i  durch 
einen  ganz  bestimmten  Punkt  abgebildet,  umgekehrt  ist  jeder  Punkt 
des  Rr-i  das  Bild  einer  ganz  bestimmten  infinitesimalen  Transfor- 
mation der  Gruppe:  X^f...Xrf  und  zwei  verschiedene  Punkte  des 
Br—i  sind  die  Bilder  von  zwei  unabhängigen  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  Gruppe. 

Durch  die  eben  beschriebene  Abbildung  bekommen  wir  aber  auch 
eine  Abbildung  der  infinitesimalen  Transformationen  der  adjungirten 
Gruppe:  E^f . , .  Erf,  die  zu  der  Zusammensetzung  Ciks  gehört.  Jeder 
Punkt:  Aj :  •  --ilr  des  Rr~i  repräsentirt  nämlich  zu  gleicher  Zeit  die 
infinitesimale  Transformation  U Xj^Xj^f  der  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f 
.  . .  Xrf  und  die  infinitesimale  Transformation:  U hEkf  der  adjungirten 
Gruppe,  nur  brauchen  zwei  verschiedenen  Punkten  des  Rr-i  nicht 
immer  zwei  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  adjungir- 
ten Gruppe  zu  entsprechen. 

Bei  unsrer  Abbildung  werden  die  infinitesimalen  Transformationen 
jeder  m-gliedrigen  Untergruppe  .der  Gruppe:  XJ,..Xrf  durch  eine 
{m — l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  E,„_i  des  JRr-i  ab- 
gebildet, wir  können  daher  E^— i  geradezu  als  Bild  der  betreffenden 
w-gliedrigen  Untergruppe  auffassen.  Die  E;^— i  ist  dann  offenbar 
zugleich  das  Bild  einer  gewissen  Untergruppe  der  adjungirten  Gruppe, 
nur  braucht  diese  Untergruppe  nicht  auch  m-gliedrig  zu  sein. 

Denken  wir  uns  jetzt  den  Raum  Br-i  durch  die  endlichen  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe:  E^f .  .  .  Erf  transformirt,  so 
werden  seine  Punkte  genau  so  unter  einander  vertauscht,  wie  die 
oo^-i  infinitesimalen  Transformationen:  U XkXjcf  unter  einander  ver- 
tauscht werden,   wenn    man   auf  sie   die    endlichen   Transformationen 
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der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  ausführt.  Hieraus  lassen  sich  mehrere 
wichtige  Schlüsse  ziehen,  deren  Begründung  wir  wohl  nicht  auszu- 
führen brauchen.     Es  sind  die  folgenden: 

Eine  ebene  (m  —  l)-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  E;„_i  des 
Br-i  stellt  dann  und  nur  dann  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der 
Gruppe:  X^f...  Xrf  dar,  wenn  sie  bei  allen  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt,  deren  Bilder  ihre 
Punkte  sind.  Hieraus  ergiebt  sich  insbesondere,  dass  jeder  Punkt  des 
Rr-i  bei  der  infinitesimalen  Transformation  der  Adjungirten  invariant 
bleibt,  deren  Bild  er  ist,  ein  Ergebniss,  das  man  auch  leicht  ana- 
lytisch beweisen  kann.     In  der  That,  der  Ausdruck: 

i...r  ^"  ^  r  U^ 

y^€kEkf=^  {^Cj.sejeA  ^ 

k  s        ^    ky-  '        ' 

verschwindet  wegen  der  Relationen:  Ckjs  -\-  Cjks  =  0  identisch*),  der 
Punkt:  X^i-'-iXr  bleibt  also  wirklich  bei  der  infinitesimalen  Trans- 
formation: EXkEkf  invariant. 

Ist  eine  (ni  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  E^-i 
das  Bild  einer  m-gliedrigen  Untergruppe  g^  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
X^f...Xrfj  so  stellen  die  (ni  —  l)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannig- 
faltigkeiten, in  die  E^— i  bei  den  endlichen  Transformationen  der 
adjungirten  Gruppe  übergeht,  alle  innerhalb  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf 
mit  gm  gleichberechtigten  m-gliedrigen  Untergruppen  dar.  Bei  Be- 
rücksichtigung des  früher  Gesagten  ergiebt  sich  daher,  dass  eine 
(m  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit  des  Rr~i  stets 
dann  aber  auch  nur  dann  eine  m-gliedrige  invariante  Untergruppe  der 
Gruppe:  X^f . . .  Xrf  darstellt,  wenn  sie  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariant  bleibt. 

Da  jede  infinitesimale  Transformation:  ZßkXkf  im  Rr-i  durch 
einen  Punkt  abgebildet  wird,  so  ist  es  bequem,  kurz  von  dem  Punkte: 
2ekXkf  zu  reden  und  also  den  Ausdruck:  2ejcXkf  je  nach  Bedarf  als 
Symbol  einer  infinitesimalen  Transformation  oder  als  Symbol  des 
Punktes:  e^:  -  -  -ißr  zu  betrachten.  Denken  wir  uns  nun  auf  den  Punkt 
EckXkf  die  infinitesimale  Transformation:  U X^Ekf  der  adjungirten 
Gruppe  ausgeführt,  so  geht  er  in  den  unendlich  benachbarten  Punkt: 

l...r  1.  ..r 

Xj  ekXkf+  ^t ^  Cjcjsek^jXsf 

k  kj  s 


*)  Hieraus  folgt,  nebenbei  bemerkt,  dass  die  adjungirte  Gruppe  E^f .  ..Erf 
als  Gruppe  des  r-fach  ausgedehnten  Raumes  e^  ...  er  betrachtet  immer  intransitiv  ist. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.  III.  43 
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über,  also  mit  andern  Worten  in  den  Punkt: 

r  r  r 

1  1  1  "^ 

(vgl.  Abschn.  I,  S.  288).    Von  dieser  Bemerkung  wollen  wir  noch  eine 
Anwendung  machen. 
Es  sei: 

r 

1 

oder  kurz  g^^  eine  ?w-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  XJ  : .  .  Xrf 
und  E„,_i  sei  das  Bild  von  g.a.  Soll  nun  g^  in  einer  (m+l)-glied- 
rigen  Untergruppe  von  XJ...Xrf  stecken,  so  ist  jedenfalls  noth- 
wendig,  dass  bei  der  Untergruppe  der  adjungirten  Gruppe,  deren  Bild 
E;n_i  ist,  eine  durch  E„,_i  gehende  m-fach  ausgedehnte  ebene  Mannig- 
faltigkeit Ern  invariant  bleibt.  Diese  nothwendige  Bedingung  ist  aber 
zugleich  hinreichend. 

In  der  That,  es  gebe  eine  Mannigfaltigkeit  Em  von  jener  Beschaffen- 
heit und  ZXkXj,f=  Zf  sei  ein  nicht  auf  E^_i  liegender  Punkt  von 
E;„.     Dann  liegt  der  Punkt: 

Zf+dt{ZY^), 

in  den  der  Punkt:  Zf  bei  der  infinitesimalen  Transformation: 
UhjujEff  der  adjungirten  Gruppe  übergeht,  ebenfalls  auf  Em,  es  be- 
stehen also  m  Relationen  von  der  Form: 


(ZY^)  =  a,Zf-\-^r  h,,Yrf      (/.  =  i 


m) 


WO  die  a  und  h  Constanten  sind,  das  aber  heisst,  dass:  YJ.,.  Ymf,  Zf 
eine  (m+  l)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  XJ, .  .  Xrf  erzeugen. 
Wir  haben  daher  den 

Satz  1.  Ist  gm  eine  m-gliedrige  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe: 
XJ...Xrf  und  ist  Em-i  die  (m—l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltig- 
heit ^  durch  die  gm  in  dem  (r  —  l)-fach  ausgedehnten  Baume  der  oo'— ^ 
infinitesimalen  Transformationen:  Ue^X^f  abgebildet  wirdy  so  stecht  gm 
dann  aber  auch  nur  dann  in  einer  (m  -f-  \)-gliedrigen  Untergruppe  der 
Gruppe:  XJ...Xrfy  wenn  die  Untergruppe  der  adjungirten  Gruppe: 
Ey^f...Erf,  die  durch  E„i_i  abgebildet  wird,  eine  durch  E„i_i  gehende 
m-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigheit  invariant  lässt. 

Wir  sahen  oben,  dass  jede  ebene  Mannigfaltigkeit  des  Br-i,  die 
bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt,  eine  invariante  Untergruppe 
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der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  darstellt.  Aber  auch  die  krummen  Mannig- 
faltigkeiten, die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben,  haben 
eine  begriffliche  Bedeutung.  Jede  Meinste  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariante  Mannigfaltigkeit  ist  nämlich  das  Bild  eines  Typus  von 
eingliedrigen  Untergruppen  oder,  v^as  auf  dasselbe  hinauskommt,  das 
Bild  eines  Typus  von  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xrf  (vgl.  Abschn.  I,  S.  282  ff.).  Unter  einer  kleinsten  invarian- 
ten Mannigfaltigkeit  verstehen  wir  dabei  (a.  a.  S.  224  f.)  eine  solche 
invariante  Mannigfaltigkeit,  die  für  jeden  ihrer  Punkte  von  allgemeiner 
Lage  die  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeit  ist,  der  der  betreffende 
Punkt  angehört.  Wir  können  daher  eine  kleinste  invariante  Mannig- 
faltigkeit auch  als  eine  solche  invariante  Mannigfaltigkeit  definiren, 
deren  Punkte  bei  der  adjungirten  Gruppe  transitiv  transformirt  werden. 

Besonders  wichtig  unter  den  kleinsten  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  sind  alle  die,  die  isolirt  liegen,  die  also 
keiner  continuirlichen  Schaär  von  invarianten  Mannigfaltigkeiten  an- 
gehören. 

Ist  M  eine  kleinste  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariante  Man- 
nigfaltigkeit, so  können  auf  M  immer  noch  invariante  Mannigfaltig- 
keiten von  geringerer  Dimensionenzahl  liegen;  das  heisst  dann,  dass 
der  durch  M  repräsentirte  Typus  von  eingliedrigen  Gruppen  ausarten 
kann.  Die  einfachsten  Typen  von  eingliedrigen  Gruppen  sind  daher 
die,  die  durch  solche  kleinste  invariante  Mannigfaltigkeiten  repräsen- 
tirt  werden,  auf  denen  keine  invariante  Mannigfaltigkeit  von  geringerer 
Dimensionenzahl  liegt.  Unter  diesen  Typen  sind  aber  offenbar  wie- 
derum die  die  wichtigsten,  deren  Bildmannigfaltigkeiten  isolirt  liegen. 

Man  sieht  hieraus,  dass  unter  allen  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invarianten  Mannigfaltigkeiten  in  erster  Linie  die  Beachtung  verdienen, 
die  isolirt  liegen  und  keine  invarianten  Mannigfaltigkeiten  von  ge- 
ringerer Dimensionenzahl  enthalten.  In  der  That  haben  wir  auch 
schon  bei  verschiedenen  Gelegenheiten  aus  der  Betrachtung  derartiger 
Mannigfaltigkeiten  Nutzen  gezogen.  Wir  erinnern  namentlich  an  die 
Bestimmung  der  grössten  projectiven  Gruppen  in  der  Ebene,  wo  die 
Mannigfaltigkeit  aller  infinitesimalen  projectiven  Transformationen,  die 
mit  den  infinitesimalen  Translationen  gleichberechtigt  sind,  eine  sehr 
grosse  Rolle  spielt  (s.  S.  89  ff.).  In  Kap.  2Q  von  Abschn.  I  beruht 
ebenfalls  fast  Alles  auf  der  Betrachtung  dieser  Mannigfaltigkeit*). 


*)  In  seinen  Veröffentlichungen  aus  dem  Jahre  1884  benutzte  Lie  bei  vielen 
Gelegenheiten  die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invarianten  Mannigfaltigkeiten  und 
lenkte  wiederholt  die  Aufmerksamkeit  stark  auf  sie. 

43* 
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Die  Aufgabe  alle  bei  der  adjungirten  Gruppe  invarianten  Mannig- 
faltigkeiten des  Rr—i  zu  finden,  kommt  darauf  hinaus,  in  den  Veränder- 
lichen: e^^  .  .  .  ßr  alle  Gleichungensysteme  zu  bestimmen,  die  bei  der 
Gruppe:  E^^f .  .  .  Erf^  Ef  invariant  bleiben,  unter  Ef  die  infinitesimale 
Transformation : 


Ef-'E' 


df 
''Tel 


verstanden.  Die  Lösung  dieser  Aufgabe  erfordert  jedenfalls  nur  aus- 
führbare Operationen,  nämlich  die  Auflösung  einer  algebraischen  Glei- 
chung und  ausserdem  noch  gewisse  Eliminationen  (s.  Abschn.  I, 
S.  282  ff.).  Selbstverständlich  hat  es  grosses  Interesse,  Methoden  zu 
kennen,  die  die  Lösung  .dieser  Aufgabe  in  jedem  einzelnen  Falle  ver- 
einfachen, wir  können  uns  aber  hier  nicht  auf  diesen  Punkt  einlassen, 
sondern  begnügen  uns  mit  der  Mittheilung  eines  schönen  Satzes,  der 
allerdings  im  Folgenden  keine  Anwendung  findet.  Doch  heben  wir 
hervor,  dass  sich  eine  Reihe  analoger  Sätze  aufstellen  lassen. 

Wir  betrachten  den  Fall,  dass  die  adjungirte  Gruppe  den  Raum 
Rr—i  transitiv  transformirt.  Dieser  Fall  tritt  ofienbar  dann  und  nur 
dann  ein,  wenn  die  Gruppe:  E^f .  . .  Erf,  Ef  in  den  r  Veränderlichen 
e^  ...  Cr  transitiv  ist,  wenn  also  in  der  Matrix: 

eil    .    eir 


(11) 


tri        •       trr 


in  der  e;t,  den  Ausdruck: 

r 

(12)  tks=^J  CjicsCj        {k,s  =  l... 


r) 


bedeutet,  nicht  alle  r- reihigen  Determinanten  verschwinden. 

Es   ist  leicht,    die   r- reihigen  Determinanten  der   Matrix  (11)   in 
einfacher  Form  hinzuschreiben,  setzen  wir  nämlich: 

^  =  2;  +  Cii  .  .  .  trry 

SO  erhalten  wir  ausser  z/  selbst  nur  noch  die  r  Determinanten: 


=  l...r). 


(13)  ^*=2'-'l^    <*  =  ^- 

Da  nun  nach  S.  673  der  Ausdruck  UßkEkf  identisch  verschwindet  und 
infolgedessen  von  z/  dasselbe  gilt,  so  dürfen  unter  den  gemachten 
Voraussetzungen  z/^  . .  .  z/;.  nicht  sämmtlich  verschwinden,  demnach  ist : 

(14)  z/i  =  0,...,z/,  =  0 
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ein  bei  der  Gruppe:  E-^f . .  .  Erf,  Ef  invariantes  Gleichungensystem 
oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  eine  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariante  Mannigfaltigkeit  des  Raumes  JRr.-i. 

Aus  (13)  ergiebt  sich  durch  iMultiplication  mit  e*^  und  Summation 
nach  hl 

^  t^^Jk  =2^*  e^^  e,,.  1^ 
1  11** 

andrerseits  ist  aber  auch : 


Zi  ^kfiek  =  0 


und  da  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  nicht  alle  (r  —  1)- 
reihigen  Unterdeterminanten  von  z/  verschwinden  können,  so  folgt 
hieraus : 

z/j :  z/2  :  •  •  • :  z/^  =  ^1 :  ^2  •  *  *  *  •  ^^' 
Demnach  ist  jedes  z/^  durch  ßk  theilbar  und  es  wird: 

^k  ==  ek  .g{e^  . . .  er)     (A  =  i...r), 

wo  g  eine  von  h  unabhängige  ganze  Function  (r  —  l)-ten  Grades 
von  <?i  .  .  .  ^r  ist. 

Da  das  Verschwinden  aller  e  keine  geometrische  Bedeutung  hat, 
so  reducirt  sich  das  invariante  Gleichungensystem  (14)  einfach  auf: 
g  =  Oj  diese  Gleichung  stellt  also  eine  bei  der  adjungirten  Gruppe 
invariante  Mannigfaltigkeit  des  Br—i  dar.  Wir  können  hinzufügen, 
dass  jede  andre  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariante  Mannigfaltig- 
keit des  Rr—i  nothwendig  ganz  auf  der  Mannigfaltigkeit:  g  =  0  liegt. 

Da  die  Gleichung:  g  =  0  bei  der  Gruppe:  E^f . .  .  Erf,  Ef  in- 
variant bleibt  und  da  die  infinitesimalen  Transformationen  Ekf  linear 
und  homogen  sind,  so  müssen  r  Identitäten  von  der  Form: 

Ekg^^Ck.g    (k  =  i...r) 
bestehen,  wo  die  Ck  Constanten  sind.     Hieraus  folgt  aber: 


^ekEkg  =  0=g^ 


CkCky 
1" 


was  nur  möglich  ist,  wenn  alle  Ck  verschwinden.  Demnach  ergiebt 
sich  noch,  dass  g  eine  Invariante  der  adjungirten  Gruppe:  E^f.,.Erf 
ist.  Da  die  r  Gleichungen:  Ekf=  0  in  unserm  Falle  nur  eine  Lösung 
gemein  haben,  so  ist  offenbar  jede  ^ndre  Invariante  der  adjungirten 
Gruppe  eine  Function  von  g  allein.     Wir  haben  somit  den 
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Satz  2*).    Es  sei: 

die  adjungirte   Gruppe  einer   r-gliedrigen    Gruppe    von  der   Zusammen- 
Setzung  Ciks,  ferner  sei: 

s  ' 

und  endlich  setze  man  die  Determinante: 

die  immer  identisch  verschwiyidet ^  gleich  A.     Verschwinden  dann  die  r 
übrigen  r- reihigen  Determinanten: 


-2'^' 


dt 


(i  =  1  .  .  .  r) 


ks 


der  Matrix: 

(11) 

nicht  alle  identisch ^  so  ist: 


Cr 


gleich  einer  ganzen  Function  g{e^ . . .  Cr)  (r  —  1)- Grades  von  den  e.  Die 

Gleichung:  g  =  0  ist  in  diesem  Falle  die  einzige  hei  der  Gruppe:  E^f 

.  . .  Erf,  Ef  invariante  Gleichung ,  überdies  ist  die  ganze  Function  g  eine 

Invariante   der   adjungirten   Gruppe:   E^f . . .  Erf  und  jede  andre  In- 
variante dieser  Gruppe  ist  durch  g  allein  ausdrückhar. 


§  131. 

Ist:  Xj/"...  Xrf  oder  kurz  Gr  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  er- 
zeugen alle  (XiXk)  eiue  invariante  Untergruppe  der  Gr  (s.  Abschn.  I, 
S.  261,  Satz  6).  Wir  wollen  diese  invariante  Untergruppe  als  die 
derivirte  oder  abgeleitete  Gruppe  der  Gr  bezeichnen  oder  auch  kurz  als 
ihre  Derivirte.  Den  Ausdruck  abgeleitete  Gruppe  haben  wir  übrigens 
schon  auf  S.  597  von  Abschn.  I  gelegentlich  gebraucht. 


*)  Dieser  von  Lie  herrührende  Satz  ist  neueren  Datums,  denn  er  stammt 
aug  dem  Winter  1892.  Dem  Beweis  für  die  Invarianz  von  g  hat  Engel  die 
jetzige  einfache  Form  gegeben. 
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Die  derivirte  Gruppe  der  Gr  hat  ihrerseits  eine  derivirte  Gruppe, 
die  wir  als  die  sweite  derivirte  oder  zweite  abgeleitete  Gruppe  der  Gr 
bezeichnen.  Im  Gegensatz  dazu  nennen  wir  die  derivirte  Gruppe  der 
Gr  auch  deren  erste  Derivirte.  Was  unter  der  m-ten  derivirten 
Gruppe  einer  Gruppe  zu  verstehen  ist,  leuchtet  hiernach  unmittel- 
bar ein. 

Bei  Anwendung  der  eingeführten  Bezeichnung  kann  der  Satz  7 
auf  S.  262  von  Abschn.  I  kurz  so  ausgesprochen  werden: 

Satz  3.  Die  derivirte  Gruppe  einer  invarianten  Untergruppe  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  ist  stets  in  der  r-gliedrigen  invariant. 

Es  ist  somit  klar,  dass  alle  derivirten  Gruppen    der  Gri  X^f .  . 
Xrf  in  der  Gr  invariant  sind. 

Fällt  die  erste  Derivirte  einer  r-gliedrigen  Gruppe  Gr  mit  der 
Gr  selbst  zusammen,  ist  also,  wie  wir  uns  ausdrücken  wollen,  die  Gr 
ihre  eigene  Derivirte^  so  fallen  auch  alle  folgenden  Derivirten  der  Gr 
mit  dieser  zusammen.  Man  könnte  den  von  Herrn  G.  Cantor  in 
seiner  Theorie  der  Punktmengen  benutzten  Ausdruck:  perfect  auf  die 
Gruppentheorie  übertragen  und  derartige  Gruppen  perfect  nennen;  wir 
glauben  jedoch,  dass  es  besser  ist,  abzuwarten ,  ob  nicht  ein  bezeich- 
nenderer Ausdruck  gefunden  werden  kann. 

Ist  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  nicht  ihre  eigne  Derivirte,  so 
denke  man  sich  der  Reihe  nach  ihre  erste,  ihre  zweite,  .  ,  .  derivirte 
Gruppe  aufgestellt.  Da  die  Gliederzahl  der  m-ten  Derivirten  niemals 
grösser  ist  als  die  der  (m  —  l)-ten,  so  muss  einmal,  etwa  zuerst  bei 
der  ^-ten  Derivirten  der  Fall  eintreten,  dass  die  (g  +  l)-te  Derivirte 
mit  der  ^-ten  zusammenfällt,  dass  also  die  q-te  Derivirte  ihre  eigne 
Derivirte  ist.  Hier  sind  aber  noch  zwei  Möglichkeiten  denkbar,  ent- 
weder nämlich  besteht  die  q-te  Derivirte  blos  aus  der  identischen 
Transformation,  die  infinitesimalen  Transformationen  der  (q  —  l)-ten 
Derivirten  sind  also  paarweise  vertauschbar,  oder  die  q-te  Derivirte 
hat  noch  eine  von  Null  verschiedene  Gliederzahl, 

Wir  wollen  aus  später  zu  erörternden  Gründen  jede  r-gliedrige 
Gruppe,  deren  soundsovielte  Derivirte  Mos  aus  der  identischen  Transfor- 
mation besteht,  als  integrabel  bezeichnen,  jede  r-gliedrige  Gruppe  da- 
gegen, von  der  Jceine  Derivirte  blos  aus  der  identischen  Transformation 
besteht,  als  nicht  integrabel*).      Dann  gelten  die  folgenden  Sätze: 

Satz  4.  Jede  Untergruppe  einer  integrabeln  Gruppe  ist  ebenfalls 
integrabel. 

*)  Den  Begriff  integrable  Gruppe  führte  Lie  in  den  Verh.  d.  Ges.  d.  W.  zu 
Chriötiania  1874  ein.  Den  Begriff  derivirte  Gruppe  verwerthete  er  zum  ersten 
Male  in  Bd.  8  seines  norwegischen  Archivs  for  Math.,  Christiania  1883. 
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Satz  5.  Ist  eine  (r  —  m)-gliedrige  Gruppe  mit  einer  r-gliedrigen 
integrdbeln  Gruppe  meroedrisch  isomorph ^  so  ist  sie  seihst  integrahel. 

Der  erste  dieser  beiden  Sätze  bedarf  keines  Beweises,  der  Beweis 
des  zweiten  liegt  auf  der  Hand.  Ist  nämlich:  X^f .  .  .  Xrf  die  r-glied- 
rige  integrable  Gruppe  und  sind; 


7 

(XiXk)  =^'  Ciks  Xsf     («,  *  = 


die  Gleichungen,  die  ihre  Zusammensetzung  bestimmen,  so  kann  man 
in  der  {r  —  m)  -  gliedrigen  meroedrisch  isomorphen  Gruppe  r  infinite- 
simale Transformationen:  Y^f.,.  Yrf  so  auswählen,  dass  sich  unter 
ihnen  gerade  r  —  m  unabhängige  befinden  und  dass  die  Relationen: 


r 

{YiY,)=^^scasZf 


(/,  A  =  l.,.r) 


bestehen.  Da  nun  die  soundsovielte,  etwa  die  ^-te  Derivirte  der 
Gruppe  X^f...  Xrf  blos  aus  der  identischen  Transformation  besteht, 
kann  ofi'enbar  auch  die  ^-te  Derivirte  der  Gruppe:  Y^f .  .  .  Yrf  nur 
aus  der  identischen  Transformation  bestehen. 

Der  Name:  integrable  Gruppe  ist  zwar  neu,  aber  der  Begriff  ist 
uns  schon  früher  begegnet.  In  der  That,  wir  haben  auf  S.  265  ^. 
von  Abschn.  I  eine  Klasse  von  Gruppen  betrachtet,  die  mit  der  Klasse 
der  integrabeln  Gruppen  zusammenfällt.  Bei  Anwendung  unsrer  jetzigen 
Bezeichnungen  können  wir  daher  den  Satz  12,  S.  270  a.  a.  0.  etwas 
kürzer  so  ansprechen: 

Satz  6.  Die  r-gliedrige  Gruppe:  X^f . . ,  Xrf  ist  stets  dann  aber 
auch  nur  dann  integrahel  ^  wenn  sich  in  ihr  r  unahhängige  infinitesimale 
Transformationen:  Y^f .  . .  Yrf  so  auswählen  lassen,  dass  Belationen  von 
der  Form: 

i-^k—l 

(15)  (YiYi+k)  =^   Ci^i^k,sYsf      {i=l...r-l;k  =  l...r-i) 

1 

bestehen,  dass  also  Y^f ...  Yif  jedesmal  eine  i-gliedrige  Untergruppe 
erzeugen,  die  in  der  {i  +  l)-gUedrigen:  Y^f .  .  .  Yi^if  invariant  ist. 

lieber  die  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (15)  haben  wir 
aber  in  Kap.  27  von  Abschn.  I  noch  mehrere  andre  Sätze  aufgestellt, 
die  sich  jetzt  viel  bequemer  aussprechen  lassen.  Wir  meinen  den 
Satz  4  auf  S.  589  und  die  Theor.  107  und  108  auf  S.  595  und  597. 
Es  verlohnt  sich,  diese  Sätze  neu  zu  formuliren: 
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Satz  7.  Jede  integraUe  projective  Gruppe  des  n-fach  ausgedehnten 
Raumes  lässt  mindestens  einen  FimU  in  Buhe,  ferner  eine  durch  diesen 
gehende  Gerade,  eine  durch  die  Gerade  gehende  zweifach  ausgedehnte 
ebene  Mannig faltiglieit ,  .  .  .  endlich  eine  durch  alle  diese  Mannigfaltig- 
Iceitm  gehende  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltiglceit. 

Satz  8.  Jede  (r  —  m)-gUedrige  intcgrable  Untergruppe  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  stecht  in  mindestens  einer  (r  —  m  +  l)-gliedrigen  Unter- 
gruppe der  r-gliedrigen. 

Satz  9.  Eine  r-gliedrige  Gruppe:  X^f...  Xrf  ist  dann  und  nur 
dann  integrabel,  tvenn  sich  in  ihr  r  unabhängige  infinitesimale  Trans- 
formationen: Y^f . . .  Yrf  so  ausivählen  lassen,  dass  Relationen  von  der 
Form: 

i 

(16)  (JiYi+lc)   =^sc,^,_^,^^YJ      (i  =  l...r-U    k  =  l...r-i) 

1 

bestehen,  dass  also  YJ\  . .  Yif  jedesmal  eine  i-gliedrige  Untergruppe 
erzeugen,  die  in  der  r-gliedrigen  invariant  ist. 

Es  fällt  uns  selbstverständlicli  nicht  ein,  alle  diese  Sätze  noch- 
mals zu  beweisen;  nur  dem  Beweise  des  zweiten  von  ihnen  wollen 
wir  noch  ein  paar  Worte  widmen,  um  daran  die  Anwendung  der  ad- 
juugirten  Gruppe  zu  erläutern. 

Es  sei:  X^f .  , .  Xr—mf  die  (r  —  w)-gliedrige  integrable  Unter- 
gruppe der  Gr'.  X^f .  . .  Xrf  und  Er—m— i  sei  die  (r  —  m — l)-fach 
ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit,  durch  die  die  Gruppe:  X^f... 
Xr—mf  in  dem  Rr—i  der  <X)^~^  infinitesimalen  Transformationen: 
UCkXkf  abgebildet  wird.  Dann  lässt  die  Untergruppe:  E^f . , .  Er-vif 
der  Adjungirten  der  Gr  die  Mannigfaltigkeit  Er— m— i  invariant  (vgl. 
S.  673)  und  transformirt  das  ebene  Bündel  der  oo"*""^  hindurchgehen- 
den (r  —  m)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Rr—i 
durch  eine  isomorphe  projective  Gruppe  g.  Nun  ist  die  Gruppe:  X^f 
.  . .  Xr^mf  integrabel,  die  mit  ihr  isomorphe  Gruppe:  E^f,..Er—mf 
nach  Satz  5  ebenfalls,  also  ist  auch  g  integrabel  und  lässt  nach  Satz  7 
mindestens  eine  (r  —  w)-fach  ausgedehnte  ebene  Mannigfaltigkeit 
durch  Er—m-i  in  Ruhe.  Daraus  aber  folgt  nach  Satz  1,  S.  674,  dass 
die  Gruppe:  X^f . .  .  Xr—mf  wirklich  in  einer  (r  • —  m  -\-  l)-gliedrigen 
Untergruppe  der  Gr  steckt.     Der  Satz  8  ist  also  bewiesen. 

Wir  erwähnen  noch,  dass  der  Satz  8  das  Theorem  106  auf 
S.  593  von  Abschn.  I  als  besonderen  Fall  umfasst,  denn  alle  einglied- 
rigen und  ebenso  alle  zweigliedrigen  Gruppen  sind  augenscheinlich 
integrabel. 

Schliesslich  wollen  wir  noch  einen  Satz  aufstellen,  der  in  Abschn.  I 
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nicht  besonders  formulirt  worden  ist,  obwohl  er  aus  den  Entwick- 
lungen des  dortigen  Kap.  27  unmittelbar  folgt.     Er  lautet  so: 

Satz  10.  Jede  invariante  {r  —  m)  -gliedrige  Unter grupj^e  einer 
rglicdrigen  integrdbeln  Gruppe  ist  in  mindestens  einer  {r—'m-{-\)-glied- 
rigen  invarianten  Untergruppe  der  r-gliedrigen  enthalten. 

Der  Beweis  ist  sehr  einfach.  Hat  nämlich  Er-m-i  dieselbe  Be- 
deutung wie  oben,  so  bleibt  Er-m-i  bei  der  adjungirten  Gruppe: 
E^f .  .  .  Erf  der  r-gliedrigen  invariant  (s.  S.  673)  und  die  oo'"-^  durch 
Er—m-i  gehenden  (r  —  m)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltig- 
keiten werden  bei  der  Adjungirten  durch  eine  isomorphe  projective 
Gruppe  transformirt,  die  offenbar  integrabel  ist  und  daher  mindestens 
eine  von  ihnen  invariant  lässt;  jede  solche  invariante  Mannigfaltigkeit 
stellt  dann  eine  (r  —  w  +  1)- gliedrige  invariante  Untergruppe  der 
r-gliedrigen  dar. 

§  132. 

Im  Laufe  unsrer  Untersuchungen  sind  uns  verschiedene  Male  Grup- 
pen begegnet,  von  denen  sich  herausstellte,  dass  sie  einfach  waren 
(s.  Abschn.  I,  S.  560,  Theor.  97;  Abschn.  11,  S.  521  f.;  Abschn.  III, 
S.  357,  Theor.  29).  Wir  wollen  jetzt  die  verschiedenen  Klassen  von 
einfachen  Gruppen,  zu  denen  wir  auf  diese  Weise  geführt  worden 
sind,  zusammenstellen*). 

Theorem  54.  Bie  einfachen  Gruppen^  die  uns  bisher  begeg- 
net sindj  zerfallen  in  vier  Klassen;  jede  dieser  vier  Klassen 
umfasst  unendlich  viele  verschiedene  Zusammensetzungen  von 
einfachen  Gruppen  und  zwar  ist  die  Mannigfaltigkeit  der  in 
einer  solchen  Klasse  enthaltenen  verschiedenen  Zusammen- 
setzungen von  derselben  Mächtigkeit  ivie  die  Mannigfaltigheit 
der  positiven  ganzen  Zahlen. 

Jede  der  ersten  Klasse  angehörige  einfache  Gruppe  ist 
mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  eines  bestimmten  Rau- 
mes gleichzusammengesetzt;  ist  dieser  Baum  n-fach  ausgedehnt^ 
so  ist  die  Gruppe  n(7i  +  2)-gliedrig,  wo  n  jede  positive  ganze 
Zahl  sein  Icann. 

Der  zweiten  Klasse  gehört  jede  Gruppe  an^  die  mit  der 
grössten  continuirlichen  projectiven  Gruppe  eines  nicht  aus- 
gearteten linearen   Complexes  in  einem  Räume  von  ungerader 


*)  Lie  hat  schon  längst  auf  das  Vorhandensein  dieser  vier  Klassen  von  ein- 
fachen Gruppen  hingewiesen  (s.  Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  130  (1885);  Norw.  Archiv 
Bd.  X,  S.  413  (1885);  Leipz.  ßer.  1889,  S.  325. 
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Dimensionen^aJil  gleichzusammengesetst  ist  Ist  dieser  Raum 
{2n  —  l)'fach  ausgedehnt,  so  hat  die  betreffende  Gruppe 
n(2n-{-  1)  Parameter,  wo  n  ebenfalls  jede  positive  ganse  Zahl 
sein  hann. 

Gehört  eine  einfache  Gruppe  der  dritten  Klasse^an^  so  ist 
sie  gleichzusammengesetzt  mit  der  grössten  continuirlichen  pro- 
jectiven  Gruppe,  die  eine  nicht  ausgeartete  Mannigfaltigkeit 
zweiten  Grades  in  einem  Baume  von  ungerader  Dimensionen- 
zahl invariant  lässt.  Ist  dieser  Raum  {2n  —  l)-fach  ausge- 
dehnt, so  hat  die  Gliederzahl  der  Gruppe  den  Werth  n(2n~l), 
wo  n  jede  positive  ganze  Zahl  sein  hann,  mit  Ausschluss"^)  des 
Werthes:  n  =  2. 

Endlich  ist  jede  der  vierten  Klasse  angehörige  einfache 
Gruppe  gleichzusammengesetzt  mit  der  grössten  projectiven 
Gruppe,  die  eine  nicht  ausgeartete  Mannigfaltiglceit  zweiten 
Grades  in  einem  Baume  von  gerader  Dimensionenzahl  invariant 
lässt,  Ist  dieser  Bau7n  2n-fach  ausgedehnt,  so  hat  die  Gruppe 
n{2n-{-  1)  Parameter  und  zwar  hann  hier  n  wieder  jede  posi- 
tive ganze  Zahl  sein. 

Unter  den  in  Theorem  54  aufgezählten  Gruppen  giebt  es  aller- 
dings einige,  die  zwei  oder  gar  drei  von  unsern  vier  Klassen  ange- 
hören. Die  erste,  zweite  uud  vierte  Klasse  liefern  nämlich  für  n  =  1 
drei  gleichzusammengesetzte  Gruppen,  ebenso  liefern  die  erste  und 
dritte  Klasse  für  n  =  d  zwei  Gruppen  von  derselben  Zusammensetzung 
und  endlich  erhält  man  für  n  =  2  in  der  zweiten  und  vierten  Klasse 
zwei  gleichzusammengesetzte  Gruppen.  Damit  sind  aber,  wie  sich  zeigen 
lässt,  alle  Fälle  erschöpft,  in  denen  eine  Gruppe  zwei  verschiedenen 
unsrer  vier  Klassen  angehören  kann;  man  erhält  also  lauter  verschie- 
dene Zusammensetzungen  einfacher  Gruppen,  wenn  man  bei  der  zweiten 
Klasse  den  Fall:  n  =  1,  bei  der  dritten  den  Fall:  n  =  3  und  bei  der 
vierten  die  Fälle:  n  =  1  und  n  ^  2  ausschliesst. 

Ob  es  ausser  diesen  vier  Klassen  noch  andre  Klassen  von  einfachen 
Gruppen  giebt  oder  ob  es  überhaupt  noch  andre  einfache  Gruppen 
giebt,  das  ist  eine  Frage,   die  wir   an  dieser  Stelle  unberührt  lassen. 


*)  Der  Werth  n  =  1  braucht  nicht  ausgeschlossen  zu  werden ,  denn  nach 
unsrer  Definition  der  einfachen  Gruppen  (s.  Abschn.  1,  S.  264)  müssen  wir  auch 
jede  eingliedrige  Gruppe  als  einfach  bezeichnen.  Allerdings  nimmt  die  einglied- 
rige Gruppe  unter  den  einfachen  Gruppen  insofern  eine  besondere  Stellung  ein, 
als  sie  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformation  enthält.  Man  sollte  des- 
halb, wenn  man  allgemeine  Sätze  über  einfache  Gruppen  aufstellt,  immer  außdrück- 
lich  hervorheben,  ob  sie  auch  für  die  eingliedrigen  Gruppen  gelten  oder  nicht. 


684  Abtheiluiig  VI.    Kapitel  28.    §  132. 

Wir  begnügen  uns  damit,  einige  Sätze  über  solche  r-gliedrige  einfache 
Gruppen  zusammenzustellen,  deren  grösste  Untergruppen  entweder  r — 1 
oder  r  —  2  oder  r  —  3  Parameter  enthalten. 

Alle  diese  Sätze  beruhen  auf  dem  folgenden  allgemeinen 

Satz  11.  Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  Gr  eine  Unter- 
gruppe mit  r  —  q  Farametern,  nicht  aber  eine  mit  mehr  als  r  —  q  Para- 
metern, so  giebt  es  in  einem  Baume  von  weniger  als  q  Dimensionen  nie- 
mals eine  r-gliedrige  Gruppe  von  FunMtransformationen,  die  mit  Gr 
gleichzusammengesetd  ist;  dagegen  gleit  es  in  einem  Baume  von  q  Dimen- 
sionen immer  derartige  Gruppen  und  swar  sind  alle  diese  Gruppen 
primitiv. 

Dieser  Satz  ist  eigentlich  nur  die  Zusammenfassung  früherer 
Resultate.  Gäbe  es  nämlich  in  einem  Räume  von  m  <,q  Dimensionen 
eine  r-gliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen,  die  mit  Gr  gleich- 
zusammengesetzt wäre,  so  müsste  Gr  nach  Abschn.  I,  S.  206,  Satz  3 
eine  Untergruppe  mit  mindestens  r  —  m  Parametern  enthalten,  was 
der  Voraussetzung  widerspräche.  Dass  es  andrerseits  in  einem  Räume 
von  q  Dimensionen  r-gliedrige  Gruppen  von  Punkttransformationen 
giebt,  die  mit  Gr  gleichzusammengesetzt  sind,  folgt  aus  Theor.  81  auf 
S.  446  f.  von  Abschn.  I,  denn,  da  Gr  einfach  ist,  so  kann  die  (r  —  q)  - 
gliedrige  Untergruppe  der  Gr  weder  selbst  in  der  Gr  invariant  sein, 
noch  eine  Untergruppe  enthalten,  die  in  der  Gr  invariant  ist.  Dass 
endlich  eine  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen im  g-fach  ausgedehnten  Räume  nicht  imprimitiv  sein 
kann,  sieht  man  so  ein:  Wäre  sie  imprimitiv,  so  zerfiele  der  betreffende 
Raum  in  oo?~'"  m-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  (0  <  m  <  g), 
die  entweder  alle  einzeln  invariant  blieben  oder  durch  eine  mit 
Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  unter  einander  vertauscht  würden. 
Der  zweite  Fall  ist  nach  dem  Früheren  ausgeschlossen;  im  ersten 
Falle  würden  nach  Abschn.  I,  S.  310,  Satz  8  die  cx)"'  Punkte  jeder 
invarianten  m-  fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  durch  eine  mit 
Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  transformirt  werden,  also  kann 
auch  dieser  Fall   nicht  eintreten. 

Will  man  übrigens  im  Räume  von  q  Dimensionen  eine  mit  Gr 
gleichzusammengesetzte  Gruppe  von  Punkttransformationen  aufstellen, 
so  kann  man  folgendermassen  verfahren:  Die  {r  —  g)-gliedrige  Unter- 
gruppe der  Gr  wird  in  dem  jR^—i  der  oo^—^  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  Gr  durch  eine  {r  —  q  —  l)-fach  ausgedehnte  ebene 
Mannigfaltigkeit  E^—^—i  dargestellt.  Da  die  Untergruppe  in  keiner 
grösseren  Untergruppe    der   Gr   invariant   ist   und    da   die    adjungirte 
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Gruppe  der  Gr  r-gliedrig  ist,  so  bleibt  Er-q-i  nur  bei  der  {r  —  q)- 
gliedrigen  Untergruppe  der  Adjungirten  invariant,  deren  Bild  sie  ist. 
Demnach  nimmt  Er-q-i  bei  den  oo^  endlichen  Transformationen  der 
Adjungirten  gerade  <x>i  verschiedene  Lagen  an  (s.  Abschn.  I,  S.  482, 
Satz  10),  die  durch  eine  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  unter 
einander  vertauscht  werden.  Führt  man  diese  c»?  Lagen  als  Punkte 
in  einem  g-fach  ausgedehnten  Räume  ein,  so  erhält  man  in  diesem 
Räume  die  verlangte  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  von 
Punkttransformationen.     Diese  Methode  versagt    allerdings  für  r=l. 

Kennt  man  in  einem  Räume  von  q  Dimensionen  alle  endlichen 
continuirlichen  primitiven  Gruppen  von  Punkttransformationen,  so 
kann  man  dem  Satze  11  zufolge  sofort  die  Zusammensetzungen 
aller  r -gliedrigen  einfachen  Gruppen  angeben,  die  eine  Untergruppe 
mit  r  —  q,  nicht  aber  eine  mit  mehr  Parametern  enthalten;  man 
braucht  ja  blos  unter  den  betreffenden  primitiven  Gruppen  alle  die 
auszuwählen,  die  einfach  sind.  Nun  haben  wir  alle  primitiven  Gruppen 
auf  der  Geraden,  in  der  Ebene  und  im  gewöhnlichen  Räume  bestimmt 
(s.  S.6,  Theor.  1;  S.  35,  Theor.  5  und  S.  139,  Theor.  9)  und  unter  diesen 
giebt  es  nur  folgende,  die  einfach  sind:  auf  der  Geraden  die  einglied- 
rige Gruppe  der  Translationen  und  die  dreigliedrige  allgemeine  pro- 
jective  Gruppe,  in  der  Ebene  die  achtgliedrige  allgemeine  projective 
Gruppe,  im  gewöhnlichen  Räume  endlich  die  fünfzehngliedrige  allge- 
meine projective  Gruppe  und  ausserdem  die  conforme  Gruppe  und  die 
projective  Gruppe  eines  linearen  Complexes,  die  beide  zehngliedrig 
und  überdies  gleichzusammengesetzt  sind  (s.  S.  140,  Theor.  10). 

Wir  wollen  diese  Ergebnisse  wegen  ihrer  grossen  Wichtigkeit  in 
drei  verschiedenen  Theoremen  aussprechen*): 

Theorem  55.  Enthält  eine  r-cjUcdrige  einfache  Gruppe  eine 
Untergruppe  mit  r  —  1  Farametern,  so  ist  sie  entweder  ein- 
gliedrig oder  sie  ist  dreigliedrig  und  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleichzusammengesetst. 

Theorem  56.  Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  eine 
(r—  2)-gliedrige  Untergruppe,  nicht  aber  eine  {r~l)-gliedrige, 
so  ist  sie  achtgliedrig  und  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  Ebene  gleichsusammengesetzt. 

Theorem  57.     Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  eine 

*)  Lie,  Ges.  d.  Wiss.  zu  Christiania  1883;   Math.  Ann.  Bd.  25.  S.  132—134 

(1885).  ' 
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Untergruppe  mit  r  —  3  Parametern^  nicht  aher  eine  mit  tnehr 
als  r  — 3,  so  ist  sie  entweder  fünfzehngliedrig  oder  zelmgliedrig 
und  zwar  im  ersten  Falle  gleichzusammengesetzt  mit  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  des  gewöhnlichen  Baumes^  im 
zweiten  Falle  gleichzusammengesetzt  mit  der  conformen  Gruppe 
dieses  Raumes  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  mit  der 
projectiven  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes 
in  diesem  Baume. 

§  133. 

Die  im  vorigen  Paragraphen  entwickelten  Sätze  über  r-gliedrige 
einfache  Gruppen,  deren  grösste  Untergruppen  entweder  r  —  1  oder 
r  —  2  oder  r  —  3  Parameter  enthalten,  sind  besondere  Fälle  gewisser 
Sätze  über  beliebige  r-gliedrige  Gruppen  von  dieser  Beschaffenheit. 
Wir  müssen  aber  bei  Ableitung  dieser  allgemeinen  Sätze  den  Fall, 
dass  die  grössten  Untergruppen  einer  r-gliedrigen  Gruppe  (r  —  1)- 
gliedrig  sind,  besonders  behandeln. 

Es  sei  Gr  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die  eine  (r  —  l)-gliedrige 
nicht  invariante  Untergruppe  Gr-i  enthält;  Er-2  sei  die  ebene  (r— 2)- 
fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit,  durch  die  Gr-i  in  dem  JRr-i  der 
oo'—i  infinitesimalen  Transformationen  der  Gr  dargestellt  wird.  Unter 
diesen  Voraussetzungen  bleibt  Er_2  nur  bei  den  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  adjungirten  Gruppe  der  Gr  invariant,  die  durch  die 
Punkte  von  Er-2  abgebildet  werden,  es  nimmt  daher  bei  der  adjungirten 
Gruppe  oo^  verschiedene  Lagen  an  und  diese  oo^  Lagen  werden  von 
der  adjungirten  Gruppe  durch  eine  mit  Gr  isomorphe  Gruppe  y 
unter  einander  vertauscht. 

Als  Gruppe  einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  kann  y 
höchstens  dreigliedrig  sein,  folglich  enthält  Gr  eine  (r  —  ^)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  Gr-q,  wo  q  einen  der  Werthe  1,  2,  3  besitzt. 
Ist  Er-q-i  das  Bild  dieser  invarianten  Gr-q,  so  lassen  alle  infini- 
tesimalen Transformationen  der  adjungirten  Gruppe,  die  durch  Punkte 
von  Er-q-i  abgebildet  werden,  jede  einzelne  der  oo^  Lagen  von  Er-2 
invariant,  mithin  ist  E^-^-i  in  Er-2  und  ebenso  in  jeder  der  oo^ 
Lagen  von  Er-2  enthalten,  das  heisst  die  invariante  Untergruppe 
Gr-q  der  Gr  ist  der  Schnitt  der  oo^  (r  —  l)-gliedrigen  Untergruppen 
von  Gr,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr-i  gleichberechtigt  sind. 

Da  Gr-i  keine  invariante  Untergruppe  von  Gr  sein  sollte,  ergiebt 
sich  hieraus  zunächst,  dass  q  niemals  den  Werth  1  haben  kann.  Ist 
nun  g  =  2,  so  wird  die  invariante  Untergruppe  Gr-q  im  Br-i  durch 
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eine  ebene  (r  — 3) -fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  E^_s  dargestellt. 
Durch  E;._3  gehen  innerhalb  des  Br-i  gerade  oo^  ebene  (r  —  2)-fach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten,  die  ein  ebenes  Büschel  bilden  und 
unter  denen  natürlich  alle  die  c»i  Lagen  von  Er-2  enthalten  sind. 
Da  diese  oo^  Lagen  bei  der  adjungirten  Gruppe  in  unserm  Falle  grade 
zweigliedrig  transformirt  werden,  so  wird  das  ebene  Büschel  der  oo^ 
durch  E;._3  gehenden  (r  —  2)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten 
durch  eine  zweigliedrige  projective  Gruppe  transformirt,  es  bleibt  also 
(s.  Theor.  2,  S.  17)  eine  aber  auch  nur  eine  Mannigfaltigkeit  des 
Büschels  in  Ruhe,  mit  andern  Worten:  die  invariante  Untergruppe 
Gr-2  der  Gr  steckt  in  einer  aber  auch  nur  in  einer  invarianten 
(r— l)-gliedrigen  Untergruppe  der  Gr.  Diese  invariante  (r  —  1)- 
gliedrige  Untergruppe  bildet  einen  Gränzfall  der  oo^  mit  Gr-i  gleich- 
berechtigten Untergruppen. 

Wir   sehen   hieraus,    dass  im  Falle  q  =  2   die   Zusammensetzung 
unsrer  Gr  durch  Gleichungen  von  der  Form: 


(17) 


1 
r  — 2 

1 
r— 2 

(X.Z,)  =^s  c,j^x,f 

1 

r  — 

(F,F,)  =a,Y,f+^^e,X,f 


r  —  2 


dargestellt  wird,  wo  co  von  Null  verschieden  ist  und  daher  =  1  ge- 
macht werden  kann.  Die  oo^  mit  Gr-i  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen der  Gr  haben  die  Form:  XJ .  .  .  Xr-^f,  Y,f  +  lYJ,  unter 
k  einen  Parameter  verstanden;  die  (r  —  2)-gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe der  Gr  wird  von  XJ...Xr-2f  und  die  (r  —  1) -  gliedrige 
invariante  von:  XJ...  Xr-2f,   Fg/"  erzeugt. 

Ist  andrerseits  2  =  3,  so  werden  die  oo^  Lagen  von  E^_2  bei 
der  adjungirten  Gruppe  durch  eine  dreigliedrige  Gruppe  transfor- 
mirt, die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden 
gleichzusammengesetzt  und  mit  der  Gr  isomorph  ist.  Die  Zu- 
sammensetzung der  Gr  lautet  daher,  wie  man  leicht  sieht,  folgender- 
massen: 
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(18) 


r  — 3 


1 
r  — 3 

1 

r  —  s 

1 
r— 3 

il\Y,)  =  2YJ+2'hX,f 

1 
r 

(r,r3)=   r3/+^«c,z,^ 


(^•,y 


r-3;  ^  =  1,2,3). 


Alles  das  fassen  wir  jetzt  zusammen  in  dem 

Theorem  58*).  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine 
(r — l)-gliedrige  nicht  invariante  Untergruppe  Gr-if  so  enthält 
sie  oo^  mit  Gr-i  gleichberechtigte  Untergruppen^  die  hei  der 
adjungirten  Gruppe  der  Gr  entweder  durch  eine  zweigliedrige 
oder  durch  eine  dreigliedrige  mit  Gr  isomorphe  Gruppe  unter 
einander  vertauscht  werden.  Tritt  der  erste  von  diesen  leiden 
Fällen  ein^  so  enthält  Gr-i  eine  {r  —  2)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  Gr-2,  die  zugleich  in  Gr  invariant  ist  und  die 
überdies  in  einer  (r  —  l)-gliedrigen  invarianten  Untergruppe 
der  Gr  steclct;  die  Zusammensetzung  der  Gr  wird  in  diesem 
Falle  durch  Gleichungen  von  der  Form  (17)  dargestellty  wo 
03  ==  1  gesetzt  werden  hann.  Tritt  der  zweite  Fall  ein,  so  ent- 
hält Gr-i  eine  {r  —  3)-gliedrige  invariante  Untergruppe  GrSj 
die  zugleich  in  Gr  invariant  ist;  die  Zusammensetzung  der 
Gr  ivird  dann  durch  Gleichungen  von  der  Form  (18)  dar- 
gestellt. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Untersuchung  der  r-gliedrigen  Gruppen, 
deren  grösste  Untergruppen  weniger  als  r  —  1  Parameter  enthalten. 
Bei  der  Behandlung  dieser  Gruppen  werden  wir  uns  auf  das  folgende 
allgemeine  Theorem  stützen: 

Theorem  59.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r  —  m)- 
gliedrige    Untergruppe   Gr-m,  jedoch    keine    Untergruppe    mit 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  133,  Satz  18. 
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mehr  als  r  —  m  Farametern  und  ist  m>l,  so  gieht  es  in  Gr 
gerade  oo"'  verschiedene  {r  —  m)- gliedrige  Untergruppen^  die 
innerhalb  Gr  t^iit  Gr—m  gleichberechtigt  sind  und  die  bei  der 
adjungirten  Gruppe  der  Gr  durch  eine  mit  Gr  isomorphe  Gruppe 
y  unter  einander  vertauscht  werden.  Ist  diese  Gruppe  y  q-glied- 
rig,  so  ist  q^m  und  es  giebt  in  Gr  eine  (r  —  q)-gliedrige  in- 
variante Untergruppe,  die  in  Gr—m  und  in  allen  damit  gleich- 
berechtigten Untergruppen  von  Gr  enthalten  ist.  Ausserdem 
ist  noch  zu  bemerlcen,  dass  y  zwar  (q  —  m)-gliedrige  Unter- 
gruppen enthält,  aber  keine  mit  mehr  als  q  —  m  Farametern, 
woraus  insbesondre  folgt,  dass  y  die  (xi^  mit  Gr—m  gleich- 
berechtigten Untergruppen  von  Gr  primitiv  transformirt. 

Den  Beweis  dieses  Theorems  führen  wir  so: 

Gr—m  steckt  unter  den  gemachten  Voraussetzungen  in  keiner  grösse- 
ren Untergruppe  von  Gr,  es  kann  daher  aCtch  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  von  Gr  invariant  sein.  Ebensowenig  ist  Gr-m  in  Gr 
selbst  invariant,  denn  dann  erzeugte  augenscheinlich  jede  in  Gr-m 
nicht  enthaltene  infinitesimale  Transformation  von  Gr  zusammen  mit 
den  infinitesimalen  Transformationen  von  Gr-m  eine  (r —  w+ 1)- glied- 
rige Untergruppe  von  Gr. 

Ist  nun  Er-m-i  die  ebene  (r  —  m  —  l)-fach  ausgedehnte  Man- 
nigfaltigkeit, durch  die  Gr-m  in  dem  Br-i  der  oo^-i  infinitesimalen 
Transformationen  von  Gr  abgebildet  wird,  so  bleibt  Er-m-i  weo-en 
der  Beschaffenheit  von  Gr—m  nur  bei  den  infinitesimalen  Transfor- 
mationen der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  invariant,  die  den  Punkten 
von  Er-m-i  entsprechen.  Hieraus  folgt,  dass  die  adjungirte  Gruppe 
von  Gr  gerade  m  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält, 
die  £r-m  —  i  nicht  invariant  lassen  und  aus  denen  keine  infinitesimale 
Transformation  linear  ableitbar  ist,  die  Er-m-i  invariant  lässt.  Dem- 
nach (s.  Abschn.  I,  S.  482,  Satz  10)  nimmt  Er-m-i  bei  der  adjungir- 
ten Gruppe  der  Gr  gerade  oo"^  verschiedene  Lagen  an;  das  aber  heisst 
nichts  andres,  als  dass  es  in  Gr  gerade  oo"'  verschiedene  (r  —  m)- glied- 
rige Untergruppen  giebt,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr-m  gleichberech- 
tigt sind. 

Die  oü™  Lagen  von  Er-m-i,  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt, 
die  oo™  mit  Gr-m  gleichberechtigten  Untergruppen  von  Gr  werden 
bei  der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  durch  eine  mit  Gr  isomorphe 
Gruppe  y  transformirt,  deren  Gliederzahl  den  Werth  q  haben  mag. 
Dann  giebt  es  noth wendig  in  Gr  eine  (r  —  g)- gliedrige  invariante 
Untergruppe  Gr-q,  deren  sämmtlichen  Transformationen  die  identische 
Transformation   entspricht,   sobald   man  Gr  und   y   isomorph    auf  ein- 

liie,  Theorie  der  Transforniationsgruppen.     III.  44. 
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ander  bezieht  (s.  Abschn.  I,  S.  300 ff.).  Ist  daher  Er-q-i  das  Bild 
von  Gr—q  im  i?r— i;  so  lässt  jede  infinitesimale  Transformation  der 
adjungirten  Gruppe,  die  im  Br-i  durch  einen  Punkt  von  Er-q-i  ab- 
gebildet wird,  jede  einzelne  der  oo"^  Lagen  von  Er-m-i  invariant.  Hier- 
aus aber  folgt  wegen  der  oben  angegebenen  Eigenschaften  von  E;._^_i, 
dass  Er—q—i  auf  Er-m-i  liegt,  dass  also  die  invariante  Untergruppe 
Gr-q  der  Gr  in  Gr-m  und  natürlich  auch  in  jeder  mit  Gr-m  gleich- 
berechtigten Untergruppe  von  Gr  enthalten  ist.  Da  überdies  Gr-m 
keine  invariante  Untergruppe  von  Gr  ist,  so  muss  r  —  q<^r  —  m 
sein,  also:  q'^  m. 

Dass  y  {q  —  m)-gliedrige  Untergruppen  enthält,  liegt  auf  der 
Hand,  denn  Er-m-i  bleibt  bei  der  {r  —  m)-gliedrigen  Untergruppe 
Gr-m  von  Gr  iuvariant  und  der  Untergruppe  Gr-m  entspricht  inner- 
halb y  eine  (^  —  m) - gliedrige  mit  Gr-m  isomorphe  Gruppe,  weil  ja 
Gr-m  die  invariante  (r  *- g)-gliedrige  Untergruppe  Gr-q  enthält,  die 
der  identischen  Transformation  entspricht,  wenn  man  Gr  und  y  iso- 
morph auf  einander  bezieht  (a.  a.  0.  S.302f.).  Aus  den  Entwicklungen 
a.  a.  0.  ergiebt  sich  ferner,  dass  y  keine  Untergruppe  mit  mehr  als 
q  —  m  Parametern  enthalten  kann,  denn  träte  eine  solche  Untergruppe 
auf,  so  könnte  man  sofort  eine  Untergruppe  von  Gr  angeben,  die 
mehr  als  r  —  m  Parameter  enthielte,  das  aber  wäre  gegen  die  Vor- 
aussetzung. Endlich  ist  nunmehr  auch  klar,  dass  y  die  oo"^  Lagen 
von  Er-m-i  primitiv  unter  einander  vertauscht,  denn  transformirte  es 
die  Schaar  dieser  oo'«  Lagen  imprimitiv,  so  enthielte  es  sicher  eine 
Untergruppe  mit  mehr  als  q  —  m  Parametern. 

Damit  ist  das  Theorem  59  vollständig  bewiesen. 

Will  man  die  Zusammensetzungen  aller  r-gliedrigen  Gruppen  Gr 
bestimmen,  die  eine  (r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  Gr-m,  nicht  aber 
eine  Untergruppe  mit  r — m-\-l  oder  noch  mehr  Parametern  enthalten 
(m  >  1),  so  ist  es  nöthig  oder  doch  wenigstens  vortheilhaft,  in  m 
Veränderlichen  alle  endlichen  continuirlichen  primitiven  Gruppen  von 
Punkttransformationen  zu  kennen,  deren  grösste  Untergruppen  gerade 
m  Parameter  weniger  enthalten  als  die  Gruppen  selbst.  Nach  Theorem  59 
ist  ja  die  dort  definirte  Gruppe  y  immer  eine  primitive  Gruppe  des 
m-fach  ausgedehnten  Raumes,  die  die  eben  geschilderte  Beschaffen- 
heit hat. 

Für  die  beiden  Fälle  m  =  2  und  m  =  3  sind  wir  nun  in  der 
Lage,  alle  primitiven  Gruppen  von  der  geschilderten  Beschaffenheit 
zu  kennen.  In  der  Ebene  giebt  es  nur  eine  r-gliedrige  primitive 
Gruppe,  die  keine  {r  —  l)-gliedrige  Untergruppe  enthält,  nämlich  die 


Allgemeines  über  Zusammensetzung.  691 

achtgliedrige  allgemeine  projective  Gruppe^  während  die  sechsgliedrige 
allgemeine  lineare  Gruppe  gewisse  fünfgliedrige  Untergruppen  enthält 
und  die  fünfgliedrige  specielle  lineare  Gruppe  gewisse  viergliedrige 
(s.  S.  35,  Theor.  5  u.  Kap.  5).  Andrerseits  giebt  es  im  gewöhnlichen 
dreifach  ausgedehnten  Räume  nur  drei  r-  gliedrige  primitive  Gruppen,  die 
keine  Untergruppen  mit  mehr  als  r  —  3  Parametern  enthalten,  nämlich  die 
fünfzehngliedrige  allgemeine  projective  Gruppe,  die  zehngliedrige  con- 
forme  Gruppe  und  endlich  die  mit  der  letztern  gleichzusammengesetzte 
projective  Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes  (s.  S.  139, 
Theor,  9,  Abschn.  I,  S.  569  u.  Abschn.  II,  S.  455).  Demnach  erhalten 
wir  aus  Theorem  59  ohne  Weiteres  noch  die  beiden  nachstehenden 
Theoreme*): 

Theorem  60.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r  —  2)- 
gliedrige  Untergruppe  Gr—^,  nicht  aher  eine  (r  —  1)- gliedrige 
Untergruppe^  so  ist  r  >  8  und  es  gieht  in  der  Gr—2  eine  (r  —  8)- 
gliedrige  Untergruppe,  die  in  der  Gr  invariant  ist.  Die  Zu- 
sammensetzung der  Gr  wird  durch  Relationen  von  der  Form: 

^  ;— 8  8 

(Y,  r,)  =^r  a^,^.,Xrf+^^  c,..s  r,/ 

1  1 

r  — 8 

L 
r  — 8 

(X,Xj)=2rlHjrXrf 


(19) 


1 
(,u,  V  =  1  .  .  .  8;     kj  =  l  .  ..r  —  S) 


bestimmt^  und  zwar   sind  hier  die  Cuvs   so  beschaffen^  dass  die 
Gleichungen: 

8 

(20)  {%%)  =2"  c,,,%f    (...,.  =  i...s) 

1 

die   Zusammensetzung    der  achtgliedrigen   allgemeinen   projec- 
tiven  Gruppe  der  Ebene  darstellen, 

Theorem  61.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  (r  — 3)- 
gliedrige  Untergruppe  Gr—z,  nicht  aber  eine  Untergruppe  mit 
mehr  als  r  —  3  Parametern,  so  ist  r  mindestens  gleich  10.  Es 
können  aber  zwei  Fälle  eintreten.  Entweder  nämlich  enthält 
die    Gr^3   eine   (r  —  10) -gliedrige    Untergruppe,   die    in  der    G, 


*)  Lie,  Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  134,  Theor.  VI  u.  VIT. 

44  = 
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invariant  istj  oder  sie  enthält  eine  (r  —  lb)-gliedrige  Unter- 
gruppe, die  in  der  Gr  invariant  ist.  Der  zweite  Fall  Icann  nur 
eintreten,  wenn  r  >  15  ist.  In  beiden  Fällen  wird  die  Zusam- 
mensetzung der  Gr  durch  Relationen  von  der  Form: 

r  —  n  « 

(7,,  r,.)  =^'  a„«X/-+^'  c,..,Y,f 

1  1 

r  —  n 

1 
r—n 


(21) 


1 

(// ,  1'  =  1  .  .  .  « ;   Tc,  j  ^=1  .  .  .r  —  n) 


bestimmt  und  zwar  ist  im  ersten  Falle  w  ===  10  und  die  Glei- 
chungen: 

n 

(22)  (?),.Dv)=^'c^v,§)./'   (...,»  =  1. .») 

stellen  die  Zusammensetzung  der  zehngliedrigen  projectiven 
Gruppe  eines  nicht  ausgearteten  linearen  Complexes  im  ge- 
wöhnlichen Rau7ne  dar,  im  zweiten  Falle  aber  ist  w  =  15  und 
die  Gleichungen  (22)  stellen  die  Zusammensetzung  der  fünf- 
zehngliedrigen  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  gewöhn- 
lichen Baumes  dar. 

Wir  wollen  hier  noch  einen  Satz  einschalten,  der  zwar  mit  den 
Sätzen  dieses  Paragraphen  in  keinem  directen  Zusammenhange  steht, 
der  aber  doch  insofern  etwas  mit  ihnen  gemein  hat,  als  er  von  einer 
invarianten  Untergruppe  einer  r-gliedrigen  Gruppe  handelt.  Der  Satz 
lautet*): 

Satz  12.  Ist:  X^f .  .  .  Xrf  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung: 

r 
{XiXi,yj=^^  dksXsf     0-,>t  =  l...r) 

1 
und  verschwinden  die  r  Äusdrücice: 


*)  Lie  hat  ihn  zuerst  veröffentlicht  in  Bd.  X  seines  norw.  Archivs  auf 
S.  86  ff.  Die  hier  benutzte  Beweismethode  hat  Lie  in  dem  Jahrbuche  über  die 
Fortschr.  d.  Math,  angegeben  (1884,  S.  325). 
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(23)  2J  ^''^ 


ik  =  i 


nicht  sämmtlich,  so  erzeugen  die  oo'— ^  infinitesimalen  Transformationen: 
EckXkfy  die  der  Bedingung: 

r  r 

(24)   ■  ^  ek^sckss  =  0 

genügen,    eine    (r  —  l)-glicdrige    invariante    Untergruppe    der    Gruppe: 

XJ...XrJ\ 

um  diesen  Satz  zu  beweisen,  betrachten  wir  die  adjungirte  Gruppe: 


1  ...r 


EJ=^Cjj,s 


df 


"^^J. 


{k=l  . 


der  Gruppe:  XJ.  .  .  Xrf.  Die  infinitesimalen  Transformationen  dieser 
adjungirten  Gruppe  sind  linear  und  homogen;  diejenigen  unter  ihnen, 
die  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  des  Raumes  e^  .  .  .  Cr 
augehören,  erzeugen  daher  eine  invariante  Untergruppe  der  adjungir- 
ten Gruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  574  f.).  Nun  aber  werden  die  infinitesi- 
malen Transformationen:  UUkEkf  der  adjungirten  Gruppe,  die  der 
speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  angehören,  augenscheinlich  durch 
die  Gleichunö;: 

r  r 

bestimmt.  Da  andrerseits  diese  infinitesimalen  Transformationen  eine 
invariante  Untergruppe  der  Adjungirten  erzeugen,  so  ist  klar,  dass  die 
Gleichung : 

r  r 

1    1 

die  nur  eine  andre  Form  der  Gleichung  (24)  ist,  bei  der  adjungirten 
Gruppe  invariant  bleibt.  Hieraus  endlich  geht  hervor,  dass  die  Glei- 
chung (24)  eine  (r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  GrÖppe: 
X^f .  .  Xrf  darstellt,  es  müsste  denn  sein,  dass  sie  sich  auf  0  =  0 
reducirte,  was  offenbar  nur  eintritt,  wenn  die  r  Ausdrücke  (23)  sämmt- 
lich  verschwinden. 

Wir  wollen  noch  erwähnen,  dass  für  eine  r-gliedrige  Gruppe,  die 
keine  (r  —  l)-gliedrige  invariante  Untergruppe  enthält,  die  r  Aus- 
drücke (23)  natürlich  alle  verschwinden  müssen.  Hieraus  folgt  zu- 
gleich, dass  eine  r-gliedrige  Gruppe  nur  dann  ihre  eigne  Derivirte  sein 
Tiann,  wenn  die  Ausdrücke  (23)  alle  gleich  Ntdl  sind. 
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§  134. 

Im  vorigen  Paragraphen  haben  wir  den  Fall  betrachtet,  dass  eine 
r-gliedrige  Gruppe  vorliegt,  deren  grösste  Untergruppen  (r  —  m)- 
gliedrig  sind,  und  haben  gezeigt,  dass  dann  jede  solche  (r  —  m)-glied- 
rige  Untergruppe  eine  kleinere  Untergruppe  enthält,  die  in  der  ganzen 
r-gliedrigen  Gruppe  invariant  ist.  Wir  wollen  jetzt  die  etwas  allge- 
meinere Annahme  machen,  dass  unsre  r-gliedrige  Gruppe  eine  solche 
(r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  enthält,  die  in  keiner  grösseren  Unter- 
gruppe der  r-gliedrigen  steckt.  Wir  werden  zeigen,  dass  .dann  unter 
gewissen  später  anzugebenden  Voraussetzungen  die  betreffende  (r  —  m)- 
gliedrige  Untergruppe  wieder  eine  invariante  Untergruppe  enthält;  es 
bleibt  dagegen  unentschieden,  unter  welchen  Bedingungen  die  in- 
variante Untergruppe  der  (r  —  m)  -  gliedrigen  zugleich  auch  in  der 
r-gliedrigen  invariant  ist. 

Wir  behandeln  wieder  den  Fall  m  =  1  zuerst  und  zwar  deshalb, 
weil  er  mit  ganz  elementaren  Hülfsmitteln  erledigt  werden  kann.  Im 
Falle  w=l  kommen  wir  nämlich  mit  der  Bildung  Jacobischer 
Identitäten  aus,  während  wir  für  m>l  einen  andern  Weg  einschlagen 
müssen. 

Für  m  ==  1  lautet  der  zu  beweisende  Satz   wie  folgt: 

Satz  13.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine  nicht  invariante 
{r—  \)-gliedrige  Untergruppe  Gr-i,  so  enthält  Gr-i  stets  eine  invariante 
(r  —  2)-gliedrige  Untergruppe.  Dasselbe  gilt  von  jeder  (r  —  l)-gliedri- 
gen  Untergruppe  der  Gry  die  innerhalb  Gr  mit  Gr-i  gleichberechtigt  ist. 

In  der  That,  es  seien  XJ,  .  .  Xr-if,  Yf  unabhängige  infinitesi- 
male Transformationen  der  Gr  und  XJ .  .  .  Xr-if  sei  die  nicht  in- 
variante Gr—i.     Dann  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

r— 1 

(25)  (XÄ)=^.c«.Z./-  (/,*  =  !. ...-1) 

1 

und  ausserdem  sind  die  r — 1  Ausdrücke  (Z,- F)  nicht  alle  von  Yf 
frei,  ^ir  können  uns  daher  XJ..,  Xr-if  immer  so  gewählt  denken, 
dass  {X,  r)  .  .  .  {Xr-2  Y)  von   Yf  frei  sind: 

r  — 1 

(25')  (X„r)=  ^'a,.X,f   (,.= 

1 

während  (Xr-iY)  das   Yf  enthält: 

r— 1 

(25")  {Xr-^Y)=Yf+^^I>,X,f. 

1 
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Dass  hier  der  Factor  von  Yf  auf  der  rechten  Seite  gleich  1  gesetzt 
werden  darf,  wie  wir  es  gethan  haben,  liegt  auf  der  Hand,  denn  man 
kann  ja  Xr—if  mit  jedem  beliebigen  endlichen  Factor  multipliciren. 
Wir  bilden  "jetzt  die  Identität  zwischen  X^,/*,  Xyf  und  Yf  für 
^,v=l...r  —  2: 

((X,X,)  Y)  +  ((X,  Y) X,)  +  ({YX,)  X)  EEH  0, 

berücksichtigen  aber  nur  das  Glied  mit  Yf  und  finden  so : 

Demnach  erzeugen  XJ.  . .  Xr-2f  eine  (r  —  2)-gliedrige  Gruppe.  Um 
nun  noch  zu  beweisen,  dass  diese  (r  —  2)-gliedrige  Gruppe  in  der 
Gr-ii  X^f.  .  .  Xr-^fi  Xr-if  invariaut  ist,  bilden  wir  für  fi  =  l...r  — 2 
die  Identität: 

((z,x_o  Y)  +  ((x._i  r)x,)  +  ((rz,)X_i)  =  o. 

Hier  liefert  der  Faktor  von  Yf  sofort:  c«,  r-i,  y—i=  0,  für  fi=  1  ...r  —  2, 
also  ist  die  Gruppe:  XJ...  X;-_ 2/"  wirklich  in  der  Gr-i  invariant. 
Daraus  aber  folgt,  dass  auch  jede  innerhalb  Gr  mit  Gr-i  gleich- 
berechtigte Untergruppe  eine  (r  — 2)-gliedrige  invariante  Untergruppe 
enthält;  unser  Satz  ist  also  bewiesen. 

Wir  betrachten  jetzt  den  allgemeinen  Fall.  Es  sei  Gr  eine  r-glied- 
rige  Gruppe  mit  einer,  (r  —  7n)-gliedrigen  Untergruppe  Gr-my  die  in 
keiner  grösseren  Untergruppe  von  Gr  steckt.  Um  den  Fall  m  =  1 
mitzunehmen,  müssen  wir  noch  die  Forderung  hinzufügen,  dass  für 
m  =  1  die  Gr^m  nicht  in  der  Gr  invariant  sei.  Für  m  >  1  ist  das 
überflüssig,  denn  es  ergiebt  sich  da  genau  so  wie  auf  S.  689,  dass 
Gr-m  weder  in  einer  grösseren  Untergruppe  von  Gr  noch  in  Gr  selbst 
invariant  sein  kann. 

Da  die  Gr-m  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  Gr  und  auch 
nicht  in  Gr  selbst  invariant  ist,  so  nimmt  die  (r  —  m  —  l)-fach  aus- 
gedehnte Mannigfaltigkeit  Er-m-i,  durch  die  Gr-m  in  dem  Br-i  der 
cjo^-^  infinitesimalen  Transformationen  von  Gr  abgebildet  wird,  bei 
der  adjungirten  Gruppe  von  Gr  gerade  00"*  verschiedene  Lagen  an 
(vgl.  S.  689),  es  giebt  also  innerhalb  der  Gr  gerade  oo'"  verschiedene 
mit  Gr-7n  gleichberechtigte  Untergruppen.  Dabei  sind  aber  zwei  ver- 
schiedene Fälle  denkbar.  Entweder  erfüllen  die  cx)"*  Lagen  von  E^-m-i 
den  ganzen  Br-i,  so  dass  durch  jeden  Punkt  von  allgemeiner  Lage 
in  dem  Er-i  eine  discrete  Anzahl  von  den  00"*  Lagen  vom  Er-m-i 
hindurchgeht,  oder  sie  erfüllen  den  Br-i  nicht,  sie  liegen  also  sämmt- 
lich    auf    einer   Mannigfaltigkeit   von   höchstens   r  —  2   Dimensionen. 
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Allerdings  ist  zu  bemerken,  dass  hier  für  m  =  1  der  zweite  Fall  über- 
haupt nicht  eintreten  kann. 

Ist  zunächst  m  =  1 ,  so  schneiden  sich  je  zwei  unendlich  benach- 
barte unter  den  oo^  Lagen  von  E^_2  in  einer  ebenen  (r  —  3)-fach 
ausgedehnten  Mannigfaltigkeit;  die  cxd^  Lagen  von  £^-2  besitzen  daher 
ein  ümhüllungsgebilde,  das  von  jeder  der  oo^  Lagen  von  E^_2  in  einer 
ebenen  (r  —  3) -fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  berührt  wird.  Da 
der  Inbegriff  der  oo^  Lagen  von  Er-2  bei  der  adjungirten  Gruppe  der 
Gr  invariant  bleibt,  so  muss  auch  dieses  ümhüllungsgebilde  bei  der 
adjungirten  Gruppe  invariant  bleiben.  Betrachten  wir  nun  insbeson- 
dere die  Untergruppe  der  Adjungirten,  die  durch  Er-2  abgebildet  wird. 
Diese  Untergruppe  lässt  Er-o  und  zugleich  das  vorhin  besprochene 
Umhüllungsgebilde  in  Ruhe,  folglich  lässt  sie  auch  die  ebene  (^~3)- 
fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  E^_3  in  Ruhe,  längs  der  Er-2  das 
Umhüllungsgebilde  berührt.  Hieraus  aber  ergiebt  sich  sofort,  dass 
Er-3  eine  (r  — 2)-gliedrige  invariante  Untergruppe  von  Gr-i  darstellt. 
Ebenso  giebt  es  natürlich  in  jeder  der  cxj^  Untergruppen  von  Gr,  die 
innerhalb  Gr  mit  Gr-i  gleicTiberechtigt  sind,  eine  (r  ~  2)-gliedrige 
invariante  Untergruppe. 

Damit  sind  wir  wieder  zu  dem  Satze  13,  S.  694  gelangt,  wir 
haben  aber  jetzt  diesen  Satz  in  einer  neuen  Weise  abgeleitet,  in  einer 
Weise,  die  auch  für  m  >  1  anwendbar  ist. 

In  der  That,  gelingt  es  uns  auch  für  m>  1  nachzuweisen,  dass 
die  oü™  Lagen  von  Er-m~i  ein  Umhüllungsgebilde  besitzen,  so  können 
wir  dieselben  Ueberlegungen  anstellen  wie  für  m  =  l.  Dieses  Um- 
hüllungsgebilde bleibt  nämlich  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant 
und  hat  mit  jeder  der  oo"^»  Lagen  von  Er-m-i  eine  krumme  oder  ebene 
Mannigfaltigkeit  gemein,  die  mindestens  aus  einem  Punkte  besteht 
und  andrerseits  höchstens  (r  -- m  —  2) -fach  ausgedehnt  ist.  Ist  diese 
Mannigfaltigkeit  eben,  so  ergiebt  sich  wie  vorhin,  dass  jede  der  c»'" 
Untergruppen  von  Gr,  die  innerhalb  Gr  mit  Gr-m  gleichberechtigt  sind, 
eine  invariante  Untergruppe  enthält,  die  höchstens  (r  — m  — l)-gliedrig 
ist,  die  aber  andrerseits  auch  nicht  blos  aus  der  identischen  Transfor- 
mation besteht. 

Es  fragt  sich  jetzt  nur  noch,  unter  welchen  Bedingungen  die  cx)'" 
Lagen  unsrer  Er-m-i  ein  derartiges  Umhüllungsgebilde  besitzen.  Wir 
werden  nachher  zeigen,  dass  sie  wenigstens  immer  dann  eines  besitzen, 
wenn  der  erste  der  beiden  oben  unterschiedenen  Fälle  eintritt,  wenn 
also  die  oo™  Lagen  von  Er-m-i  den  ganzen  Br-i  erfüllen.  Wir 
wollen  daher  jetzt  gleich  das  Theorem  aussprechen,  das  sich  hieraus 
durch  Verbindung  mit  den  obigen  Betrachtungen  ergiebt: 
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Theorem  62*).  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  eine 
(r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  Gr—m,  die  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  Gr  stecM  und  ist  diese  Untergruppe  ausserdem 
so  beschaffen^  dass  jede  infinitesimale  Transformation  von 
allgemeiner  Lage  der  Gr  mindestens  einer  (r  —  m)-gliedrigen 
Untergruppe  von  Gr  angehört,  die  innerhalb  der  Gr  mit  Gr—m 
gleichberechtigt  ist^  so  enthält  Gr  eine  Schaar  von  infinitesi- 
malen Transformationen,  die  bei  der  adjungirten  Gruppe  der 
Gr  invariant  bleibt  und  die  mit  Gr—m  mindestens  eine  tmd 
höchstens  oo^— ™— ^  infinitesimale  Transformationen  gemein  hat. 
Bilden  die  infinitesimalen  Transformationen^  die  Gr—m  vnit 
dieser  Schaar  gemein  hat,  eine  ebene  Manotigfaltiglceit,  so  er- 
zeugen sie  eine  invariante  Untergruppe  von  Gr—m-  Entsprechen- 
des gilt  von  jeder  innerhalb  Gr  mit  Gr—m  gleichberechtigten 
Untergruppe. 

Wir  müssen  jetzt  noch  zeigen,  dass  die  oo'"  Lagen  von  E,.—m—i 
unter  der  oben  gemachten  Voraussetzung  wirklich  immer  ein  Umhül- 
lungsgebilde besitzen.  Wir  thun  das,  indem  wir  den  folgenden  allge- 
meinen Satz  beweisen,  der  an  und  für  sich  von  grossem  Interesse  ist 
und  der  in  dieser  Allgemeinheit  neu  sein  dürfte**): 

Satz  14.  Hat  man  in  einem  (n  +  l)-fach  ausgedehnten  Kaume 
Pin-\-i  eine  Schaar  von  oo™+i  (n  —  m)-fach  ausgedehnten  ebenen  Man- 
nigfaltig'keiten  und  ist  diese  Schaar  so  beschaffen,  dass  sie  den  ganzen 
Baum  erfüllt,  dass  also  durch  jeden  Funkt  von  allgemeiner  Lage  eine 
discrete  Anzahl  von  Mannigfaltigkeiten  hindurchgeht,  so  besitzt  diese 
Schaar  immer  ein  Umhüllungsgebilde,  das  mit  jeder  Mannigfaltigkeit  M 
der  Schaar  eine  krumme  oder  ebene  Mannigfaltigkeit  M'  gemein  hat  und 
das  jedesmal  von  M  längs  der  Mannigfaltigkeit  M'  in  einem  gewissen 
Sinne  berührt  wird. 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,'  wählen  wir  ^,  x^  .  .  .  Xn  zu  recht- 
winkligen Coordinaten    der  Punkte    des  BnJ^i   und    zwar,    was    immer 

*)  Für  m  =  1  geht  dieses  Theorem  in  den  Satz  13  auf  S.  694  über,  nur 
stellt  es  die  Existenz  einer  invarianten  Untergruppe  der  G^_^  nicht  so  unbedingt 
fest  wie  jener  Satz.  Dass  wir  in  das  Theorem  nicht  die  Voraussetzung  mit 
aufgenommen  haben,  die  G^_^^^  solle  für  m  =  1  nicht  in  der  G^  invariant  sein, 
hat  darin  seinen  Grund,  dass  diese  Voraussetzung  durch  die  später  in  dem 
Theoreme  gemachten  Voraussetzungen  vollständig  ersetzt  wird. 

**)  Dieser  Satz  ist  eine  Verallgemeinerung  des  längst  bekannten  Satzes,  dass 
im  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Kaume  jede  Schar  von  oo^  Geraden,  die 
den  ganzen  Raum  erfüllt,  eine  Brennfigur  besitzt,  also  entweder  eine  Brennfläche 
oder  eine  Brenncurve  oder  einen  Brennpunkt. 
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möglich  ist,  derart,  dass  nicht  alle  Mannigfaltigkeiten  unsrer  Schaar 
der  z-Axe  parallel  sind.  So  wird  die  Schaar  durch  Gleichungen  von 
der  Form: 


(26) 


=  Xf    (lm  +  kOC\n-^k  +  C, 


1 
n  —  m 


1 

(jU  =  1  .  .  .  m) 


dargestellt,  wo  die  a  und  h  gewisse  Functionen  von  m  -\-  1  Para- 
metern %  .  . .  M,„_j_i  sind  und  für  allgemeine  Werthe  dieser  Parameter 
endlich  bleiben. 

Unser  Verfahren  besteht  nun  darin,  dass  wir  die  Schaar  der 
{n  —  m)-fach  ausgedehnten  Punktmannigfaltigkeiten  {2Q)  als  eine 
Schaar  von  Elementmannigfaltigkeiten  des  J?„+i  auffassen  und  sie 
durch  eine  Berührungstransformation  des  i^^+i  in  eine  Schaar  von 
Elementmannigfaltigkeiten  überführen,  die  aus  lauter  ?^-fach  ausge- 
dehnten Punktmannigfaltigkeiten  besteht. 

Als  Elementmannigfaltigkeit  des  i?„_fi  aufgefasst  wird  die  Punkt- 
mannigfaltigkeit (26)  durch  die  ^  +  1  Gleichungen: 


(27) 


«  —  iit, 

S  =^^  arr,^j,X,u+k  +  C 
1 
n  —  ni 


Pm+J  =  G.-m-{-j 


S  ^"^•^^^' 


j^         (/ii  ==  1  .  . .  7n;  j  =  1  .  .  .  n  —  in) 

dargestellt  (s.  Abschn.  II,  S.  103  ff.).     Führen   wir  auf  diese  Element- 
mannigfaltigkeit die  Berührungstransformation: 


(28) 


P^c 


Xy    = 


Pv)      Pv  ^\ 


X,n-\-k  ^in-\-kj      Pin-\-k  Pni-\-k 

{y  =  1  .  .  .  m\    k  =  1  .  .  .n  —  in) 


aus  (a.  a.  0.  S.  115  f.),  so  erhalten  wir  eine  Elementmannigfaltigkeit, 
die  als  Punktmannigfaltigkeit  n-fach  ausgedehnt  ist  und  durch  die 
Gleichung: 
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(29) 


iii,      II,  —  III,  II, 


dargestellt  wird.  Unsre  Berührungstransformation  (28)  führt  also  die 
QQ'n-\-i  (j^  —  w^)-fach  ausgedehnten  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (26)  in 
oo™+i  w-fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades  über. 

Yon  der  Schaar  (29)  lässt  sich  nun  nachweisen,  dass  sie  im  All- 
gemeinen eine  im  Endlichen  liegende  ümhüllungsmannigfaltigkeit 
besitzt.  In  der  That,  die  ümhüllungsmannigfaltigkeit  der  Schaar  (29) 
wird  erhalten,  wenn  man  it-^  .  .  .  Um-}.i  aus  (29)  mit  Hülfe  der  Glei- 
chungen : 

im     n  —  m  „  n 

Z" 2,'  -Wir  *"*■'«+*  +Z'  du. *'  +  1^  =  ^ 
1         1  *  1  «  * 

{i=l...m  +  1) 

wegschafft.  Soll  daher  eine  im  Endlichen  liegende  ümhüllungsmannig- 
faltigkeit vorhanden  sein,  so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die 
m  +  1  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades  (30)  sich  für  allgemeine 
Werthe  der  u  in  einer  im  Endlichen  liegenden  Mannigfaltigkeit  schnei- 
den. Das  aber  tritt  dann  und  nur  dann  ein,  wenn  in  dem  ebenen 
Bündel  von  oo"*  Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades,  das  durch  die 
m  +  1  Mannigfaltigkeiten  (30)  bestimmt  wird,  die  unendlich  ferne 
n-fach  ausgedehnte  Ebene  des  Bn+i  nicht  doppeltzählend  vorkommt, 
wenn  also  nicht  alle  (m  -j-  1)- reihigen  Determinanten   der  Matrix: 


(31) 


dh 


l-i  Je 


du^ 


^-t-i 


da^ 


(k  =  l 


.  m;    TT  =  1 ...  w) 


identisch  verschwinden. 

Nehmen  wir  daher  an,  dass  nicht  alle  (m  +  1)- reihigen  Deter- 
minanten dieser  Matrix  identisch  verschwinden,  so  ist  sicher,  dass  die 
00"*+ 1  Mannigfaltigkeiten  (29)  eine  im  Endlichen  liegende  ümhüllungs- 
mannigfaltigkeit besitzen.  Es  ist  zugleich  klar,  dass  diese  ümhül- 
lungsmannigfaltigkeit nicht  aus  lauter  Parallelen  zur  ^-Axe  besteht, 
dass  sie  also  als  Elementmannigfaltigkeit  aufgefasst  durch  die  Element- 
coordinaten  /,  ^r/  .  .  .  Xn,  l\  •  •  •  JP«  darstellbar  ist.  Führen  wir  endlich 
auf  diese  ümhüllungsmannigfaltigkeit  die  Berührungstransformation 
(28)  rückwärts  aus,  so  erhalten  wir  eine  im  Endlichen  gelegene  Man- 
nigfaltigkeit, die  von  allen  cx)"^+i  ebenen  Mannigfaltigkeiten  [2^)  um- 
hüllt wird. 
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Jetzt  bleibt  noch  der  Fall  übrig,  dass  alle  (m  +  1)- reihigen 
Determinanten  der  Matrix  (31)  identisch  verschwinden.  Tritt  dieser 
Fall  ein,  so  sind  die  m  -\-  1  Parameter  ii^  .  .  .  Um+i  iii  den  Coeffi- 
cienten : 

atj    b^uk     (.t  =  l...n;    /t=l...m;    k  =^  l  .  .  .  n  -  m) 

augenscheinlich  nicht  wesentlich,  die  Schaar  der  oo'"+^  ebenen  Man- 
nigfaltigkeiten (26)  schneidet  daher  auf  der  unendlich  fernen  w-fach 
ausgedehnten  Ebene  des  Rn+i  nicht  eine  Schaar  von  oo"*+i,  sondern 
höchstens  eine  Schaar  von  oo^"  ebenen  Mannigfaltigkeiten  aus.  Hier- 
aus folgt,  dass  diese  unendlich  ferne  Ebene  der  Schaar  (26)  gegen- 
über keine  allgemeine  Lage  besitzt.  Verlegt  man  daher  durch  eine 
geeignete  projective  Transformation  die  unendlich  ferne  w-fach  aus- 
gedehnte Ebene  des  I?„-|_i  ins  Endliche,  so  kann  man  immer  den  hier 
betrachteten  besonderen  Fall  auf  den  allgemeinen  zurückführen,  dass 
nicht  alle  {m  -\-  1)- reihigen  Determinanten  der  Matrix  (31)  identisch 
verschwinden. 

Die  (X)"'+i  ebenen  Mannigfaltigkeiten  (26)  besitzen  also  immer 
ein  Umhüllungsgebilde.  Jede  Mannigfaltigkeit  M  der  Schaar  (26)  hat 
mit  diesem  Umhüllungsgebilde  eine  krumme  oder  ebene  Mannigfaltig- 
keit M'  gemein.  Fasst  man  nun  M  und  das  Umhüllungsgebilde  als 
Elementmannigfaltigkeiten  des  i?„_i_i  auf,  so  berührt  31  das  Umhül- 
lungsgebilde längs  der  Mannigfaltigkeit  3I\  das  heisst  die  beiden 
Elementmannigfaltigkeiten:  M  und  das  Umhüllungsgebilde  haben  in 
jedem  Punkte  von  M'  mindestens  ein  Element  des  Rn+i  gemein. 
Dagegen  ist  nicht  nöthig,  dass  M  im  althergebrachten  Sinne  eine 
Tangentialebene  des  Umhüllungsgebildes  ist. 

Unser  Satz  ist  demnach  bewiesen.  Wir  erwähnen  noch,  dass  die 
hier  benutzte^  Methode  auch  dann  noch  anwendbar  bleibt,  wenn  man 
im  Bn+i  eine  Schaar  von  00™+^  (n  —  m)-fach  ausgedehnten  algebrai- 
schen Mannigfaltigkeiten  hat,  die  den  ganzen  Raum  erfüllt.  Während 
aber,  wenn  diese  Schaar  aus  ebenen  Mannigfaltigkeiten  besteht,  immer 
eine  Umhüllungsraannigfaltigkeit  existirt,  lässt  sich,  wenn  die  Schaar 
aus  beliebigen  algebraischen  Mannigfaltigkeiten  besteht,  nur  zeigen, 
dass  im  Allgemeinen  eine  Umhüllungsmannigfaltigkeit  vorhanden  ist*). 

*)  Man  vgl.  hierzu  die  Abhandlung  von  Lie  über  part.  Diffgl.  1.  0.  in 
Bd.  9  der  Math.  Ann.  Dort  entwickelt  Lie  auf  S.  264—268  allgemeine  Sätze 
über  die  Existenz  von  ümhüllungsgebilden  einer  Schaar  von  Elementmannigfaltig- 
keiten des  (n  -{-  l)-fach  ausgedehnten  Raumes.  Unser  Satz  14  geht  nur  insofern 
weiter,  als  er  ausspricht,  dass  unter  den  darin  gemachten  Voraussetzungen  immer 
eine  Umhüllungsfigur  auftritt,  während  aus  den  Entwicklungen  in  Bd.  9  der  Ann. 
nur  folgt,  dass  unter  den  Voraussetzungen  unsers  Satzes  im  Allgemeinen  eine 
solche  Umhüllungsfigur  vorhanden  ist. 
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§  135. 

Auf  den  SS.  300 — 305  von  Absclm.  I  haben  wir  untersucht,  was 
für  verschiedene  Zusammensetzungen  eine  Gruppe  haben  kann^  die  mit 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  Gr  von  bekannter  Zusammensetzung  mero- 
edrisch  isomorph  ist*).  Wir  fanden,  dass  es  ebensoviele  Zusammen- 
setzungen dieser  Art  giebt,  als  die  Gr  invariante  Untergruppen  ent- 
hält, und  dass  die  Zusammensetzung  jeder  m-gliedrigen  mit  der  Gr 
meroedrisch  isomorphen  Gruppe  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  allen 
Transformationen  einer  ganz  bestimmten  (r  —  m)-gliedrigen  invarianten 
Untergruppe  der  Gr  die  identische  Transformation   entsprechen  lässt. 

Waren: 

r 

1 
die  Gleichungen  für  die  Zusammensetzung  der  Gr  und  waren: 

r 

^^haJcXjJ       Uc  =  l...r-m} 
1 

unabhängige  infinitesimale  Transformationen  einer  (r  —  m)-gliedrigen 
invarianten  Untergruppe  der  Gry  so  fand  man  die  durch  diese  invariante 
Untergruppe  bestimmte  Zusammensetzung  m-gliedriger  mit  der  Gr 
meroedrisch  isomorpher  Gruppen  folgendermassen :  Man  drückte  vermöge 
der  Gleichungen: 

1 

r  ~  m  von 'den    infinitesimalen  Transformationen:    '^-^f   .  .  ^rf  durch 

*)  Sind  die  beiden  Gruppen:  A  und  5  isomorph  und  sind  ebenso  die  beiden 
Gruppen:  B  und  C  isomorph,  so  folgt  daraus  keineswegs,  dass  auch  A  und  G 
isomorphe  Gruppen  sind;  ein  derartiger  Schluss  wäre  nur  dann  erlaubt,  wenn  der 
Isomorphismus  beide  Male  holoedrisch  wäre.  Man  sieht  hieraus,  dass  der  allge- 
meine Begriff  des  Isomorphismus  kein  Gleichheitsbegriff  ist,  denn  es  fehlt  ihm  das 
wesentliche  Merkmal  eines  solchen,  nämlich  die  Möglichkeit,  bei  Vergleichuug 
isomorpher  Gruppen  isomorphe  Gruppen  durch  isomorphe  Gruppen  zu  ersetzen. 
Um  dieser  Eigenschaft  des  Begriffes  Isomorphismus  gerecht  zu  werden,  muss  man 
in  der  Ausdrucksweise  besonders  vorsichtig  sein;  man  darf  daher ^  ivenn  man  von 
zwei  meroedrisch  isomorphen  Gruppen  spricht,  nur  sagen,  dass  die  kleinere  dieser 
beiden  Gruppen  mit  der  grösseren  meroedrisch  isomorph  ist,  nicht  aber  dass  die 
grössere  mit  der  Meineren  meroedrisch  isomorph  ist  i'hut  man  das,  so  sind  Miss- 
verständnisse ausgeschlossen.  Leider  haben  wir  es  bei  der  Einführung  des  Be- 
griffes Isomorphismus  (s.  Abschn.  I,  S.  292  f.)  ver/aumt,  darauf  hinzuweisen,  doch 
glauben  wir,  dass  wir  uns  in  allen  besondem  Fällen,  wo  isomorphe  Gruppen  auf- 
treten, in  der  richtigen  Weise  ausgedrückt  haben. 
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die  m  übrigen  aus  und  setzte  die  gefundenen  Wertlie  in  die  Glei- 
chungen: 

r 

(dciik)  =^'  Cik.xj  ('.  '^- = 1 .  •  •  '•) 

1 

ein,  die  so  entstehenden  Relationen  zwischen  jenen  m  der  infinitesi- 
malen Transformationen:  \f...'^rf  stellten  die  gewünschte  Zusam- 
mensetzung dar. 

Ist  die  r-gliedrige  Gruppe  Gr  einfach,  so  giebt  es  nur  eine  mit 
ihr  meroedrisch  isomorphe  Gruppe,  die  nämlich,  die  blos .  aus  der 
identischen  Transformation  besteht.  Ist  dagegen  Gr  nicht  einfach*), 
so  giebt  es  auch  Gruppen,  die  meroedrisch  isomorph  mit  ihr  sind, 
ohne  auf  die  identische  Transformation  zusammenzuschrumpfen.  Es  liegt 
nahe  zu  fragen,  ob  eine  solche  mit  der  Gr  meroedrisch  isomorphe 
Gruppe  einfach  sein  kann  und  unter  welchen  Bedingungen  sie  es  ist. 

Um  diese  Frage  zu  beantworten,  wollen  wir  uns  der  Einfachheit 
wegen  die  infinitesimalen  Transformationen  unsrer  Gr  so  gewählt 
denken,  dass:  Xm-^if .  .  .  Xrf  eine  (r  —  m)-gliedrige  invariante  Unter- 
gruppe erzeugen.  Die  Gleichungen  für  die  Zusammensetzung  der  Gr 
haben  dann  die  Form: 

rn  r  —  m 

(XuX,,)  =^'  Cf,rsXJ  +^    C^,r,m-\-tX^i  +  tf 
1  1 

r  —  m 

{Xf,  Xm  +  k)  ==  Xf  Cfi ,  m  +  k,  m  +  t^m-^tf 

1 
1 — in 

(Xm^hXm^j)  =  xf  <^m-\-Tc,m-\-j.m  +  t^m-\-tf 


(32) 


1 
(^< ,  r  =  1  .  .  .  r/i ;    ^,  i  =  1  .  ,  . ,  r  —  m) 


und  die  durch  unsre  invariante  Untergruppe  bestimmten  m-gliedrigen 
mit  der  Gr  meroedrisch  isomorphen  Gruppen  haben  die  Zusammen- 
setzung: 

m 
(33)  (36^t3£r)  =X/^/'V33£/     (/^i'  =  l...m). 

1 

*)  Wir  haben  zwar  nach  dem  Vorgange  der  Substitutionentheorie  auf  S.  264 
von  Abschn.  I  für  die  nicht  einfachen  Gruppen  die  Benennung  „zusammengesetzt" 
eingeführt,  es  dürfte  jedoch  das  Beste  sein,  von  dieser  Benennung  keinen  Ge- 
brauch zu  machen,  sondern  sowohl  bei  continuirlichen  als  bei  discontinuirlichen 
Gruppen  die  ausdrucksvollere  und  überdies  kürzere  Bezeichnung  „nicht  einfach" 
anzuwenden. 
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Sind  nun  die  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  (33)  nicht  einfach, 
so  enthalten  sie  invariante  Untergruppen,  die  nicht  blos  aus  der 
identischen  Transformation  bestehen,  und  wir  können  annehmen,  dass: 
^i+if .  .  .  ?^mf  (0<?<m)  eine  solche  invariante  Untergruppe  erzeugen. 
Dann  aber  erzeugen  offenbar:  Xi^if .  .  .  Z,,/,  Xm+if .  •  .  Xrf  eine 
(r  — Q-gliedrige  invariante  Untergruppe  der  Gr  und  die  (r  — m)-glied- 
rige  invariante  Untergruppe:  Xm+if...Xrf  der  Gr  steckt  in  dieser 
(r  —  Q-gliedrigen.  Ist  andrerseits  die  invariante  Untergruppe:  Xm  +  if 
.  .  .  Xrf  der  Gr  in  einer  grösseren  invarianten  Untergruppe  der  Gr 
enthalten,  etwa  in  der  (r  —  Ä)-gliedrigen:  X^^if,..  Xrf  (p<h<:m), 
so  erzeugen  augenscheinlich:  7in+if .  •  .'(imf  eine  (m  —  7i)-gliedrige 
invariante  Untergruppe  einer  jeden  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(33)  und  diese  Gruppen  sind  daher  sicher  nicht  einfach.  Hieraus 
ergiebt  sich,  dass  die  Antwort  auf  die  oben  gestellte  Frage  folgende 
Fassung  erhalten  kann: 

Satz  15.  Eine  m-gliedrige  Gruppe  Gm,  die  mit  einer  gegebenen 
r-gliedrigen  Gruppe  Gr  (r  >  m)  meroedrisch  isomorph  ist,  ist  stets  dann 
aber  auch  nur  dann  einfach ,  wenn  ihre  Zusammensetzung  aus  der  Zu- 
sammensetzung der  Gr  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  einer  solchen 
(r  —  m)-gliedrigen  invarianten  Untergruppe  der  Gr,  die  in  Iceiner  grösse- 
ren invarianten  Untergruppe  der  Gr  steclä,  die  identische  Transformation 
entsprechen  lässt. 

Der  eben  gefundene  Satz  erlaubt  uns  aus  der  Zusammensetzung 
jeder  r-gliedrigen  Gruppe  die  Zusammensetzungen  einer  Reihe  von 
einfachen  Gruppen  abzuleiten. 

In  der  That  ist  G  eine  r-gliedrige  Gruppe,  so  können  wir  uns 
eine  Reihe  von  Untergruppen:  (S^^,  ©g?  ®3  •  •  •  der  Gruppe  G  derart 
ausgewählt  denken,  dass  ^^  in  G  invariant  ist,  aber  in  keiner  grösse- 
ren invarianten  Untergruppe  von  G  steckt  und  dass  jedes  (3k  +  i  in 
(^k  invariant  ist,  aber  in  keiner  grösseren  invarianten  Untergruppe 
von  Q^k  steckt.  Dann  liefert  ©^  die  Zusammensetzung  einer  einfachen 
mit  G  isomorphen  Gruppe,  ferner  bestimmt  ^^  die  Zusammensetzung 
einer  einfachen  mit  (5J^  isomorphen  Gruppe,  und  so  fort.  Kurz  wir 
erhalten  wirklich  die  Zusammensetzungen  einer  Reihe  von  einfachen 
Gruppen;  sind  die  Gliederzahlen  der  Gruppen:  @i,  ^2  •  •  •  <^er  Reihe 
nach  gleich:  tj,  tg...,  so  haben  die  Gliederzahlen  dieser  einfachen 
Gruppen  der  Reihe  nach  die  Werthe:   r  —  h:  ^1  —  h,  h  —  h^ 

Da  die  Zahl  r  endlich  ist  und  da  jede  der  Zahlen:  r,  tj,  tg  .  .  . 
kleiner  ist  als  die  vorhergehende,  so  muss  die  Reihe  der  Gruppen  @a 
einmal   abbrechen   und  zwar   muss   die   letzte,   etwa  (55^  blos  aus  der 
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identischen  Transformation  bestehen,  während  die  vorletzte,  ^^^^-i  ein- 
fach ist.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Reihe  der  eben  definirten  ein- 
fachen Gruppen  einmal  abbricht,  man  erhält  im  Ganzen  m  solche 
einfache  Gruppen,  deren  Gliederzahlen  zusammengenommen  gleich  der 
Gliederzahl  r  von  G  sind  und  zwar  ist  die  letzte  dieser  Gruppen 
offenbar  mit  ®m— i  gleichzusammengesetzt.  Ist  G  selbst  schon  einfach, 
so  hat  natürlich  m  den  Werth  1. 

Wir  wollen  die  Reihe  der  Gruppen:  G,  @i,  @2  •  •  •  als  eine  Nor- 
malreihe von  Untergruppen  der  Gruppe  G  bezeichnen.  Solcher  Nor!nal- 
reihen  giebt  es  im  Allgemeinen  mehrere;  denn  schon  ^j  braucht  nicht 
die  einzige  invariante  Untergruppe  von  G  zu  sein,  die  in  keiner 
grösseren  invarianten  Untergruppe  von  G  steckt.  Entsprechendes  gilt 
von  ßjg  in  Bezug  auf  ^^ ,  von  ^g  in  Bezug  auf  %^  und  so  weiter. 
Man  sieht  also,  dass  man  im  Allgemeinen  mehrere  verschiedene  Nor- 
malreihen von  Untergruppen  der  Gruppe  G  herstellen  kann. 

So  verschieden  nun  auch  alle  diese  Normalreihen  von  einander 
sein  mögen,  so  lassen  sich  doch  gewisse  Eigenschaften  angeben,  die  allen 
Normalreihen  von  Untergruppen  der  Gruppe  G  gemeinsam  sind.  Eine 
dieser  Eigenschaften   bildet    den  Inhalt  des  nachstehenden  Theorems: 

Theorem  63*).  Es  sei  G  eine  r-gliedrige  Gruppe  und  G, 
^1,  @2  •  •  •  ^^^  ^^^^  Normalreihe  von  Untergruppen  von  (r,  ausser- 
dem mögen  mit  t^,  U,  I^  . .  .  gewisse  zu  dieser  Normalreihe  ge- 
hörige positive  ganze  Zahlen  bezeichnet  werden,  die  folgender- 
massen  definirt  sind:  I^  ist  der  Unterschied  zwischen  der  Glie- 
derzahl von  G  und  der  Gliederzahl  einer  solchen  möglichst 
grossen  in  G  enthaltenen  Untergruppe,  in  der  %^  stecM,  Ig  ^^^ 
der  Unterschied  zwischen  der  Gliederzahl  von  @i  und  der 
Gliederzahl  einer  solchen  möglichst  grossen  in  @i  enthaltenen 
Untergruppe,  in  der  %c^  stecht,  und  so  fort.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen sind  die  Zahlen:  l^,  I.^  .  .  .,  wenn  man  von  ihrer 
Reihenfolge    albsieht,    ganz    von    der    Wahl    der    Normalreihe: 


*)  In  der  Substitutionentheorie  kennt  man  das  entsprechende  Theorem  schon 
längst  (s.  Camille  Jordan,  traite  des  substitutions ,  Paris  1870)  und  gerade 
durch  den  betreffenden  Jordan  sehen  Satz  ist  Lie  auf  das  Theorem  63  geführt 
worden;  es  ist  das  übrigens  der  einzige  Fall,  in  dem  Lie  einen  Satz  über  end- 
liche continirliche  Gruppen  unmittelbar  durch  Uebertragung  aus  der  Substitutio- 
nentheorie gefunden  hat. 

Lie  hat  den  Inhalt  des  Theorems  63  im  August  1888  in  den  Abhandl.  der 
Leipz.  Ges.  d.  Wiss.  ohne  Beweis  veröffentlicht  (Bd.  14,  S.  562).  Ein  ausgeführter 
Beweis  des  Theorems  ist  zuerst  auf  directe  Veranlassung  Lies  von  Vessiot  in 
seiner  These  gegeben  worden  (s.  Ann.  de  l'Ecole  Normale,  1892,  S.  203—206). 
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Gj  ©1,  @2  . .  .  unabhängig;  mit  andern  Worten:  Ist:  Gj  F^,  Tg,... 
irgend  eine  andre  Normalreihe  von  Untergruppen  von  G  und 
sind:  A^,  A2  .  .  .  die  0u  dieser  Normalreihe  gehörigen  ganzen 
Zahlen^  die  ebenso  definirt  sind,  wie  vorhin:  I^,  Ig  .  .  .,  so  kommt 
jede  Zahl  der  Beihe:  I^,  l^  .  , .  auch  in  der  Beihe:  l^,  l^  .  .  .  vor 
und  zwar  in  beiden  Beihen  gleich  oft. 

Unser  Theorem  ist  bewiesen,  sobald  es  uns  gelingt,  seine  Rich- 
tigkeit für  zwei  beliebige  Normalreihen:  G,  (55^,  %^  .  .  .  und:  G,  F^, 
1^2  ..  .  darzuthun.  Dabei  können  wir  offenbar  voraussetzen,  dass  die 
beiden  Untergruppen:  ^^  und  T^  von  einander  verschieden  sind. 

Wir  wollen  zunächst  den  besondern  Fall  erledigen,  dass  ©^  und 
ri  keine  infinitesimale  Transformation  gemein  haben. 

Tritt  dieser  Fall  ein  und  sind:  'QJ...%J  die  infinitesimalen 
Transformationen  von  ^^  und:  \J.,.  Y^J  die  von  F^,  so  verschwin- 
den nach  Abschn.  I,  S.  264,  Satz  11  alle  ^Ausdrücke:  (g),Y,)  identisch, 
die  r^  +  ^^  von  einander  unabhängigen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen : 

erzeugen  mithin  eine  (tj  +  ()i)-gliedrige  Untergruppe  von  G,  die 
augenscheinlich  in  G  invariant  ist  und  sowohl  ©^  als  F^  enthält.  Da 
nun  aber  weder  (3^  noch  T^  in  einer  grösseren  invarianten  Untergruppe 
von  G  steckt,  so  muss  diese  Gruppe  mit  G  zusammenfallen,  es  muss 
also  v^  +  Q^  =  r  sein.  Zugleich  ergiebt  sich,  dass  (^^  und  Tj  einfach 
sind;  denn  wäre  zum  Beispiel:  YJ,..Y,f  (0<h<Q,)  eine  invariante 
Untergruppe  von  F^,  so  wäre: 

im  Widerspruch  mit  unsern  Voraussetzungen  eine  invariante  .Unter- 
gruppe von  G,  in  der  ©^  steckte.  Hieraus  folgt,  dass  in  unserm  Falle 
@2  und  Tg  blos  aus  der  identischen  Transformation  bestehen  und  dass 
jede  der  beiden  Zahlenreihen:  t,,  l^  -  -  und:  A^,  A^  .  .  .  blos  zwei 
Zahlen  enthält.  Wir  können  sogar  schliessen,  dass  in  unserm  Falle 
die  beiden  Reihen:  G,  (3„  (3,  und  G,  F,,  F,  die  einzigen  Normal- 
reihen von  Untergruppen  von  G  sind,  denn  @,  und  F,  sind  augen- 
scheinlich die  einzigen  invarianten  Untergruppen  von  G,  die  nicht 
blos  aus  der  identischen  Transformation  bestehen. 

Ist  jetzt:  Y^f. .  .  Yyf  (k  <  q^)  eine  Untergruppe  von  T^  mit  mög- 
lichst vielen  Parametern  und:  dif  - -- W  fl  <  r  J  eine  Untergruppe 
von  @j  mit  möglichst  vielen  Parametern,  so  ist  offenbar: 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.    III.  45 
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eine  möglichst  grosse  Untergruppe  von  G,  in  der  (3^  steckt  und: 

ist  eine  möglichst  grosse  Untergruppe  von  G,  in  der  F^  steckt.    Wir 

finden  daher: 

(^  ==  r  —  (ti  +  ;c)  =  (>i  —  X,     U  ===  ^1  ~~  ^ 
und: 

Ai  =  r  —  (^1  +  !)  =  ti  —  i,     A2  =  (>i  —  3c, 

damit  ist  aber  offenbar  die  Richtigkeit  unsers  Theorems  für  den  be- 
trachteten besondern  Fall  erwiesen. 

Nunmehr  wollen  wir  annehmen,  dass  ^^  und  F^  eine  gewisse 
Anzahl,  etwa  gerade  h  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
gemein  haben,  so  dass  also  (3^  auf  die  Form: 

^J...  %,-,/,     ZJ...Znf 
gebracht  werden  kann  und  F^  auf  die  Form: 

Yj.,,r,^-,f,   zj...Znf, 

wo  die  ^f  und  Y/  von  einander  unabhängig  sind.  Unter  diesen  Vor- 
aussetzungen erzeugen:  ZJ'.  .  .  Z^f  eine  invariante  Untergruppe  H  von 
G  (s.  Abschn.  I,  S.  264,  Satz  10).  Ausserdem  lassen  sich  alle  {%yj) 
aus  ZJ.  .  .  Z// allein  linear  ableiten,  also  erzeugen  die  X^-j-Q^  —  h 
unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen: 

%f...%^^,f,  Y/...Y,._,/,  Z,f...Z,f 
eine  Untergruppe  von  (x,  die  augenscheinlich  in  G  invariant  ist  und 
also  mit  (r  zusammenfallen  muss;  demnach  ist:  r  ^=x^-\-- Q^--h.  End- 
lich ist  noch  zu  bemerken,  dass  jÖ,  das  natürlich  sowohl  in  ^^  als 
in  Ti  invariant  ist,  weder  in  einer  grösseren  invarianten  Untergruppe 
von  @i  noch  in  einer  grösseren  invarianten  Untergruppe  von  r\ 
stecken  kann.     Wäre  nämlich  etwa: 

%f...%f,     ZJ...Znf    (0<«<r,-;i) 
eine  invariante  Untergruppe  von  @i,  in  der  11  steckte,  so  wäre: 

Y,f...y,,-nf,   W ■■■%(,  zj...z,f 

eine  invariante  Untergruppe  von  G,  in  der  F^  steckte. 

Ist  nun:  H,  H^,  H^  .  .  .  Hq  eine  Normalreihe  von  Untergruppen 
von  B",  so  sind  augenscheinlich:  G,  ©j,  H,  H^  .  .  .  Hq  und:  G^  F^, 
H^  .  .  ,  Hq  zwei  neue  Normalreihen  von  Untergruppen  von  G.  Wir 
werden  zeigen,  dass  unser  Theorem  für  diese  beiden  Normalreihen 
gültig  ist. 

In  der  That,  ist: 

ZJ...Z,f,    %f...%f    (t<t,-'-) 
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eine  möglichst  grosse  Untergruppe  von  (3^^   in  der  H  steckt  und  ist: 

ZJ...Z,f,     Y,f...Y,f    iy.<Q.-n) 
eine   möglichst   grosse  Untergruppe   von  r\,   in   der  H  steckt,   so  ist: 

Yj...r,,-,f,   zj...z,f,   M---%f 

eine  F^  enthaltende  Untergruppe  von  G  mit  möglichst  vielen  Para- 
metern und: 

D/...D,,_,/,   z,f...z,f,   rj...r,.f 

ist  eine  (3^  enthaltende  Untergruppe  von  G  mit  möglichst  vielen  Pa- 
rametern. Ist  daher:  ^^,  ^g  •  •  •  t)^  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen,  die 
im  Sinne  unsers  Theorems  zu  der  Normalreihe:  H,  H^,  JS^  .  .  .  H^ 
gehört,  so  lautet  die  Zahlenreihe,  die  zu  der  Normalreihe:  G,  @i, 
H^  H^  .  .  .  Hq   gehört,  folgendermassen: 

r-{x,  +  x)  =  Q,-  (h  +  k),    X,  -  (h  +  !),     f)i,  ^2 . . .  f)„ 
vrährend  die  zu:  (r,  F^,  H,  H^  .  .  .  H^   gehörige  Zahlenreihe  diese  ist: 

^  —  ((>i  +  ^)  =  fi  -  Qi  +  f),     pi  —  Qi  +  x),     ^1,  1)2 . . .  ^,. 

Da  hier  offenbar  beide  Male  genau  dieselben  ganzen  Zahlen  auftreten, 
so  ist  unser  Theorem  für  die  hier  betrachteten  beiden  Normalreihen 
bewiesen. 

Um  den  Bev^eis  unsers  Theorems  zum  Abschluss  zu  bringen, 
brauchen  wir  jetzt  nur  noch  zu  zeigen,  dass  das  Theorem  sowohl  für 
die  beiden  Normalreihen:  G,%^,  ^^  ..,  und:  (r,  (55^,  JT,  iT^  .  .  .  als 
für  die  beiden  Normalreihen:  G,  Fj ,  F^  .  .  ,  und:  G,  F^,  H,  H^  .  .  , 
gültig  ist.  Das  aber  kommt  offenbar  darauf  hinaus,  die  Richtigkeit 
unsers  Theorems  für  die  beiden  Gruppen:  @j  und  F^  zu  beweisen. 
Behandelt  man  nun  jede  dieser  beiden  Gruppen  genau  in  derselben 
Weise,  wie  wir  G  behandelt  haben,  und  wiederholt  man  dieses  Ver- 
fahren genügend  oft  nach  einander,  so  kommt  man  schliesslich  stets 
entweder  auf  eine  Gruppe,  die  nur  eine  einzige  Normalreihe  von 
Untergruppen  besitzt,  oder  auf  eine  Gruppe,  bei  der  der  oben  erledigte 
besondere  Fall  eintritt.    Unser  Theorem  ist   somit  allgemein  bewiesen. 

Obwohl  wir  uns  hier  auf  die  Integrationstheorie  nicht  näher  ein- 
lassen können,  wollen  wir  doch  versuchen  dem  Leser  eine  Vorstellung 
davon  zu  versebaffen,  worin  die  Bedeutung  des  eben  bewiesenen  Theo- 
rems für  die  Integrationstheorie  besteht. 

Auf  S.  665  erwähnten  wir  schon  das  allgemeine  Problem,  das 
den  Ausgangspunkt  von  Lies  Untersuchungen  über  Integrationstheorie 
und  über  Gruppentheorie  gebildet  hat,  das  Problem  nämlich,  aus 
gegebenen  infinitesimalen  Transformationen y  die  eine  vorgelegte  lineare  par- 

45* 
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tielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  invariant  lassen  j  für  die  In- 
tegration dieser  Differentialgleichung  möglichst  grossen  Nutzen  zu  zielten. 
Dieses  allgemeine  Problem  lässt  sich,  wie  Lie  gezeigt  hat,  auf  das 
folgende  Normalproblem  zurückführen: 

Eine  vorgelegte  lineare  Differentialgleichung: 

r-\-l 

(34)  Af='^  a,{x,  ...Xr+.)^  =  0 

in  den  r+  1  Veränderlichen  x^  .  .  .  XrJ{-i  gestattet  r  bekannte  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen : 

r+l 

X,f  =^v  ?,. (:r,  .  .  .  :r,  +  i)  ^     (ä:  =  i . . .  r) , 
die  in  den  Beziehungen: 

r 

(35)  (XiZO=^'Cu.X/       ii,k-^l...r) 

1 

stehen  und  also  eine  r-gliedrige  Gruppe  erzeugen;  überdies  besteht  zwischen 
Af  und  den  X^f  keine  lineare  Identität  von  der  Form: 

r 

(36)  <p{.x)Äf  +^  ^,(x) Xtf=  0, 

1 

in  der  die  Functionen  cp,  (pi  . .  .  g)r  nicht  sämmtlich  verschwinden.  Die 
bekannten  infinitesimalen  Transformationen:  XJ'...Xrf  sollen  so  viel 
wie  möglich  für  die  Integration  der  Gleichung  (34)  ausgenutzt  werden. 

Wir  wollen  der  Einfachheit  wegen  zunächst  annehmen,  dass  die 
Gruppe:  XJ'.  .  .  Xrf  integrabel  ist  und  dass  ihre  infinitesimalen 
Transformationen  schon  so  gewählt  sind,  dass:  X^f .  .  .  Xif  für  jeden 
Werth  von  i  eine  ^-gliedrige  Gruppe  erzeugen,  die  in  der  (^^-  1)- 
gliedrigen:  X^f .  .  .  Xi^if  invariant  ist  (s.  §  131  u.  Abschn.  I,  §  75). 
Dann  bilden  die  r  Gleichungen: 

(37)  Af=0,  X/=0,...,  Z._,/-=0 
augenscheinlich  ein  r-gliedriges  vollständiges  System,  das  die  infini- 
tesimale Transformation  Xrf  gestattet.  Ist  daher  v  die  unbekannte 
Lösung  des  vollständigen  Systems  (37),  so  ist:  XrV  =  co(v),  wo  die 
Function  g)(v)  sicher  nicht  verschwindet,  weil  sonst  gegen  die  Vor- 
aussetzung eine  Identität  von  der  Form  (36)  bestände.  Denkt  man 
sich  nun  eine  geeignete  Function  von  v  als  neues  v  eingeführt,  so 
kann  man  erreichen,  dass  XrV  ==  1  wird,  und  erhält  daher  für  v  die 
Gleichungen: 
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(38)  ÄV  =  0,       X^V  =  0,...,Xr-lV  =  0,        XrV=l, 

aus  denen  man  die  r  -}-  1  DijBferentialquotienten  von  v  als  Functionen 
von  r^i  .  .  .  Xr-}-i  berechnen  kann;  v  selbst  findet  man  demnach  durch 
eine  Quadratur. 

Führt  man  jetzt  v  zusammen  mit  r  von  den  x^  etwa  mit  x^. .  ,Xr 
an  Stelle  von  x^^  . ,  .  Xr^i  als  neue  Veränderliche  ein,  so  werden  Äf 
und  Xj/'.  .  .  Xr—if  von  v  frei  und  man  erhält  in  den  r  Veränder- 
lichen: x^  .  .  .  Xr  die  lineare  partielle  Differentialgleichung:  Af  =  0, 
die  bei  der  (r  —  l)-gliedrigen  integrabeln  Gruppe:  X^f .  .  .  Xr—if  in- 
variant bleibt;  überdies  besteht  zwischen  J./"  und  X^f .  .  .  Xr-if  sicher 
keine  lineare  Identität.  Demnach  kann  man  das  eben  angewendete 
Verfahren  wieder  anwenden.  Auf  diese  Weise  ergiebt  sich  schliess- 
lich, dass  man  r  unabhängige  Lösungen  der  vorgelegten  Gleichung 
(34)  durch  r  Quadraturen  bestimmen  kann.  Hierin  liegt  zugleich  die 
Rechtfertigung  für  den  Namen:  integrable  Gruppe. 

In  dem  eben  erledigten  Falle  kamen  wir  dadurch  zum  Ziele,  dass 
wir  die  Integration  der  Gleichung  (34)  auf  die  Integration  einer  Reihe 
von  vollständigen  Systemen  zurückführten.  Genau  so  verfahren  wir 
nun  auch  dann,  wenn  die  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  eine  beliebige  Zusam- 
mensetzung hat,  also  nicht  gerade  integrabel  ist. 

Wir  wählen  unter  den  Untergruppen  der  Gruppe:  X-^f .  .  .  Xrf 
eine  aus,  die  möglichst  viele  Parameter  hat,  etwa  die  m-gliedrige 
Untergruppe:  X^f .  .  .  Xmfj  und  stellen  die  Gleichungen: 

(39)  Äf=0,     XJ=0,...,X,J^O 

auf,  die  augenscheinlich  ein  (m  -f  l)-gliedriges  vollständiges  System 
bilden.  Dieses  vollständige  System  gestattet  von  den  infinitesimalen 
Transformationen  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  jedenfalls  die  m:  X^f .  .  . 
Xmf,  deren  Kenntniss  aber  augenscheinlich  für  die  Integration  unsers 
vollständigen  Systems  nutzlos  ist.  Soll  das  vollständige  System  ausser 
X^f .  .  .  Xmf  noch  andre  infinitesimale  Transformationen  der  Gri  X^f 
.  .  .  Xrf  gestatten,  so  muss  offenbar  die  Untergruppe:  X^f . .  .  X^f  in 
einer  grösseren  Untergruppe  der  Gr  invariant  sein.  Da  aber  X^f... 
Xmf  eine  Untergruppe  mit  möglichst  vielen  Parametern  sein  sollte, 
so  kann  dieser  Fall  nur  dann  eintreten,  wenn  m==r~l  ist  und  wenn 
die  Gruppe:   X^f .  .  .  Xr-if  in  der  Gr  .invariant  ist. 

Ist  m  =  r—l  und  ist  die  Gruppe:  XJ.  .  .  Xr-if  in  der  Gr  in- 
variant, so  kann  wie  oben  die  Integration  des  vollständigen  Systems 
(39)  durch  eine  Quadratur  geleistet  werden.  In  allen  andern  Fällen 
aber  kommt  man  jedenfalls  nicht  mit  einer  einzigen  Quadratur  aus, 
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weil  mau  da  keine  infinitesimalen  Transformationen  kennt,  die  das 
vollständige  System  (39)  invariant  lassen  und  die  für  die  Integration 
dieses  Systems  verwertlibar  sind.  Allerdings  kann  man  auch  in  diesen 
Fällen  die  Integration  des  vollständigen  Systems  vereinfachen,  weil 
man  nämlich  die  Kenntniss  der  infinitesimalen  Transformationen: 
X„i-^if .  .  .  Xrf  benutzen  kann,  um  das  vollständige  System  (39)  auf 
ein  andres  zurückzuführen,  das  eine  gewisse  kanonische  Form  besitzt, 
aber  auf  diesen  Punkt  können  wir  nicht  eingehen, 

Wir  denken  uns  jetzt  das  vollständige  System  (39)  integrirt,  also 
r  —  m  von  einander  unabhängige  unter  seinen  Lösungen  bestimmt, 
etwa  die  Lösungen:  n^  .  .  .  Ur—m-  Da  unser  vollständiges  System 
(ni  +  l)-gliedrig  ist  und  r  -\-  1  Veränderliche  enthält,  so  ist  diese 
Integrationsoperation  gleichbedeutend  mit  der  Integration  einer  ge- 
wöhnlichen Differentialgleichung  (r  —  m)-ter  Ordnung  zwischen  zwei 
Veränderlichen,  wir  bezeichnen  sie  daher  kurz  als  eine  Integrations- 
operation von  der  Ordnung:  r  —  m. 

Da  %  .  .  .  Ur—m  Lösungen  der  Differentialgleichung:  Af  =  0  sind 
und  da  diese  Differentialgleichung  die  infinitesimalen  Transformatio- 
nen: Xm-^\f '  -  ■  Xrf  gestattet,  so  sind  auch   die  Ausdrücke: 

(40)  iXrn^kXm+j'^i)   •   ■    -y   Xm  +  k  Xm-\-j  Ur  —  m 

Lösungen  von  Af=0,  Ist  nun  die  Untergruppe:  X^f .,.  X„if  nicht 
in  der  Gr  invariant,  was  sie  für  m  <.r  —  1  sicher  nicht  ist,  so  erhält 
man  durch  Bildung  der  Ausdrücke  (40)  nothwendig  neue  von  u^  .  .  . 
Ur—m  unabhängige  Lösungen  von:  Äf==  0  und  es  lässt  sich  zeigen, 
dass  man  auf  diese  Weise  alle  Lösungen  des  (l  +  l)-gliedrigen  voll- 
ständigen Systems: 

(41)  Äf=0,     XJ=^0,...,X,f=0 

bekommt,  wo  X^f .  . .  Xif  die  grösste  in  der  Untergruppe:  X^f.  .  .  Xmf 
enthaltene  Gruppe  bedeutet,  die  in  der  Gr  invariant  ist.  Sollte  daher 
die  Gr  einfach  sein,  so  würde  durch  die  Integration  des  vollständigen 
Systems  (39)  zugleich  die  Integration  von:  Äf  =  0  vollständig  ge- 
leistet sein. 

Ist  die  Gr'.  XJ\..Xrf  nicht  einfach,  so  ist,  wie  sich  zeigen 
lässt,  stets  0  <  ?  <  w  und  wir  kennen  jetzt  r  —  l  unabhängige  Lö- 
sungen:  u^  ...iir-i  von  (41).  Diese  Lösungen  führen  wir  zusammen 
mit  l-\-\.  gewissen  von  den  x,  etwa  zusammen  mit  x^.,.XiJ^i  als 
neue  Veränderliche  ein ,  dann  wird : 

Af=Äf,     XJ=X,f,...,X,f^X.f, 
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X, 


wo:  Äfj  Xi/".  .  .  Xif  von  u^  .  .  .  Ur-i  frei  sind  und  nur  noch 
XiA.1  enthalten.  Unser  Integrationsproblem  ist  daher  auf  das  Problem 
zurückgeführt,  die  lineare  partielle  Differentialgleichung:  Af  =  0  in 
den  l  +  l  Veränderlichen:  x^  .  .  .  Xi-^i  zu  integriren,  die  bei  der 
?-gliedrigen  Gruppe:  XJ...  Xif  in  diesen  Veränderlichen  mvariant 
bleibt,  es  ist  überdies  sicher,  dass  zwischen:  Äf  und  X-^^f,  .  .  Xif  keine 
lineare  Identität  besteht.  Allerdings  kennen  wir  ausserdem  noch  in 
den  r  +  1  Veränderlichen:  x^  .  .  .  Xi^i,  u^  .  .  .  Ur-i  die  r  ~  l  in- 
finitesimalen Transformationen:  Xi^^f .  .  ,  Xrf,  die  ebenfalls  die  Glei- 
chung: Äf=  0  invariant  lassen,  aber  aus  diesen  infinitesimalen  Trans- 
formationen lässt  sich  jetzt,  wie  gezeigt  werden  kann,  kein  Nutzen 
mehr  für  die  Integration  von:  Äf  ■■=  0  ziehen. 

Unser  ursprüngliches  Integrationsproblem  ist  demnach  jetzt  auf 
ein  Integrationsproblem  von  genau  derselben  Beschaffenheit,  aber  in 
weniger  Veränderlichen  zurückgeführt.  Dieses  neue  Integrationsproblem 
können  wir  nun  genau  so  behandeln  wie  das  ursprüngliche  und  dieses 
Verfahren  können  wir  wiederholen,  so  oft  es  nöthig  ist.  Wir  sehen 
hieraus,  dass  die  Integration  der  Gleichung:  Äf^^^O  unter  den  ge- 
machten Voraussetzungen  dadurch  geleistet  werden  kann,  dass  man 
eine  gewisse  Anzahl  Hülfsgieichungen  von  verschiedenen  Ordnungen 
nach  einander  integrirt. 

Man  kann  nun  offenbar  die  Reduction  des  ganzen  Integrations- 
problems auf  sehr  verschiedene  Weisen  ausführen,  denn  man  hat  ja 
schon  in  der  Wahl  der  Untergruppe:  X^f  . . .  Xmf  volle  Freiheit,  nur 
dass  sie  eine  Untergruppe  mit  möglichst  vielen  Parametern  sein  soll. 
Wie  man  aber  auch  die  Reduction  ausführen  mag,  stets  werden 
die  Ordnungen  der  erforderlichen  Integrationsoperationen  gerade  die 
ganzen  Zahlen,  die  im  Sinne  von  Theor.  63,  S.  704  zu  einer  gewissen 
Normalreihe  von  Untergruppen  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  gehören.  Da 
nun  für  je  zwei  solche  Normalreihen  die  zugehörigen  ganzen  Zahlen 
immer  dieselben  sind,  nur  dass  sie  in  verschiedener  Reihenfolge  auf- 
treten, so  ist  klar,  dass  die  Ordnungen  der  erforderlichen  Integrations- 
operationen immer  dieselben  bleiben  y  wie  man  auch  die  Beduction  des 
ganzen  Integrationsproblems  ausführen  mag;  durch  eine  andre  Ausführung 
der  Reduction  kann  man  nur  die  Reihenfolge  abändern,  in  der  die  Hülfs- 
gleichungen  der  verschiedenen  Ordnungen  auftreten,  man  kann  aber  nicht 
erreichen,  dass  man  das  eine  Mal  mit  Hülfsgieichungen  niedrigerer  Ord- 
nung auskommt  als  das  andre  Mal. 

Es  lässt  sich  schliesslich  noch  zeigen,  dass  die  hier  gegebene 
Zurückführung  unsers  Integrationsproblems  auf  eine  Reihe  von  Hülfs- 
gleichungen  nicht  weiter  vereinfacht  werden  kann,    so  lange  die  Ver- 
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änderliclien:  x^  .  .  .  Xn  ganz  allgemein  gewählt  sind,  so  lange  man  also 
von  Vereinfachungen,  die  aus  der  besonderen  Form  der  Gleichung: 
Af=0  folgen  können,  absieht.  Weiss  man  von  der  Gleichung: 
Af=0  nichts  weiter,  als  dass  sie  die  r-gliedrige  Gruppe:  X^f...Xrf 
gestattet  und  dass  zwischen:  Äf  und  X^f .  .  .  Xrf  keine  lineare  Iden- 
tität besteht,  so  kann  die  Integration  von:  Af  =  0  sicher  nicht  auf 
die  Integration  von  Hülfsgieichungen  zurückgeführt  werden,  deren 
Ordnungen  niedriger  sind  als  die  Ordnungen  der  oben  erforderlichen 
Hülfsgieichungen. 

Es  liegt  auf  der  Hand,  dass  das  besprochene  Integrationsproblem 
vollkommen  analog  ist  der  Aufgabe,  eine  algebraische  Gleichung  auf- 
zulösen, deren  Coefficienten  einem  gegebenen  ßationalitätsbereiche  ange- 
hören und  deren  Galoissche  Gruppe  bekannt  ist.  Die  Zurückführung 
beider  Probleme  auf  Hülfsgieichungen  von  möglichst  niedriger  Ord- 
nung gestaltet  sich  vollkommen  analog. 

Wir  haben  im  Vorstehenden  verschiedene  Sätze  benutzt,  ohne  ihre 
Beweise  mitzutheilen.  Wir  wollen  auch  auf  diese  Beweise  nicht  näher 
eingehen,  sondern  bemerken  nur  noch  Folgendes: 

Der  erste  ohne  Beweis  angegebene  Satz  bezog  sich  darauf,  dass 
man,  sobald  alle  Lösungen  des  vollständigen  Systems  (39)  auf  S.  709 
gefunden  sind,   durch  Bildung  der  Ausdrücke: 

also  durch  blose  Differentiation  alle  Lösungen  eines  gewissen  kleineren 
vollständigen  Systems,  des  Systems  (41)  finden  kann.  Der  Beweis  für 
diesen  Satz  ist  äusserst  einfach  und  beruht  nur  auf  dem  Begriffe  der 
gleichberechtigten  Untergruppen.  Einen  weniger  kurzen  Beweis,  der 
aber  rein  analytisch  ist  und  einen  elementareren  Charakter  besitzt, 
findet  der  Leser  in  Bd.  25  der  Math.  Ann.  auf  S.  83—89. 

Ferner  th eilten  wir  ohne  Beweis  mit,  dass  sich  die  Ordnungen 
der  erforderlichen  Hülfsgieichungen  nicht  erniedrigen  lassen.  Der 
Beweis  für  diese  Behauptung  liegt  tiefer;  er  beruht  auf  der  Invarianten- 
theorie der  unendlichen  Gruppe  aller  Punkttransformationen  und  auf 
der  Verwerthung  dieser  Theorie  für  endliche  continuirliche  Gruppen, 
eine  besonders  grosse  Rolle  spielt  dabei  die  Theorie  der  Aehnlichkeit. 

In  einem  besonderen  Werke,  das  den  Differentialinvarianten  und 
der  Integrationstheorie  gewidmet  sein  wird,  gedenken  wir  auf  alle 
diese  und  auf  gewisse  andre  Punkte  näher  einzugehen. 

In  der  Mathematik,  soweit  sie  sich  mit  den  Differentialgleichungen 
beschäftigt,  kann  man  zwei  Richtungen  unterscheiden.     Die  eine  geht 
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darauf  aus,  neue  Functionen  einzuführen  und  sucht  nach  Kriterien 
dafür ,  ob  sich  vorgelegte  Differentialgleichungen  durch  bekannte 
Klassen  von  Functionen  integriren  lassen.  Die  andre  Richtung  fragt 
nach  den  Kriterien  für  die  Aequivalenz  von  Differentialgleichungen^ 
insbesondere  nach  den  Kriterien  dafür,  ob  sich  vorgelegte  Differential- 
gleichungen auf  eine  solche  Form  bringen  lassen,  die  integrabel  ist. 
Die  betreffenden  Kriterien  werden  ihr  durch  die  Theorie  der  Differen- 
tialinvarianten geliefert  und  die  Zurückführung  der  vorgelegten  Diffe- 
rentialgleichungen auf  die  integrabeln  Formen  erfordert,  wenn  sie  über- 
haupt möglich  ist,  die  Integration  gewisser  vollständiger  Systeme,  die 
bekannte  Gruppen  gestatten. 

Die  zweite  der  besprochenen  beiden  Richtungen  ordnet  sich  voll- 
ständig unter  die  Theorie  der  Transformationsgruppen.  Dass  auch 
die  erste  Richtung,  soweit  sie  bisher  ausgebildet  worden  ist,  zur 
Theorie  der  Transformationsgruppen  in  genauer  Beziehung  steht,  haben 
neuere  Untersuchungen  gezeigt,  auf  die  wir  im  Schlusskapitel  andeu- 
tungsweise zurückkommen  werden. 

Mit  diesem  Paragraphen  sind  die  allgemeinen  Untersuchungen 
über  Zusammensetzung,  die  wir  in  dem  gegenwärtigen  Kapitel  bringen 
wollten,  abgeschlossen.  Wir  wenden  uns  jetzt  zu  Untersuchungen  von 
speciellerer  Beschaffenheit,  nämlich,  wie  schon  auf  S,  667  angekündigt, 
zu  Untersuchungen  über  die  Zusammensetzung  der  Gruppen  mit  höch- 
stens sechs  Parametern. 

§  136. 

Hier  suchen  wir  alle  möglichen  Zusammensetzungen  der  zwei- 
und  der  (dreigliedrigen  Gruppen. 

Die  infinitesimalen  Transformationen  einer  ;^we^gliedrigen  Gruppe 
sind  entweder  vertauschbar  oder  sie  sind  es  nicht,  es  giebt  daher  nur 
zwei  verschiedene  Zusammensetzungen  zweigliedriger  Gruppen,  nämlich: 


(42)  (XiX,)  =  0  {X,X,)  =  XJ 


(vgl.  Abschn.  I,  S.  591  f.).     Jede    zweigliedrige    Gruppe    ist    demnach 
integrabel,  eine  Thatsache',    die   wir  schon   auf  S.  681  erwähnt  haben. 

Ist  eine  (?mgliedrige  Gruppe:  X^f,  X^f,  X^f  nicht  ihre  eigne 
Derivirte,  so  ist  sie  sicher  integrabel,  denn  ihre  erste  Derivirte  ist 
dann  höchstens  zweigliedrig,   ihre  zweite  infolgedessen  höchstens  ein- 
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gliedrig  und  ihre  dritte  sicher  nullgliedrig.  Jede  nicht  integrable 
dreigliedrige  Gruppe  ist  daher  nothwendig  ihre  eigne  Derivirte.  Aber 
eine  dreigliedrige  Gruppe,  die  ihre  eigne  Derivirte  ist,  enthält  nach 
Abschii.  1,  S.  263,  Satz  8  niemals  eine  invariante  zweigliedrige  Unter- 
gruppe, andrerseits  enthält  sie  sicher  zweigliedrige  nicht  invariante 
Untergruppen,  folglich  hat  sie  nach  Theor.  58,  S.  688  des  jetzigen 
Abschn.  die  Zusammensetzung: 

(43)  iX,X,)  =  XJ,    iX,X,)^2XJ,    {X,X,)  =  XJ. 

Demnach  ist  jede  nicht  integrable  dreigliedrige  Gruppe  mit  der  allge- 
meinen projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleichzusammeugesetzt. 

Es  sei  nunmehr:  X^f,  X^f,  X^f  eine  dreigliedrige  integrable 
Gruppe,  aber  eine,  die  eine  zweigliedrige  nicht  invariante  Untergruppe 
enthält,  etwa  die  Untergruppe:  Xg/*,  X^f.  Dann  enthält  nach  Theor.  58, 
S.  688  die  Gruppe:  X^f,  X^f  eine  eingliedrige  Untergruppe,  etwa  X^f, 
die  in  der  ganzen  dreigliedrigen  invariant  ist  und  die  in  einer  zwei- 
gliedrigen invarianten  Untergruppe  der  dreigliedrigen  steckt,  etwa  in 
der  Untergruppe  X^fj  X^f,  Demnach  wird  die  Zusammensetzung 
unsrer  dreigliedrigen  durch  Relationen  von  der  Form: 

{x,x,)^ax,f,   (x,x,)  =  ßx,f,   {x,x,)  =  xj+rxj 

dargestellt.  Durch  Bildung  der  Identität  zwischen  X^/*,  X^f,  X^f 
ergiebt  sich  jetzt  sofort:  ß  =  0.     Setzt  man  ferner: 

XJ=XJ+XX,f, 
so  kommt: 

(X, x,)^xj+  {(c,-i)x  +  r) x,f,   {x,x,)  =  0, 

man  kann  daher,  sobald  a  =|=  1  ist,  den  Coefficienten  y,  wenn  er  nicht 
von  selbst  verschwindet,  gleich  Null  machen.  Ist  aber  a  =  1  und 
y  =^  0 ,  so  führt  man  yX^f  als  neues  Xg/*  ein  und  erreicht  dadurch, 
dass  7=1  wird.  Es  ergeben  sich  somit  die  beiden  Zusammen- 
setzungen : 

(44)  {X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  XJ,    {X,X,)^cXJ- 
und: 

(45)  (X,Z,)  =  9,    {X,X,)i=X,f,    (X,X,)  ^  XJ  +  XJ , 

WO  in  der  ersten  c  ein  wesentlicher  Parameter  ist,  der  nicht  wegge- 
schafft werden  kann. 

Damit  sind  die  Zusammensetzungen  aller  der  dreigliedrigen  in- 
tegrabeln  Gruppen  gefunden,  die  eine  zweigliedrige  nicht  invariante 
Untergruppe  enthalten. 

Jede  noch  fehlende  dreigliedrige  integrable  Gruppe  G^  enthält  nur 
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invariante  zweigliedrige  Untergruppen.    Wären  nun  auch  alle  einglied- 
rigen Untergruppen  in  der  dreigliedrigen  invariant^  so  wären  offenbar 
alle  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  paarweise  vertausch- 
bar und  wir  hätten  die  Zusammensetzung: 
(46)  (X,X,)  =  0,     (X,X,)==0,     {X,X,)  =  0.- 

Wir  können  daher  annehmen,  dass  unsre  G^  nicht  lauter  invariante 
eingliedrige  Untergruppen  enthält,  dass  also  die  adjuugirte  Gruppe  der 
Gs  die  infinitesimalen  Transformationen  der  G^  wirklich  unter  ein- 
ander vertauscht. 

Bilden  wir  jetzt  die  oo'^  infinitesimalen  Transformationen  uusrer 
G^  als  Punkte  in  einer  Ebene  ab,  so  wird  jede  zweigliedrige  Unter- 
gruppe der  Gg  durch  eine  Gerade  abgebildet  und  diese  Gerade  bleibt 
bei  der  Adjungirten  der  G^  in  Ruhe,  denn  die  Untergruppe  ist  ja  in 
der  (rg  invariant.  Da  nun  jede  infinitesimale  Transformation  der  G-j 
einer  zweigliedrigen  Untergruppe  angehört,  so  muss  es  eine  continuir- 
liche  Schaar  von  solchen  Geraden  geben,  die  bei  der  Adjungirten  in- 
variant bleiben.  Andrerseits  aber  transformirt  die  Adjungirte  die 
Punkte  der  Ebene  wirklich,  sie  kann  also  nicht  alle  Geraden  invariant 
lassen.  Demnach  muss  jene  Schaar  von  invarianten  Geraden  ein  ebenes 
Büschel  bilden,  dessen  Träger  augenscheinlich  eine  eingliedrige  in- 
variante Untergruppe  der  G^  darstellt. 

Wir  können  annehmen,  dass  X^f  die  eben  besprochene  invariante 
eingliedrige  Untergruppe  ist  und  dass:  X^f,  iX^f  +  ^X^f  die  c»^ 
zweigliedrigen  invarianten  Untergruppen  sind,  denen  X^f  angehört. 
Dann  bestehen  Relationen  von  der  Form: 

{X,X,)==aXJ,     {X,X,)  =  ßXJ,     (X,X.;)  =  yXJ, 
Wären  hier  a  und  ß  nicht  beide  Null,  so  könnte  man: 
X,f^X,f+vXJ,    X,f=X,f+QXJ 

so  wählen,  dass  (X^X^)  =  0  würde  und  es  wäre  dann:  X^f,  X^f  eine 
zweigliedrige  nicht  invariante  Untergruppe  unsrer  dreigliedrigen  Gruppe. 
Demnach  ist:  c^  =  /3  ==  0,  und  y,  das  natürlich  nicht  auch  verschwin- 
den darf,  kann  gleich  1  gemacht  werden,  somit  erhalten  wir  nur  die 
eine  Zusammensetzung: 
(47)  {X,X,)^0,    (X,X3)  =  0,     (X,X,)  =  XJ. 

Da  jetzt  alle  möglichen  Zusammensetzungen  dreigliedriger  Gruppen 
gefunden  sind,  so  können  wir  das  Theorem  aussprechen: 

Theorem  64.  Ist  eine  dreigliedrige  Gruppe  nicht  integrahelj 
so  ist  sie  einfach  und  hat  die  Zusammensetzung: 
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(43)       .    (X,X,)  =  X,/,     {X,X,)^2X,f,     (X,X,)  =  XJ 


sie  ist  also  gleicJimsammengesetzt  mit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven  Gruppe  auf  der  Geraden.  Ist  eine  dreigliedrige  Gruppe 
integrahel  tind  enthält  sie  zweigliedrige  nicht  invariante  Un- 
tergruppen^ so  hat  sie  eine  der  leiden  Zusammensetzungen: 

(44)  \{X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  XJ,    {X,X,)=~exZ\ 

und: 


(45)        (X,X)  =  0,    {X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  XJ+X,f 


enthält  sie  endlich  Iceine  nicht  invariante  zweigliedrige  Unter- 
gruppe, so  hat  sie  entweder  die  Zusammensetzung: 

0 


(47)  (X,Z,)  =  0,    (X,X3)  =  0,    (Z,X3)  =  X/ 


oder    ihre    infinitesimalen    Transformationen    sind   paarweise 
vertauschbar,  sie  hat  also  die  Zusammensetzung : 


(46)  I   (X,X,)  =  0,    (X,X,)==0,    (X,X,)==0    |. 

Der  Parameter  c  in  der>  Zusammensetzung  (44)  ist  wesentlich 
und  kann  nicht  weggeschafft  werden. 

Es  giebt  also  im  Ganzen  fünf  Typen  von  Zusammensetzungen 
dreigliedriger  Gruppen,  aber  unter  diesen  Typen  enthält  einer,  nämlich 
der  Typus  (44),  einen  willkürKchen  Parameter.  Unter  den  oo^  Typen 
die  durch  die  Zusammensetzung  (44)  repräsentirt  werden,  giebt  es 
jedoch  zwei,  die  sich  von  den  übrigen  oc^  sehr  wesentlich  unterschei- 
den, es  sind  das  die  beiden,  die  zu  den  Werthen:  c  =  1  und  c  =  0 
gehören.  Für  c  =  1  ist  es  nämlich  so,  dass  je  zwei  unabhängige  in- 
finitesimale Transformationen  der  Gruppe:  XJ,  X^f,  X^f  eine  zwei- 
gliedrige Untergruppe  erzeugen,  und  für  c  =  0  enthält  die  Gruppe:  XJ, 
^2^  X^f  nicht  blos  die  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe: 
^if>  X^f,  sondern  oo^  solche  invariante  Untergruppen,  nämlich:  X.f 
XX,f+^XJ. 

Hat  man  auf  irgend  eine  Weise  die  Zusammensetzung: 

?, 

{YiYk)  =    ^'  CiksYsf       if,Jc  =  i,  2,3) 


s 
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einer  dreigliedrigen  Gruppe:  Y^f,  Y^f^  Y^f  gefunden,  so  ist  es  wün- 
schenswerth,  möglichst  schnell  feststellen  zu  können,  welchem  unter 
den  in  Theorem  64  angegebenen  Typen  diese  Zusammensetzung  an- 
gehört.    Wir  wollen  kurz  angeben,   wie   man   das   ausführen   kann. 

Ist  die  G^:  Y^f,  Y^fy  Y^f  ihre  eigne  Derivirte,  verschwindet  also 
die  Determinante: 

^121      ^122      ^123 
(48)  ^231      ^^232      ^233 

^311      ^312      ^313 

nicht,  so  hat  die  G^  nothwendig  die  Zusammensetzung  (43).  Will  man 
ihre  Zusammensetzung  auf  diese  Normalform  bringen,  so  setze  man 
X^f  gleich  irgend  einer  infinitesimalen  Transformation :  e^  Y^  f  + 
+  62^2/^+  ^B^fif  ^^^  allgemeiner  Lage  und  bestimme  dann  eine  infini- 
tesimale Transformation:  UskYkf  so ^  dass 

{X,,  Us.Y,)  =  CO  .  U6,Y,f 

wird.  Für  o  erhält  man  (s.  Abschn.  I,  S.  590)  eine  quadratische 
Gleichung  mit  zwei  nicht  verschwindenden  Wurzeln:  co^  und  —  Oj, 
man  kann  daher  X^f  und  X^f  so  wählen,  dass: 

(X2Z3)  ==  co^XJ,     (X^XJ  =  —  co^XJ 
wird.     Setzt  man  schliesslich  noch  co^X^f  für  Xg/",  so  wird: 

und  aus  der  Identität  zwischen:  X^f,  X.^f,  X^f  ergiebt  sich:  {X^X^  = 
=  iX^fj  wo  A  =j=  0  ist  und  durch  geeignete  Wahl  von  X^f  gleich  2 
gemacht  werden  kann. 

Ist  die  erste  Derivirte  der  G.^  blos  zweigliedrig,  ist  also  die 
Determinante  (48)  null,  ohne  dass  alle  ihre  zweireihigen  ünterdeter- 
minanten  verschwinden,  so  hat  die  G^  eine  der  beiden  Zusammen- 
setzungen (44)  und  (45) ,  jedoch  ist  im  ersten  Falle  c  =j=  0-  Welcher 
von  beiden  Fällen  eintritt,  das  hängt  davon  ab,  ob  die  G^  zwei  ver- 
schiedene invariante  eingliedrige  Untergruppen  enthält  oder  nicht,  das 
aber  kann  man  durch  rationale  Operationen  entscheiden. 

Ist  endlich  die  Derivirte  der  (xg  blos  eingliedrig,  so  hat  die  G^ 
entweder  die  Zusammensetzung  (44)  für  c  =  0  oder  die  Zusammen- 
setzung (47),  welche  von  beiden,  das  hängt  wiederum  davon  ab,  ob 
es  in  der  G^  zwei  invariante  eingliedrige  Untergruppen  giebt  oder 
nur   eine. 

Ein  sehr  anschauliches  Bild  von  den  einzelnen  Zusammensetzungen 
erhält  man,  wenn  man  die  00^  infinitesimalen  Transformationen  der 
Gruppe:  X^/*,  X^f,  X^f  als  Punkte  einer  Ebene  deutet  und  sich  nun 
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für  jede  einzelne  der  gefundenen  Zusammensetzungen  die  Figuren  auf- 
zeichnet, die  durch  ihre  zweigliedrigen  Untergruppen  und  durch  ihre 
invarianten  Untergruppen  gebildet  werden.  Für  die  Zusammensetzung 
(43)  erhält  man  da  als  Bilder  der  zweigliedrigen  Untergruppen  die 
oo^  Tangenten  eines  nicht  ausgearteten  Kegelschnitts,  der  bei  der  ad- 
jungirten  Gruppe  invariant  bleibt  (s.  S.  13  ff.).  In  den  übrigen  Fällen 
werden  die  zweigliedrigen  Untergruppen  entweder  durch  zwei  Büschel 
von  Geraden  abgebildet  (im  Falle  (44)  für  c  =|=  1)  oder  durch  ein 
Geradenbüschel  (im  Falle  (45)  und  im  Falle  (47))  oder  es  ist  endlich 
jede  Gerade  der  Ebene  das  Bild  einer  zweigliedrigen  Untergruppe 
(in  den  Fällen  (44)  für  c  =  1  und  (47)).  Die  nähere  Ausführung 
überlassen  wir  dem  Leser. 

Wir  wollen  jetzt  noch  eine  zweite  Methode  angeben,  die  zur  Be- 
stimmung aller  möglichen  Zusammensetzungen  einer  dreigliedrigen 
Gruppe  führt. 

Ist: 


(49)  (^iSk)=^^CasSsf 


(/,  i  =  1,  2,  3;  i  =^  z ■  +  1  mod.  3) 


die  Zusammensetzung  einer  dreigliedrigen  Gruppe  G^  und  setzen  wir: 

'^XiSif-  Xf,    ^y,S,f=  Yf, 
unter  den  x  und  y  Parameter  verstanden,  so  erhält  (XY)  die  Form: 
S^sSsf,  wo: 

Ci2s       C23s       Czu 

tA/o  \Ay\  %t/q 


(50)  ^s 


(s  =  1,  2,  3) 


'2 
2/3  2/1  2/2 

ist.  Deuten  wir  daher  die  Xj  y,  0  als  homogene  Punktcoordinaten 
einer  Ebene,  so  ist  klar,  dass  die  Zusammensetzung  unsrer  G^  in 
dieser  Ebene  eine  gewisse  Reciprocität  bestimmt,  denn  durch  (50)  wird 
jeder  Geraden,  die  die  Liniencoordinaten:  ^1:^2*  ^3  besitzt,  der  Punkt: 

(50')  0s  =  Ci2s  ^3  +  C23s  Wi  +  Csu  U^       (s  =  1,  2,_8) 

zugeordnet. 

Wir  können  unsre  Reciprocität  auch  durch  eine  einzige  Gleichung: 

3 

(50")  ^«  (Ci2sUq-  +  C23sUi  +  C3lsU2)v,  =  0 

1 

zwischen  Liniencoordinaten  darstellen;    diese   Gleichung    aber    können 
wir  in  bekannter  Weise  auf  die  Form  bringen: 
(50'")  P+(^  =  0, 
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wo    P  =  0    ein    Polarsystem    darstellt    und    G    die    Reciprocität,    die 
durch  eine  gewisse  Gerade  bestimmt  wird.    In  der  That  ergiebt  sieb: 

(51)  P=^{CikjUj'^j  +  ^{(^kjk  +  Cji?){uiVk  +  ui,v>)], 

wo    i,  h,  j   irgend  eine  cyklische  Permutation  der  Zahlen  1,  2,  3  ist. 
Andrerseits  ergiebt  sich: 

;    ^122  ~r  ^133       ^233      I      ^211        ^311   "l      ^322 

(52)  G==l  V,  v^  ^3 

Wj  Mg  % 

Es    handelt    sich   jetzt    noch    darum,    festzustellen,   welche   besondern 
Eigenschaften  unsre  Reciprocität  besitzt. 

Die    Jacobische    Identität    Hefert    drei   Relationen   zwischen    den 
dks,  die  sich  folgendermassen  schreiben  lassen: 

Cl2s  (C311  +  C322)  +  ^235   (Cl22  +  C133)  +  C3IS   (C233  +  C211)  =   0 


(53) 

^       ^        l  (.9  =  1,2,3) 

Ist  nun  zunächst  die  Determinante  (48)  nicht  gleich  Null,  so  sind 
diese  Gleichungen  mit  den  drei  Relationen: 

(54)  C31J    +  C322  ==  ^122  ~f"  ^133  =  %3   +   ^211  ""^  ^ 

äquivalent;  die  Reciprocität  (50'")  reducirt  sich  daher  auf  das  Polar- 
system: P=0,  das  wegen  (54)  zur  Determinante  eben  die  Deter- 
minante (48)  hat,  das  also  sicher  das  Polarsystem  einer  nicht  ausge- 
arteten Curve  zweiter  Klasse  ist.  Bringen  wir  die  betreffende  Curve 
zweiter  Klasse  durch  eine  lineare  homogene  Transformation  der  Linien- 
coordinaten  auf  die  Form:  it^u^  —  u^  =  0,  so  erhält  unsre  Recipro- 
cität die  Form: 

^^1^3  +  %^i  —  2W2V2  =  ^y 
woraus  sich  durch  Vergleichung  mit  (50")  ergiebt,  dass  die  Gleichungen 
(49)  die  bekannte  Form: 

annehmen. 

Ist  jetzt  zweitens  die  Determinante  (48)  gleich  Null,  so  ist:  P=0 
stets  das  Polarsystem  einer  ausgearteten  Curve  zweiter  Klasse.  Sind 
nämlich  die  Gleichungen  (54)  erfüllt,  so  ist  eben  (48)  die  Determi- 
nante des  Polarsystems,  das  Polarsystem  ist  also  sicher  ausgeartet. 
Sind  andrerseits  die  Gleichungen  (54)  nicht  erfüllt,  so  verschwindet 
die  Gerade: 

(55)  U^:U^'.U^  =  C122  +  ^133  •  ^233      I      ^211  *  ^311   +  ^322 

nicht  identisch.  Aus  (53)  geht  aber  hervor,  dass  dieser  Geraden  in 
der  Reciprocität  (50")  ein  identisch  verschwindender  Piinkt  entspricht. 


(56) 
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Da  nun  die  Gerade  (55)  G  identisch  gleich  Null  macht,  so  ist  klar, 
dass  ihr  auch  in  dem  Polarsysteme:  P=0  ein  identisch  verschwin- 
dender Punkt  entspricht,  dass  also  dieses  Polarsystem  ausgeartet  ist. 
Das  ausgeartete  Polarsystem:  P=  0  kann  durch  eine  lineare 
homogene  Transformation  der  Liniencoordinaten,  entweder  auf  die  Form: 
u^v^  +  u^v^  =  0  oder  auf  die  Form:  u^v^  =  0  gebracht  werden,  wenn 
es  nicht  überhaupt  identisch  verschwindet.  Verschwindet  die  Gerade 
(55)  nicht  identisch,  so  genügt  sie  im  ersten  Falle  nothwendig  den 
Gleichungen:  u^  =  «g  =  0,  im  zweiten  der  Gleichung:  «^  =  0,  im  dritten 
Falle  bleibt  sie  beliebig.  Wir  können  aber  die  Liniencoordinaten  in 
jedem  Falle  so  wählen,  dass  unsre  Gerade  (55)  die  Gleichungen: 
%==  ^2  =  0  erfüllt.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  unsre  Reciprocität 
(50'')  stets  auf  eine  der  vier  Formen: 

^1^2   +  ^2^1   +      C(%^2  %^l)  =  0 

U^V^  -{-    c\UiV2  Wg^^i)  =  0 

U1V2   —     ^2^1  =  0 

0  =  0 

gebracht  werden  kann.  Hier  ist  der  Parameter  c  wesentlich,  c  da- 
gegen kann,  wenn  es  nicht  verschwindet,  durch  geeignete  Wahl  der 
Liniencoordinaten  gleich  1  gemacht  werden. 

Durch  Vergleichung  von  (56)  mit  (50")  erhält  man  jetzt  ohne 
Weiteres  die  noch  fehlenden  Zusammensetzungen  dreigliedriger  Gruppen 
und  zwar  im  Wesentlichen  in  der  Form  des  Theorems  64. 

Endlich  wollen  wir  noch  kurz  eine  dritte  Methode  besprechen, 
die  zwar  weniger  elementar,  dafür  aber  um  so  weittragender  ist. 

Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  Punkttransformationen  oder  Berüh- 
rungstransformationen lässt  sich  als  eine  Gruppe  von  homogenen  Be- 
rührungstransformationen schreiben.  Ihre  infinitesimalen  Transfor- 
mationen sind  dann  durch  ihre  charakteristischen  Functionen: 

bestimmt,  wo  die  Hk  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  p  sind  und 
wo  die  Relationen: 


{HiHk)  ==^,'  CiksH,     (t,i  =  i,2, 


die  Zusammensetzung  der  Gruppe  bestimmen  ^^s.  Abschn.  H,  Kap.  18). 
Die  drei  Functionen:  H^,  H^)  ^3  bestimmen  nun  eine  homogene 
Functionengruppe  (a.  a.  0.  S.  213),  die  augenscheinlich  höchstens  drei- 
gliedrig  ist   und    deren  Functionen    nicht    alle   homogen    von   nullter 
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Ordnung  in  den  p  sind.  Eingliedrig  kann  diese  Functionengruppe 
nicht  sein,  denn  sonst  könnte  sie  nicht  drei  homogene  Functionen 
erster  Ordnung:  H^,  H^^  H^  enthalten,  zwischen  denen  keine  lineare 
Relation:  ECkHk  =  0  mit  constanten  Coefficienten  besteht.  Ist  sie 
zweigliedrig,  so  kann  sie,  wenn  man  noch  die  Veränderlichen  durch 
eine  homogene  Berühruugstransformation  in  geeigneter  Weise  wählt, 
auf  eine  der  beiden  kanonischen  Formen:  jj^,  x^  und  ^^^  x^  gebracht 
werden.  Demnach  erhalten  die  charakteristischen  Functionen:  H^j  H^^ 
JSg  unsrer  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  in  den 
neuen  Veränderlichen  entweder  die  Form: 

Hk  =  (Pk  (^i)Pi        (*  =  1 ,  2,  3) 

oder  die  Form: 

das  aber  sind  offenbar  Gruppen  von  Punkttransformationen,  und  zwar 
die  erste  auf  der  Geraden,  die  zweite  in  der  Ebene. 

Bestimmen  H^^  H^^  H^  eine  dreigliedrige  homogene  Functionen- 
gruppe, so  kann  die  eine  der  drei  kanonischen  Formen: 

Ply    ^U  P^,\       Pl,    ^l;    ^25       Pl,    ^2;   ^3 

erhalten.  Im  ersten  Falle  ist:  II,,  H,,  E^  eine  dreigliedrige  Gruppe 
von  homogenen  Berührungstransformationen  der  Ebene,  diese  Gruppe 
ist  aber  nach  Abschn.  II,  S.  410,  Theor.  65  reducibel  und  kann  daher 
durch  eine  homdgene  Berührungstransformation  in  eine  Gruppe  von 
Punkttransformationen  der  Ebene  übergeführt  werden.  Im  zweiten 
Falle  ist:  H^,  H^,  H^  schon  von  selbst  eine  Gruppe  von  Punkttrans- 
formationen der  Ebene.  Im  dritten  Falle  endlich  sind  alle  (HiHi)  =  0. 
Wir  haben  daher  den 

Satz  16.  Jede  dreigliedrige  Gruppe  von  homogenen  Berührungstrans- 
formationen,  deren  infinitesimale  Transformationen  nicht  paarweise  ver- 
tauschbar sind,  Jcann  durch  eine  homogene  Berührung stransformation  ent- 
weder in  eine  Gruppe  von  PunMtransformationen  auf  der  Geraden  oder 
in  eine  Gruppe  von  PunMtransformationen  der  Ebene  übergeführt  werden. 

Da  wir  nun  alle  dreigliedrigen  Gruppen  von  Punkttransformatio- 
nen auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene  kennen  (s.  S.  6  und  S.  57),  so 
können  wir  sofort  alle  Zusammensetzungen  hinschreiben,  die  bei  drei- 
gliedrigen Gruppen  vorkommen.  Wir  finden  natürlich  so  dieselben 
Zusammensetzungen  wie  früher. 

Die  vorstehenden  Entwicklungen  leisten  übrigens  noch  mehr,  sie 
zeigen  nämlich,  dass  der  folgende  Satz  gilt: 

Lie,   Theorie  der  Transformationsgruppen.     III.  aq 
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Satz  17.  Ist:  H^  .  .  .  Hr  eine  r-gliedrlge  Gruppe  von  Jiomogenen 
Beruhrungstransformationen,  deren  infinitesimale  Transformationen  nicht 
paarweise  vertauscJibar  sind,  und  ist  die  Gliederzahl  der  durch  H^  .  .  .  Hr 
bestimmten  homogenen  Functionengruppe  Meiner  als  vier,  so  lässt  sich  die 
Gruppe:  H^  . .  .  Hr  durch  eine  homogene  Berührungstransformation  in 
eine  Gruppe  von  homogenen  Berührungstransformationen  einer  Geraden 
oder  einer  Ebene  überführen. 

Da  wir  nun  früher  alle  Gruppen  von  homogenen  Berührungs- 
transformationen auf  der  Geraden  und  in  der  Ebene  bestimmt  haben, 
so  können  wir  sofort  auch  alle  Zusammensetzungen  angeben ,  die 
eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  hier  besprochenen  Beschaffenheit 
haben   kann. 

Die  Theorie  der  homogenen  Functionengruppen  ist  überhaupt  ein 
mächtiges  Hülfsmittel  zur  Ableitung  derartiger  allgemeinem  Sätze, 
doch   wollen  wir  es  bei  den  mitgetheilten  bewenden  lassen. 

§  137. 

Wir  wenden  uns  jetzt  zur  Bestimmung  aller  Zusammensetzungen, 
die  eine  viergliedrige  Gruppe  (r^  haben  kann.     , 

Unsre  G^^  enthält  sicher  dreigliedrige  Untergruppen.  Enthält  sie 
nun  insbesondere  eine  nicht  invariante  G^:  X^f,  X^f,  X^f,  so  hat  sie 
nach  Theor.  58,  S.  688  entweder  die  Zusammensetzung: 

(Z,X,)=     XJ+aXJ 
{X,X,)  =  2XJ+ßXJ 

{XiX,)  =  XiXJ 

(/  =  !,  2,  3) 

oder  die  G^  enthält  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe,  die  in 
einer  invarianten  dreigliedrigen  Untergruppe  Tg  der  (r^  steckt.  Im 
zweiten  Falle  ist  die  G^  sicher  integrabel,  denn  die  dreigliedrige  in- 
variante Untergruppe  F^  enthält  eine  zweigliedrige  invariante  Unter- 
gruppe und  ist  daher  sicher  integrabel,  also  ist  es  auch  die  G^^  (vgl. 
S.  680,  Satz  6).  Im  ersten  Falle  führen  wir  zunächst:  XJ+^ßXJ 
als  neues  X^f  ein  und  erreichen  dadurch,  dass  ß  =  0  wird.  Sodann 
bilden  wir  die  Identität  zwischen  XJ,  XJ,  XJ  und  bekommen: 
Ag  =  0 .  Nunmehr  liefern  die  Identitäten  zwischen:  X^f,  X^f,  XJ 
und  zwischen:  XJ,  XJ,  XJ  sofort:  A^  =  A3  =  0.  Endlich  führen 
wir  noch:  XJ-\-  aXJ  als  neues  XJ  und  XJ+yXJ  als  neues  XJ 
ein,  dann  erhalten  wir  die  Zusammensetzung: 
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l{X,X,)^XJ,    iX,X,)  =  2X,f,    iX,X,}  =  X,f 
\  {X,X,)  =  {X,X,)^(X,X,)  =  0. 

Es  ist  das  offenbar  eine  viergliedrige  niclit  integrable  Gruppe. 

Wir  wissen  jetzt,  dass  jede  (r^,  die  eine  nicht  invariante  G<^  ent- 
hält, entweder  integrabel  ist  oder  die  Zusammensetzung  (58)  besitzt. 
Andrerseits  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  jede  G^,  die  lauter  invariante 
(xg  enthält,  integrabel  ist.  In  der  That,  nach  Abschn.  I,  S.  593, 
Theor.  106  gehört  jede  eingliedrige  Untergruppe  der  G^  mindestens 
einer  dreigliedrigen  Untergruppe  der  G^^  an;  die  G^^  enthält  mithin 
sicher  zwei  verschiedene  dreigliedrige  Untergruppen  G^  und  Tg.  Diese 
beiden  Untergruppen  sind  in  unserm  Falle  in  der  G^  invariant,  die 
zweigliedrige  Untergruppe,  die  sie  gemein  haben  (a.  a.  0.  S.  211,  Satz  7 
und  S.  264,  Satz  10)  ist  daher  ebenfalls  in  der  G^  invariant.  Hieraus 
aber  folgt,  dass  die  beiden  invarianten  Untergruppen  G^  und  F^  der 
0^4  integrabel  sind,  die  (T4  ist  mithin  selbst  integrabel.  Demnach 
gilt  der 

Satz  18.  Jede  nicht  integrahle  viergliedrige  Gruppe  hat  die  Zusammen- 
setzung (58). 

Da  die  Derivirte  einer  integrabeln  G^  höchstens  dreigliedrig  ist 
und  da  andrerseits  die  Derivirte  einer  G^  von  der  Zusammensetzung 
(58)  gerade  dreigliedrig  ist,  so  ergiebt  sich  zugleich  der 

Satz  19.  Bie  erste  Derivirte  einer  viergliedrigen  Gruppe  ist  höch- 
stens dreigliedrig. 

Bevor  wir  zu  den  integrabeln  viergliedrigen  Gruppen  übergehen,  wollen 
wir  noch  einige  Betrachtungen  einschalten,  wir  wollen  nämlich  direct  die 
Zusammensetzungen  aller  viergliedrigen  Gruppen  bestimmen,  die  eine  drei- 
gliedrige einfache  Gruppe  enthalten.  Diese  Gruppen  sind  natürlich  nicht 
integrabel,  wir  finden  also  auf  diesem  Wege  keine  neuen  Gruppen,  dafür 
ist  aber  die  Methode,  von  der  wir  Gebrauch  machen,  äusserst  fruchtbar; 
sie  kann  auch  bei  der  Behandlung  der  fünf-  und  der  sechsgliedrigen  nicht 
integrabeln  Gruppen  gute  Dienste  leisten. 

Es  sei  6^4  eine  viergliedrige  Gruppe,  die  eine-  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  (rg  enthält;  dann  können  wir  annehmen,  dass  diese  G^  von  X^^f, 
Xg/",  Xg/"  erzeugt  ist  und  dass  die  Eelationen: 

(X,X,)  =  X,f,     (X,X,)  =  2X,f,     (x,X,)  =  X,f 

bestehen.  Wäre  nun  die  G^  nicht  in  der  G^  invariant,  so  müsste  sie  (vgl. 
S.  694,  Satz  13  und  S.  696)  eine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe 
enthalten,  was  nicht  der  Fall  ist.  Die  G^  ist  somit  in  der  (r^  invariant. 
Bilden  wir  daher  die  00^  infinitesimalen  Transformationen:  Z ekX^f  als 
Punkte  in  einem  gewöhnlichen  dreifach  ausgedehnten  Räume  ab,  so  bleibt 
die  Ebene:  e^  =  0,  die  das  Bild  der  G^  ist,  bei  der  Adjungirten:  E^f .  .  , 
E^f  der  G^  invariant. 

46* 
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Nun  transformirt  die  Gruppe:  E^f^  E^f^  E.^f  die  Punkte  der  Ebene: 
e^  =  0  durch  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe,  die  offenbar  mit  der 
Adjungirten  der  G^  zusammenfällt,  sie  lässt  also  in  dieser  Ebene  einen 
isolirten  nicht  ausgearteten  Kegelschnitt  invariant  (s.  S.  13  ff.).  Andrer- 
seits ist  die  Gruppe:  E^f,  E^f^  E^f  in  der  Adjungirten  der  G^  invariant, 
demnach  muss  der  besprochene  Kegelschnitt  bei  der  ganzen  Adjungirten 
der  G^4,  also  auch  bei  E^f  invariant  bleiben  (s.  Abschn.  I,  S.  586  f.).  Da 
aber  ein  nicht  ausgearteter  Kegelschnitt  nicht  mehr  als  drei  unabhängige 
infinitesimale  projective  Transformationen  seiner  Ebene  gestattet  (s.  S.  88, 
Satz  2),  so  muss  es  unter  den  oo^  infinitesimalen  Transformationen: 
ZXkEkf  mindestens  eine  geben,  die  alle  Punkte  der  Ebene:  64  =  0  in  Ruhe 
lässt.  Berücksichtigt  man  schliesslich,  dass:  E^f^  E^f^  E^f  die  Punkte 
der  Ebene:  e^  =  0  dreigliedrig  transformiren,  so  erkennt  man,  dass  sich 
X^f  so  wählen  lässt,  dass  iJ^/"  jeden  Punkt  der  Ebene:  ^4  =  0  in  Ruhe  lässt. 

Ist  X4/'  in  der  angegebenen  Weise  gewählt,  so  hat  E^f\  das  ja  auch 
noch  den  Punkt:  e^  ==  Cg  =  %  =  0  invariant  lässt  (s.  S.  673)  offenbar  die 
Form: 


TP    r  (         ^f      i  ^f      \  ^f\ 


es  bestehen  also  drei  Relationen  von  der  Gestalt: 
(XiX;)  =  qXif     (t  =  i,2,3). 

Die  Identität  zwischen:  X^f^  X^f,  XJ  liefert  aber  sofort  ^  =  0,  also 
ergiebt  sich,  dass  jede  viergliedrige  Gruppe,  die  eine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe   enthält,  die  Zusammensetzung  (58)  besitzt. 

Um  alle  nicht  integrabeln  viergliedrigen  Gruppen  zu  finden,  raüsste 
man  jetzt  noch  die  unter  ihnen  aufsuchen,  die  keine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  enthalten.  Man  würde  natürlich  finden,  dass  es  keine  Gruppen 
dieser  Art  giebt,  aber  die  dazu  erforderlichen  Ueberlegungeu  würden  auf 
eine  Wiederholung  des  auf  S.  722  Gesagten  hinauskommen,  wir  gehen 
daher  nicht  auf  sie  ein. 

Wir  haben  jetzt  noch  die  Zusammensetzungen  aller  viergliedrigen 
integrabeln  Gruppen  zu  bestimmen;  dabei  ist  es  vortheilhaft^  zunächst 
alle  die  Gruppen  auszuschliessen,  die  eine  dreigliedrige  Untergruppe 
mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transformationen  ent- 
halten, und  diese  Gruppen  nachher  für  sich  zu  behandeln. 

Es  sei  G^  eine  viergliedrige  integrahle  Gruppe,  die  Jceine  dreigliedrige 
Untergruppe  mit  paarweise  vertatischharen  infinitesimalen  Transforma- 
tionen enthält.  Die  erste  Derivirte  der  G^  ist  dann  ebenfalls  integrabel 
und  zwar  kann  sie  offenbar  nur  drei-,  zwei-  oder  eingliedrig  sein. 
Diese  drei  Fälle  müssen  wir  daher  der  Reihe  nach  behandeln. 

Ist  die  erste  Derivirte  der  G^^  dreigliedrig,  so  können  wir  anneh- 
men, dass  sie  von  X^f,  X^f,  X^f  erzeugt  wird,  und  dass  ihre  Zu- 
sammensetzung eine  der  Normalformen:  (44),  (45)  und  (47)  des  Theorems 
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64,  S.  715  f.  besitzt.  Von  diesen  drei  Fällen  kann  aber,  wie  sich  zeigen 
lässt,  nur  der  dritte  vorkommen. 

In  der  That,  tritt  einer  der  beiden  ersten  Fälle'ein,  so  hat  die 
Gruppe:  X,/",  XJ)  X^f  eine  Zusammensetzung  von  der  Form: 
(X,X,)  =  0,  iX,X,)==XJ,  {X,X,)  =  C8XJ+cXJ, 
wo  £  für  c  4=  1  stets  verschwindet  und  für  c  =  1  entweder  =  0  oder 
=  1  ist.  Für  c  =)=  0  ist  hier  die  Gruppe:  X^f^  X^f  die  zweite  Deri- 
virte  der  (r^  und  als  solche  in  der  (r^  invariant.  Andrerseits  sind  für 
c=  0  offenbar  XJ  und  Xg/*  die  beiden  einzigen  invarianten  einglied- 
rigen Untergruppen  der  ersten  Derivirten  der  (r^,  die  Gruppe:  Xj^f, 
X.^f  ist  demnach  auch  dann  in  der  ö^^  invariant.  Hieraus  folgt,  dass 
unter  allen  Umständen  Relationen  von  der  Form: 

(X,X,)  =  XXJ-+aX,f,    {X,X,)^vXJ-\-QX,f 
bestehen.     Da  nun   aber   die   erste  Derivirte   der  G^   dreigliedrig   sein 
soll,  so  darf  {X^X^   nicht   von  X.^f  frei   sein,   wir   können  daher  an- 
nehmen, dass  es  die  Form: 

{X,X,)  =  X,f  +  uXJ- +  ßX,f 
besitzt.     Bilden  wir  jetzt  die  Identitäten  zwischen  X^f,  X^f,  X^f  und 
zwischen  X^f,  X^f,  X^f   und   berücksichtigen   wir   das    eine  Mal  blos 
den  Factor  von  X^fj  das  andre  Mal  blos  den  von  X._,f^  so  kommt: 

-  -  1  —  ^ce  =  0,     C6^  —  c  =  0, 
zwei   Gleichungen,    die   wegen  der  Beziehung   zwischen  s  und  c  nicht 
mit   einander   verträglich   sind.     Demnach   ist   das  Eintreten   eines  der 
beiden  ersten  Fälle  wirklich  ausgeschlossen. 

Im  dritten  Falle  hat  die  Gruppe:  XJ]  X^f,  X.^f  die  Zusammen- 
setzung : 

(59)  (Z,X,)  =  0,    (X,X3)=0,    {X,X,)  =  XJ, 

also  ist  X^f  die  zweite  Derivirte  der  6^^  und  als  solche  in  der  Gr^ 
invariant,  das  heisst  es  ist: 

(60)  {X,X,)  =  cXJ. 

Ferner  sind  die  c»^  zweigliedrigen  Gruppen:  XJ,  aX2f-\-  hXJ 
sämmtlich  in  der  Gruppe:  XJ,  XJ,  XJ  invariant,  sie  werden  also 
bei  der  adjungirten  Gruppe  der  (x^  höchstens  eingliedrig  transformirt; 
da  sie  überdies  in  dem  ebenen  Räume  der  oo^  infinitesimalen  Trans- 
formationen der  (t4  durch  ein  ebenes  Büschel  von  Geraden  abgebildet 
werden,  so  ist  klar,  dass  mindestens  eine  unter  ihnen  auch  in  der  G^ 
invariant  ist.  Wir  können  uns  nun,  ohne  dass  die  Relationen  (59) 
eine  Aenderung  erleiden,  XJ  und  XJ  so  gewählt  denken,  dass  gerade 
XJj  XJ  eine   invariante  Untergruppe  der  G^^  wird,  und  haben  jetzt 
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zur  Bestimmung  der  Zusammensetzung  unsrer  G^^  noch  zwei  Relationen 
von  der  Form : 

iX,X,)  =  aXJ+ßX,f 


(^^^  [{X,X,)  =  yX,f+  ÖXJ+  BX,f. 

Hier  darf  weder  ß  noch  s  verschwinden,  weil  sonst  die  erste  Derivirte 
unsrer  G^  nicht  dreigliedrig  wäre. 

Da  /3=f=0  ist,  können  wir  es  gleich  1  machen.  Ist  das  geschehen, 
so  führen  wir:  XJ —  aX.^f  -\-  yX^f  als  neues  X^f  ein  und  erreichen 
so,  dass  a  =  y  =  0  wird.  Bilden  wir  sodann  die  Identität  zwischen 
Xg/*,  X^fj  X^f  —  es  ist  das  die  einzige,  die  noch  nicht  von  selbst 
erfüllt  ist  —  so  kommt:  c  —  s  —  1=0,  also  muss  c  =4=  l  sein  und 
unsre  Relationen  (61)   haben  nunmehr  die  Form: 

(X,X,)  =  X/,    (X,X,)  =  dXJ+{c-l)X,f    (c  +  i). 

Führen  wir  endlich  hier:   ^3/'+  AXg/*  als  neues  X^f  ein,  so  können 
wir,  sobald  c  =j=  2  ist,  durch  geeignete  Wahl  von  X  bewirken,  dass  d 
gleich   Null   wird.     Ist   aber   c  =  2  und  ^4=^;   ^^   führen   wir  6X2/' 
als  neues  X^f  und  dX^f  als  neues  X^f  ein,  wodurch  ^  =  1  wird. 
Wir  finden  demnach  nur  die  beiden  Zusammensetzungen: 
f(X.Z,)  =  0,    (X,X,)==0,    (X,X,)  =  XJ 
(62)    Ux,X,)  =  cXJ,    {X,X,)  =  X,f,     {X,X,)  =  ic~l)X,f 

^  (c  +  1) 

und: 

(a^-,        l(Xi^)  =  0,    iX,X,)  =  0,    iX,_X,)  =  XJ 

^'°'^>        \  (X,  X,)  =  2  XJ,  {X,  X,)  =  X,f,  {X,  ZJ  ==  X,f  +  X,f. 

Ist  die  erste  Derivirte  unsrer  G^  zweigliedrig,  so  können  wir  an- 
nehmen, dass  sie  von  X^f  und  X^f  erzeugt  ist.  Sind  XJ  und  X^f 
nicht  vertauschbar,  so  ist  die  erste  Derivirte  der  Gruppe:  XJ\  X^f 
nothwendig  in  der  G^^  invariant.  Ist  andrerseits  (X^  Xg)  =  0,  so  wird 
die  Schaar  der  00^  eingliedrigen  Gruppen:  aXJ -{-  hX^f  bei  der  Ad- 
jungirten  der  G^  höchstens  zweigliedrig  transformirt  und  es  bleibt 
daher  mindestens  eine  von  ihnen  invariant.  Wir  können  daher  unter 
allen  Umständen  annehmen,  dass  X-^f  in  der  G^  invariant  ist,  dass 
also  Relationen  von  der  Form: 

{X,X,)  =  eX,f,    {X,X,)  =  uXJ,    iX,X,)^ßXJ 

{X,X,)  =  XXJ+  iiX,f,    (X,X,)  =  l'XJ+  ft'XJ- 

iX,X,)^vXJ+QX,f 
bestehen. 

Wäre  nun  s=\=0,  so  ergäbe  sich  aus  den  Jacobischen  Iden- 
titäten zwischen:  X^f,  X^f)  XJ,  zwischen:  XJ,  XJ,  XJ  und  zwischen: 


Allgemeines  über  Zusammensetzung.  727 

XJ,  XJ,  XJ  sofort:  ^  =  ^' =  q  =  0,  die  erste  Derivirte  imsrer  G^ 
wäre  daher  gegen  unsre  Voraussetzung  blos  eingliedrig.  Demnach  ist 
£  =  0,  Ferner  ist  eine  der  infinitesimalen  Transformationen:  aX^f 
+  hXJ  sicher   mit  XJ  vertauschbar,   wir  können   also    etwa  a  =  0 

setzen. 

Verschwänden  jetzt  A  und  ^  beide,  so  wäre  XJ,  XJ,  XJ  eine 
dreigliedrige  Untergruppe  unsrer  G^,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen paarweise  vertauschbar  wären.  Diesen  Fall  haben  wir  aber 
vorläufig  ausgeschlossen,  also  sind  A  und  ^  nicht  beide  gleich  Null, 
wir  können  daher  durch  geeignete  Wahl  von  XJ  und  XJ  erreichen, 
dass  (X2X3)  entweder  =  XJ  oder  =  XJ  wird. 

Im  ersten  Falle  führen  wir  noch:  XJ—11XJ+  qXJ  als  neues 
XJ  ein    und  erhalten  so  die  Relationen: 

(X,X,)  =  0,  {X,X,)^0,  {X,X,)==XJ 

{X,X,)  =  ßXJ,    {X,X,)  ==  l' XJ,     (X,X,)  =  vXJ. 

Die  Identität  zwischen  XJ,  XJ,  XJ  —  die  einzige,  die  noch  nicht 
von  selbst  erfüllt  ist  —  liefert  jetzt:  A'=  0.  In  Folge  dessen  kann  ß 
nicht  verschwinden,  weil  sonst  XJ,  XJ  und  XJ  paarweise  vertausch- 
bar wären.  Wir  machen  natürlich  ß=l  und  indem  wir  schliesslich 
noch  XJ—vXJ  als  neues  XJ  einführen,  finden  wir  die  Zusammen- 
setzung : 

|(X,X,)  =  0,         (X,X3)  =  0,     (X,X3)  =  X/ 

^^^)        i(x,x,)  =  x,/;   (x,xj  =  o,   (X3X,)  =  o. 

Im  zweiten  Falle  führen  wir:  XJ—  k' XJ  +  vXJ  als  neues 
XJ  ein  und  erhalten  die  Relationen: 

(X,X,)  =  0,  (X.Xe)  =  0,  (X,X3)  =  XJ 

{X,X,)  =  ßXJ,     {X,X,)  =  ii'XJ,    {X,X,)  =  qXJ. 

Die  Identität  zwischen:  XJ,  XJ,  XJ  liefert  hier:  ^' =  ß.  Natürlich 
darf  ß  nicht  verschwinden,  weil  sonst  XJ,  XJ,  XJ  paarweise  ver- 
tauschbar wären,  es  kann  somit  gleich  1  gemacht  werden.  Führen 
wir  endlich  noch  XJ—  qXJ  als  neues  XJ  ein,  so  gelangen  wir  zu 
der  Zusammensetzung: 

|(X,X,)  ==  0,        (X,X3)  =  0,        (X,X3)  =  XJ 
(^^^  \{X,X,)  =  XJ,    (X,XJ  =  X/,    (X3X,)=0. 

Ist  die  erste  Derivirte  unsrer  G^^  eingliedrig,  so  können  wir  an- 
nehmen, dass  sie  von  XJ  erzeugt  ist.  Dann  hängen  alle  sechs  Aus- 
drücke (XiXk)  nur  von  XJ  ab,  wir  können  daher  XJ  und  XJ  so 

wählen,  dass: 

(Z.X,)  =  0,    (X,X3)  =  0 
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wird.  OffeDbar  darf  jetzt  (X^X,)  nicht  verschwinden,  weil  sonst  XJ, 
^-J\  ^a/' paarweise  vertauschbar  wären,  wir  können  daher  (X.^X^)=  x/f 
setzen,  während 

(X,X,)  =  aX,f,  (X,X,}^ßXJ,  (X,X,)  =  yXJ 
ist.  Nunmehr  liefert  die  Identität  zwischen  XJ,  XJ,  XJ  die  Glei- 
chung: «  =  0  und  überdies  können  wir,  indem  wir:  Xj—ßXj+yXJ 
als  neues  XJ  einführen,  auch  ß  ==  y  =  0  machen.  Demnach  würde 
unsre  G^  die  drei  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transfor- 
mationen: XJ,  XJ,  XJ  enthalten,  was  nicht  der  Fall  sein  darf. 
Wir  sehen  hieraus,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung  die  erste 
Derivirte  unsrer  G^  nicht  eingliedrig  sein  kann. 

Nachdem  wir  die  Zusammensetzungen  aller  integrabeln  G^  be- 
stimmt haben,  die  keine  dreigliedrige  Untergruppe  mit  paarweise  ver- 
tauschbaren infinitesimalen  Transformationen  enthalten,  brauchen  wir 
nur  noch  die  Zusammensetzungen  aller  G^  aufzusuchen,  die  eine  der- 
artige Untergruppe  enthalten. 

Bevor  wir  diese  Gruppen  bestimmen,  wollen  wir  einen  allgemeinen 
Satz  beweisen,  der  sich  ohne  Weiteres  auf  sie  anwenden  lässt.  Der 
Satz  lautet: 

Satz  20.  Enthält  eine  r-gliedrige  Gruppe,  deren  infinitesimale  Trans- 
formationen nicht  alle  paarweise  vertauschbar  sind,  eine  (r  —\)-gliedrige 
Untergruppe  mit  paarweise  vertauschharen  infinitesimalen  Transformatio- 
nen, so  enthält  sie  stets  auch  eine  invariante  (r  —  l)-gliedrige  Unter- 
gruppe mit  paarweise  vertauschharen  infinitesimalen  Transformationen, 
überdies  ist  sie  integrabel. 

In  der  That,  es  sei:  XJ.  .  .  XJ  oder  Gr  die  betreffende  r-glied- 
rige Gruppe  und:  XJ . .  .  Xr-J  oder  Gr-t  sei  die  (r  —  l)-gliedrige 
Untergruppe,  deren  infinitesimale  Transformationen  paarweise  vertausch- 
bar sind,  es  sei  also: 

{XiXk)  =  0       {i,k  =  l...r-l), 

Ist  die  Gr-i  nicht  schon  selbst  in  der  G,.  invariant,  so  giebt  es  in 
der  Gr  oo^  mit  Gr-i  gleichberechtigte  Untergruppen,  die  von  der 
Adjungirten  der  Gr  entweder  zwei-  oder  dreigliedrig  transformirt 
werden  (s.  Theor.  58,  S.  688).  Hier  aber  kann  blos  der  erste  dieser 
beiden  Fälle  eintreten,  da  die  dreigliedrige  allgemeine  projective  Gruppe 
einer  einfach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  augenscheinlich  nicht  mit 
unsrer  Gr  isomorph  ist.  Demnach  haben  die  oo^  mit  Gr-i  gleich- 
berechtigten Untergruppen  der  Gr  nach  dem  angeführten  Theorem 
eine   in   der   Gr   invariante   (r  —  2)-gliedrige   Untergruppe,   etwa   XJ 
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.  .  .  Xr—2f  gemein,  die  ihrerseits  in  einer  (r  —  l)-gliedrigen  invarianten 
Untergruppe  der  Gr,  etwa  in:  X^f.  .  .  Xr—^fi  Xrf  steckt.  Dann  aber 
lassen  sich  (s.  S.  687)  die  oo^  mit  Gr-i  gleichberechtigten  Unter- 
gruppen der  Gr  in  der  Form:  X^f .  .  .  Xr-2f,  Xr-\f  -\-  kXrf  dar- 
stellen und  da  die  alle  mit  der  Gr—i  gleichzusammengesetzt  sind,  so 
ist  nothwendig: 

{X,Xr)  =   (X,  X,)  =  •  •  •  ==  {Xr-^Xr)  =  0, 

das  heisst  die  Gr  enthält  eine  invariante  {r  —  l)-gliedrige  Unter- 
gruppe: X^f  .  .  .  Xr—2f,  Xrf,  deren  infinitesimale  Transformationen 
paarweise  vertauschbar  sind. 

Damit  ist  der  erste  Theil  des  Satzes  20  bewiesen.  Der  zweite 
Theil  aber,  dass  die  Gr  integrabel  ist,  folgt  einfach  daraus,  dass  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  ersten  Derivirten  der  Gr  noth- 
wendig paarweise  vertauschbar  sind. 

Wir  kehren  jetzt  wieder  zu  dem  besonderen  Falle:  r  =  4  zurück. 
Auf  Grund  von  Satz  20  sind  wir  sicher,  dass  jede  G^  von  der  ver- 
langten Beschaffenheit  eine  Zusammensetzung  von  der  folgenden  Form 
besitzt: 

({X,X,)^0,     (X,X0  =  O,     (X,X,)  =  0 
(66)  ( X-  X,)  =  cnX.f  +  c^-^X^f  +  c,3  Xsf 

^  0  =  1,2,3). 

Deuten  wir  nun  die  c»^  infinitesimalen  Transformationen  UßkXjcf 
unsrer  (r^  als  Punkte  in  einem  ebenen  B^  und  denken  wir  uns  diesen 
i?3  durch  die  Adjungirte:  E^f .  .  .  JEJ  der  (r^  transformirt,  so  ist  klar, 
dass  die  Ebene  e^  =  0  invariant  bleibt.  F^f,  Ec^f^  E^f  lassen  sogar 
alle  Punkte  dieser  Ebene  in  Ruhe  und  höchstens: 

1,2,3 

transformirt  die  Punkte  der  bewussten  Ebene  wirklich. 

Um  die  Zusammensetzung  {QQ)  auf  möglichst  einfache  Normal- 
formen zu  bringen,  ist  es  nur  nöthig,  als  neue  X^f,  X^f,  XJ  solche 
drei  unabhängige  aus:  XJ,  X^f^  X^f  linear  abgeleitete  infinitesimale 
Transformationen  einzuführen,  dass  die  Ausdrücke  {XiX^  möglichst 
einfach  werden.  Das  aber  kommt  einfach  darauf  hinaus,  die  Form 
von  E^f  durch  eine  lineare  homogene  Transformation  von  e^,  e^^  e^ 
möglichst  zu  vereinfachen;  denn  aus  den  Coefficienten  von  EJ  kann 
man  jederzeit  die  Form  der  Ausdrücke  (X/XJ  ablesen.  Die  Zurück- 
führung  von  EJ  auf  seine  einfachsten  Normalformen  haben  wir  aber 
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schon  früher  geleistet,  als  wir  alle  Typen  von  linearen  homogenen 
Gruppen  in  drei  Veränderlichen  bestimmten.  Wir  brauchen  daher  aus 
der  Tabelle  auf  S.  116  ff.  nur  alle  darin  enthaltenen  Typen  von  ein- 
gliedrigen Gruppen  zu  entnehmen,  dann  können  wir  sofort  alle  Typen 
von  G^  von  der  Zusammensetzung  (66)  angeben. 

Als  Normalformen  von  E^f  erhalten  wir  auf  diese  Weise  die  fol- 
genden sechs: 

d^    .  df     .  dj_ 

df     ,         df     \        (      ^f   j_       ^f   _L       ^f\ 
^3  ä^  "T"  ^2  ^^^  -r  c  ye^  ^^^  -t-  e^  ^^^  -f-  ßg  ^-; 

'    ^3  de,  "^  ^1  de, 

^f    \        ^f  A.      ^Z"  _i_      ^^  _i.      ^ 

^3  ä:^  "1"  ^1  ä7,  "^  ^^  de,  "^  ^2  ^,  "T"  ^3  a,^ 

df_  df_    ,        d£    ,        d£    .        d£ 

^3  a^^ ;      ^3  a^^  -r  e,  ^^^  -h  e^  ^^^  -[-  ^3  .^^ , 

wo  wir,  um  nicht  zu  viele  Fälle  unterscheiden  zu  müssen,  in  der 
ersten  Normalform  drei,  die  auf  S.  119  getrennt  aufgeführt  sind,  in 
eine  zusammengezogen  haben.  Ausserdem  ist  noch  der  Fall  zu  be- 
rücksichtigen, dass  E^f  identisch  verschwindet.  Entsprechend  diesen 
Normalformen  von  E^f  ergeben  sich  nun  die  folgenden  Normalformen 
der  Zusammensetzung  (66): 


(67) 
(68) 
(69> 
(70) 


(X,X,)  =  X,f,     (,X,X,)=aXJ,    {X,X,)=cXJ,    {X,X,)=0 

(.-,«■  =1,2,  3) 


(^i  X,) 

=  ^.A 

{X, 

x,)  = 

=  0, 

k  = 

(^3X4)  = 
=  1,2,3) 

^1 

f. 

(X,X,)  = 

=  0 

(X,  X,)  =  X,  f+XJ,  {X,  X,)  =  X,  f,  (X3 XJ  =  X,  f-i-  X3/;  (X.X,)  =  0 

{i,  k=  1,  2,  3) 


(71)       (X,X,)  =  0,    (X,X,)  =  0,    (X3XJ=X,/-,    (X.Z,)  =  0    (.•,*  =  i,2.8) 
(72) 


(X,X,)  =  X/,    (X,XJ=X,^,    (X3X,)  =  X,^+^3A    (^Ä)  =  o 

(i,  *  =  !,  2,  3) 


(73)        (X,XJ  =  0,    (X,X,)  =  0,    (X3X,)  =  0,    (X.X,)  =  0    (e.*  =  i,  2,3) 
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Es  wäre  schliesslich  noch  zu  untersuchen,  ob  etwa  eine  unter 
diesen  sieben  Zusammensetzungen  überflüssig  ist.  Man  kann  sich  aber 
leicht  überzeugen,  dass  keine  überflüssig  ist.  In  der  That,  eine  (r^ 
könnte  offenbar  nur  dann  zwei  verschiedenen  unter  unsern  sieben 
Klassen  angehören,  wenn  sie  zwei  verschiedene  invariante  dreigliedrige 
Untergruppen  mit  paarweise  vertauschbaren  infinitesimalen  Transfor- 
mationen enthielte,  etwa  die  beiden:  X^/",  Xa/",  X^f  und:  X^f,  X^f\ 
X^f.  In  diesem  Falle  wären  aber  ausser  {X^X^  offenbar  alle  Klam- 
merausdrücke null  und  (X3X4)  wäre  aus  X^f  und  X<^f  linear  ableit- 
bar, es  könnte  also,  wenn  es  nicht  gleich  Null  wäre,  auf  die  Form: 
(Xg  XJ  =  X^f  gebracht  werden.  Der  angenommene  Fall  kann  daher, 
sobald  Xj^f .  . .  X^f  nicht  alle  paarweise  vertauschbar  sind,  nur  dann 
eintreten,  wenn  E^f  die  vorletzte  der  auf  S.  730  angegebenen  Normal- 
formen erhalten  kann,  das  heisst  die  Gruppen  (71)  und  (73)  sind  die 
einzigen  unter  den  Gruppen  (67)  .  .  .  (73),  die  zwei  verschiedene  in- 
variante Gq  mit  paarweise  vertauschbaren  Transformationen  enthalten. 

Die  oben  aufgezählten  sieben  Gruppen  repräsentiren  also  sieben 
verschiedene  Typen  von  Zusammensetzungen.  Zwei  von  diesen  Typen 
enthalten  aber  willkürliche  Parameter  und  da  ist  allerdings  zu  bemer- 
ken, dass  wenigstens  die  Relationen  (67)  nicht  ebensoviele  verschiedene 
Zusammensetzungen  darstellen,  als  es  verschiedene  Werthsysteme  a,  c 
giebt;  man  erkennt  das  sofort,  wenn  man  zum  Beispiel  a  mit  c  ver- 
tauscht. Wir  brauchen  aber  auf  diesen  Punkt  nicht  näher  einzugehen; 
es  genügt  zu  erwähnen,  dass  es  jedenfalls  unmöglich  ist,  aus  (67)  einen 
der  beiden  Parameter  a  und  c  zu  entfernen.  Was  andrerseits  die  Zu- 
sammensetzung (68)  betrifft,  so  verhält  sich  die  Sache  so,  dass  zwei 
verschiedenen  Werthen  von  c  stets  auch  zwei  verschiedene  Zusammen- 
setzungen entsprechen. 

Bestimmt  man  die  Gliederzahl  der  ersten  Derivirten  für  jede  ein- 
zelne der  Gruppen  (67)  .  . .  (73),  so  ergiebt  sich  Folgendes:  Die  erste 
Derivirte  ist  dreigliedrig  im  Falle  (67),  wenn  weder  a  noch  c  ver- 
schwindet, im  Falle  (68)  für  c  4=  0  und  =[=  —  1  ^nd  in  den  Fällen 
(70)  und  (72).  Zweigliedrig  ist  sie  im  Falle  (67)  für  c  =  0,  a  4=  0*), 
im  Falle  (68)  für  c  =  0  und  =  —  1  und  endlich  im  Falle  (69).  Ein- 
gliedrig ist  die  erste  Derivirte  der  Gruppe  (67),  wenn  a  =  c  ==  0,  und 
ebenso  die  erste  Derivirte  der  Gruppe  (71). 

Unter  den  Gruppen  (67)  nehmen  also  die,  bei  denen  a  und  c 
nicht  beide  von  Null  verschieden  sind,  eine  ausgezeichnete  Stelle  ein. 
Es  giebt   aber  unter  ihnen  auch  noch   andre,    die  in  gewisser  Weise 


*)  Der  Fall  a=0,  c^O  braucht  offenbar  nicht  besonders  erwähnt  zu  werden. 
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ausgezeichnet  sind.  Sind  nämlich  die  drei  Zahlen  1,  a,  c  alle  von 
einander  verschieden,  so  enthält  eine  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(67)  blos  drei  invariante  eingliedrige  Untergruppen,  nämlich:  Xj/J 
X^f  und  Xg/*.  Sind  dagegen  zwei,  aber  auch  nur  zwei  der  Zahlen 
1,  a,  c  einander  gleich  —  man  kann  in  diesem  Falle  offenbar  an- 
nehmen, dass  entweder  a  =  1  und  c  =|=  1  oder  a  =  c  =  0  ist  —  so 
enthält  die  Gruppe  ausser  der  invarianten  eingliedrigen  Untergruppe: 
X,/"  noch  oo^  verschiedene  Untergruppen  dieser  Art.  Ist  endlich 
a  =  c==l,  so  ist  jede  eingliedrige  Untergruppe:  e^X^f -{-  e<^'X^f -\- 
e^X^f  in  der  G^^  invariant  und  ausserdem  erzeugt  jede  lineare  Mannig- 
faltigkeit von  infinitesimalen  Transformationen  der  G^^  eine  Untergruppe 
der  G^, 

Wir  stellen  jetzt  unsre  Ergebnisse  über  die  viergliedrigen  Gruppen 
zusammen: 

Theorem  65.  Ist  eine  viergliedrige  Gruppe  nicht  integrahel, 
so  enthält  sie  eine  invariante  dreigliedrige  einfache  Gruppe 
und  hat  die  Zusammensetzung  (58)  auf  S.  723.  Ist  sie  integrahel, 
enthält  sie  aber  Jceioie  dreigliedrige  Untergruppe  mit  paarweise 
vertauschharen  infinitesimalen  Transformationen^  so  hat  sie 
eine,  der  Zusammensetzungen  (62),  (63),  (64),  (65)  auf  S.  726 
und  727.  Ist  sie  endlich  integrahel  und  enthält  sie  eine  drei- 
gliedrige Untergruppe  mit  paarweise  vertauschharen  infini- 
tesimalen Transformationen,  so  hat  sie  eine  der  Zusammen- 
setzungen (67)  . . .  (73)  auf  S.  730. 

Da  die  Zusammensetzung  (65)  augenscheinlich  aus  der  Zusammen- 
setzung (62)  erhalten  wird,  wenn  man  dem  Parameter  c  den  dort 
ausgeschlossenen  Werth  c  =  1  ertheilt,  so  können  wir  sagen,  dass  es 
im  Ganzen  elf  verschiedene  Typen  von  Zusammensetzungen  vierglied- 
riger  Gruppen  giebt.  Allerdings  enthält  einer  dieser  Typen  zwei 
wesentliche  Parameter  und  zwei  Typen  enthalten  je  einen  wesent- 
lichen Parameter.  Will  man  sich  eine  anschauliche  Vorstellung  von 
diesen  Typen  machen,  so  thut  man  gut,  für  jeden  einzelnen  Typus  die 
auftretenden  invarianten  drei-,  zwei-  und  eingliedrigen  Untergruppen 
zu  bestimmen  und  in  der  Ebene  eine  Projection  der  Figur  zu  ent- 
werfen, die  von  diesen  Untergruppen  in  dem  JRg  der  <x>^  infinite- 
simalen Transformationen  der  betreffenden  Gruppe  gebildet  wird.  Kann 
man,  ohne  dass  die  Figur  unübersichtlich  wird,  auch  die  nicht  in- 
varianten drei-  und  zweigliedrigen  Untergruppen  mit  andeuten,  dann 
um  so  besser.  Bei  den  Zusammensetzungen,  die  wesentliche  Para- 
meter enthalten,  muss  man  übrigens  für  gewisse  besondere  Werthe 
dieser  Parameter  eigne  Figuren  zeichnen. 


Allgemeines  über  Zusammensetzung.  733 
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In  diesem  Paragraphen  suchen  wir  alle  Zusammensetzungen,  die 
eine  nicht  integrable  G^  oder  Gq  haben  kann. 

Enthält  eine  Gr,  eine  dreigliedrige  einfache  Untergruppe  G^  von 
der  Zusammensetzung: 

(74)  {X,X,)==XJ,     {X,X,)^2X,f,     {X,X,)  =  XJ, 

so  ist  sie  sicher  nicht  integrabel.  Wir  betrachten  zuerst  den  Fall, 
dass  die  G^  eine  solche  G^  enthält. 

Die  G^  ist  entweder  in  keiner  viergliedrigen  Untergruppe  der  G^  ent- 
halten oder  sie  ist  in  einer  solchen  enthalten.  Im  ersten  Falle  ist  die  G^ 
weder  in  einer  viergliedrigen  Untergruppe  der  G^  noch  in  der  G^  selbst 
invariant,  es  giebt  also  in  der  G^  oo^  mit  G^  gleichberechtigte  Unter- 
gruppen, die  von  der  Adjungirten  der  G^  durch  eine  mit  der  G^ 
isomorphe  transitive  Gruppe  y  unter  einander  vertauscht  werden.  Da 
die  Gq  einfach  ist  und  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  G^  steckt, 
ergiebt  sich  sofort,  dass  diese  Gruppe  y  mit  G^  holoedrisch  isomorph, 
also  fünfgliedrig  ist  und  dass  sie  die  zweifach  ausgedehnte  Mannig- 
faltigkeit der  oo^  mit  G^  gleichberechtigten  Untergruppen  primitiv 
transformirt  (s.  Abschn.  I,  S.  483,  Theor.  85  und  S.  521,  Theor.  91). 
Demnach  ist  unsre  G^  mit  einer  füufgliedrigen  primitiven  Gruppe  der 
Ebene  gleichzusammengesetzt,  also  nach  S.  35,  Theor.  5  mit  der  spe- 
ciellen  linearen  Gruppe:  p,  q,  xq,  xp  —  yq^  yp. 

Steckt  andrerseits  die  G^  in  einer  6r4,  so  können  wir  annehmen, 
dass  X^f .  .  .  XJ  diese  G^  ist  und  ausserdem  nach  S.  722,  dass  die 
Gleichungen : 

bestehen.  Ist  nun  die  G^  in  der  G^  invariant,  so  ist  auch  die  erste 
Derivirte  der  G^^  also  eben  die  G^  in  der  (r^  invariant.  Ist  dagegen 
die  (^4  nicht  in  der  G^  invariant,  so  enthält  sie  nach  S.  688,  Theor.  58 
entweder  eine  zwei-  oder  eine  dreigliedrige  invariante  Untergruppe, 
die  auch  in  der  G^^  invariant  ist.  Nun  aber  enthält  die  G^^  nach 
S.  26,  Theor.  3  überhaupt  keine  zweigliedrige  invariante  Untergruppe 
und  nur  eine  invariante  dreigliedrige,  nämlich  G^.  Also  ergiebt  sich 
auch  hier,  dass  die  G^  m  der  G^  invariant  ist. 

Aus  dem  Gesagten  folgt,  dass  unter  der  gemachten  Voraussetzung 
auch:  XJ\  X^f,  Xg/',  Xg/'  eine  viergliedrige  Untergruppe  der  G^  ist, 
wir  können  daher  annehmen,  dass  auch: 

(X.X,)  =  0,    (Z,X,)  =  0,    {X,X,)  =  0 
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ist.     Bilden   wir   nunmehr   die  Identitäten   zwischen  XJ,  Xr^f  und  je 
einer  der  Transformationen:  XJ,  X^f,  X^f,  so  ergiebt  sich: 

({X,X,)X,)  =  ((X,X,)X,)  =  i{X,X,)X,)  =  0, 
folglich    muss    (X^XrJ    von    XJ,    XJ,    Xg/"  "frei    sein.      Ist    daher 
(^4^5)4=0?  so  können  wir  durch  geeignete  Wahl  von  XJ"  und  XJ 
erreichen,  dass  {X^X^)  =  XJ  wird. 

Wir  können  dieses  Ergebniss  kurz  so  ausdrücken:  Enthält  eine 
G^  eine  dreigliedrige  einfache  Gruppe,  die  in  einer  viergliedrigen  Unter- 
gruppe der  (t5  steckt,  so  ist  sie  entweder  mit  der  fünfghedrigen 
Gruppe: 

i?,  xp,  x^p,  q,  yq 

der  Ebene  oder  mit  der  fünfgliedrigen  Gruppe: 

p,  xp,  x^p,  q,  r 
des  Raumes  gleichzusammengesetzt. 

Nunmehr  suchen  wir  alle  nicht  integrabeln  G^^  die  keine  drei- 
gliedrige einfache  Untergruppe  enthalten;  es  wird  sich  aber  zeigen, 
dass  es  derartige  Gruppen  überhaupt  nicht  giebt. 

Enthält  eine  nicht  integrable  (r^  keine  G^  von  der  Zusammen- 
setzung (74),  so  ist  jede  ihrer  dreigliedrigen  Untergruppen  integrabel, 
steckt  also  nach  S.  681,  Satz  8  in  mindestens  einer  viergliedrigen 
Untergruppe  der  G^.  Die  viergliedrigen  Untergruppen  der  G^  ent- 
halten  natürlich    auch    keine   Untergruppe   von   der  Zusammensetzung 

(74)  und  sind  daher  nach  S..723  auch  integrabel.  Unter  diesen  vier- 
gliedrigen Untergruppen  der  G^,  darf  aber  keine  in  der  G^  invariant 
sein,  weil  sonst  die  G^  selbst  integrabel  wäre,  demnach  ergiebt  sich 
aus  Theor.  58,  S.  688,  dass  die  G,^  folgende  Zusammensetzung  hat: 

(Z,X,)=     XJ^a,XJ+a,XJ 
{X,  X3)  =  2  X/  +  ft  XJ  +  ft  XJ 

(75)  \      (^2^3)=    ^zf  +  7i^J  +  n^,t 

(Z,Z3  +  ^)  =  ()t>X4/*-(-  Öif^X^f 

{X,X,)  =  aXJ+hXJ 

(i  =  l,  2,  3;    /t  =  l,  2). 

Sind  a  und  h  nicht  beide  null,  so  können  wir  annehmen,  dass 
(X4Z5)  =  Z^/^ist;  dann  ist  X^f  als  die  erste  Derivirte  der  invarianten 
Untergruppe:  XJ,  XJ  unsrer  G^  selbst  in  der  G^  invariant,  die  Aus- 
drücke (XiX^)  hängen  also  nur  von  XJ  ab.  Setzen  wir  XJ==0,  so 
erhalten  wir  aus  (75)  die  Zusammensetzung  einer  mit  der  G^  isomor- 
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phen  6^4-  Diese  G^^  enthält  nach  S.  722  sicher  eine  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung (74),  also  können  wir  schliessen,  dass  es  möglich  ist 
in  den  Relationen  (75)  solche  Ausdrücke:  Xif -\-  ^jX^f  einzuführen, 
dass  «2  =  A  =  }^2  =  ^  wird,  während  die  Ausdrücke:  (XiX^)  auch 
nachher  nur  von  X^f  abhängen.  Ist  das  geschehen,  so  erzeugen 
augenscheinlich:  XJ,  X^f,  XJ\  XJ  eine  viergliedrige  Gruppe,  die 
nach  S.  722  eine  G^  von  der  Zusammensetzung  (74)  enthält,  also  ent- 
hält auch  unsre  G^  eine  solche  G^,  wir  kommen  somit  auf  einen' 
Widerspruch. 

Sind  a  und  h  beide  null,  so  wird  die  invariante  zweigliedrige 
Untergruppe:  XJ',  Xr^f  in  dem  M^  der  oo*  infinitesimalen  Transfor- 
mationen unsrer  G^  durch  eine  Gerade  abgebildet,  die  bei  der  Adjun- 
girten:  E^f .  .  .  E^f  der  G^  invariant  bleibt.  Da  aber  E^f  und  Er^f 
offenbar  alle  Punkte  dieser  Geraden  in  Ruhe  lassen,  so  ist  klar,  dass- 
die  oo^  Punkte  der  Geraden  von  der  Adjungirten  der  Gr^  durch  eine 
projective  Gruppe  y  transformirt  werden,  die  mit  der  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung (74)  isomorph  ist.  Wegen  der  Einfachheit  dieser  G^ 
kann  daher  y,  wenn  es  nicht  die  allgemeine  projective  Gruppe  der 
Geraden  ist,  nur  nullgliedrig  sein. 

Ist  y  nullgliedrig,  so  ist  jede  der  cx^  eingliedrigen  Gruppen: 
kXJ^ -\- ^X^f  in  der  Gr^  invariant,  es  ergiebt  sich  daher  genau  in 
derselben  Weise  wie  vorhin,  als  {X^  X^)  =  XJ'  war,  dass  die  G^  eine 
dreigliedrige  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  (74)  enthält.  Da  das 
nicht  angeht,  so  kommt  dieser  Fall  gar  nicht  in  Betracht. 

Ist  nun  andrerseits  y  die  allgemeine  projective  Gruppe  der  Ge- 
raden, so  müssen  EJj  E.^fj  E^f  die  Punkte  der  Geraden:  e^  =  ^g  ==  %  =  0 
durch  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  von  der  Zusammensetzung 
(74)  transformiren.  Demnach  müssen  die  verkürzten  infinitesimalen 
Transformationen:  E^f^  EJ,  EJ^  die  angeben,  wie  EJ,  EJ,  EJ  die 
Punkte  64  :  e^  dieser  Geraden  transformiren,  eine  dreigliedrige  lineare 
homogene  Gruppe  in  den  Veränderlichen  e^,  65  erzeugen,  die  die  Zu- 
sammensetzung (74)  besitzt.  Wir  können  uns  daher  X^f  und  XJ  so 
gewählt  denken,  dass: 

wird.  Nun  aber  sind  EJ^  EJ,  EJ  augenscheinlich  durch  die  Coeffi- 
cienten  Qi^i,  6i^  in  den  Gleichungen  (75)  vollkommen  bestimmt  und 
diese  Coefficienten  umgekehrt  durch  EJj  EJ,  EJ,  demnach  ergiebt 
sich,  dass  die  vorletzte  Reihe  der  Gleichungen  (75)  nunmehr  die 
Form  hat: 
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iX,X,)  =  0,  iX,X,)  =  -lXJ,    (X,X,)=.XJ, 

iX,X,)^-XJ,     (X,X,)^       iXJ,    iX,X,)  =  0, 

während  natürlich  (X4X5)  ==  0  ist. 
Setzen  wir  jetzt: 

XJ=XJ+X,XJ+X,X,f 
Xzf  ==  X^f  +  ^1 XJ  -f  ^^XrJ\ 
so  ergiebt  sich  aus  (75): 

{X,X,)  =  XJ  +  iß,  -  |^)X,/+  (ß,  -  i,i,)X,f, 
wir  können  also  die  A  und  ft  so  wählen,  dass: 

iX,X,)^XJ,    {X,X,)^XJ 

wird.     Die  Identität  zwischen   X^f,   X^f,  X^f  liefert  endlich: 

{iX,X,)X,)  =  0, 

was  offenbar  nur  möglich  ist,  wenn  {X^X^  =  2X2f  hi.  Demnach  ent- 
hält unsre  G^,  auch  in  dem  gegenwärtigen  Falle  eine  G^  von  der  Zu- 
sammensetzung (74). 

Damit  ist  bewiesen,  dass  es  fünfgliedrige  nicht  integrable  Gruppen 
von  der  hier  angenommenen  Beschaffenheit  gar  nicht  giebt.  Es  gilt 
also  das 

Theorem  66.  Jede  nicht  integrable  fünfgliedrige  Gruppe  G^ 
enthält  eine  einfache  dreigliedrige  Untergruppe  G^.  Stecht 
diese  G^  in  keiner  grösseren  Untergruppe  der  G^,  so  ist  die  G^ 
gleichsusammengesetst  mit  der  speciellen  linearen  Gruppe: 


(76) 


p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp 


einer  Ebene.  Im  entgegengesetzten  Falle  ist  die  einfache  G^  in 
der  G^  invariant  und  die  G^  ist  gleichsusammengesetst  entweder 
mit  der  Gruppe: 


(77) 

p,  xp,  x'p,  q,  yq 

der  Ebene  x^  y,  oder  m 

it  der  Gruppe: 

(78) 

p,  xp,  x'p,  q,  r 

des  Raumes  x^  y^  0, 

Ist  eine  G^  integrabel,  so  ist  ihre  erste  Derivirte  höchstens  vierglied- 
rig  und  natürlich  auch   integrabel.     Um  alle  Zusammensetzungen   der 
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integrabeln  fünfgliedrigen  Gruppen  zu  finden,  müsste  man  daher  die 
integrabeln  Gruppen  mit  höchstens  vier  Parametern  einzeln  durch- 
gehen und  zusehen,  von  welchen  fünfgliedrigen  Gruppen  sie  die  ersten 
Derivirten  sein  können.  Die  Ausführung  dieses  Gedankens  würde  aber 
ziemliche  Umstände  machen,  wir  unterlassen  sie  daher,  zumal  da  wir 
im  nächsten  Kapitel  einen  Satz  kennen  lernen  werden,  der  von  vorn- 
herein zu  beurtheilen  erlaubt,  ob  eine  vorgelegte  integrable  Gruppe 
die  erste  Derivirte  einer  andern  integrabeln  Gruppe  sein  kann,  und 
der  infolgedessen  die  Zahl  der  zu  berücksichtigenden  Fälle  sehr  her- 
abdrückt. Wir  wenden  uns  vielmehr  jetzt  zur  Bestimmung  aller 
Zusammensetzungen,  die  eine  sechsgliedrige  nicht  integrable  Gruppe 
haben  kann. 

Enthält  eine  sechsgliedrige  Gruppe  Gq  eine  dreigliedrige  einfache 
Gruppe  (rg,  so  ist  sie  sicher  nicht  integrabel.  Wir  wollen  daher  zu- 
nächst die  Zusammensetzungen  aller  G^  bestimmen,  die  eine  solche 
einfache  G^  enthalten. 

Die  in  der  Gq  enthaltene  einfache  Gg,  die  selbstverständlich  die 
Zusammensetzung: 

(74)         {X,X,)  =  XJ,    (X,X,)==2X,f,    {X,X,)=^X,f 

besitzt,  ist  entweder  invariant   in  der  Gq  oder  sie  ist  nicht  invariant. 

Im  ersten  Falle  erzeugen  XJ,  X^f,  X^f  zusammen  mit  jeder  der 
drei  infinitesimalen  Transformationen:  XJ,  XJ\  X^f  eine  viergliedrige 
Gruppe,  die  natürlich  die  Zusammensetzung  (58)  auf  S.  723  hat.  Wir 
können  uns  daher  X^/",  X5/*,  XJ  so  gewählt  denken,  dass  sie  alle 
drei  bei  der  Combination  mit  XJ',  XJ\  X^f  Null  ergeben.  Durch 
Bildung  der  Identitäten  zwischen  je  einer  der  Transformationen:  XJ, 
X^fy  XJ  und  je  zwei  der  Transformationen:  XJ,  XJ,  XJ  erkennen 
wir  ferner,  dass  die  Klammerausdrücke:  {X^X^),  (X^Xg),  (X^Xg)  alle 
von  XJ,  XJ,  XJ  frei  sind,  dass  also  XJ,  XJ,  XJ  eine  dreiglied- 
rige Gruppe  erzeugen.  Da  wir  alle  Zusammensetzungen  von  drei- 
gliedrigen Gruppen  kennen,  ist  es  nunmehr  sehr  leicht,  anzugeben, 
welche  Zusammensetzungen  die  Gq  in  unserm  Falle  haben  kann. 

Ist  zweitens  die  G^  nicht  in  der  Gq  invariant,  so  sind  drei  Fälle 
zu  unterscheiden,  entweder  nämlich  steckt  die  G^  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  Gq,  oder  sie  steckt  in  einer  G^^,  die  in  keiner  G^  steckt, 
oder  sie  steckt  in  einer  G^, 

I)  Die  nicht  invariante  einfache  G^  steckt  in  keiner  grösseren  Unter- 
gruppe der  Gq.  In  diesem  Falle  ist  die  Gq  nothwendig  gleichzusam- 
mengesetzt mit  einer  sechsgliedrigen  primitiven  Gruppe   des   dreifach 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     LEI.  47 
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ausgedehuten  Raumes  (s.  Abschn.  I,  Theor.  81,  S.  446  und  Theor.  91, 
S.  521),  also  entweder  mit  der  projectiven  Gruppe  einer  nicht  aus- 
gearteten Fläche  zweiten  Grades  oder  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen 
Bewegungen  dieses  Raumes  (s.  S.  139,  Theor.  9).  Im  ersten  Falle  ist 
die  Gq  natürlich  auch  gleichzusammengesetzt  mit  der  Gruppe:  p,  xp, 
^^P}  Q.}  yO.)  y^Q^  ^^^  Ebene  (s.  S.  199),  sie  enthält  also  zwei  invariante 
einfache  (rg,  die  betreffende  Zusammensetzung  muss  demnach  schon 
unter  den  vorhin  besprochenen  enthalten  sein.  Im  zweiten  Falle  ent- 
hält die  Gq  sicher  keine  invariante  einfache  G^,  sie  ist  übrigens  auch 
da  mit  einer  gewissen  Gruppe  der  Ebene  gleichzusammengesetzt,  näm- 
lich mit  der  Gruppe: 

q,  xq,  x^q,  p,  xp  +  yq,  x^p  +  2xyq. 

II)  Die  nicht  invariante  einfache  G^  steckt  in  einer  (r^,  die  ihrer- 
seits in  heiner  G^  enthalten  ist.  Die  betreffende  (r^  hat  dann  noth- 
wendig  die  Zusammensetzung: 

{X,X,)  =  XJ,    (X,X,)  =  2X,f,    iX,X,)  =  X,f 


^'^^^         [(X,X,)  =  0,         {X,X,)  =  0,  iX,X,)  =  0. 

Da  die  G^  die  erste  Derivirte  dieser  G^  ist,  so  kann  die  (r^  nicht  in 
der  Gq  invariant  sein.  Da  andrerseits  die  G^^  nur  zwei  invariante 
Untergruppen  enthält,  nämhch  die  Gq,  die  nicht  in  der  Gq  invariant 
sein  soll  und  die  eingliedrige  invariante  Untergruppe:  XJ',  so  sind 
nur  zwei  Fälle  möglich:  entweder  enthält  die  G^  gar  keine  Unter- 
gruppe, die  in  der  Gq  invariant  ist,  oder  die  eingliedrige  Untergruppe: 
X^f  ist  in  der  Gq  invariant.  Im  ersten  Falle  ist  die  Gq  gleichzusam- 
mengesetzt mit  einer  sechsgliedrigen  primitiven  Gruppe  der  Ebene, 
also  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 

p,  q,  xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq. 

Im  zweiten  Falle  liefert  die  eingliedrige  invariante  Untergruppe:  X^f 
die  Zusammensetzung  einer  nicht  integrabeln  mit  Gq  isomorphen 
Gruppe  JTg.  Diese  F5  enthält  eine  einfache  F^  von  der  Zusammen- 
setzung (74),  die  in  keiner  viergliedrigen  Untergruppe  der  F^  steckt, 
weil  sonst  die  (r^:  X^f,  X^f,  X^f,  XJ  in  einer  fünfgliedrigen 
Untergruppe  der  Gq  stecken  würde.  Demnach  (s.  Theor.  QQ,  S.  736) 
hat  die  Fg  noth wendig  dieselbe  Zusammensetzung  wie  die  Gruppe: 

^ay  i(y^  —  ^p)>  —yp?  p>  ^ 

und  die  Zusammensetzung  unsrer  Gq  wird  infolgedessen  ausser  den 
Gleichungen  (79)  noch  durch  gewisse  von  der  Form: 
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{X,X,)^-XJ+a,XJ,  (X,X,)=                       ß,XJ 

(X,Z,)=     iXJ+a,XJ,  {X,X,)  =  -~iXJ+ß,XJ 

{X,X,)=                    a,XJ,  (X,X,)=          XJ-\-ß,XJ 

(X,Z,)=                    XXJ,  (X,X,)=                       ^XJ 

bestimmt.  Nun  liefern  die  Identitäten  zwischen  X^f^  X^f,  Xr^f  und 
zwischen  X.^f,  XJ,  X^f  sofort:  ^  =  A  =  0.  Führen  wir  ferner: 
X-J  +  2a^XJ  als  neues  XJ  und  XJ—  '^ß^^J  als  neues  X^f  ein, 
so  werden  a^  und  ß^  =  0.  Endlich  ergeben  noch  die  Identitäten 
zwischen  je  zwei  der  Transformationen:  X^f^  X.^f,  X^f  und  je  einer 
der  Transformationen:  X^/*,  XJ)  dass  a^  =  ß^  =  a^  =  ß^  =  0  ist.  Nun- 
mehr sind  alle  Identitäten  von  selbst  erfüllt,  ist  daher  v  =f=  ö?  so 
können  wir  es  gleich  2  machen.  Die  beiden  Zusammensetzungen,  die 
wir  auf  diese  Weise  erhalten,  werden  durch  die  beiden  sechsgliedrigen 
Gruppen: 

Py  ^,  ^  ^g,  ^P  —  yq,  yp 
und: 

p  —  yr,  q  +  xr,  r,  xq,  xp  —  yq,  yp 

des   gewöhnlichen   Raumes   repräsentirt.     Unter   diesen   ist   die    zweite 

eine    Untergruppe    der    projectiven    Gruppe    des    linearen    Complexes: 

d0  -\-  xdy  ~  ydx  =  0,   sie   lässt   sich   überdies    auf  eine  solche  Form 

bringen,  dass  sie  als  eine  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 

der  Ebene  aufgefasst  werden  kann  (s.  Abschn.  II,  S.  445  f.). 

III)  Die  nicht  invariante  einfache  G^  stecht  in  einer  Gr,.  Wäre 
diese  G^  nicht  in  der  Gq  invariant,  so  enthielte  sie  nach  Theor.  58, 
S.  688  eine  invariante  dreigliedrige  oder  viergliedrige  Untergruppe, 
die  zugleich  in  der  G^  invariant  wäre.  Aus  Theor.  66,  S.  736  ergäbe 
sich  daher,  dass  die  G^  entweder  die  Zusammensetzung  (77)  oder  die 
Zusammensetzung  (78)  haben  müsste.  In  beiden  Fällen  wäre  aber 
augenscheinlich  die  einfache  G^  in  der  Gq  invariant,  was  nicht  sein 
darf.     Demnach  muss  die  G^  in  der  Gq  invariant  sein. 

Da  die  Gg  in  der  Gq  invariant  sein  soll,  während  die  in  ihr  ent- 
haltene einfache  G^  das  nicht  sein  darf,  so  muss  die  G^  mit  der 
Gruppe  (76)  auf  S.  736  gleichzusammengesetzt  sein.  Demnach  können 
wir  annehmen,  dass  XJ,  XJ\  XJ  die  einfache  G^  ist,  dass  X/... 
X.J  in  denselben  Beziehungen  stehen,  wie  die  fünf  infinitesimalen 
Transformationen : 

^9';  Uyq  —  ^P)f   —yp,  Py  q, 
und   dass    {X,X,)  , .  :  {X.^X,)    von    X,f   frei    sind.      Da    übrigens    die 
einzige  invariante  Untergruppe  der  G^,  nämlich  die  Gruppe:  XJ,  XJ 

47* 
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natürlich  auch  in  der  Gq  invariant  ist,  können  wir  hinzufügen,  dass 
(X^Xq)  und  {X^Xq)  auch  von   X^^f,  X^f,  X^f  und  von  X^/"  frei  sind. 

Die  zweigliedrige  invariante  Untergruppe:  XJ)  X^f  liefert  die 
Zusammensetzung  einer  F^,  die  mit  der  G^  meroedrisch  isomorph  ist 
und  die  eine  einfache  F^  enthält.  Diese  F4  hat  nothwendig  die  Zu- 
sammensetzung (58)  auf  S.  723,  demnach  können  wir  X^./  immer  so 
wählen,  dass  auch:  (X^Xq),  (XgXg),  (XgXg)  nur  von  X^f  und  Xr,f 
abhängen. 

Jetzt  erzeugen  X,/*,  Xg/",  X(.f  eine  dreigliedrige  invariante  Unter- 
gruppe unsrer  Gq,  Diese  Untergruppe  wird  in  dem  ebenen  i^-  der  <x>^ 
infinitesimalen  Transformationen  UßkXkf  durch  eine  zweifach  ausge- 
dehnte ebene  Mannigfaltigkeit  Eg  dargestellt,  die  natürlich  bei  der 
dreigliedrigen  Untergruppe:  E^f,  E^f,  E^f  der  Adjungirten  der  Gq 
invariant  bleibt.  Da  nun  die  Gruppe:  E^f,  E^f,  E^f  in  der  Ebene  Eg 
die  Gerade  invariant  lässt,  die  der  invarianten  Untergruppe:  X4/,  X-/ 
der  Gq  entspricht,  und  da  sie  die  Punkte  dieser  Geraden  durch  eine 
dreigliedrige  einfache  projective  Gruppe  transformirt,  so  muss  sie  auch 
die  Punkte  von  Eg  durch  eine  dreigliedrige  einfache  projective  Gruppe 
transformiren ,  sie  muss  also,  wie  die  Tabelle  der  dreigliedrigen  pro- 
jectiven  Gruppen  einer  Ebene  zeigt  (s.  S.  106),  auf  Eg  noch  einen 
Punkt  ausserhalb  der  erwähnten  Geraden  invariant  lassen.  Wählen 
wir  Xg/*  so,  dass  es  durch  diesen  invarianten  Punkt  abgebildet  wird, 
so  werden  die  Ausdrücke:  (X^Xg),  (X^Xg),  (XgXg),  die  nach  dem 
Früheren  nur  von  X^f  und  X^f  abhängen,  alle  gleich  Null,  es  erzeugen 
also:  X^f,  X2/,  Xg/",  Xg/"  eine  viergliedrige  Untergruppe  unsrer  Gq. 
Die  Zusammensetzung  der  fünfgliedrigen  Gruppe:  X^f .  .  .  X^f  zeigt 
schliesslich,  dass  diese  viergliedrige  Gruppe  in  keiner  fünfgliedrigen 
Untergruppe  der  Gq  steckt,  demnach  kommen  wir  auf  den  Fall  II 
zurück  und  erhalten  hier  keine  neue  Zusammensetzung. 

Nachdem  wir  alle  Zusammensetzungen  von  solchen  Gq  bestimmt 
haben,  die  eine  einfache  G^  enthalten,  müssen  wir  noch  die  Zusammen- 
setzungen aller  nicht  integrabehi  Gq  aufsuchen,  die  keine  solche  G^ 
enthalten. 

Enthält  eine  Gq  keine  einfache  G^,  so  sind  alle  ihre  dreigliedrigen 
Untergruppen,  deren  sie  ja  immer  welche  enthält,  integrabel.  Hieraus 
folgt,  dass  jede  dreigliedrige  Untergruppe  der  Gq  in  einer  vierglied- 
rigen  Untergruppe  steckt.  Eine  viergliedrige  Untergruppe  der  Gq 
kann  natürlich  auch  keine  einfache  G^  enthalten,  sie  ist  daher  nach 
Theor.  65,  S.  732  sicher  integrabel  und  steckt  Infolgedessen  in  min- 
destens   einer    fünfgliedrigen    Untergruppe.      Nach    Theor.  Q^,   S.  736 
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sind    nun    auch    die    fünfgliedrigen   Untergruppen    der    Gq    sämmtlicli 
integrabel.     Unsre  Gq  enthält  somit  lauter  integrable  Untergruppen. 

Soll  nun  die  Gq  nicht  integrabel  sein,  so  darf  es  unter  ihren 
fünfgliedrigen  Untergruppen  keine  geben,  die  in  der  Gq  invariant  ist, 
wir  können  daher  das  Theor.  58  auf  S.  688  anwenden  und  schliessen, 
dass  die  Zusammensetzung  der  Gq  durch  Relatiionen  von  der  Form: 

{X,X,)=  X,f+a,XJ+a,X,f+a,XJ 
(X,X,)  =  2X,f+  hXJ+  hX,f+  h,X,f 
(X,X,)  =     X,f+  c,XJ+  c,XJ'+  c,XJ 


(80) 


(X,X3  +  /)  =^'  ükj,  X3  +  ,/,  (Xs  +  kXs^j)  =^^  hjs  Xs-^sf 


(kj=l,  2,  3) 


dargestellt  wird.  Dass  unsre  Gq,  wenn  sie  diese  Zusammensetzung 
besitzt,  nicht  integrabel  ist,  liegt  auf  der  Hand,  denn  keine  ihrer 
Derivirten  besteht  blos  aus  der  Identität.  Es  muss  also  noch  fest- 
gestellt werden,  ob  unsre  Gq  diese  Zusammensetzung  haben  kann,  ohne 
eine  einfache  G^  zu  enthalten. 

Die  infinitesimalen  Transformationen:  X^f,  X^f,  X^f  erzeugen 
eine  dreigliedrige  invariante  Untergruppe  unsrer  Gq.  Diese  Unter- 
gruppe wird  in  dem  ebenen  R^  der  c»^  infinitesimalen  Transforma- 
tionen unsrer  Gq  durch  eine  ebene  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit 
E2  dargestellt,  die  bei  der  Adjungirten  der  Gq  invariant  bleibt.  Da 
nun  die  Adjungirte  der  Gq  höchstens  sechsgliedrig  ist,  so  transformirt 
sie  die  Punkte  von  Eg  durch  eine  projective  Gruppe  mit  höchstens 
sechs  Parametern  und  lässt  infolgedessen  (s.  S.  94,  Theor.  7)  auf  E2 
entweder  einen  Punkt  oder  eine  Gerade  oder  einen  nicht  ausgearteten 
Kegelschnitt  in  Ruhe. 

Bleibt  ein  Punkt  von  Eg  in  Ruhe,  so  können  wir  annehmen,  dass 
er  das  Bild  der  Transformation  Xgf  ist.  Dann  ist  Xg/"  eine  invariante 
eingliedrige  Untergruppe  unsrer  Gq  und  bestimmt  die  Zusammen- 
setzung einer  fünfgliedrigen  mit  der  Gq  isomorphen  Gruppe.  Diese 
fünfgliedrige  Gruppe  ist  augenscheinlich  nicht  integrabel  und  enthält 
daher  nach  Theor.  66,  S.  736  sicher  eine  einfache  (rg,  dieser  einfachen  G^ 
entspricht  aber  eine  viergliedrige  nicht  integrable  Untergruppe  unsrer 
Gqj  also  kommen  wir  auf  einen  Widerspruch,  denn  wir  sahen  oben, 
dass  alle  Untergruppen  von  Gq  integrabel  sein  müssen. 

Bleibt  eine  Gerade  von  Eg  in  Ruhe,  so  stellt  die  eine  zweiglied- 
rige invariante  Untergruppe  unsrer  Gq  dar,  und  wir  können  anneh- 
men,  dass  X5/*,   Xß/"  diese   invariante   Untergruppe  ist.     Die   Gruppe 
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X^fj  Xgf  bestimmt  dann  die  Zusammensetzung  einer  viergliedrigen 
mit  Gq  isomorphen  Gruppe,  die  augenscheinlich  nicht  integrabel  ist' 
und  daher  nach  Theor.  65,  S.  732  sicher  eine  einfache  G^  enthält. 
Dieser  einfachen  G^  entspricht  aber  in  der  Gq  eine  fünfgliedrige  nicht 
integrable  Untergruppe  der  Gq,  also  kommen  wir  abermals  auf  einen 
Widerspruch. 

Bleibt  bei  der  Adjungirten  der  G^  auf  E2  weder  ein  Punkt  noch 
eine  Gerade  in  Ruhe,  so  transformirt  die  Adjungirte  der  Gg  die  Punkte 
von  E2  durch  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  eines  nicht  ausgear- 
teten Kegelschnitts,  ausserdem  sind  XJ,  XJ  und  X^f  paarweise  ver- 
tauschbar. Das  erste  folgt  unmittelbar  aus  dem  Theor.  7  auf  S.  94. 
Das  zweite  hat  darin  seinen  Grund,  dass  nach  S.  679,  Satz  3  die  erste 
Derivirte  der  invarianten  Untergruppe:  XJ,  XJ,  XJ  der  Gq  selbst 
in  der  Gq  invariant  sein  muss.  Die  Gruppe  XJ)  XJ,  XJ  ist  näm- 
lich nothwendig  integrabel,  ihre  erste  Derivirte  also  höchstens  zwei- 
gliedrig; wäre  daher  diese  erste  Derivirte  nicht  nullgliedrig,  so  Hesse 
die  Adjungirte  der  Gq  auf  E2  entweder  eine  Gerade  oder  einen  Punkt 
invariant. 

Da  XJj  X^f,  XJ  paarweise  vertauschbar  sind,  so  lassen  EJ, 
EJ,  Egf  alle  Punkte  von  E^  in  Ruhe  und  nur  EJ,  EJ,  EJ  trans- 
formiren  diese  Punkte  wirklich.  Die  verkürzte  Gruppe:  EJ,EJ,EJ 
in  den  Veränderlichen  e^,  e^,  Cq^  die  angiebt,  wie  EJ,  EJ,  EJ  die 
Punkte  von  Eg  transformiren ,  kann,  wie  man  sich  leicht  überzeugt 
(vgl.  S.  13  und  die  Tabelle  auf  S.  116  f.),  durch  eine  lineare  homogene 
Transformation  der  Veränderlichen  e^,  e^,  Cq  auf  die  Form: 

gebracht  werden.  Demnach  lassen  sich  XJ,  XJ,  X^f  immer  so 
wählen,  dass  die  Ausdrücke  {X^X^j^j)  (*,i  =  i,2,3)  die  folgende  Gestalt 
annehmen : 

■  (Z,  X,)  =  0,  (X,  X,)  =  Z/,         (X,  Z- )  =  2  X,f 

(81)    \{X,X,)  =  -XJ\       (X,Z,)  =  0,  {X,X,)=X,f 

\{x,x,)^-2Xj\   {x,x,)=-xj;   {X,x,)^o. 

Führen  wir  nunmehr  drei  Ausdrücke  von  der  Form: 

Xif  +  Xi  XJ+  ^i  XJ  +  Vi  Xgf    (.•  =  1, 2, 3) 

als  neue  XJ,  XJ,  XJ  ein,  so  können  wir  durch  eine  ähnliche  Rech- 
nung wie  auf  S.  736  erreichen,  dass: 
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(X,X,)  =  X/,     {X,X,)  =  2X,f,     (X,X,)^X,f 
wird.    Also  kommen  wir  auch  hier  auf  einen  Widerspruch,  denn  unsre 
Gq  sollte  ja  keine  einfache  G^  enthalten. 

Durch  das  Vorstehende  ist  bewiesen,  dass  eine  G^,  die  nicht  in- 
tegrabel  ist,  immer  eine  einfache  G^  enthält.  Da  wir  nun  vorhin  alle 
Zusammensetzungen  bestimmt  haben,  die  eine  Gq  mit  einer  einfachen 
(xg  haben  kann,  so  sind  uns  jetzt  überhaupt  die  Zusammensetzungen 
aller  nicht  integrabeln  G^  bekannt,  also  können  wir  das  Theorem  aus- 
sprechen: 

Theorem  67.  Ist  eine  sechsgliedrige  Gruppe  Gq  nicht  in- 
tegrahel,  so  enthält  sie  stets  eine  dreigliedrige  einfache  Unter- 
gruppe (Tg,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der 
Geraden  gleichzusammengesetzt  ist.  Ist  diese  G^  in  der  Gq  in- 
variant, so  ist  die  Gq  gleichzusammengesetzt  mit  einer  der  fol- 
genden Gruppen: 


[1] 


[3] 


p,  xp,  x^p,  q,  yq,  ifq 

[2] 

p,  xp,  x'p,  q,  r,  yq  +  {y  +  ^)r 

P, 

xp,  x^p,  q 

^; 

ya  + 

czr 

[4] 

p,  xp, 

x^p. 

a,  r. 

yr 

[5] 


Ist  die  G^  nicht  in  der  Gq  invariant,  so  sind  zwei  Fälle  zu 
unterscheiden,  entweder  nämlich  ist  die  G^  überhaupt  in  leiner 
grösseren  Untergruppe  der  Gq  enthalten  oder  sie  stecht  in  einer 
viergliedrigen  Untergruppe,  die  ihrerseits  in  keiner  grösseren 
Untergruppe  der  Gq  steckt.  Im  ersten  Falle  ist  die  Gq  gleich- 
zusammengesetzt entweder  mit  der  continuirlichen  projectiven 
Gruppe  einer  nicht  ausgearteten  Fläche  zweiten  Grades  im  ge- 
wöhnlichen Baume  oder  mit  der  Gruppe  der  Euklidischen  Be- 
wegungen dieses  Baumes,  das  heisst  sie  ist  gleichzusammen- 
gesetzt entweder  mit  der  Gruppe  [1]  oder  mit  der  Gruppe: 


[6]         p,  xp  +  yq,  x'p  +  "^xyq,  q,  xq,  x^q 


der  Ebene.    Im  zweiten  Falle  ist  die  Gq  gleichzusammengesetzt 
entweder  mit  der  allgemeinen  linearen  Gruppe: 


[7]        xq,  xp  —  yq,  yp,  xp  +  yq,  p,  q 


der  Ebene  oder  mit  der  sechsgliedrigen  Untergruppe: 
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CT      ^g>  ^p  —  yqy  yp,  p  —  yr,  q  +  xr,  r 


der  projectiven  Gruppe  eines  gewissen  linearen  Complexes  im 
gewöhnlichen  Baume  oder  endlich  mit  der  Gruppe: 

[9]     I  xq,  xp~yq,  yp,  p,  q,  r  \ 

des  getvöhnlichen  Raumes*), 

Man  wird  bemerkt  habeü,  dass  bei  der  Bestimmung  der  Zusam- 
mensetzungen aller  nicht  integrabeln  fünf-  und  sechsgliedrigen  Unter- 
gruppen gerade  der  Fall  die  meiste  JMühe  macht  ^  der  gar  nicht  ein- 
treten kann,  der  Fall  nämlich,  dass  die  gesuchten  nicht  integrabeln 
Gruppen  keine  dreigliedrigen  einfachen  Untergruppen  enthalten.  Wir 
werden  im  nächsten  Kapitel  einen  Satz  kennen  lernen,  der  von  vorn- 
herein darüber  Aufschluss  giebt,  dass  dieser  Fall  nicht  eintreten  kann, 
und  der  infolgedessen  diese  ganze  Untersuchung  vereinfacht. 

§  139. 

Wir  wollen  hier  noch  ein  paar  Bemerkungen  einschalten,  die  zu  wenig 
ausgeführt  sind,  um  in  einem  der  früheren  Paragraphen  untergebracht  zu 
werden. 

Zunächst  wieder  einiges,  was  sich  auf  die  adjungirte  Gruppe  bezieht. 

Es  ist  leicht  einzusehen,  dass  die  Adjungirte:  EJ...  Erf  einer  r-glied- 
ngen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Cns  niemals  die  infinitesimale 
Transformation : 

1  * 

enthält,  dass  also  niemals  eine  Identität  von  der  Form: 

(82)  Ef=^JcjEjf 

1 

besteht,  in  der  die  Cj  Constanten  bezeichnen.  In  der  That,  die  Identität 
(82)  müsste  auch  für  e^^Ck  bestehen,  da  aber  ScjEjf^Q  ist  (s.  S.  673), 
so  würde  sich  ergeben:  Ef=0,  was  sinnlos  ist. 

Man  kann  aber  auch  zeigen,  dass  eine  Identität  von  der  Form  (82) 
nicht  einmal  dann  bestehen  kann,  wenn  die  Cj  Functionen  von  e^ . . .  tv  sind 
Da  nun  nach  S.  673  die  Adjungirte:  E,f .  .  .  Erf  mindestens  eine  Invariante 

*)  Die  Bestimmung  aller  Zusammensetzungen  von  Gruppen  mit  weniger  als 
sieben  Parametern  führte  Lie  schon  im  Jahre  1874  vollständig  durch.  Die  hier- 
bei benutzten,  theilweise  schwerfälligen  Methoden  vereinfachte  er  in  den  Jahren 
1883  und  84.  Man  vergleiche  hierüber  Math.  Ann.  Bd.  XI,  S.  518  f.;  Ges.  d.  Wiss. 
zu  Kristiania  1882- 84 j  Archiv  for  Math.  1883—84. 
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besitzt,  und  da  andrerseits  die  infinitesimalen  Transformationen:  E^f...Erf 
sämmtlich  mit  Ef  vertauscbbar  sind,  so  ergiebt  sich   sofort  der 

Satz  21.  Die  Invarianten  der  adjungirten  Gruppe:  E^f .  .  .  Erf  einer 
r-gUedrigen  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  sind  nicht  alle  homogen  von  nullter  Ord- 
nung in  den  e,  insbesondere  besitzt  die  adjungirte  Gruppe  stets  mindestens 
eine  Invariante,  die  homogen  von  erster  Ordnung  in  den  e  ist. 

Der  Beweis  für  die  Unmöglichkeit  des  Bestehens  einer  Identität  (82), 
in  der  die  Cj  Functionen  voii  e^  ...  er  sind,  bietet  zwar  keine  besondern 
Schwierigkeiten,  er  ist  aber  bei  alleiniger  Benutzung  der  hier  entwickelten 
Hülfsmittel  ziemlich  lang,  wir  unterdrücken  ihn  deshalb,  zumal  da  wir  im 
nächsten  Kapitel  Hülfsmittel  kennen  lernen  werden,  die  den  Beweis  ab- 
kürzen. Wir  begnügen  uns  deshalb  mit  der  Mittheilung  einiger  Folge- 
rungen, die  sich  aus  dem  Satze   21   ziehen  lassen. 

Die  adjungirte  Gruppe:  E^f .  .  .  Erf  transformirt  den  Rr  der  oo^  end- 
lichen Transformationen:  üekXkf  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  derart,  dass  der 
Coordinatenanfang :  gj  =  •  .  .  =  e^  =  0,  das  heisst  die  identische  Trans- 
formation in  Ruhe  bleibt  (s.  Abschn.  I,  S.  278  ff.).  Da  nun  die  adjungirte 
Gruppe  nach  Satz  21  mindestens  eine  Invariante  besitzt,  die  homogen  vom 
ersten  Grade  ist,  so  ist  klar,  dass  bei  jeder  infinitesimalen  Transformation 
der  Adjungirten,  die  eine  beliebig  gewählte  Gerade  von  allgemeiner  Lage 
durch  den  Coordinatenanfang  in  Ruhe  lässt,  überhaupt  alle  Punkte  der  be- 
treffenden Geraden  in  Ruhe  bleiben.  Eine  Gerade  durch  den  Coordinaten- 
anfang stellt  aber  eine  eingliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf 
dar,  folglich  kann  dieses  Ergebniss  auch  so  ausgesprochen  werden  (vgl. 
Abschn.  I,  S.  259): 

Satz  22.  Ist  Yf  eine  infinitesimale  Transformation  von  allgemeiner 
Lage  in  einer  r-gliedrigen  Gruppe  und  ist  Yf  in  einer  ziveigliedrigen  Unter- 
gruppe der  r-gliedrigen  invariant,  so  besteht  diese  ziveigliedrige  Untergruppe 
aus  paarweise  v  er  tauscht  aren  Transformationen, 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  sofort  noch  der  nachstehende: 
Satz  23.     Ist    Yf  eine   infinitesimale    Transformation    von    allgemeiner 
Lage  in   einer  r-gliedrigen  Gruppe,   so  sind  die  endlichen  Transformationen 
der  von  Yf  erzeugten  eingliedrigen  Gruppe  innerhalb  der  r-gliedrigen  Gruppe 
nicht  mit  einander  gleichberechtigt. 

Gerade  so  wie  wir  von  einer  ersten,  zweiten,  .  .  .  Derivirten  einer 
r-gliedrigen  Gruppe  Gr  sprechen,  können  wir  auch  von  einer  ersten,  zwei- 
ten, .  .  .  adjungirten  Gruppe  der  Gr  sprechen;  unter  der  ersten  Adjungir- 
ten ist  da  natürlich  die  Adjungirte  der  Gr  zu  verstehen,  unter  der  zweiten 
Adjungirten  die  Adjungirte  der  ersten,  und  so  weiter. 

Die  verschiedenen  Adjungirten  der  Gr  bilden  eine  Reihe  von  Gruppen, 
die  für  die  Zusammensetzung  der  Gr  eine  ähnliche  Bedeutung  hat,  wie  die 
verschiedenen  derivirten  Gruppen  der  Gr.  Ist  die  erste  Adjungirte  der  Gr 
r-gliedrig,  ist  sie  also  ihre  eigne  erste  Adjungirte,  so  sind  auch  alle  fol- 
genden Adjungirten  der  Gr  r-gliedrig  und  fallen  mit  der  ersten  Adjun- 
girten zusammen.  Ist  dagegen  die  erste  Adjungirte  der  Gr  nicht  r-glied- 
rig,  so  muss  jedenfalls   eine   der   folgenden  Adjungirten  der  (r^,    etwa  die 
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g'-te,  ihre  eigne  Adjungirte  sein  und  mit  den  nach  ihr  folgenden  Adjun- 
girten  zusammenfallen.  Beachtenswerth  ist  namentlich  der  Fall,  dass  die 
soundsovielte  Adjungirte  der  G-,-  blos  aus  der  identischen  Transformation 
besteht;  die  r-gliedrigen  Gruppen,  bei  denen  dieser  Fall  eintritt,  bilden 
offenbar  ein  Seitenstück  zu  den  integrabeln  Gruppen. 

Durch  Bildung  von  adjungirten  und  derivirten  Gruppen  erhält  man 
noch  eine  ganze  Reihe  von  andern  Zahlen,  die  alle  für  die  Zusammen- 
setzung der  Gr  charakteristisch  sind  und  zur  Classification  der  verschiede- 
nen Zusammensetzungen  dienen  können.  Als  solche  Zahlen  nennen  wir: 
die  Zahlen  der  von  einander  unabhängigen  Invarianten  der  verschiedenen 
adjungirten  Gruppen,  die  Zahl  der  Invarianten  der  m-ten  Adjungirten,  die 
zu  der  q-ten  Derivirten  gehört,  die  Gliederzahl  der  m-ten  Adjungirten  der 
q-ien  Derivirten  und  so  weiter. 

Auf  S.  296  erwähnten  wir,  dass  die  Bezeichnung  m-fach  transitiv 
etwas  missliches  hat.  Das  missliche  bestand  darin,  dass  die  Bezeichnung 
auf  gewisse  Gruppen  nicht  anwendbar  war.  Man  kann  diesen  Uebelstand 
vermeiden,  wenn  man  zar  Charakterisirung  der  Transitivität  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  des  E^  nicht  blos  ganze,  sondern  auch  gebrochene  Zahlen 
anwendet.     Wir  wollen  kurz  andeuten,  wie  das  auszuführen  ist. 

Hat  man  eine  r-gliedrige  Gruppe  Gr  des  JR„,  so  gilt  jedenfalls  Fol- 
gendes: Der  Bn  wird  erst  dann  intransitiv  transformirt,  wenn  man  gerade 
w  >  0  Punkte  von  allgemeiner  gegenseitiger  Lage  festhält,  und  nach  Fest- 
haltung von  m  solchen  Punkten:  P,  .  .  .  P„t  zerfällt  der  I?„  in  cx)'^—"'^ 
%-fach  ausgedehnte  invariante  Mannigfaltigkeiten,  auf  deren  jeder  die  Punkte 
transitiv  transformirt  werden.  Als  erstes  Mass  für  die  Transitivität  von 
Gr   würde  dann  die  Zahl: 

I    '^1 

m  H 

'     n 

dienen  können.  Hat  man  P^  .  .  .  P^  festgehalten,  so  wird  man  noch  gerade 
Wj  Punkte:  Qi  .  .  .  Qm^  von  allgemeiner  und  allgemeiner  gegenseitiger  Lage 
festhalten  müssen,  damit  der  Bn  nicht  blos  in  invariante  Mannigfaltigkeiten 
von  n^  Dimensionen,  sondern  in  invariante  Mannigfaltigkeiten  von  ^?2 
Dimensionen  zerfällt,  wo  ^Zg  möglichst  gross  aber  kleiner  als  n^  ist.  In 
ähnlicher  Weise  wird  man  die  Zahlen  mg  und  Wg,  m^  und  n^,  .  .  .  definiren 
und  wird  als  Mass  für  die  Transitivität  von  Gr  die  Zahlenreihe: 

erhalten,  die  natürlich,  da  r  endlich  ist,  schliesslich  einmal  abbricht.  Zum 
Beispiel  besteht  diese  Reihe  für  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  Bn 
blos  aus  einer  Zahl,  denn  w^,  m^,  Wg  .  .  .  werden  alle  gleich  Null  und 
m  =  w  +  2.      Für    die    conforme   Gruppe    des  B^  erhält   man  die    Zahlen: 

3  +  i,  1, 

während  die  Zahlenreihe: 

1  +  5-  1+5'   1 
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das  Mass  für  die  Transitivität  der  Gruppe  der  Euklidischen  Bewegungen 
im  JR3  darstellt. 

Die  eben  definirten  ganzen  Zahlen  m,  f?^,  m^,  n^  .  .  .  stehen  in  einem 
einfachen  Zusammenhange  mit  gewissen  Zahlen,  die  wir  schon  auf  S.  218  ff. 
von  Abschn.  I  kennen  gelernt  haben.  Wir  begnügen  uns  jedoch  mit  einem 
Hinweise  darauf. 

§  140. 

Wir  wollen  hier  schliesslich  noch  kurz  auf  den  Zusammenhang 
der  Theorie  der  höheren  complexen  Zahlen  mit  der  Gruppentheorie 
eingehen. 

Unter  einer  höheren  complexen  Zahl  verstehen  wir  mit  Hamil- 
ton (1843)^  Grassmann  (1844)  und  ihren  Nachfolgern  einen  Aus- 
druck von  der  Form: 

u  =  x^e^  +  '  •  '  +  Xnßn, 

wo  x^  .  ,  .  Xn  gewöhnliche  complexe  Zahlen  von  der  Form:  a-\-ßi  be- 
deuten*), während  e^  .  .  .  en  keine  derartigen  Zahlen,  sondern  Einheiten 
sind,  deren  besondere  Eigenschaften  durch  Uebereinkunft  festgesetzt 
werden  müssen. 

Wir  setzen  zunächst  fest,  dass  zwei  complexe  Zahlen:  ii  =  Ux^ßv 
und  V  =^  Uy^Cv  dann  und  nur  dann  einander  gleich  sein  sollen,  wenn 
die  n  Gleichungen:  y^  =  x^  erfüllt  sind;  in  diesem  Falle  sagen  wir, 
dass  e^  .  .  .  Bn  ein  irreducibles  System  von  Einheiten  bilden.  Ferner 
bestimmen  wir,  dass  die  Addition  und  Subtraction  nach  den  gewöhn- 
lichen Regeln  ausgeführt  werden  soll,  also: 

n  n  n 

^  i  ^  =^"    ^v  er  ±^^  yv  Cr   =^    {^v  ±  Vv  )  ^v  • 
1  1  1 

Was  die  Multiplication  angeht,  so  definiren  wir  das  Product  aus 
der  gewöhnlichen  complexen  Zahl  z  und  der  höheren  complexen  Zahl 
u  durch  die  Gleichung: 


■S 


1 
während  wir  bei  der  Bildung  des  Productes   der  beiden  höheren  com- 
plexen Zahlen  u  und  v  das  distributive  Gesetz   als   gültig   annehmen, 
das  heisst  wir  setzen: 

l...n  l...n 

wv  =^  Xf^y^  .ßf^ery     vu  =  x>  ^/lyv .  e^e^t , 


*)  Man  kann  unter  x^^  .  .  .  Xn  natürlich  auch  reelle  Zahlen  verstehen. 
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so  dass  UV  und  vii  im  Allgemeinen  von  einander  verschieden  sind. 
In  entsprechender  Weise  definiren  V7ir  das  Product  von  drei  oder 
mehr  höheren  complexen  Zahlen. 

Der  Begriff  eines  Systems  höherer  complexer  Zahlen,  soweit  er 
hiermit  definirt  ist,  dürfte  in  voller  Allgemeinheit  zuerst  von  Grass- 
maun  (1844)  aufgestellt  worden  sein.  Aber  die  bisherigen  Fest- 
setzungen sind  noch  viel  zu  allgemein;  man  muss  noch  solche  Be- 
stimmungen treffen,  dass  die  Mannigfaltigkeit  der  Zahlen,  die  aus  den 
Zahlen  von  der  Form  Zxre^  durch  Multiplication  ableitbar  sind, 
irgendwie  begränzt  wird. 

Grassmann  selbst  hat  einen  Weg  hierzu  angegeben,  doch  führt 
dieser  Weg  nur  zu  gewissen  allerdings  sehr  interessanten  Systemen 
complexer  Zahlen,  die  sehr  schöne  Anwendungen  auf  die  projective 
und  die  metrische  Geometrie  zulassen.  Dagegen  hat  Grass  mann 
merkwürdigerweise  einen  andern  Weg  übersehen,  der  zu  mindestens 
ebenso  interessanten  und  überdies  viel  mannigfaltigeren  Systemen  von 
complexen  Zahlen  führt.  Wenn  Grassmann  behauptet,  dass  er  alle 
Arten  von  Multiplicationen  oder  wenigstens  alle  interessanten  Arten 
erschöpft  habe,  so  beruht  das  auf  einer  freilich  verzeihlichen  Selbst- 
täuschung. 

Der  zweite  Weg  besteht  in  der  iJinführung  des  Begriffs  eines 
geschlossenen  Zahlensystems,  eines  Systems,  dessen  Zahlen  mit  ein- 
ander multiplicirt  stets  wieder  Zahlen  des  Systems  ergeben.  Wir 
können  da  offenbar,  ohne  die  Allgemeinheit  der  Untersuchung  einzu- 
schränken, annehmen,  dass  schon  das  System  der  Zahlen  Ux^e^  selbst 
geschlossen  ist,  was  wiederum  augenscheinlich  dann  und  nur  dann 
eintritt,  wenn  Relationen  von  der  Form: 

n 

(83)  ejuCy  =  x/y^y^g^     {^h^  =  l^^•n) 

1 

bestehen,  unter  den  y^uvs  gewöhnliche  complexe  Zahlen  verstanden. 

Aber   auch    der   Begriff'   des    geschlossenen  Zahlensystems    bedarf 

noch    einer    Einschränkung,    wenn   er   praktisch   anwendbar   sein   soll. 

Man   kann   zum  Beispiel   verlangen,   dass    wenigstens   im    Allgemeinen 

die  Division  ausführbar,  dass  also  bei  gegebenen  u  und  v  sowohl  die 

Gleichung:  wu  =  v,  als  die  Gleichung:  uw  =  v  im  Allgemeinen  nach 

w  auflösbar  sei.    Diese  Forderung  führt  auf  die  Bedingung,  dass  keine 

der  beiden  Determinanten: 


(84)  i    ^7f^vsX,,    1  j    ^rfcrs 


Xr 


M 


für  alle  Werthe  von  x^  .  .  .  Xn  identisch  verschwinden  darf. 
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Man  kann  weiter  verlangen,  dass  für  die  Multiplicatiou  das  asso- 
ciative  Princip  gelte,  dass  also  für  drei  beliebige  Zahlen  u,VjW  stets: 
(85)  {uv)w  =  u(vw) 

werde.     Die  Coefficienten  y^^.^   müssen  dann  den  Gleichungen: 


(86) 


1  1 

((U,  r,7r,'P  =  l  .  .  .7») 


genügen.  Dieser  Begriff  eines  höheren  Systems  von  complexen  Zahlen 
findet  sich  implicite  jedenfalls  schon  bei  Hamilton*),  der  ja  auch 
in  den  Quaternionen  das  Zahlensystem  aufgestellt  hat,  das  neben  den 
gewöhnlichen  complexen  Zahlen  bei  Weitem  das  schönste  ist.  Ex- 
plicite  ist  der  allgemeine  Begriff  allerdings  wohl  erst  von  Cayley 
und  namentlich  von  Hankel  aufgestellt  worden. 

Endlich  kann  man  nun  auch  noch  das  commutative  Princip  als 
gültig  annehmen,  also  festsetzen,  dass: 

(87)  UV  =  vu 
sein  soll. 

Man  kann  aber  auch  auf  die  Möglichkeit  der  Division  verzichten. 
Eine  äusserst  wichtige  Gattung  von  Zahlensystemen  erhält  man  da, 
wenn  man  für  beliebige  Zahlen  das  Gelten  der  Gleichungen: 

(88)  UV  -{-  vu  =  0,  {uv)w  +  {vw)u  +  (wu)v  =  0 
verlangt.  Die  y^y^  bestimmen  dann  augenscheinlich  die  Zusammen- 
setzung einer  ^-gliedrigen  Gruppe  und  die  infinitesimalen  Transfor- 
mationen dieser  Gruppe  erscheinen  als  die  complexen  Zahlen  des 
Systems.  Demnach  kann  man  die  Aufgabe,  alle  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  zu  bestimmen,  auch  so  aussprechen:  es  sollen 
alle  geschlossenen  Systeme  von  complexen  Zahlen  mit  r  irreducibeln  Ein- 
heiten bestimmt  werden,  hei  denen  für  beliebige  Zahlen  des  Systems  die 
Gleichungen  (88)  identisch  erfüllt  sind. 

Hier  haben  wir  schon  einen  Zusammenhang  zwischen  den  höheren 
complexen  Zahlen  und  der  Gruppentheorie.  Ein  Zusammenhang  von 
andrer  Art  besteht  zwischen  der  Gruppentheorie  und  den  Zahlen- 
systemen, bei  denen  das  associative  Princip  gilt  und  ausserdem  im 
Allgemeinen  Division  möglich  ist.  Diesen  letzteren  Zusammenhang 
hat  zuerst  Herr  Poincare  bemerkt  (1884,  C.  R.  Bd.  99,  S.  740 ff.),  aller- 
dings ohne  hervorzuheben,  dass  er  nur  für  Zahlensysteme  besteht,  die 
dem  associativen  Principe  gehorchen. 

*)  Uebrigens  hat  auch  Gauss  offenbar  schon  1831  den  allgemeinen  Begriff 
eines  solchen  Systems  gehabt. 
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Um  diesen  Zusammenhang  klar  zu  machen,  deuten  wir  die  Coeffi- 
cienten  Xy  einer  Zahl  von  der  Form  Ux^ßj.  als  Punktcoordinaten  in 
einem  ebenen  R„,  so  dass  jede  complexe  Zahl  unsers  Systems  einen 
Punkt  dieses  Rn  darstellt.  Die  Gleichung:  ii  =  uv  sagt  dann  aus, 
dass  jedem  Punkte  u  ein  bestimmter  Punkt  u'  zugeordnet  ist,  der  von 
dem  Werthe  der  Zahl  v  abhängt.  Ausführlich  geschrieben  lautet  diese 
Beziehung  zwischen  den  Punkten  u  und  u    so: 

n  n 

(89)  Xj  =2  (^  nvsyv  JOO^i       («  =  1  .  .  .  «)  . 

Da  nun  im  Allgemeinen  Division  möglich  sein  soll  und  also  die  Deter- 
minanten (84)  beide  nicht  identisch  verschwinden,  so  sind  diese  Glei- 
chungen sowohl  nach  den  x  als  nach  den  y  auflösbar,  sie  stellen  also 
in  den  Veränderlichen  x  eine  lineare  homogene  Transformation  dar, 
die  n  wesentliche  Parameter:  y^  . .  .  yn  enthält.  Demnach  können  wir 
die  Productgleichung:  u  =  uv  als  den  symbolischen  Ausdruck  einer 
linearen  homogenen  Transformation  mit  n  Parametern  auffassen,  eine 
Auffassung,  die  schon  seit  längerer  Zeit  von  verschiedenen  Mathema- 
tikern angewendet  wird. 

Führen  wir  jetzt  zuerst  die  Transformation:  u  =  uv  und  dann 
die  Transformation:  u"==uw  aus,  so  erhalten  wir  eine  Transforma- 
tion, die  symbolisch  durch  die  Gleichung: 

u"  ==  (uv)w 
dargestellt  wird.     Da  sich  nun   diese  Gleichung   wegen   der  Gültigkeit 
des  associativen  Princips  in  der  Form: 

u"=  u{vw) 
schreiben  lässt  und  da  {vw)   eine  Zahl   unsers  Systems  ist,   so  gehört 
die  betreffende  Transformation  der  Schaar  (89)  an;  folglich  bildet  diese 
Schaar  eine  Gruppe. 

Die  Gruppe  (89)  ist  l^-gliedrig  und  da  ihre  Gleichungen  nach 
den  n  Parametern  2/i  •  •  •  2/«  auflösbar  sind,  so  ist  sie  einfach  transitiv. 
Ausserdem  kann  man  genau  wie  auf  S.  20  f.  von  Abschn.  I  beweisen, 
dass  sie  die  identische  Transformation  enthält  und  dass  alle  ihre 
Transformationen  paarweise  zn  einander  invers  sind;  es  ist  sogar  sicher, 
dass  die  Parameter  2/1  •  •  •  2/«  ^^^  ^i^  identische  Transformation  end- 
liche Werthe  besitzen. 

Zu  unserm  Zahlensysteme:  Uxvßv  gehört  also  eine  einfach  tran- 
sitive lineare  homogene  Gruppe,  in  deren  endlichen  Gleichungen  (89) 
die  Parameter  nur  linear  auftreten.  Diese  Gruppe  findet  sich  schon 
bei   Herrn   Poincare,   nur    erwähnt   Herr  Poincare   nicht,    dass    sie 
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einfach  transitiv  ist.  Poincare  hat  aber  ausserdem  ohne  Beweis  die 
Behauptung  aufgestellt,  dass  umgekehrt  zu  jeder  linearen  homogenen 
Gruppe  von  der  Form  (89)  ein  Zahlensystem  mit  n  Einheiten  gehöre. 
Im  nächsten  Kapitel  werden  wir  einen  Beweis  für  die  Richtigkeit 
dieser  Behauptung  kennen  lernen,  hier  begnügen  wir  uns  mit  einigen 
gruppentheoretischen  Bemerkungen. 

Die  lineare  homogene  Gruppe  (89),  die  zu  unserm  Zahlensysteme 
gehört,  ist  augenscheinlich  ihre  eigne  Parametergruppe.  Schreibt  man 
daher  die  Gleichungen  (89)  in  der  Form: 


n  n 

(90)  y;  =^  (2  Yi,vsX,?j  y. 


und  fasst  man  jetzt  die  x  als  Parameter  auf,  so  erhält  man  eine  neue 
einfache  transitive  lineare  homogene  Gruppe,  nämlich  die  zur  Gruppe 
(89)  reciproke  einfach  transitive  Gruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  428).  Also 
gehören  zu  jedem  Zahlensysteme  mit  n  irreducibeln  Einheiten  zwei 
reciproke  einfach  transitive  lineare  homogene  Gruppen. 

Das  eben  Gesagte  ist  eine  unmittelbare  Folge  der  Theorie  der 
Parametergruppe.  Ein  andrer  wichtiger  Schluss  lässt  sich  aus  der 
besonderen  Form  der  Gruppe  (89)  ziehen.  Sind  nämlich  2/i^  •  •  •  Vn 
die  Parameter,  die  zur  identischen  Transformation  gehören,  so  erhält 
man  die  allgemeine  infinitesimale  Transformation  der  Gruppe  (89), 
wenn  man  y^  durch  ^/^  +  $yv  ersetzt,  demnach  lauten  die  Gleichungen 
dieser  allgemeinen  infinitesimalen  Transformation  einfach  so: 

n  n 

(91)  Xs   =Xs+^^l^^y^,rsSyAx^,        is  =  l    ..n), 

11 
Man  sieht  hieraus,   dass   sich   die   endlichen  Gleichungen   der  Gruppe 
(89)  aus  den  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe  ablesen  lassen. 
Schliesslich  noch  eins.     Setzt  man: 
1...» 

so  sind:  X^f ,  .  .  Xnf  n  unabhängige  infinitesimale  Transformationen 
der  w-gliedrigen  Gruppe  (89),  es  bestehen  daher  Relationen  von  der 
Form : 

n 
(X/u  Xy)  =  ^.^  (^/iivs  Xsf      {(^,v  =  l...n). 

Hier  drücken  sich  die  c^^,  in  sehr  einfacher  Weise  durch  die  y^,^,  aus. 
Berechnet  man  nämlich  die  (X,,X.)  und  benutzt  man   die  Relationen 
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(86),    die    in  Folge    des    associativen    Princips   zwischen   den   yuvs  be- 
stehen, so  kommt: 

Dies  möge  genügen,  kommen  wir  doch  in  dem  nächsten  Kapitel 
noch  einmal  auf  den  Zusammenhang  zwischen  den  hier  besprochenen 
Zahlensystemen  und  der  Gruppentheorie  zurück.  Jedenfalls  geht  aber 
aus  dem  Gesagten  hervor,  dass  die  Theorie  der  höhern  complexen 
Zahlen  durch  die  Verbindung  mit  der  Gruppentheorie  einen  ganz  neuen 
Inhalt  gewinnt  und  dass  sie  zu  einer  merkwürdigen  Klasse  von  pro- 
jectiven  Gruppen  führt. 

Auch  die  Grassmannschen  complexen  Zahlen  stehen  zu  gewissen 
Gruppen  in  sehr  enger  Beziehung,  aber  die  Beziehung  ist  von  ganz 
andrer  Art.  Allerdings  lässt  sich  auch  jede  Multiplication  der  Grass- 
mannschen Zahlen  mit  einer  unter  ihnen  als  eine  Operation  auffassen, 
die  ein  gewisses  Gebiet  transformirt,  nämlich  das  Gebiet,  das  aus  den 
sämmtlichen  ebenen  Mannigfaltigkeiten  eines  bestimmten  Raumes  be- 
steht, jedoch  ist  diese  Operation  keine  Transformation  im  strengen 
Sinne  des  Worts. 

Zum  Schlüsse  wollen  wir  einer  gewissen  Verallgemeinerung  ge- 
denken, die  man  mit  dem  Begriffe  der  Systeme  von  complexen  Zahlen 
vornehmen  kann. 

Jedes  bilineare  Symbol  (vgl.  S.  604  ff.): 

ik  »      * 

für  das  die  Identitäten: 

\UV\  +  iFZ7i  =  0,     II  C^F|  ]r|  +  ||Fir|?7|  +  |i  WU\V\  =  0 

gelten,  kann  als  eine  Multiplicationsoperation  aufgefasst  werden,  wenn 
man  nämlich  die  Functionen  der  Veränderlichen  z^  .  .  .  Zr  als  die 
Grössen  betrachtet,  die  mit  einander  multiplicirt  werden.  Die  Bestim- 
mung aller  derartigen  Multiplicationen  wird  durch  die  Theorie  der 
Functionengruppen  geleistet  (s.  a.  a.  0.).  Freilich  gehört  zu  einer 
solchen  Multiplication  keine  Addition. 
Ist  insbesondere: 


0,t(^l  .  .  .Sr)   =  ^/  Cjks^s 
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und  beschränkt  man  sich  auf  die  Multiplication  linearer  homogener 
Functionen  der  Veränderlichen,  so  kommt  man  wieder  auf  geschlossene 
Systeme  complexer  Zahlen;  es  sind  das  die  auf  S.  749  ^besprochenen, 
deren  Theorie  mit  der  Bestimmung  aller  möglichen  Zusammensetzungen 
von  r-gliedrigen  Gruppen  gleichbedeutend  ist. 


Kapitel   29. 
Die  gruppentheoretisohen  Arbeiten  Andrer. 

Die  gruppentheoretischen  Untersuchungen  Lies,  so  wie  sie  in 
diesem  Werke  dargestellt  sind,  waren  in  allen  wesentlichen  Punkten 
schon  1884  zum  Abschluss  gebracht,  also  bevor  von  andrer  Seite 
Beiträge  zu  der  Theorie  geliefert  wurden*).  Da  nun  diese  Unter- 
suchungen ganz  auf  eignen  Füssen  stehen  und  an  und  für  sich  ein 
abgeschlossenes  Ganzes  bilden,  so  hatten  wir  bisher  keine  Veranlassung 
auf  die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Andrer  Rücksicht  zu  nehmen. 
Da  aber  die  Zahl  dieser  Arbeiten  schon  ganz  beträchtlich  ist  und  da 
in  ihnen  der  Ausbau  der  Theorie  nach  verschiedenen  Seiten  hin  ge- 
fördert worden  ist,  so  wollen  wir  jetzt  einen  kurzen  Bericht  über  diese 
Arbeiten  geben.  Der  Leser  wird  dadurch  wenigstens  einen  üeberblick 
über  alles  das  gewinnen,  was  ausser  den  Lieschen  Untersuchungen 
für  die  Gruppentheorie  geleistet  worden  ist. 

Wir  müssen  uns  aber  dabei  einige  Beschränkungen  auferlegen. 
Da  wir  nämlich  in  den  vorliegenden  drei  Abschnitten  nur  die  Theorie 
der  endlichen  continuirlichen  Grupj)en  behandelt  haben,  während  wir 
die  Theorie  der  unendlichen  Gruppen,  die  allgemeine  Theorie  der  Diffe- 
rentialinvarianten und  die  Integrationstheorie  nur  gelegentlich  streiften, 
so  werden  wir  auch  hier  nur  solche  Arbeiten  berücksichtigen,  die  sich 
auf  die  Theorie  der  endlichen  continuirlichen  Gruppen  beziehen;  da- 
gegen werden  wir  Arbeiten  über  unendliche  continuirliche  Gruppen, 
über  Differentialinvarianten  und  Integrationstheorie  höchstens  erwähnen, 
aber  nicht  auf  ihren  Inhalt  eingehen. 


*)  Allerdings  hat  Picard  schon  1883  in  den  Comptea  Rendus  (Bd.  96, 
S.  1131)  eine  äusserst  wichtige  Arbeit  veröffentlicht,  in  der  er  Lies  Theorien  ver- 
werthete,  diese  Arbeit  kann  aber  hier  nicht  mit  berücksichtigt  werden,  weil  sie 
sich  nicht  mit  der  Gruppentheorie  an  sich,  sondern  mit  der  Integrationstheorie 
beschäftigt.  In  dem  Werke  über  Integrationstheorie  gedenk^  wir  näher  auf  sie 
einzugehen. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgiuppen.    III.  48 
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Wir  besprechen  der  Reihe  Dach  die  Untersuchungen  von  Engel, 
von  Killing,  von  Study,  Schur  und  Maurer,  bei  denen  Studys, 
soweit  sie  sich  auf  die  höheren  complexen  Zahlen  beziehen,  werden 
wir  auch  die  von  Scheff  ers  berücksichtigen.  Alsdann  besprechen  wir 
eine  Anzahl  Arbeiten,  die  von  verschiedenen  herrühren  und  die 
meistens  als  Leipziger  Dissertationen  erschienen  sind.  Endlich  erwäh- 
nen wir  noch  die  wichtigsten  übrigen  Arbeiten,  die  mit  der  Theorie 
der  continuirlichen  Gruppen  in  Zusammenhang  stehen,  die  wir  aber 
hier  nicht  besprechen  können,  weil  ihr  Inhalt  aus  dem  Rahmen  dieses 
Werkes  heraustritt. 

§  141. 
Engel. 

Die  erste  gruppen theoretische  Arbeit  Engels  ist  seine  Habili- 
tationsschrift von  1885*).  Engel  entwickelt  darin  eine  allgemeine 
Methode,  um  die  Definitionsgleichungen  (s.  Abschn.  I,  Kapitel  11) 
von  beliebig  vielen  continuirlichen  Gruppen  aufzustellen.  Diese  Methode 
beruht  aber  auf  der  Betrachtung  gewisser  unendlicher  continuirlicher 
Gruppen,  sie  kann  also  hier  nicht  besprochen  werden.  Nur  zweierlei 
sei  bemerkt.  Erstens  führt  Eng-el  die  Aufstellung  der  Definitipns- 
gleichungen  gewisser  unendlicher  continuirlicher  Gruppen  auf  die  Be- 
stimmung der  infinitesimalen  Transformationen  gewisser  endlicher  con- 
tinuirlicher Gruppen  zurück  und  stellt  auf  diese  Weise  einen  merk- 
würdigen Zusammenhang  zwischen  den  unendlichen  und  den  endlichen 
continuirlichen  Gruppen  her.  Zweitens  hat  Lie  erkannt,  dass  die 
Engeische  Methode  zu  den  Definitionsgleichungen  aller  endlichen 
und  unendlichen  continuirlichen  Gruppen  führt  und  dass  sie  aus  der 
allgemeinen  Theorie  der  Differentialvariauten  in  sehr  einfacher  Weise 
abgeleitet  werden  kann.  In  dem  auf  S.  712  angekündigten  Werke, 
das  ausser  den  Differentialinvarianten  und  der  Integrationstheorie  auch 
noch  die  Theorie  der  unendlichen  Gruppen  behandeln  soll,  wird  sich 
Gelegenheit  finden  darauf  zurückzukommen. 

In  einer  Arbeit  aus  dem  Jahre  1886  (Leipz.  Ber.  1886,  S.  83—94)  be- 
schäftigt sich  Engel  mit  der  Zusammensetzung  der  Gruppen.  Auf  Grund 
der  von  Lie  entwickelten  Vorstellungen:  Abbildung  der  infinitesimalen 
Transformationen  einer  Gruppe  auf  die  Punkte  eines  Raumes,  Auffassung 
der  Klammeroperation  als  einer  Multiplication  von  zwei  infinitesimalen 


*)    üeber    die    Definitionsgleichungen    der    continuirlichen   Transformations- 
gruppen, Math.  Ann.  Bd.  27,  S.  1—57. 
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Transformationen  u.  s.  w.  formulirt  er  das  Problem  der  Bestimmung 
aller  Zusammensetzungen  von  r-gliedrigen  Gruppen  invariantentheo- 
retisch. Er  führt  es  zurück  auf  die  invariantentheoretilsche  Unter- 
suchung einer  trilinearen  Form: 

l...r 


F^Zj  CiksOCiVk^is,  . 


die  zwei  Reihen :  x^  . .  ,Xr  und  y^.  .  .yr  von  Punktcoordinaten  und 
eine  Reihe:  «^  .  .  .  u,.  von  Ebenencoordinaten  enthält  und  von  der  zwei 
Covarianten,  nämlich: 

l...r 

ika 

und: 

l...r 

^=^  CiJcjsXitJk^jtls 
ikjs 

identisch  verschwinden.  Hierbei  bedeutet  dkjs  die  linke  Seite  der  be- 
kannten Lieschen  Gleichung: 

r 

'Gikjs  =  y^  (CiktCtjs  +  CkjtCtis  +  CjitC^ks)  =  0, 

1 

die  von  jeder  Zusammensetzung  Ciks  einer  r-gliedrigen  Gruppe  erfüllt 
wird. 

Die  Betrachtung  der  Form  F  führt  in  einfachster  Weise  zu  der 
adjungirten  Gruppe  u.  s.  w.     Zum  Beispiel  ist: 

^i  =  Xi  -\-  Y-  Ot        (i  =  1  .  .  .  r)  j 

wenn  man  die  y  als  Parameter  auffasst,  die  allgemeine  infinitesimale 
Transformation  der  adjungirten  Gruppe  der  Zusammensetzung  Cncs  und: 

ist  die  allgemeine   Transformation   der  zur   Adjungirten  dualistischen 
Gruppe;  das  identische  Verschwinden  der  Co  Varianten  O  und    'F  sagt 
aus,  dass  die  adjungirte  Gruppe  die  Form  F  invariant  lässt. 
Die  lineare  Form: 


r  r  r 

1**1  1 


48  = 
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ist  eine  Covariante  von  F,  gleich  Null  gesetzt  stellt  sie  daher  in  dem 
Br—i  mit  den  homogenen  Punktcoordinaten  x^  . .  .  Xr  eine  ebene  Man- 
nigfaltigkeit dar,  die  bei  der  adjungirten  Gruppe  invariant  bleibt  und 
die  infolgedessen,  wenn  sie  nicht  identisch  verschv^indet,  eine  (r  —  1)- 
gliedrige  invariante  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung dks  darstellt.     Andrerseits  zeigen  die  Gleichungen: 

r  r  r 

1  11 

dass  jene  lineare  Form-  nur  dann  nicht  identisch  zu  verschwinden 
braucht,  wenn  alle  r-reihigen  Determinanten  der  Matrix: 

I    Cikl    .  .  .   Cikr 
I      (/,  k=l..    r) 

verschwinden,  wenn  also  die  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zusammen- 
setzung Ciks  nicht  ihre  eigne  Derivirte  ist.  Es  ist  das  eine  neue  Ab- 
leitung der  Lieschen  Sätze  auf  S.  692f.  (vgl.  auch  Abschn.I,  S.576.f.). 

Wegen  des  identischen  Verschwindens  der  Covariante  O  kann  F 
auch  als  eine  Form  mit  einer  Reihe  Linien-  und  einer  Reihe  Ebenen- 
coordinaten  aufgefasst  werden.  Die  Gleichung:  F=0  ordnet  dann 
jeder  Geraden  des  Br-f  einen  Punkt  zu.  Liegt  dieser  Punkt  auf  der 
Geraden  oder  wird  er  unbestimmt,  so  ist  die  Gerade  das  Bild  einer 
zweigliedrigen  Untergruppe  der  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusam- 
mensetzung Ciks,  wird  der  Punkt  insbesondere  unbestimmt,  so  besteht 
diese  Untergruppe  aus  vertauschbaren  Transformationen.  Da  nun  das 
Unbestimmtwerden  des  Punktes  r  Bedingungen  repräsentirt  und  da  es 
im  Rr-i  oo^''-^  Gerade  ^iebt,  so  erhält  man  den 

Satz  1.  Jede  r-gliedrige  Gruppe  enthält  mindestens  oo'— *  zwei- 
gliedrige Untergruppen  mit  paarweise  vertauscJibaren  infinitesimalen  Trans- 
formationenj  insbesondere  enthält  jede  viergliedrige  Gruppe  mindestens  eine. 

Diesen  Satz,  den  Killing  schon  vorher,  aber  ohne  Beweis  ver- 
öffentlicht hatte  (Braunsberger  Programm  von  1884),  benutzt  Engel 
um  zu  beweisen,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  vier  Parametern  vier- 
gliedrige Untergruppen  enthält.  Der  betreffende  Beweis,  dessen  Ver- 
fahren dem  Beweise  Lies  für  die  Existenz  dreigliedriger  Untergruppen 
nachgebildet  ist,  kann  jetzt  kurz  so  geführt  werden:  Jede  Gr  mit 
mehr  als  vier  Parametern  enthält  eine  G^  mit  paarweise  vertausch- 
baren Transformationen.  Diese  G^  steckt  nach  Abschn.  I,  S.  593 
Theor.  106  in  einer  G^,  die  offenbar  integrabel  ist  (s.  S.  715,  Theor.  64) 
und  die  infolgedessen  in  mindestens  einer  G^^  steckt  (dieser  Abschn. 
S.  681,  Satz  8). 
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lu  einer  Reihe  von  ,,Kleineren  Beiträgen  zur  Gruppentheorie"  hat 
Engel  ferner  Untersuchungen  über  verschiedene  Theile  der  Gruppen- 
theorie veröffentlicht*). 

In  Nr.  I  dieser  Beiträge  bespricht  er  den  Sinn  der  speciellen 
Jacobischen  .Identität,  also  der  Identität  zwischen  drei  beliebigen  in- 
finitesimalen Punkttransformationen;  er  zeigt,  dass  diese  Identität 
nictts  andres  ist  als  die  Substitutionenidentität: 

(U-'TÜ)-'Ü-^SÜ{Ü-'TU)=  U-^T-^8TU 

für  den  Fall,  dass  die  drei  Substitutionen  S,  T,  ü  infinitesimal  wer- 
den. Angeregt  wurde  Engel  hierzu  durch  die  Deutung,  die  Lie  für 
die  allgemeine  Jacobische  Identität  gefunden  hatte  (s.  Abschn.  IT, 
S.  278  ff.). 

In  Nr.  II  stellt  Engel  einen  wichtigen  Satz  auf,  den  wir  jetzt 
folgendermassen  aussprechen  können: 

Satz  2.  JEi7te  r-gliedrige  Gruppe  Gr  ist  stets  dann  aber  auch  nur 
dann  integrahel,  wenn  sie  heine  einfache  dreigliedrige  Untergruppe  enthält. 

Allerdings  enthält  der  Beweis  Engels  insofern  eine  Lücke,  als 
er  ohne  Weiteres  voraussetzt,  dass  die  dreigliedrige  einfache  Gruppe 
zu  einer  Gr,  die  keine  dreigliedrige  einfache  Untergruppe  enthält, 
auch  nicht  meroedrisch  isomorph  sein  könue.  Engel  bemerkte  später 
diese  Lücke  und  machte  in  dem  Jahrb.  über  die  Fortschr.  der  Math. 
Bd.  19,  S,  356  darauf  aufmerksam.  Killing  leitete  dann  den  Engel- 
schen  Satz  aus  seinen  allgemeinen  Theorien  über  die  Zusammensetzung 
ab,  aber  da  der  Satz  auch  bei  Killing  nicht  streng  bewiesen  zu  sein 
schien,  so  sah  sich  Engel  veranlasst  in  Nr.  8  seiner  Beiträge  die 
Lücke  seines  ursprünglichen  Beweises  auszufüllen. 

Wir  können  hier  den  Beweis  nur  andeuten. 

Enthält  eine  Gr  keine  einfache  (rg,  also  keine  G^  von  der  Zu- 
sammensetzurg: 

(1)        {x,x,)  =  xj,   ix,xly^2X,j,   {x,x,)  =  xj 

und  ist  die  G^  von  dieser  Zusammensetzung  auch  nicht  mit  Gr  mero- 
edrisch isomorph,  so  gilt  nach  Theor.  58,  S.  688  zunächst  folgendes: 
Enthält  die  Gr  eine  Gr—i,  so  enthält  sie  auch  eine  invariante  Gr—i. 
Die  Gr  enthält  nun  sicher  dreigliedrige  Untergruppen,  diese  sind  nicht 
einfach,  sie  sind  also  integrabel  und  stecken  in  je  einer  viergliedrigen 

'■■)  I  u.  II  Leipz.  Ber.  1887,  S.  89  ff.,  III  ebd.  1891,  S.  47  ff.;  IV  ebd.  1891, 
S.  308  ff.;  V  ebd.  1891,  S.  585  ff. ;  VI,  ebd.  1892,  S.  43ff.;  VII,  ebd.  1892,  S.  292  ff.; 
VIII,  ebd.  1893,  S.  360  ff. 
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Untergruppe  der  Gr  (s.  S.  681 ,  Satz  8).  Diese  viergliedrigen  Unter- 
gruppen sind  von  derselben  Beschaffenheit  wie  die  (r^,  sie  enthalten 
also  je  eine  dreigliedrige  invariante  Untergruppe,  die  natürlich  in- 
tegrabel  ist,  folglich  sind  sie  auch  integrabel  (s.  S.  680,  Satz  6)  und 
stecken  jede  in  einer  fünfgliedrigen  Untergruppe  der  Gr.  Fährt  man 
in  dieser  Weise  fort,  so  erkennt  man,  dass  die  Gr  eine  invariante- 
Gr-i  enthält,  die  integrabel  ist,  dass  also  die  Gr  selbst  integrabel 'ist. 
Jetzt  ist  noch  zu  zeigen,  dass  es  keine  Gr+s  giebt,  die  keine  G^ 
von  der  Zusammensetzung  (1)  enthält  und  mit  der  die  G^  von  der 
Zusammensetzung  (1)  auch  nicht  meroedrisch  isomorph  ist.  Gäbe  es 
eine  solche  Gr-\-Sj  so  enthielte  sie  eine  invariante  Gr.  Wir  können 
offenbar  voraussetzen,  dass  die  G^  von  der  Zusammensetzung  (1)  nicht 
mit  dieser  Gr  isomorph  ist,  dass  also  die  Gr  integrabel  ist.  Dieser 
Fall  kann  wiederum  durch  einfache  Ueberlegungen  auf  den  zurück- 
geführt werden,  dass  die  Gr  aus  paarweise  vertauschbaren  infinitesi^ 
malen  Transformationen  besteht  und  keine  in  der  Gr^s  invariante  Unter- 
gruppe enthält.  Ist  die  Gr  so  beschaffen,  so  transformirt  die  Adjun- 
girte  der  Gr+z  den  invarianten  ebenen  Br—i  der  oo^— ^  infinitesimalen 
Transformationen  von  Gr  durch  eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  y, 
die  keine  ebene  Mannigfaltigkeit  des  i2;-_i  stehen  lässt.  Hieraus  folgt, 
dass  y  die  dreigliedrige  projective  Gruppe  einer  möglichst  gekrümraten 
rationalen  Curve  (r  —  l)-ter  Ordnung  des  Rr—i  ist*),  und  dass  die 
Zusammensetzung  der  G^+s   die  folgende  Form  erhalten  kann: 

(Y,  Y,)  =  YJ+^^a,X,f,    (Y,  Y,)  =  YJ-j-^^  c,X,f 

1  1 

r 

{Y,Y,)  =  2Y,f^^l,X,f 

1 

wo  natürlich  X^^if  und  X^f  gleich  Null  zu  setzen  sind.  Durch  eine 
ähnliche  Rechnung  wie  auf  S.  736  kann  man  nunmehr  zeigen,  dass 
die  a,  hyC  bei  geeigneter  Wahl  von  Y^fj  Y^f^  Y^f  verschwinden,  dass 

*)  Eine  dreigliedrige  projective  Gruppe  des  -By_i,  die  keine  ebene  Man- 
nigfaltigkeit dieses  Raumes  in  Ruhe  lässt,  ist  nothwendig  einfach,  sie  enthält 
andrerseits  eine  integrable  6^2»  «ü^  einen  Punkt  in  Ruhe  lässt,  sie  lässt  also  eine 
Curve  in  Ruhe,  die  natürlich  möglichst  gekrümmt  ist.  Das  Uebrige  ergiebt  sich 
aus  Satz  2  auf  S.  187. 


(2) 
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also  die  (r^+s  eine  G^  von  der  Zusammensetzung  (1)  enthält.  Man 
kommt  also  auf  einen  Widerspruch  und  somit  ist  der  Satz  2  voll- 
ständig bewiesen. 

Es- liegt  auf  der  Hand,  dass  dieser  Satz  die  Bestimmung  aller 
Zusammensetzungen  von  nicht  integrabeln  Gruppen  mit  4,  5  und  6 
Parametern  wesentlich  vereinfacht  (vgl.  S.  744). 

In  Nr.  III  seiner  Beiträge  giebt  Engel  eine  sehr  einfache  Ab- 
leitung der  Lieschen  Sätze  über  infinitesimale  Berührungstransforma- 
tionen (s.  Abschn.  II,  Kap.  15).  Er  geht  aus  von  einer  endlichen 
Berührungstransform'ation  5,  vermöge  deren  die  Gleichung: 

n  n 

(3)  d0  —^ Pi'dXi'  =--  q{^,  X, p)  [cU  —^i  PidXi^ 

besteht,  und  von  einer  infinitesimalen  Berührungstransformation: 

In  (3)  kann  man  nun  die  dz  und  dxi  gleich  den  Zuwachsen  setzen, 
die  z  und  die  Xi  bei  der  infinitesimalen  Transformation  Af  erhalten, 
und  es  sind  dann  offenbar  5ie  ds,  dxl  die  Zuwachse,  die  /  und  die 
xl  bei  der  infinitesimalen  Berührungstransformation  erhalten,  die  ent- 
steht, wenn  man  in  Af  vermöge  B  die  neuen  Veränderlichen  /,  x  ^  p 
einführt.  Hieraus  ergiebt  sich  ohne  Weiteres,  wie  sich  die  charaljte- 
ristische  Function: 

n 

1  * 

von  Af  bei  der  endlichen  Berührungstransformation  S  ändert.  Lässt 
man  die  Berührungstransformation  S  infinitesimal  =Bf  werden  und  V 
ihre  charakteristische  Function  sein,  so  geht  Af  bei  Ausführung  von 
S  in  die  infinitesimale  Transformation:  Af-\-  dt  (AB)  über,  deren 
charakteristische  Function  man  berechnen  kann.  Man  findet  daher 
auch  die  charakteristische  Function  von  (AB)  ausgedrückt  durch  U 
und   F. 

Diese  Betrachtungen  sind  besonders  deshalb  wichtig,  weil  sie  sich 
auf  die  Transformationen  übertragen  lassen,  die  eine  beliebige  Pfaff- 
sche  Gleichung  in  n  Veränderlichen  invariant  lassen. 

In  Nr.  IV  und  V  seiner  Beiträge  beschäftigt  sich  Engel  damit, 
die  von  Schur  gefundenen  Resultate  möglichst  einfach  abzuleiten  und 


760 


Abtheilung  VI,    Kapitel  29.    §  141. 


sie  mit  denen  Lies  in  Verbindung  zu  bringen.  Wir  ziehen  daher 
vor,  den  Inhalt  dieser  Arbeiten  bei  der  Darstellung  der  Seh  urschen 
Untersuchungen  zu  verwerthen. 

In  Nr.  VI  stellt  Engel,  anknüpfend  an  die  Seh  urschen.  Ergeb- 
nisse, einen  merkwürdigen  Satz  über  die  kanonische  Parametergruppe 
auf.  Schur  hatte  nämlich  gezeigt,  dass  die  iofinitesimalen  Transfor- 
mationen der  (ersten)  kanonischen  Parametergruppe,  die  zu  einer  ge- 
gebenen Zusammensetzung  Cas  von  r-gliedrigen  Gruppen  gehört,  als 
Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  darstellbar  sind,  die 
alle  denselben  Nenner  haben.  Engel  bestimmt  nun  die  Nullstellen 
dieses  Nenners.  Wir  begnügen  uns  mit  der  Mittheilung  der  betref- 
fenden Formeln. 

Setzt  man: 


t 

(4) 

l...r 

und: 

(5,  A  =  l...r) 

• 

(ö) 

^sk—yj.,,.,E^^, 

E 


(1) 


wo«  die  xjjsk  beständig  convergente  Potenzreihen  sind,  so  ist  der  be- 
wusste  Nenner  einfach  die  Determinante  der  ifj^k-  Durch  Benutzung 
der  von  Schur  bemerkten  Relationen: 


(6) 


Vi  i;W  jgCO  _  ^0'+")     ,„,.  =  „,,,2.. 

,^J         sj         jk  sk  '    ' 


und  des  Multiplicationssatzes  der  Determinanten  gelingt  es  nun  Engel, 
die  Determinante  der  fsk  in  ein  beständig  convergentes  unendliches 
Product  von  ganzen  rationalen  Functionen  zu  zerlegen,  sie  wird  näm- 
lich gleich:  »^ 


0) 


l...r     Q) 


H 


(i)  i 


'^'  +   2v7ri  ^sk    \'\  'sk 


2vn  i 


Esk 


Damit  sind  zugleich  alle  Nullstellen  dieses  Nenners   angebbar. 


In  Nr.  VII   seiner  Beiträge    behandelt  Engel   die  reellen  Berüh- 
rungstransformationsgruppen,  die  irreducibel  sind,  die  also  nicht  durch 
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reelle  Berührungstransformationen  in  Gruppen  von  Punkttransforma- 
tionen übergeführt  werden  können.  Die  in  dieser  Arbeit  aufgestellten 
Sätze  sind,  soweit  sie  die  Ebene  betreffen,  schon  auf  S.  384  f.  mit- 
getheilt  worden,  wir  begnügen  uns  daher  mit  der  Angabe,  dass  die 
allgemeine  projective  Gruppe  der  Ebene  durch  eine  imaginäre  Berüh- 
rungstransformation in  eine  reelle  irreducible  Berührungstransforma- 
tionsgruppe  übergeht,  deren  infinitesimale  Transformationen  die  charak- 
teristischen Functionen: 


1  1,    X,    y,   x^  +  2/';   s  —  '^xy 

(8)   I  x(x^  +  if)  —  4?/  (^  —  \xy),   y(x'^  +  y')  +  4:X[s  —  ^  xtj) 
{x'  +  fy+l6{z-^xyy 


besitzen.  Entsprechendes  gilt  für  die  allgemeine  projective  Gruppe  jedes 
beliebigen  Raumes  JR^tUnd  zwar  verwandeln  sich  merkwürdigerweise 
alle  ebenen  Mannigfaltigkeiten  des  Bn  bei  der  betreffenden  imaginären 
Berührungstransformation  in  lauter  (n  —  l)-fach  ausgedehnte  imagi- 
näre Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades. 

Die  beiden  Arbeiten  Engels  über  die  Invariantentheorie  der 
Systeme  von  Pf  äff  sehen  Gleichungen*)  behandeln  fast  nur  Gegen- 
stände, die  hier  nicht  berücksichtigt  werden  können,  blos  ein  darin 
enthaltener  Satz  darf  nicht  unerwähnt  bleiben,  es  ist  dieser: 

Satz  3.*  Lässt  eine  Transformation  das  System  der  linearen  par- 
tiellen Differentialgleichungen : 

(9)  ■    .  XJ=0,...,X,„f=0 
invariant j  so  lässt  sie  auch  das  System: 

(10)  X,f=0,    (Z,X,.)  =  0     (,u,v  =  i:...o 
invariant. 

Der  Beweis  dieses  Satzes  ergiebt  sich  sofort  aus  den  Betrach- 
tungen auf  S.  84  von  Abschn.  I.  Von  grossem  Nutzen  ist  der  Satz 
bei  der  Untersuchung  solcher  Gruppen  von  Punkttransformationen,  die 
ein  nicht  integrables  System  von  Pf  äff  sehen  Gleichungen  invariant 
lassen.  Lässt  z.  B.  eine  Gruppe  G  des  JR^  ein  nicht  unbeschränkt 
integrables  System  von  zwei  Pf  äff  sehen  Gleichungen  invariant,  so 
lässt  sie  auch  das  entsprechende  System:  Xi/'=  0,  X^f  =  0  von  zwei 

*)  Leipz.  ßer.  1889,  S.  157  ff.  u.  1890,  S.  192  ff. 
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linearen  partiellen  Differentialgleichungen  invariant  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  102 ff.),  diese  beiden  Gleichungen  bilden  aber  kein  zweigliedriges 
vollständiges  System,  also  lässt  G  auch  das  System  der  drei  Glei- 
chungen: Xif=0,  X^f=0,  (X^Xg)  =  0  und  die  diesem  Systeme 
entsprechende  Pf  äff  sehe  Gleichung  invariant.  Ist  nun  diese  Pfaff- 
sche  Gleichung  integrabel,  so  ist  G  imprimitiv.  Ist  sie  nicht  integrabel, 
so  giebt  es,  wie  aus  der  Theorie  des  Pf  äff  sehen  Problems  bekannt 
ist,  ein  mit  ihr  invariant  verknüpftes  simultanes  System  von  gewöhn- 
lichen Differentialgleichungen,  das  natürlich  auch  bei  G  invariant 
bleibt;  also*  ist  G  auch  in  diesem  Falle  imprimitiv.  Wir  haben  so- 
mit den 

Satz  4.  Jede  Griqjpe  von  PunUtransformationen  des  i?4,  die  ein 
nicht  unheschränM  integrables  System  von  zwei  Ff  äff  sehen  Gleichungen 
invariant  lässt,  ist  imprimitiv. 

Eine  andre  Arbeit  Engels  handelt  über  die  Erzeugung  der  end- 
lichen Transformationen  einer  projectiven  Gruppe  durch  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  Gruppe*).  Sie  war  veranlasst  durch  die 
Bemerkung,  dass  nicht  jede  endliche  Transformation  der  speciellen 
linearen  homogenen  Gruppe: 

(11)         x  =  a^x  +  a^tj,    y==  a^x  -f  a^y    (a^a^  -  a^a^  =  1) 
von  einer  infinitesimalen  Transformation: 

e^xq  +  e^ixp  —  yq)  +  e^yp 

der  Gruppe  erzeugt  ist.  Es  lag  daher  recht  nahe,  zu  untersuchen,  bei 
welchen  projectiven  Gruppen  jede  endliche  Transformation  der  Gruppe 
von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  erzeugt  ist.  Engel 
zeigt  in  seinervArbeit,  dass  jedenfalls  die  allgemeine  projective  Gruppe 
eines  jeden  Raumes  diese  Eigenschaft  besitzt.  Die  von  ihm  befolgte 
Methode  genügt  auch,  um  dasselbe  für  die  projective  Gruppe  des 
linearen  Complexes  und  für  die  continuirliche  projective  Gruppe  einer 
nicht  ausgearteten  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  zu  beweisen,  jedoch 
ist  der  Beweis  für  diese  beiden  Gruppen  noch  nicht  veröffentlicht. 
Ausserdem  ist  noch  zu  bemerken,  dass  Study  schon  früher  einen 
Beweis  für  die  besprochene  Eigenschaft  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  besass.  Engel  wird  diesen  Study  sehen  Beweis  in  der  Fort- 
setzung seiner  Arbeit  mittheilen. 

Die  Thatsache,  dass  nicht  jede  endliche  Transformation  der  Gruppe 
(11)  von  einer  infinitesimalen  Transformation  der  Gruppe  erzeugt  ist, 


*)  Leipz.  Ber.  1892,  S.  279  ff.  (Erste  Mittheilung.) 
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ist  besonders  deshalb  von  Wichtigkeit,  weil  sie  zeigt,  dass  die  Gruppe 
(11)  und  die  allgemeine  projective  Gruppe  auf  der  Geraden  nicht  in 
ihrer  ganzen  Ausdehnung,  sondern  nur  in  einer  gewissen  Umgebung 
der  identischen  Transformation  holoedrisch  isomorph  sind  im  Sinne 
der  Substitutionentheorie.  Die  Betrachtungen  des  Kap.  21  von  Abschn.  I 
beweisen  in  der  That  nur,  dass  beide  Gruppen  in  einer  gewissen  Um- 
gebung der  identischen  Transformation  holoedrisch  isomorph  sind  im 
Sinne  der  Substitutionentheorie,  denn  bei  diesen  Betrachtungen  wird 
ebenso  wie  überall  sonst  im  ersten  Abschnitt  vorausgesetzt,  dass  man 
sich  auf  gewisse  Bereiche  beschränkt. 


Durch  briefliche  Mittheilungen  Killings  hatte  Engel 'erfahren, 
dass  es  eine  vierzehngliedrige  einfache  Gruppe  gel)e,  die  als  Gruppe 
von  Punkttransformationen  in  keinem  Räume  von  weniger  als  fünf 
Dimensionen  existiren  könne.  Da  Killing  noch  keine  Gruppe  dieser 
Art  aufgestellt  hatte,  so  versuchte  Engel  eine  zu  bestimmen  und 
fand  eine,  die  auch  als  irreducible  Berührungstransformationsgruppe 
des  gewöhnlichen  Raumes  aufgefasst  werden  kann.  Er  th eilte  dieses 
Ergebniss  schon  1888  Killing  mit  und  setzte  später  seine  Unter- 
suchungen über  die  Gruppe  fort,  jedoch  ohne  etwas  darüber  zu  ver- 
öffentlichen. Erst  1893  veröffentlichte  er  einen  Theil  seiner  Resultate*) 
und  zwar  gleichzeitig  mit  Gart  an,  der  seinerseits  einen  Theil  der 
Engeischen  Resultate  über  diese  Gruppe  gefunden  hatte. 

Die  erwähnte  vierzehngliedrige  Gruppe  von  Berührungstransfor- 
mationen hat  die  charakteristischen  Functionen: 


(12) 


1 

7      ^1} 

Vi, 

^2; 

2/2, 

z,  s,, 

^2J 

s. 

x,Z  + 

6 

^2 

+ 

sys 

^3, 

x,Z- 

f  ^ 

+ 

2/2 

3 

s, 

ViZ  — 

2/i 
6 

^2 

— 

3]/3 

Su 

y.z-^ 

6    ^2 

— 

X, 

3 

s. 

Z' 

1 
36 

Si 

+  9  '^l'-^ 

wo  zur  Abkürzung  gesetzt  ist: 

^  — 2(^'i^i  +  ^22/2)  =  ^. 

*)  C.  R.  1893,  Bd.  116,  S;  786  ff. 
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Als    Gruppe    von   Punkttransformationen    des   B^    ist    sie    mit   einer 
Gruppe  G,^  ähnlich,  die  das  System  der  Gleichungen: 

(13)      .     \dx^^  +  y'?>dy,dy^  =  0,    dy^^  +  V^  dx^dx,  =  0 

dx^dy^  —  Mx^dy^  =  0 

invariant  lässt.     Diese   Gruppe  G^^  lässt  ferner  eine  Schaar   von   oo^ 
Geraden  invariant,  die  (13)  erfüllt  und  die  durch  die  Gleichungen: 


(14) 


=  -^i]/3?i  +  i/3£, 


x^  =         2/2  h 


\y^h 


dargestellt  wird,  unter  den  i  Parameter  verstanden*).  Fasst  man  die 
Gleichungen  (14)  als  Bestimmungsgleichungen  einer  Berührungstrans- 
formation des  B,  auf  und  führt  man  die  betreffende  Berührungstrans- 
formation auf  G,^  aus,  so  erhält  man  eine  neue  Gruppe  Gi^  von 
Punkttransformationen,  die  das  System  der  drei  Pfaffschen  Glei- 
chungen: 


(15)' 


^,-=dU+kh(ih  -h^h)-^ 


^5  -=dh  +  lihdh 


hdh)=  ö 


invariant  lässt.  Dieses  System  (15)  wird  von  den  oo^  Geraden  be- 
friedigt, die  durch  (14)  dargestellt  werden,  wenn  man  die  0,  x,  y  als 
Parameter  auffasst.  Ausserdem  lässt  GU  aber  noch  das  System  der 
beiden  Pfaffschen  Gleichungen: 

(16)  2z^5  +  ?2^3  =  0,     2z/, -Eiz/3  =  0 

und  die  Gleichung: 

(^17)     cii,J,  +  2fZ£2^,  +  2di,J,  =  dli  +  "^di^di,  +  2dl,di,  =  0 
invariant,   man    kann   daher   Gu  in  eine   Untergruppe  der  conformen 
Gruppe  des  JR5  überführen. 


♦)  Es  sind  das   alle  Geraden   eines  gewissen  linearen  Complexes,   die  einen 
gewissen  Kegel  dritter  Ordnung  treffen. 
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Die  durch  (14)  bestimmte  Berührungstransformation  ist  deshalb 
sehr  merkwürdig,  weil  sie  gewisse  Analogien  mit  der  von  Lie  ent- 
deckten Berührungstransformation  darbietet,  bei  der  die  Geraden  des 
i?8  in  die  Kugeln  übergehen. 

Auch  Gart  an  hat  im  Rr,  zwei  verschiedene  vierzehngliedrige  ein- 
fache Gruppen  von  Punkttransformationen  aufgestellt,  es  ist  ihm  jedoch 
entgangen,  dass  sie  durch  eine  Berührungstransformation  ähnlich  sind. 
Er  hat  aber  ausserdem  noch  bemerkt,  dass  die  eine  von  ihnen  als 
Gruppe  von  Berührungstransformationen  des  R^  aufgefasst,  eine  par- 
tielle Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  und  ein  System  von  zwei 
solchen  Gleichungen  invariant  lässt. 

Die  neueste  Arbeit  von  Engel  über  die  Differential quotienten 
höherer  Ordnung*)  verdient  deshalb  hier  erwähnt  zu  werden,  weil  in 
ihr  gezeigt  wird,  dass  die  Bestimmung  der  Differentialinvarianten  n-ter 
Ordnung  jeder  projectiven  Gruppe  auf  die  Bestimmung  der  gewöhn- 
lichen Invarianten  einer  gleichzusammengesetzten  projectiven  Gruppe 
in  einem  höheren  Räume  zurückgeführt  werden  kann. 

Wir  fügen  hier  noch  einige  von  Engel  herrührende  Betrach- 
tungen ein,  *die  sich  an  die  Entwicklungen  des  §  135  anschliessen  und 
diese  vervollständigen. 

In  §  135  haben  wir  uns  noch  gar  nicht  genauer  mit  den  ver- 
schiedenen Reihen  von  einfachen  Gruppen  beschäftigt,  die  nach  S.  703  f. 
durch  die  verschiedenen  Normalreihen  von  Untergruppen  einer  r-glied- 
rigen  Gruppe  G  bestimmt  werden.  Wir  wollen  jetzt  über  diese  ein- 
fachen Gruppen  einen  Satz  beweisen,  von  dem  das  Theor.  63  auf 
S.  704  eine  unmittelbare  Folge  ist.     Dieser  Satz  lautet  so: 

Satz  5**).  Es  sei  0,(^^,0^.,...  eine  Normalreihe  von  Untergruppen 
der  r-gliedrigen  Gruppe  G  und  %,  %  .  . .  seien  die  Zusammensetzungen 
von  einfachen  Gruppen,  die  durch  diese  Normalreihe  bestimmt  sind;  es 
sei  also  @a-  die  Zusammensetzung  einer  einfachen  mit  ^k-i  meroedrisch 
isomorphen  Gruppe,  die  dadurch  erhalten  wird,  dass  man  in  den  Relationen 
für  die  Zusammensetzung  von  (3k- 1  alle  infinitesimalen  Transformationen 
der  invarianten  Untergruppe  (^^  von  %k-i  gleich  Null  setzt,  unter  %q 
die  Gruppe  G  selbst  verstanden.  Unter  diesen  Voraussetzungen  ist  die 
Reihe  der  Zusammensetzungen:    @i,  ©g.  .  .,   wenn   von   der   Anordnung 


*)  Leipz.  Ber.  1893,  S.  468  ff. 

**)  Der  entsprechende  Satz  der  Substitutionentheorie  ist  zuerst  von  Holder 
aufgestellt  und  bewiesen  worden  (s.  Math.  Ann.  Bd.  34,  S.  30—39,  1889). 
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ihrer  Glieder  abgesehen  wird,  ganz  von  der  Wahl  der  Normalreihe:  G, 
^1,  (^2  '  '  •  unabhängig;  mit  andern  Worten:  Ist  G,  Fj,  Tg  . .  .  irgend 
eine  andre  Normalreihe  von  Untergruppen  von  G  und  sind:  E^,  Eg .  . . 
die  Zusammensetzungen  von  einfachen  Gruppen,  die  durch  diese  Normal- 
reihe bestimmt  sind,  so  kommt  jede  Zusammensetzung  aus  der  Reihe: 
@i,  ©2 . .  .  auch  in  der  Reihe:  E^,  Eg .  .  .  vor  und  zwar  in  beiden  Reihen 
gleich  oft. 

Um  nun  diesen  Satz  zu  beweisen,  nehmen  wir  wie  auf  S.  705  an, 
dass:  G,  Q^^,  @,>  .  .  .  und:  G,  F^,  Fg  .  .  .  zwei  verschiedene  Normal- 
reihen von  Untergruppen  von  G  sind  and  dass  ©^  und  F^  nicht  zu- 
sammenfallen. Wir  setzen  weiter  voraus,  dass  ^^  und  F,  gerade  h 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  gemein  haben,  dass  also 
ßJi  auf  die  Form:  '^if"'%,-hf,  ZJ...Zhf  gebracht  werden  kann 
und  Fl  auf  die  Form:  Y/.  .  .  ^^,-nf,  ZJ.  . .  Znf. 

Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  die  Gruppe  G  selbst,  wie  wir 
auf  S.  706  sahen,  die  Form: 

%f...%^-,f,     Y/...Y,,_;/,     Z,f,.,Znf, 
ihre  Zusammensetzung  wird  daher  durch  Gleichungen  von  der  Gestalt: 

ti  — A  h 

{%%)  -2  "'■^'S'/'  +2  ^^^'^^f 

1  1 

Qi  —  h  h 

(Y,.Y,.)  =^.  a,„.Y/+^'  ß,,rZ4 

1  1 

h  h 

{%Zn)  =^-  lintZrf,      {Y^^Z^)  =^-  Q.ntZ.f 
1  1 

h  h 

(2)iY„)  =^  y.>.^./',     iZnZa)^^^c„„,Z,f      , 

1  1 

(j,^*  =  l...ri  —  Ä;  //,  r  =  1...^,  — //;   tT,  ff  ==  1...Ä) 

bestimmt. 

Nach  S.  706  erzeugen:  ZJ...  Z,f  eine  /i-gliedrige  invariante 
Untergruppe  fi"  von  G,  @i  und  F^,  die  weder  in  einer  grösseren  in- 
varianten Untergruppe  von  @i,  noch  in  einer  solchen  von  F^  steckt. 
Ist  daher:  H,  H^,  H^  .  .  .  eine  Normalreihe  von  Untergruppen  von  H, 
so  sind  zugleich:  G,  (3^,  H,  H^  .  . .  und  G,  P^,  H,  H^  .  .  .  zwei  neue 
Normalreihen  von  Untergruppen  von  G.  Wir  werden  zeigen,  dass 
unser  Satz  für  diese  beiden  neuen  Normalreihen  richtig  ist. 

Zu  diesem  Zwecke  brauchen  wir  offenbar  nur  zu  zeigen,  dass  die 
beiden  Zusammensetzungen  von  einfachen  Gruppen,  die  durch  die  Reihe 
der  Gruppen:    G,  (SJj,  H  bestimmt  sind,  mit  den  beiden  Zusammen- 


(1») 
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Setzungen  von  einfachen  Gruppen,  die  durch:  (r,  r^,  H  bestimmt 
sind,  zusammenfallen.     Das  aber  ist  sehr  leicht. 

In  der  That,  die  invariante  Untergruppe  @j  von  G  liefert  die  Zu- 
sammensetzung einer  einfachen  mit  G  isomorphen  Gruppe,  wenn  wir  in 

(18)  alle  infinitesimalen  Transformationen  von  ^^  gleich  Null  setzen. 
Die  Zusammensetzung  dieser  einfachen  Gruppe  wird  daher  durch  die 
Gleichungen: 

Qy-h 

(19)  (Y^  Y.)  =^'  a^crs^sf      C",  *  =  1 . . .  ?i  -  /O 

1 

bestimmt.  Ferner  liefert  H  die  Zusammensetzung  einer  mit  (^^  iso- 
morphen Gruppe  und  zwar  wird  die  betreffende  Zusammensetzung 
offenbar  durch  die  Gleichungen: 

r,-A 

I 
bestimmt. 

Andrerseits  wird  die  Zusammensetzung  der  mit  G  isomorphen 
einfachen  Gruppe,  die  J^i  liefert,  offenbar  durch  die  Relationen  (20) 
dargestellt  und  die  Zusammensetzung  der  mit  F^  isomorphen  einfachen 
Gruppe,  die  H  liefert,  durch  die  Gleichungen  (19).  Demnach  liegt  auf 
der  Hand,  dass  die  beiden  Normalreihen:  G,  &^,  H,  H^  .  .  .  und: 
6r,  Fj  if,  H^  .  .  .  dieselben  Reihen  von  Zusammensetzungen  einfacher 
Gruppen  liefern. 

Nunmehr  braucht  blos  noch  gezeigt  zu  werden,  dass  die  beiden 
Normalreihen:  G,  (S^^,  (^2 .  . .  und  G,  (^j,  H^  H^  .  .  .  dieselben  Reihen 
von  einfachen  Gruppen  liefern  und  dass  von  den  beiden  Normalreihen: 
Gf  Fl,  1^2  ••  •  u^d-  ^j  ^1?  ^;  Hl  .  . .  das  Gleiche  gilt.  Das  aber 
kommt  offenbar  darauf  hinaus,  uHsern  Satz  für  die  beiden  Gruppen: 
(^^  und  I\  zu  beweisen.  Es  ist  klar,  dass  hierzu  nur  eine  genügend 
oft  wiederholte  Anwendung  der  eben  durchgeführten  Betrachtungen  er- 
forderlich ist. 

Dass  endlich  das  Theor.  63,  S.  704  eine  unmittelbare  Folge  unsers 
Satzes  ist,  liegt  auf  der  Hand.  Die  ganzen  Zahlen:  Ij,  Ig?  •  •  •?  <^ie  im 
Sinne  von  Theor.  63  zu  der  Normalreihe:  G,  (Bi,  ®2  •••  gehören, 
lassen  sich  nämlich  offenbar  auch  so  definiren:  l^  ist  jedesmal  die 
Differenz  zwischen  der  Gliederzahl  einer  einfachen  Gruppe  von  der 
Zusammensetzung  (Bk  und  der  Gliederzahl  der  grössten  in  ihr  enthal- 
tenen Untergruppen.  Da  nun  die  beiden  Reihen  von  Zusammen- 
setzungen: @i,  ©2  •  •  •  ^^^  El;  ^2  •  •  •  ^i^  einander  übereinstimmen,  so 
muss  dasselbe  auch  von  den  beiden  Reihen:  t^,  I^  .  .  .  und  A^,  Ag  . . 
von  ganzen  Zahlen  gelten. 
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Für  die  Zwecke  der  Integrationstheorie  besitzt  der  Satz  5  gewisse 
Vorzüge  vor  dem  Theor.  63,  doch  wollen  wir  hier  nicht  darauf  eingehen.  • 

§  142. 
Killing. 

Seit  Juli  1884  hat  Killing  eine  beträchtliche  Anzahl  von  Arbeiten 
über  endliche  continuirliche  Gruppen  veröffentlicht*).  Einige  dieser 
Arbeiten  sind  von  sehr  untergeordnetem  Werthe,  die  meisten  dagegen 
haben  sogar  bedeutenden  Werth;  ihnen  allen  ist  aber  gemeinsam, 
dass  die  Darstellung  sehr  viel  zu  wünschen  übrig  lässt.  Die  Beweise 
sind  zum  Theil  nicht  in  Ordnung,  die  Fassung  der  Sätze  ist  nicht 
selten  unklar  oder  unrichtig.  Ueberhaupt  geht  Killing  nur  zu  oft 
wirklichen  Schwierigkeiten  aus  dem  Wege  und  hilft  sich  bei  vielen 
seiner  Behauptungen  damit,  dass  er  erklärt:  „auf  den  Beweis  glaube 
ich  nicht  eingehen  zu  sollen". 

Als  er  seine  „Erweiterung  des  Raumbegrififs"  schrieb,  kannte 
Killing  die  gruppentheoretischen  Untersuchungen  Lies  noch  nicht; 
nicht  einmal  das  Wort  Gruppe  gebraucht  er,  sondern  er  sagt  dafür 
„Kaumform".  In  §  3  und  4  dieser  Arbeit  leitet  er,  natürlich  unter 
Benutzung  andrer  Ausdrücke  die  beiden  Sätze  ab,  dass  r  unabhängige 
infinitesimale  Transformationen:  XJ.  .  .  Xrf  einer  r-gliedrigen  Gruppe 
stets  in  Beziehungen  von  der  Form: 


(21)  {XiX,)=^^CasXsf 


(',    k  : 


stehen  und  dass  hier  die  Constanten  dks  den  bekannten  Gleichungen: 
Q.j^^  _|_  C},is  =  0  u.  s.  w.  genügen.  In  beiden  Fällen  unterlässt  er  aber 
auf  die  ungleich  schwierigere  Umkehrung  dieser  Sätze  einzugehen. 
Auch  in  seinen  späteren  Arbeiten  erwähnt  er  nirgends,  dass  man  erst 
beweisen  muss,  dass  zu  jedem  Systeme  von  Ciksy  das  die  erwähnten 
Gleichungen  erfüllt,  r-gliedrige  Gruppen  von  der  Zusammensetzung 
dks  gehören. 


*)  Es  sind  das  die  folgenden:  Drei  Braunsberger  Programme:  Erweiterung 
des  Raumbegriffs  (1884);  Zur  Theorie  der  Lieschen  Transformationsgruppen  (1886); 
Ueber  eine  gewisse  Determinante  (1889).  Ferner  in  den  Math.  Ann.:  vier  Arbei- 
ten über  die  Zusammensetzung  der  stetigen  endlichen  Transformationsgruppen: 
Bd.  31,  S.  252-290;  Bd.  33,  S.  1-48;  Bd.  34,  S.  57-122;  Bd.  36,  S.  161-189;  je 
eine  Arbeit  über  die  Erweiterung  des  Begriffs  der  Invarianten  und  über  die 
grössten  Untergruppen  endlicher  Gruppen:  Bd.  35,  S.  423-432  und  Bd.  36,  S.  239 
—254.     EndHch  die  Arbeit  über  die  Grundlagen  der  Geometrie,  Grelle,  Bd.  109. 
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In  dem  §  3  giebt  er  ferner  einen  allerdings  ungenügenden  Beweis 
für  den  Satz,  dass  die  endlichen  Transformationen  zweier  eingliedriger 
Gruppen:  Xf  und  Yf  dann  und  nur  dann  mit  einander  vertauschbar 
sind,  wenn  {X.Y)^0  ist.  Dazu  fügt  er  zwei  Sätze,  die  beide  falsch 
sind.  Der  erste  sagt  aus,  dass  jede  n-gliedrige  Gruppe  des  i^„,  die 
aus  paarweise  vertauschbaren  Transformationen  besteht  und  in  der 
keine  zwei  infinitesimalen  Transformationen  die  Bahncurven  gemein 
haben,  mit  der  Gruppe  der  Translationen  ähnlich  sei.  Dieser  Satz 
ist  für  n  >  2  unrichtig,  wie  schon  die  Gruppe: 

zeigt.  Der  zweite  Satz  sagt  aus,  dass  für  r  ^  n  jede  r-gliedrige 
Gruppe  von  vertauschbaren  Transformationen  des  Rn  mindestens  zwei 
unabhängige  infinitesimale  Transformationen  mit  gemeinsamen  Bahn- 
curven enthalte.  Auch  dieser  Satz  ist  für  «  >  2  falsch,  wie  man  so- 
fort an  der  Gruppe: 

Pl,    i^2;     ^3Pl   +  ^3^P2,    ^3^Pl  +  ^8Ä 

erkennt.  Endlich  theilt  Killing  in  §  3  noch  einen  Satz  mit,  der 
allerdings  neu  und  richtig  ist,  er  giebt  aber  keinen  Beweis  dafür;  wir 
meinen  den  Satz,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern 
immer  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  enthält,  die  mit 
einander  vertauschbar  sind  (vgl.  S.  756). 

In  §  5  und  6  folgen  einige  Betrachtungen  über  zwei-  und  drei- 
gliedrige Gruppen,  sie  enthalten  aber  nichts  nennenswerthes  Neues. 
In  §  7  endlich  steht  ein  Satz,  der  gänzlich  in  der  Luft  schwebt: 

„Zwei  Raumformen,  für  welche  die  in  den  Gleichungen  (6)  auf- 
tretenden Constanten  a*)  denselben  Werth  haben,  können  stetig  so  auf 
einander  abgebildet  werden,  dass  diese  Beziehung  bei  jeder  Bewegung 
der  einen  Raumform  bestehen  bleibt,  wenn  gleichzeitig  die  andere  in 
entsprechender  Weise  bewegt  wird." 

Es  hat  offenbar  keinen  Zweck,  den  Sinn  dieser  Worte  ergründen 
zu  wollen. 

In  seinem  1886er  Programm  erkannte  Killing  an,  dass  „der  ganze 
Inhalt  der  §§  3  und  4  seiner  frühern  Arbeit  zuvor  von  Herrn  Lie 
gefunden  und  veröffentlicht  worden  sei",  später  aber  (s.  Math.  Ann. 
Bd.  34,  S.  58  Anm.)  glaubte  er,  dieses  Zugeständniss  wieder  einschrän- 
ken zu  müssen,  indem  er  hervorhob,  dass  einige  der  in  diesen  Para- 
graphen enthaltenen  kleineren  Einzelheiten  zuerst  von  ihm  angegeben 
seien.    In  Wahrheit  verhält  es  sich  so:  Mit  Ausnahme  des  unbewiesenen 


*)  Es  sind  das  die  c.^^  in  den  Gleichungen  (21). 
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Satzes,  dass  jede  Gruppe  mit  mehr  als  drei  Parametern  vertau'sclibare 
infinitesimale  Transformationen  enthält,  gehören  die  richtigen  unter  den 
Sätzen  jener  Paragraphen  Lie,  die  falscJien  gehören  Kill  in  g. 

In  dem  soeben  erwähnten  1886er  Programm  stellt  Killing  in  §  2 
ohne  Beweis  einen  beachtenswerthen  Satz  auf^  den  wir  so  aussprechen 
können : 

Satz  6.  Sind  S  und  T  zwei  endliche  Transformationen  der  r-glied- 
rigen  Gruppe:  XJ...Xrf,  so  gehört  die  Transformation:  STS-^T-^ 
stets  der  ersten  Derivirten  der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  an. 

In  §  3  leitet  er  aus  den  Relationen  zwischen  den  dks  andre  Rela- 
tionen ab,  die  er  in  §  5  benutzt,  um  die  Invarianten  der  zur  Adjun- 
girten  dualistischen  Gruppe  zu  untersuchen.  Die  Sätze,  die  sich  dabei 
ergeben,  sind  leider  sehr  unklar  gefasst.  In  §  6  beweist  er  den  Satz, 
dass  in  jeder  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f...Xrf  die  eine  dreigliedrige 
invariante  Untergruppe:  XJ,  XJ,  X^f  ohne  vertauschbare  infinitesi- 
male Transformationen  enthält,  XJ,  .  .  Xrf  so  wählbar  sind,  dass  sie 
mit  XJ,  X^f,  X^f  vertauschbar  werden  (vgl.  S.  737  f.).  Die  übrigen 
Sätze  des  §  6  sind  zum  Theil  unrichtig  formulirt. 

Die  Arbeit  über  die  Erweiterung  des  Begriffs  der  Invarianten 
haben  wir  schon  auf  S.  296  erwähnt,  sie  enthält  kein  einziges  Ergeb- 
niss,  das  zugleich  neu  und  richtig  ist. 

Den  Ausgangspunkt  für  die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Kil- 
lings  haben  seine  Untersuchungen  über  die  Grundlagen  der  Geometrie 
gebildet,  hauptsächlich  im  Interesse  dieser  Untersuchungen  hat  er 
sich  mit  der  Gruppentheorie  beschäftigt.  Um  so  merkwürdiger  ist  es, 
dass  er  seine  wirklich  werthvollen  gruppentheoretischen  Arbeiten,  näm- 
lich die  über  Zusammensetzung,  in  seinen  Untersuchungen  über  die 
Grundlagen  der  Geometrie  fast  gar  nicht  verwerthet  und  dass  seine 
neueste  grosse  Abhandlung  über  die  Grundlagen  der  Geometrie  so 
ziemlich  verfehlt  ist.  Wir  haben  über  diese  letztere  Arbeit  schon  auf 
S.  532  ff.  gesprochen,  wir  begnügen  uns  daher  jetzt  mit  einer  kurzen 
Bemerkung. 

Killing  wiederholt  ohne  wesentliche  Aenderung  Lies  ursprüng- 
liche Begründung  von  Riemanns  Hauptergebniss,  dass  nämlich,  sobald 
ein  quadratisches  Bogenelement  und  ausserdem  freie  Beweglichkeit  im 
Infinitesimalen  vorhanden  ist,  nur  die  Euklidischen  und  die  Nicht- 
euklidischen Bewegungen  möglich  sind.  Er  rühmt  sodann  die  Ein- 
fachheit seiner  Begründung  und  sagt,  dass  er  aus  der  Lieschen 
Theorie  der  Transformationsgruppen  nur  ein  paar  Sätze  benutzt  habe. 
Er  vergisst  ganz,  dass  er  sich  nicht  nur  auf  Lies  Theorie  der  Aehn- 
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lichkeit  gestützt  hat,  sondern  auch  auf  das  schwierige  Theor.  110, 
S.  614  von  Abschn.  I. 

Lies  Begründung  der  Rie  mann  sehen  Resultate  ist  gewiss  nicht 
einfach,  auf  dem  von  Lipschitz  eingeschlagenen  Wege  lassen  sich 
diese  Resultate  in  viel  elementarerer  Weise  ableiten;  aber  das  Inter- 
esse der  Lieschen  Begründung  liegt  auch   auf  ganz  andern  Gebieten. 

In  den  bisher  besprochenen  Killingschen  Arbeiten  sind  nicht 
allzuviel  Ergebnisse  enthalten,  die  richtig  und  neu  sind.  Bewiesen 
richtig  und  neu  sind  noch  viel  weniger.  Wir  halten  es  daher  für  un- 
nöthig  im  Einzelnen  nachzuweisen,  dass  Killing  vielfach  die  Be- 
ziehungen seiner  Untersuchungen  zu  denen  Lies  unrichtig  darstellt. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  bei  Weitem  wichtigsten  unter  Kil- 
lings  Arbeiten,  zu  seinen  allgemeinen  Untersuchungen  über  die  Zu- 
sammensetzung der  endlichen  continuirlichen  Gruppen.  Leider  ist 
auch  in  diesen  Arbeiten  die  Darstellung  unbefriedigend  und  die  Be- 
weise sowie  die  Sätze  sind  zum  Theil  unzuverlässig.  Es  war  deshalb 
unbedingt  nöthig  eine  Nachprüfung  der  Killingschen  Ergebnisse  vor- 
zunehmen. Einige  Beiträge  zu  einer  solchen  Nachprüfung  hatte  bereits 
Engel  geliefert,  neuerdings  aber  hat  Cartan*)  diese  Aufgabe,  wie 
es  scheint,  mit  grossem  Erfolge  in  Angriff  genommen  und  hat  die 
Richtigkeit  der  wichtigsten  Ergebnisse,  zu  denen  Killing  gelangt  war, 
bestätigt  gefunden. 

Durch  die  Relationen: 

r 

(21)  (ZÄ)=^'c,*.X/, 

1 

die  zwischen  den  r  unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen 
einer  r-gliedrigen  Gruppe  bestehen,  war  Lie  auf  den  Begriff  der  Zu- 
sammensetzung einer  r-gliedrigen  Gruppe  geführt  worden.  Die  Con- 
stanten Cas,  die  die  Zusammensetzung  bestimmten,  genügten  einmal 
den  Relationen: 

(22)  Cik,  +  Ckis  =  0       0\k,s==l...r) 

und  dann  den  Relationen: 

ir 
^^  {CiktCtjs  +  CkjtCtis  +  CjitCtis)  =  0 
1 
(i,  k,  j\  ,s-=:  1.  ..  r)  . 

Umgekehrt  liess  sich  nachweisen,  dass  r^  Constanten  Ciks,  die  den 
Gleichungen  (22)  und  (23)  genügten,  stets  die  Zusammensetzung  einer 


*)  C.  R.  1893,  Bd.  116,  S.  784  u.  962;  Leipz.  Ber.  1893. 
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r-gliedrigen  Gruppe  bestimmten.  Demnach  war  hierdurch  die  Auf- 
gabe, alle  Zusammensetzungen  r-gliedriger  Gruppen  zu  finden,  auf  ein 
algebraisches  Problem  zurückgeführt,  nämlich  auf  das  Problem,  alle 
Systeme  von  r^  Constanten  Ciks  zu  finden,  die  den  Gleichungen  (22) 
und  (23)  genügen,  und  diese  Systeme  auf  möglichst  einfache  Normal- 
formen zu  bringen  (vgl.  Abschn.  I,  S.  289  ft'.  und  S.  297  0".). 

Lie  selbst  hat  dieses  algebraische  Problem  nur  für  kleine  Werthe 
von  r  (für  r  <  7)  behandelt  und  erledigt,  seine  allgemeinen  Sätze  über 
Zusammensetzung  hat  er  dagegen  auf  anderm  Wege  gefunden  (vgl. 
Kap.  28).  Erst  Killing  hat  das  ganze  Problem  in  voller  Allgemein- 
heit in  Angriff  genommen  und  neue  Wege  zu  seiner  Behandlung  er- 
öffnet. Wenn  wir  jetzt  zur  Besprechung  dieser  Killingschen  Unter- 
suchungen übergehen,  so  müssen  wir  uns  allerdings  sehr  beschränken; 
schon  der  Raum  erlaubt  uns  nicht,  mehr  zu  bieten  als  eine  kurze 
Uebersicht  über  ihre  wichtigsten  Ergebnisse. 

Killing  geht  aus  von  der  Aufgabe,  die  Lie  schon  1876  in  Bd.  I 
seines  norwegischen  Archivs  behandelt  und  erledigt  hat,  von  der  Auf- 
gabe nämlich,  eine  solche  zweigliedrige  Untergruppe  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  zu  finden,  der  eine  gegebene  eingliedrige  Gruppe:  UCkXkf 
angehört  (vgl.  Abschn.  I,  S.  590  f.).  Setzt  man  voraus,  dass  die  ein- 
gliedrige Gruppe:  UCkXkf  nicht  die  erste  Derivirte  der  betreffenden 
zweigliedrigen  ist,  was  sie  offenbar  im  Allgemeinen  nicht  sein  wird, 
so  kommt  diese  Aufgabe  darauf  hinaus,  X^  .  .  .  Xr  und  co  so  zu  be- 
stimmen, dass  die  Gleichung: 


(24) 


r  r  r 

(2  e,  X,f,     ^J  Xj  Xjf)  =  <o^'  X,X,f 


besteht,    ohne   dass   die   Xk  den  ek  proportional    sind.     Die   Gleichung 
(24)  nun  zerlegt  sich  in  die  folgenden: 


(25) 


XJ  h  ^  f^kjsCk  =  COXs         («  =  1 


die  nur  bestehen  können,   wenn   co   eine  Wurzel   der  Gleichung  r-ten 
Grades: 

l...r 

(26)  ^=    fjsco-^ckj 


=  0 


U,s  =  l...r) 

ist.     Hat  diese   Gleichung*)   eine    von   Null    verschiedene  Wurzel,    so 


*)  Killing  nennt  sie  die  charakteristische  Gleichung  der  Gruppe:  X^f.-.X^f, 
dabei  denkt  er   sich  die  e  als   ganz  willkürlich.     Haben  aber  die  e^  bestimmte 
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kann  man  immer  durch  geeignete  Warn  der  X  die  Gleichungen  (25) 
befriedigen,  ohne  dass  die  /L^   den  Ck  proportional  sind. 

Aus   dem   auf  S.  673  Gesagten  geht  hervor,   dass   es  =  0   immer 
eine  Wurzel  der  Gleichung  (26)  ist,  dass  also  die  Determinante  z/  die 
Form  : 
(27)     z/  =  o-  —  ti(e)(o^-'  +  t2(.e)co'-^ +  (—iy-^tr-i(e)cj 

besitzt,  wo  ^^  eine  ganze  homogene  Function  Ä;-ter  Ordnung  von  den 
e  ist.  Killing  beweist  nun,  dass  die  Functionen  il^k(e)  sämmtlich  In- 
varianten*) der  adjungirten  Gruppe: 

JEkf  =^  Cjksej  -^       (l"  =  l...r) 

der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  sind.  Er  benutzt  dazu  gewisse  Relationen, 
die  er  aus  den  Gleichungen  (22)  und  (23)  für  die  dks  ableitet,  etwas 
einfacher  gestaltet  sich  aber  der  Beweis,  wenn  man  mit  Engel  von 
der  Form  (26)  der  Determinante  z/  ausgeht,  da  lässt  sich  nämlich 
(vgl.  Math.  Ann.  Bd.  31,  S.  262  Anm.)  direct  durch  Benutzung  der 
Gleichungen  (22)  und  (23)  zeigen,  dass  Ek^  ^  0  ist.  üebrigens  ist 
auch  von  vornherein  klar,  dass  das  co  in  der  Gleichung  (24)  eine 
irrationale  Invariante  der  adjungirten  Gruppe  ist  und  dass  infolge- 
dessen die  Coefficienten  der  Gleichung  (27)  rationale  Invarianten  sind. 
Auf  die  Invarianten  i}Ji(e)  .  .  .  ipr-i(e)  gründet  Killing  eine  bemer- 
kenswerthe  Classification  der  r-gliedrigen  Gruppen.  Er  sagt  nämlich, 
dass  die  Gruppe:  XJ'...  Xrf  den  Bang  l  habe,  wenn  sich  unter  den 
r  —  1  Functionen  ^i  .  .  .  '^r—i  gerade  l  von  einander  unabhängige  be- 
finden**). Verschwinden  daher  die  ipk  für  alle  Werthe  der  e  identisch, 
so  hat  man  es  mit  einer  Gruppe  vom  Range  Null  zu  thun;  eine  solche 
Gruppe  enthält  offenbar  lauter  zweigliedrige  Untergruppen  mit  ver- 
tauschbaren Transformationen.  Natürlich  ist  der  Rang  einer  Gruppe 
höchstens    so    gross,    wie    die    Zahl    der    von   einander   unabhängigen 


Werthe,  hat  man  es  also  mit  einer  bestimmten  Transformation  27 e^  Xj^f  zu  thun, 
so  wird  man  am  Besten  sagen:  die  zur  Transformation:  Se^^Xj^f  gehörige  charak- 
teristische Gleichung. 

*)  In  seiner  auf  S.  768,  Anm.  angeführten  Programmarbeit  von  1889  theilt 
Killing  gewisse  einfacher  gebildete  Invarianten  der  adjungirten  Gruppe  mit,  die 
sich  g*anz  und  rational  durch  die  i/>^  und  durch  die  sich  wiederum  die  i/>^  ganz 
und  rational  ausdrücken  lassen, 

**)  Zum  Beispiel  hat  die  allgemeine  projective  Gruppe  des  i?^  gerade  den 
Rang  Z;  ;&illing  giebt  sehr  einfache  Ausdrücke  für  l  unabhängige  Invarianten 
der  Adjungirten  dieser  Gruppe  und  ebenso  für  die  Invarianten  der  Adjungirten 
gewisser  andrer  Gruppen. 
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Invarianten  der  adjungirten  Gruppe;  wenn  daher  in  der  Determinante 
A  für  0  =  0  alle  (m  +  l)-reiliigen  Determinanten  verschwinden,  nicht 
aber  alle  m- reihigen,  so  ist  l<^r  —  m.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  l 
niemals  grösser  ist  als  die  Anzahl  der  verschwindenden  Wurzeln  der 
Gleichung  (26). 

Die  Invarianteneigenschaft  der  Functionen  i\-'-k{e)  führt  zu  einem 
einfachen  Beweise  des  Satzes  21,  S.  745,  den  wir  damals  ohne  Beweis 
mittheilten.  Sind  nämlich  nicht  alle  ^/^^(e)  identisch  null,  so  hat  die 
adjungirte  Gruppe  offenbar  mindestens  eine  Invariante,  die  eine  homo- 
gene Function  aber  nicht  von  nullter  Ordnung  ist;  verschwinden  andrer- 
seits alle  ^i  identisch,  so  enthält  die  Gruppe:  X^f...'Krf  nur  zwei- 
gliedrige Untergruppen  mit  vertauschbaren  Transformationen,  die  In- 
varianten ihrer  adjungirten  Gruppe  können  daher  ebenfalls  nicht  alle 
homogen  von  nullter  Ordnung  sein. 

Killing  hat  übrigens  einen  Satz  bewiesen,  der  den  eben  be- 
sprochenen umfasst,  er  lautet  so*): 

Satz  7.  Besteht  zwischen  zwei  von  einander  unabhängigen  infini- 
tesimalen Transformationen:  UekXkf  und  UXjXjf  einer  r-gliedrigen 
Gruppe  eine  Beziehung  von  der  Form: 

r  r  r 

(^  e.  X.  f,    ^i  l,X,f)  =  p^*  e, X,  f, 

1  1^1 

w;o  ()  =j=  0  isty  so  verschwinden  alle  Wurzeln  der  charakteristischen  Glei- 
chung^ die  zu  der  Transformation  2  CkXjcf  gehört. 

Ueber  die  Gruppen  vom  Range  Null  hat  Killing  eine  Reihe 
von  Sätzen  aufgestellt,  die  aber  zum  Theil  der  Berichtigung  bedürfen. 
Wir  erwähnen  nur  die  folgenden:  Jede  Gr  vom  Range  Null  ist  in- 
tegrabel,  sie  enthält  mindestens  eine  ausgezeichnete  infinitesimale  Trans- 
formation und  ihre  erste  Derivirte  ist  höchstens  (r  —  2)-gliedrig.  Die 
Integrabilität  folgt  ohne  Weiteres  daraus,  dass  jede  zweigliedrige 
Untergruppe  von  Gr  aus  paarweise  vertauschbaren  Transformationen 
besteht  und  dass  Gr  infolgedessen  keine  dreigliedrige  einfache  Gruppe 
enthalten  kann  (s.  Satz  2,  S.  757).  Aus  der  Integrabilität  ergiebt 
sich,  dass  die  Gr  mindestens  eine  invariante  eingliedrige  Untergruppe 
enthält,  und  deren  infinitesimale  Transformation  ist  augenscheinlich  in 

*)  Einen  andern  von  Engel  herrührenden  Beweis  dieses  Satzes  hat  Um- 
lauf in  seiner  Dissertation  (Ueber  die  Zusammensetzung  der  Gruppen,  insbe- 
sondre der  vom  Range  Null,  Leipzig  1891)  mitgetheilt  (S.  19  fF.).  Es  wird  da  direct 
gezeigt,  dass  in  einer  endlichen  continuirlichen  Gruppe  eine  infinitesimale  Trans- 
formation Xf  niemals  zwei  zweigliedrigen  Untergruppen:  Xf,  Yf  und  Xf,  Zf 
derart  angehören  kann,   dass  zu  gleicher  Zeit:  {XY)=Yf  und:  {XZ)  =  Xf  ist. 
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Gr  ausgezeichnet.  Den  Beweis  dafür,  dass  die  erste  Derivirte  der  Gr 
(j  —  2)-gliedrig  ist,  lese  man  in  der  vorhin  angeführten  Dissertation 
von  Umlauf  nach,  in  der  nach  einer  von  Engel  angegebenen  Methode 
die  Zusammensetzungen  aller  Gruppen  vom  Range  Null  mit  weniger 
als  zehn  Parametern  aufgestellt  sind. 

Killing  hat  ferner  die  Gruppen  untersucht,  bei  denen  die  charak- 
teristische Gleichung  (26)  blos  eine  verschwindende  Wurzel  besitzt,  es 
sind  das  offenbar  Gruppen  vom  Range  1.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  die  betreffenden  Gruppen  ihre  eignen  ersten  Derivirten  sind  und 
dass  die  charakteristische  Gleichung  keine  vielfachen  Wurzeln  besitzt, 
beweist  er,  dass  die  Gliederzahl  r  ungerade  ist  und  bestimmt  die 
möglichen  Zusammensetzungen.  Wir  können  sein  Ergebniss  so  aus- 
sprechen: für  r>3  ist  jede  Gruppe  von  der  besprochenen  Beschaffen- 
heit gleichzusammengesetzt  mit  der  (2w  +  3)-gliedrigen  projectiven 
Gruppe  eines  gewissen  B^ny  bei  der  die  unendlich  ferne  (2w— l)-fach 
ausgedehnte  Ebene  E^n-i  des  i?2n,  ferner  die  Volumina  und  endlich 
eine  möglichst  gekrümmte  rationale  Curve  {2n  —  l)-ter  Ordnung  auf 
E2n-i  invariant  bleibt.  Auch  den  Fall  vielfacher  Wurzeln  hat  Kil- 
ling behandelt,  jedoch  befinden  sich  da  in  seinen  Entwicklungen 
einige  Lücken,  wir  gehen  deshalb  nicht  darauf  eiu. 

Wir  kommen  jetzt  zu  den  allgemeinen  Untersuchungen,  die  Kil- 
ling zur  Bestimmung  aller  Zusammensetzungen  von  einfachen  Gruppen 
geführt  haben.  Wir  müssen  uns  leider  versagen,  diese  Untersuchungen 
genauer  zu  besprechen  und  können  nur  einige  Hauptpunkte  heraus- 
greifen. 

Killing  beweist  zunächst  den 

Satz  8.  Hat  die  charakteristische  Gleichung  (26)  der  Gruppe:  XJ 
.  .  .  Xrf  hei  heliehigen  Werthen  der  e  gerade  m  verschwindende  Wurzeln, 
so  gehört  jede  infinitesimale  Transformation:  UCkXj^f  von  allgemeiner 
Lage  einer  m-gliedrigen  Untergruppe  vom  Range  Null  an.  Setzt  man 
ZlekXkf=Yrfj  so  kann  die  Gruppe  eine  solche  Form:  Y^f . .  .  Yrf 
erhalten f  dass:  Yrf,  Yr-if .  . .  Yr-m+if  diese  m-gliedrige  Untergruppe 
vom  Bange  Null  ist  und  dass  Belationen  von  der  Form: 


(28)  (  Yr-lc  r«)   =^-  'c,,,  r  Yrf      (*  =  0,  1  . . 


m) 


bestehen f  wo  die  Determinante  der  (r  —  my  Constanten:  cofiv  nicht  ver- 
schwindet. 

Killing  behauptet  auch,  dass  die  hier  erwähnte  m-gliedrige 
Untergruppe  vom  Range  Null  immer  dann  aus  paarweise  vertausch- 
baren Transformationen  bestehe,  wenn  die  r-gliedrige  Gruppe    keine 
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ausgezeichnete  infinitesimale  Transfornaation  enthalte.  In  dem  Fall, 
dass  alle  nicht  verschwindenden  Wurzeln  der  zu  ZckXkf  gehörigen 
charakteristischen  Gleichung  von  einander  verschieden  sind,  ist  das 
sehr  einfach  zu  beweisen;  ob  es  aber  Killing  auch  für  den  Fall 
mehrfacher  Wurzeln  wirklich  bewiesen  hat,  das  wagen  wir  nicht  zu 
entscheiden. 

Von  der  in  Satz  8  angegebenen  Normalform  der  Gruppe:  XJ. 
Xrf  ausgehend,  untersucht  Killing  nun  die  Beziehungen  zwischen 
den  Wurzeln  der  charakteristischen  Gleichung,  die  zu  einer  beliebigen 
Transformation  der  m-gliedrigen  Untergruppe  vom  Range  Null:  Yrf 
.  .  ..Yr-m^if  gehört.  Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  nicht  ver- 
schwindenden Wurzeln  der  zu  Yrf  gehörigen  charakteristischen  Glei- 
chung alle  von  einander  verschieden  sind,  dass  ferner  die  Gruppe: 
XJ'...  Xrf  ihre  eigne  erste  Derivirte*)  ist  und  dass  sie  überdies  keine 
ausgezeichneten  infinitesimalen  Transformationen  enthält,  ergeben  sich 
die  merkwürdigsten  Beziehungen  zwischen  diesen  Wurzeln.  Nament- 
lich ist  es  überraschend,  dass  zwischen  den  r  —  m  nicht  verschwin- 
denden Wurzeln  m  lineare  homogene  Gleichungen  mit  ganzzahligen 
Coefficienten  bestehen,  die  sich  nach  m  von  den  Wurzeln  auflösen 
lassen.  Ausserdem  zeigt  sich,  dass  m  der  Rang  der  Gruppe:  XJ.  .. 
Xrf  ist. 

Die  gewonnenen  Beziehungen  zwischen  den  Wurzeln  setzen  nun 
Killing  in  den  Stand,  mit  Erfolg  die  Bestimmung  aller  Zusammen- 
setzungen von  einfachen  Gruppen  in  Angriff  zu  nehmen.  Er  stützt 
sich  dabei  namentlich  auf  die  zuerst  von  Lipschitz  aufgestellten 
Kriterien  für  die  Periodicität  einer  linearen  homogenen  ganzzahligen 
Substitution  und  macht  so  diese  algebraischen  Untersuchungen  für  die 
Theorie  der  continuirlichen  Transformationsgruppen  nutzbar.  Seine  von 
Cartan  bestätigten  Ergebnisse  gehen  dahin,  dass  es  ausser  den  vier 
grossen  von  Lie  angegebenen  Klassen  von  einfachen  Gruppen  (s.  S.  682) 
nur  noch  eine  endliche  Zahl  Zusammensetzungen  von  einfachen  Grup- 
pen giebt,  nämlich  noch  fünf  mit  den  Gliederzahlen:  14,  52,  78,  133, 
248**).  Im  allgemeinen  giebt  es  für  jeden  Werth  der  Zahl  l  grade 
vier  einfache  Gruppen  vom  Range  /,  nämlich  die  vier  Gruppen,  die 
den  vier  Lieschen  Klassen  angehören,  für  einzelne  Werthe  von  l 
verhält  sich  jedoch  die  Sache  anders.  Für  l  =  1  enthält  die  eine  der 
vier  Klassen   gar    keine   Gruppe   und   die   drei   andern   enthalten   drei 

*)  Killing  sagt  dafür:  sie  ist  ihre  eigne  Hauptuntergruppe. 
**)  Killing  führt  an,   dass  es  zwei  verschiedene  Gruppen  mit  je  52  Para- 
metern giebt,  Cartan  hat  jedoch  bemerkt,   dass  diese  beiden  Gruppen  gleichzu- 
sammengesetzt  sind. 
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gleicbzusammeiigesetzte  Gruppen.  Für  l  =  2  enthält  eine  der  vier 
Klassen  keine  einfache  Gruppe  und  die  drei  andern  liefern  drei  Gruppen, 
von  denen  zwei  gleichzusammengesetzt  sind,  dafür  giebt  es  aber  noch 
eine  14-gliedrige  einfache  Gruppe  vom  Range  2.  Für  Z>3  liefern  die 
vier  Klassen  stets  lauter  verschiedene  einfache  Gruppen,  es  kommt 
aber  für  Z  =  4,  6,  7,  8  noch  je  eine  singulare  einfache  Gruppe  hinzu, 
mit  bezüglich  52,  78,  133,  248  Parametern. 

Besonderes  Interesse  haben  natürlich  die  fünf  einfachen  Gruppen, 
die  für  sich  allein  dastehen  und  keiner  Klasse  von  unendlich  vielen 
einfachen  Gruppen  angehören.  Killing  hat  die  Zusammensetzung 
der  14-gliedrigen  einfachen  Gruppe  vollständig  und  die  Zusammen- 
setzungen der  übrigen  wenigstens  theilweise  berechnet,  er  selbst  aber 
hat  keine  Gruppe  von  derartiger  Zusammensetzung  aufgestellt.  Für 
die  14-gliedrige  einfache  Gruppe  haben  zuerst  Gart  an  und  Engel 
gleichzeitig  zwei  Repräsentanten  im  R^  veröffentlicht  (vgl.  S.  763). 
Gar  tan  hat  ferner,  wie  er  in  einer  demnächst  erscheinenden  Arbeit*) 
mittheilt,  auch  für  die  vier  übrigen  Zusammensetzungen  Repräsentan- 
ten gefunden,  die  aber  noch  der  Veröffentlichung  harren. 

Killing  hat  sich  nicht  mit  der  Bestimmung  aller  Zusammen- 
setzungen von  einfachen  Gruppen  begnügt,  sondern  auch  äusserst  wich- 
tige Sätze  über  die  Zusammensetzung  beliebiger  Gruppen  aufgestellt. 
Obwohl  die  Beweise  dieser  Sätze  bei  Killing  nicht  mit  der  nöthigen 
Strenge  geführt  sind,  so  sind  doch  nach  Cartans  Angabe  glücklicher- 
weise die  Sätze  richtig.  Wir  begnügen  uns  mit  der  Mittheilung  der 
nachstehenden: 

Satz  9.  Enthält  die  erste  Berivirte  einer  r-gliedrige  Gruppe  Jceine 
dreigliedrige  einfache  Untergruppe,  so  hat  sie  den  Bang  Niül"^'^'). 

Hieraus  folgt,  dass  die  erste  Derivirte  einer  integrabeln  Gruppe 
stets  den  Rang  Null  hat.  Es  ist  klar,  dass  hierdurch  die  Bestimmung 
aller  r-gliedrigen  integrabeln  Gruppen  auf  die  Bestimmung  aller  Grup- 
pen vom  Range  Null  mit  weniger  als  r  Parametern  zurückgeführt  ist. 
Schon  für  die  Bestimmung  aller  integrabeln  Gruppen  mit  vier  Para- 
metern ist  das  von  wesentlichem  Nutzen,  wieviel  mehr,  wenn  man  die 
integrabeln  Gruppen  mit  fünf  und  mehr  Parametern  sucht  (vgl.  S.  737). 


*)  Leipz.  Ber.  1893,  S.  395—420. 
**)  Hier  verdient  auch  ein  Satz  erwähnt  zu  werden,  den  Cartan  allerdings 
ohne  Beweis  veröflFenthcht  hat.  Dieser  Satz  sagt  aus,  dass  die  r-gliedrige 
Gruppe:  Xyf...Xj.f  dann  und  nur  dann  integrabel  ist,  wenn  die  Function  Tp^{e) 
für  alle  Transformationen:  Ee^^Xj^f  der  ersten  Derivirten  der  Gruppe  ver- 
schwindet. 
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Satz  10.     Jede  endliche  contimiirlicJie  Gruj^pe  G  kann  auf  die  Form: 

J,  Ej  .  .  .  Eot 
gebracht  werden,  wo  J,  E^  . . .  Em  Untergruppen  sind,  von  denen  leine  zwei 
eine  infinitesimale  Transformation  gemein  haben  und  derdn  Gliederzahlen 
zusammen  gleich  der  Gliederzahl  von  G  sind.  Man  hann  es  dabei  so 
einrichten,  dass  J  die  grösste  in  G  enthaltene  invariante  integrable  Gruppe 
ist,  dass  jede  der  Gruppen  E^  .  .  .  E,«  einfach  und  mindestens  dreigliedrig 
ist  und  dass  jedesmal,  wenn  i  =|=  k  ist,  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen von  Ei  mit  denen  von  Ek  vertauschbar  sind. 

Dieser  Satz,  der  wesentlich  weiter  geht  als  das  Tlieor.  63,  S.  704 
und  der  Satz  5,  S.  765,  ist  auch  für  die  Integrationstheorie  von  sehr 
grosser  Bedeutung. 

Endlich  hat  Killing  auch  Untersuchungen  augestellt  über  die 
grössten  Untergruppen,  die  in  einer  einfachen  Gruppe  enthalten  sein 
können.  Er  hat  dabei  nicht  blos  die  später  zu  erwähnenden  Wer- 
ner sehen  Resultate  über  die  grössten  Untergruppen  der  projectiven 
Gruppe  einer  (^—  l)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeit  zweiten 
Grades  im  R^  bestätigt,  sondern  auch  die  grössten  Untergruppen  der 
projectiven  Gruppe  des  linearen  Complexes  im  7?2«-i  bestimmt,  was 
Lie   bisher  nur  für  den  B^  ausgeführt  hatte. 

So  kurz  unser  Bericht  über  diese  Killingschen  Arbeiten  auch  ist, 
so  wird  der  Leser  doch  daraus  erkennen  können,  dass  die  Ergebnisse 
dieser  Arbeiten  äusserst  wichtig  sind.  Wenn  auch  die  Darstellung 
und  die  Beweise  Killings  an.  vielen  Mängeln  leiden,  so  kann  doch 
Niemand  leugnen,  dass  Killing  neue  und  fruchtbare  Methoden  geschaffen 
hat,  die  die  Erledigung  des  allgemeinen  Problems  der  Bestimmung 
aller  möglichen  Zusammensetzungen   ausserordentlich  gefördert   haben. 

§  143. 
Study. 

Study  ist  der  erste,  der  den  Zusammenhang  zwischen  den  höhe- 
ren complexen  Zahlen  und  den  Transformationsgruppen  vollständig 
aufgeklärt  und  erschöpfend  dargestellt  hat*). 

Ist:  ^161+  •  •  •  +  ^nen  ein  geschlossenes  System  von  complexen 
Zahlen  mit  den  n  Einheiten  e^  . .  .  e„,  das  dem  associativen  Gesetz 
gehorcht  und  für  das  die  Multiplicationsregeln: 


*)  In  der  Arbeit :  Complexe  Zahlen  und  Transformationsgruppen,  Leipz.  Ber. 
1889,  S.  177—228,  wieder  abgedruckt  in  den  Wiener  Monatsheften  1890,  S.  312  ff. 


Die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Andrer,  779 

n 

(29)  eiek=^'rikses     o-,*  =  i...«) 

1 

gelten,  so  bilden,  wie  wir  auf  S.  750  sahen,  die  Transformationen: 

n  n 

(30)  Xs=^A'^yiksyk\oCi      i.s=l...n) 

11 
mit  den  n  Parametern  2/i  •  •  •  Vn  ©ine   einfach  transitive   lineare  homo- 
gene Gruppe  mit  der  identischen  Transformation  und   mit  paarweise 
inversen  Transformationen.     Diese  Gruppe  ist  ihre    eigne  Parameter- 
gruppe, ihre  zweite  Parametergruppe  hat  daher  die  Form: 


n  n 

(31)  yl=^k}^^iy,,^Xi 


Vk      (^ 


WO  die  X  als  Parameter  aufzufassen  sind.  Demnach  gehören  zu  jedem 
derartigen  Systeme  von  n  Einheiten  zwei  reciproke  einfach  transitive 
lineare  homogene  Gruppen,  die  beide  die  Parameter  in  ihren  endlichen 
Gleichungen  nur  linear  und  homogen  enthalten.  Soweit  ergab  sich 
alles  von  selbst,  wenn  man  die  ältere  Theorie  der  Farametergruppen 
zu  der  von  Poincare  gemachten  Bemerkung  hinzunahm. 

Study  hat  nun  gezeigt,  dass  auch  umgekehrt  zu  jedem  Paare 
von  reciproken  einfach  transitiven  linearen  homogenen  Gruppen  in  n 
Veränderlichen  ein  geschlossenes  Zahlensystem  mit  n  Einheiten  gehört, 
das  dem  associativen  Principe  gehorcht.  Er  bewies  zunächst  den  fol- 
genden an  und  für  sich  bemerkeuswerthen 

Satz  11*).  Ist:  X^f .  .  .  Xrf  eine  r-gliedrige  lineare  homogene 
Gruppe  in  den  VeränderlicJien  x^  . .  .  Xn  und  giebt  es  in  x^  .  .  .  Xn  gerade 
m  unabhängige  lineare  homogene  infinitesimale  Transformationen:  Y^f... 
Ymf,  die  mit  allen  X^f  vertauschhar  sind,  so  erzeugen:  Y^f . . .  Ymf  eine 
m-gliedrige  lineare  homogene  Gruppe ^  deren  endliche  Gleichungen  auf 
eine  solche  Form: 


n  m 

(32)  ^;=^(^'^^>*«/4 


Xk      ü  =  1 


gebracht  iverden  liönnen,  dass  die  m  Parameter  a^  <  .  .  am  der  Gruppe  nur 
linear  und  homogen  auftreten. 


*)  Dieser  Satz  kann  natürlich  sofort  auf  die  projectiven  Gruppen  des  B^^_^ 
übertragen  werden,  wichtig  ist  namentlich,  dass  er  über  die  Form  der  reciproken 
einfach  transitiven  projectiven  Gruppen  des  ■ß„_i  Aufschluss  giebt.  Bei  Study 
findet  man  das  näher  ausgeführt. 
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Der  Beweis  dieses  Satzes  ist  sehr  einfach.  Der  Inbegriff  aller 
linearen  homogenen  Transformationen,  die  mit  allen  Transformationen 
der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  vertauschbar  sind,  bildet  nämlich  offenbar 
eine  Gruppe.  Nun  aber  werden  alle  linearen  homogenen  Transfor- 
mationen : 

n 

(33)  •        x'i  =^^ttikOOk      o-  =  i  •••«), 

1 

die  mit  einer  gegebenen  linearen  homogenen  Transformation: 

Xi=^^CikXk       (i  =  l...n) 

1 

vertauschbar  sind,  durch  die  linearen  homogenen  Gleichungen: 

n  n 

1  1 

zwischen  den  «a-  bestimmt,  folglich  werden  auch  alle  linearen  homo- 
genen Transformationen  (33),  die  mit  allen  Transformationen  der 
linearen  homogenen  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  vertauschbar  sind,  durch 
lineare  homogene  Gleichungen  zwischen  den  aik  bestimmt.  Die  Gruppe, 
die  von  diesen  Transformationen  gebildet  wird,  ist  demnach  continuir- 
lich  und  wird  durch  Gleichungen  von  der  Form  (32)  dargestellt,  in 
denen  die  Parameter  a^  .  ,  .  um  der  Gruppe  nur  linear  und  homogen 
auftreten.  Dass  schliesslich  diese  Gruppe  von  den  im  Satze  11  definir- 
ten  infinitesimalen  Transformationen:  Y^f .  .  .  Y^f  erzeugt  wird,  ist 
unmittelbar  klar. 

Aus  diesem  Studyschen  Satze  folgt  sofort,  dass  jede  einfach 
transitive  lineare  homogene  Gruppe  in  x^  .  .  .  Xn,  deren  reciproke  ein- 
fach transitive  Gruppe  ebenfalls  linear  und  homogen  ist,  die  Form: 


Uk{OCs       (t=l...«) 


(34)  ^^^.^'m'^/^u. 

1     ^1 

erhalten  kann,  wo  die  hiks  bestimmte  Zahlen  sind  und  die  Uk  willkür- 
liche Parameter.  Die  zugehörige  reciproke  einfach  transitive  Gruppe 
kann  natürlich  auf  eine  entsprechende  Form  gebracht  werden.  Wir 
werden  nun  zeigen,  dass  zu  diesen  beiden  reciproke  einfach  transi- 
tiven Gruppen  ein  ganz  bestimmtes  geschlossenes  Zahlensystem  mit  n 
Einheiten  gehört,  das  dem  associativen  Principe  gehorcht. 

Wir  können  zunächst  die  Parameter  Uk  der  Gruppe  (34)  so 
wählen,  dass  diese  Gruppe  ihre  eigne  Parametergruppe  wird.  In 
der  That,  die  Parametergruppe  der  Gruppe  (34)  wird  durch  die  Glei- 
chungen: 
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n  l...n 

(35)  ^'   huisUi=^  hurihij,,VvUk        (.i',s  =  l...n) 

1  vik 

bestimmt,   die   natürlich   nach   den  Hj!  auflösbar    sind  und    keine   von 
den  Uk    freie  Relation  liefern;  sie  kann  daher  auf  Form: 

n  n 

(35')  u/=^^  1 2  liks  'Ok  \  Vis    0  =  1...») 

gebracht  werden,  wo  wir,  um  Verwechselungen  vorzubeugen,  für  ti 
und  V  u  und  t)  geschrieben  haben.  Diese  Parametergruppe  (35')  ist 
nun  einfach  transitiv  und  mit  der  Gruppe  (34)  gleichzusammengesetzt, 
sie  ist  also  auch  mit  ihr  ähnlich  (s.  Abschn.  I,  S.  407  und  340).  Ferner 
sind  beide  Gruppen  offenbar  holoedrisch  isomorph  auf  einander  be- 
zogen, wenn  man  jeder  Transformation  (34)  mit  den  Parametern  tik 
die  Transformation  (35')  mit  den  Parametern:  \)k  =  Uk  zuordnet.  Nach 
Abschn.  I,  S.  425—428  können  wir  daher  sehr  leicht  eine  Transfor- 
mation finden,  vermöge  deren  beide  Gruppen  ähnlich  sind.  Wir  brauchen 
nämlich  blos  in  dem  Räume  der  Gruppe  (34)  einen  Punkt:  x^^.  .  .  Xn 
von  allgemeiner  Lage  auszuwählen  und  in  dem  Räume  der  Gruppe 
(35')  einen  Punkt:  U^^  .  .  .  U„^  von  allgemeiner  Lage;  eine  Transfor- 
mation von  der  verlangten  Beschaffenheit  ist  dann  die,  bei  der  jeder 
Punkt: 

n  n 

(36)  a;.=2(^*7^-,.,«.)a;,'>     (.  =  ....,) 

1  ^        1  ' 

in  den  Punkt: 

n  n 

(37)  Ui  =^^  I  ^*  hksUk  }  u,ö       0  =  1...  n) 

übergeht.  Die  Gleichungen  dieser  Transformation  erhält  man  daher, 
wenn  man  «^  .  .  .  u^  aus  (36)  und  (37)  wegschafft,  die  Transformation 
hat  somit  die  Form: 


n 

(38)  u,=^'«,-, 


_Xs       («•  =  1  .  .  .  n)  ^ 
1 

das  heisst  sie  ist  linear  und  homogen.  Führen  wir  nunmehr  in  der 
Gruppe  (35')  an  Stelle  der  u,-  und  u/  vermöge  (38)  die  neuen  Ver- 
änderlichen Xi  und  x!  ein  und  führen  wir  ausserdem  noch  vermöge: 


0/  =  y^  ais  Ws      (i-  =  1 . . .  w) 


die  neuen  Parameter  w^  .  .  .Wn  ein,  so  erhalten  wir  eine  lineare  homo- 
gene   Gruppe,    die    ihre    eigne    Parametergruppe    ist    (vgl.   Abschn.  I, 
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S.  411).  Diese  Gruppe  ist  aber  offenbar  keine  andre  als  die  Gruppe 
(34),  nur  dass  an  Stelle  der  Parameter  w^  .  . .  w„  die  neuen  Parameter 
tv^  .  .  .  Wn  getreten  sind,  die  natürlich  gewisse  lineare  homogene  Func- 
tionen von  u^  .  .  .  Un  sind. 

Wir  Icönnen  uns  also  die  Parameter  u^  . ,  .Un  der  Gruppe  (34) 
immer  so  gewählt  dmilcen^  dass  diese  Gruppe  ihre  eigne  Parametergruppe 
ist  Thun  wir  das,  so  werden  offenbar  die  Gleichungen  (35)  bei  der 
Substitution : 

n  n 

u-  =^'  I  ^*  hasVk  }  tis      (» =  1 . . . ») 
identisch  erfüllt,  zwischen  den  /i^.,   bestehen  daher  die  Gleichungen: 

n  .  n 

1  1 

diese  aber  sagen  aus,  dass  das  System  der  n  Einheiten  e^  .  .  .  e^  für 
das  die  Multiplicationsregeln: 

n 

1 

gelten,  dem  associativen  Principe  gehorcht.  Man  sieht  das  am  schnell- 
sten ein,  wenn  man  die  lineare  homogene  Gruppe,  die  nach  S.  750  zu 
dem  Zahlensysteme  mit  den  Multiplicationsregeln: 


eiek 


=  ^'rikse. 


gehört,  mit  der  Gruppe  (34)  vergleicht,  beide  Gruppen  fallen  nämlich 
zusammen,  wenn  man  hi^s  =  yski  setzt.  Damit  ist  nun  der  folgende 
wichtige  Satz  bewiesen,  dessen  zweite  Hälfte  vollständig  Studys  Eigen- 
thum  ist: 

Satz  12.  Zwischen  den  geschlossenen  Zahlensystemen  mit  n  Ein- 
heiteny  die  dem  associativen  Gesetze  gehorchen,  und  den  Paaren  von  reci- 
prolien  einfach  transitiven  linearen  homogenen  Gruppen  in  n  Veränder- 
lichen besteht  eine  eindeutig  umJcehrhare  Beziehung:  m  jedem  derartigen 
Systeme  von  Einheiten  gehört  ein  ganz  bestimmtes  Paar  von  solchen 
Gruppen  und  umgekehrt  gehört  zu  jedem  Paare  von  solchen  Gruppen  ein 
ganz  bestimmtes  derartiges  System  von  Einheiten. 

Mit  Recht  erblickt  Study  wenn  auch  nicht  den  alleinigen,  so 
doch  den  hauptsächlichsten  Nutzen  der  höhern  complexen  Zahlen  darin, 
dass  sie  zur  Untersuchung  gewisser  projectiver  Gruppen  verwendet 
werden  können;  es  sind  das  die  einfach  transitiven  projectiven  Gruppen, 
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die  bei  geeigneter  Wahl  der  Parameter  ihre  eignen  Parametergruppen 
werden.  Durch  Bestimmung  aller  Systeme  von  complexen  Zahlen  mit 
n  Einheiten  findet  man  nämlich  nicht  blos  alle  derartigen  projectiven 
Gruppen  des  Bn-i  in  besonders  einfacher  Weise,  sondern  man  erhält 
zugleich  für  jede  dieser  Gruppen  und  für  gewisse  mit  ihr  zusammen- 
hängende projective  Gruppen  eine  analytische  Darstellung,  die  an 
Einfachheit  nichts  zu  wünschen  übrig  lässt*).  Einen  ähnlichen,  wenn 
auch  minder  grossen  Vortheil  bieten  die  Systeme  von  complexen 
Zahlen  bei  der  Behandlung  beliebiger  Gruppen,  deren  beide  Parameter- 
gruppen bei  geeigneter  Wahl  der  Parameter  projectiv  werden. 

Im  Zusammenhange  hiermit  wollen  wir  noch  die  merkwürdige 
Parameterdarstellung  erwähnen,  die  Study  für  die  Gruppe  der  Euklidi- 
schen Bewegungen  des  gewöhnlichen  Raumes  gegeben  hat.  Die  Para- 
meter dieser  Gruppe  lassen  sich  nicht  so  wählen,  dass  beide  Para- 
metergruppen projectiv  werden.  Man  kann  aber,  wie  Study  gezeigt 
hat,  durch  Einführung  von  acht  homogenen  Parametern,  zwischen 
denen  eine  quadratische  Relation  besteht,  der  Gruppe  eine  solche  Form 
geben,  dass  die  Parameter  der  Bewegung  ST^  die  durch  Ausführung 
der  beiden  Bewegungen  S  und  T  nacheinander  entsteht,  bilineare 
Functionen  der  Parameter  von  S  und  T  werden,  und  zwar  ist  das  im 
Wesentlichen  nur  auf  eine  Weise  möglich**). 

Die  übrigen  Untersuchungen  Study s  über  höhere  complexe  Zahlen 
können  hier  nicht  besprochen  werden,  da  sie  keinen  gruppentheore- 
tischen Charakter  tragen.  Dagegen  wollen  wir  noch  kurz  auf  die  von 
S che f fers  eingehen,  soweit  sie  mit  der  Gruppentheorie  zusammen- 
hängen. 

Scheffers  hat  eine  Reihe  von  Arbeiten  über  höhere  complexe 
Zahlen  veröffentlicht***).  Von  diesen  lassen  wir  hier  die  beiden 
letzten  in  den  Comptes  Rendus  unberücksichtigt  und  erwähnen  nur, 
dass  in  ihnen  eine  interessante  Verallgemeinerung  der  Theorie  der 
Functionen  gewöhnlicher  complexer  Zahlen  entwickelt  wird. 

In  seiner  ersten  Arbeit  über  complexe  Zahlen  hat  S che f fers  auf 
Lies  Veranlassung  die   Zahlensysteme    mit    drei   Einheiten  bestimmt, 


*)  Study  hat  auch  gezeigt,  wie  man  die  Symbolik  der  complexen  Zahlen 
benutzen  kann,  um  die  Lieschen  Sätze  über  reciproke  einfach  transitive  Gruppen 
in  besonders  einfacher  Weise  abzuleiten  und  darzustellen  (s.  Leipz.  Ber.  1889, 
S.  177—184). 

**)  Leipz.  Ber.  1890,  S.  341  ff.;  Math.  Ann.  Bd.  39,  S.  515  ff. 
***)  Leipz.  Ber.  1889,  S.  290  ff.  u.  1890,  S.  400  ff.;  Math.  Ann.  Bd.  39,  S.  293  ff.; 
C.  R.  1893,  Bd.  IIG,  S.  1114  u.  1242. 
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indem  er  sich  auf  Lies  Bestimmung  aller  projectiven  Gruppen  der 
Ebene  stützte.  Weit  wichtiger  sind  die  zweite  und  die  dritte,  in 
denen  jedoch  die  Gruppentheorie  viel  mehr  zurücktritt.  Ausser  den 
allgemeinen  Sätzen  über  den  Zusammenhang  der  Systeme  von  com- 
plexen  Zahlen  mit  gewissen  Gruppen  wird  eigentlich  aus  der  Gruppen- 
theorie nur  die  von  Lie  herrührende  Eintheilung  der  Gruppen  in 
integrable  und  nicht  integrable  benutzt  in  Verbindung  mit  dem  En gel- 
schen Satze  über  die  nicht  integrabeln  Gruppen  (s.  S.  757).  Seh ef fers 
erhält  dadurch  ohne  Weiteres  eine  Eintheilung  der  Systeme  von  com- 
plexen  Zahlen  in  sogenannte  Quaternionsysteme  und  Nichtquaternion- 
systeme,  jenachdem  die  zugehörigen  Gruppen  nicht  integrabel  oder 
integrabel  sind;  er  beweist,  dass  jedes  Quaternionsystem  mit  nicht 
mehr  als  acht  Einheiten  das  System  der  Hamiltonschen  Quaternionen 
enthält.  Durch  seine  Methoden  gelangt  Scheffers  in  äusserst  einfacher 
Weise  dazu,  alle  Zahlensysteme  in  drei,  vier  und  fünf  Einheiten  auf- 
zustellen, während  die  von  Study  angegebene  Methode  nur  die  Systeme 
von  vier  Einheiten  noch  in  bequemer  Weise  lieferte,  für  die  mit  fünf 
aber  sehr  weitläufige  Rechnungen  verlangte.  Auf  Näheres  können 
wir  uns  hier  nicht  einlassen. 

Auch  die  grosse  Arbeit*)  von  Molien  über  höhere  complexe  Zahlen 
können  wir  hier  nicht  besprechen.  Nur  einen  Satz,  den  Molien  be- 
weist, wollen  wir  erwähnen.  Die  w-gliedrige  Gruppe  (t„,  die  zu  einem 
Zahlensystem  mit  n  Einheiten  gehört,  enthält  nämlich,  wie  aus  den 
Entwicklungen  auf  S.  750  f.  leicht  folgt,  immer  die  infinitesimale  Trans- 
formation : 

71 

und  infolgedessen  zugleich  immer  eine  (n — l)-gliedrige  invariante 
Untergruppe  (7„_i,  die  der  speciellen  linearen  homogenen  Gruppe  an- 
gehört. Es  hat  nun,  wie  schon  von  Lie  betont  worden  ist  (Leipz. 
Ber.  1889,  S.  326),  besonderes  Interesse  alle  Zahlensysteme  zu  kennen, 
für  die  diese  Gruppe  Gn-i  einfach  ist.  Diese  Frage,  deren  Beantwor- 
tung sich  für  w  <  9  ohne  Weiteres  aus  den  Lieschen  Sätzen  über 
einfache  Gruppen  ergiebt,  hat  Molien  allgemein  beantwortet,  indem 
er  gezeigt  hat,  dass  jedes  Zahlensystem  mit  n  Einheiten,  bei  dem  die 
zugehörige  Gruppe  Gn~i  einfach  ist,  gerade  n  =  m^  Einheiten  enthält 
und  dass  es  eine  solche  Form  erhalten  kann,  dass  die  zugehörige 
Gruppe  Gn  die  Parametergruppe  der  allgemeinen  linearen  homogenen 
Gruppe  des  Um  wird. 

*)  Math.  Aon.  Bd.  41.  S.  83  ff. 
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Lie  hatte  schon  1879  in  Bd.  16  der  Math.  Ann.  darauf  hinge- 
wiesen, dass  zwischen  der  gewöhnlichen  Invariantentheorie  und  seiner 
Gruppentheorie  gewisse  Beziehungen  bestehen;  1884  machte  er  in 
Bd.  24  der  Ann.  auf  S.  545  f.  einige  nähere  Andeutungen  über  den 
Zusammenhang  zwischen  beiden  Gebieten.  Study  hat  sehr  bald  in 
seinen  Veröffentlichungen  diesen  Zusammenhang  auf  das  schärfste  be- 
tont, weil  er  erkannte,  wie  viel  einfacher  sich  die  Begriffe  der  In- 
variantentheorie definiren  lassen,  wenn  man  von  den  in  der  Gruppen- 
theorie entwickelten  Begriffen  Gebrauch  macht.  Er  hat  diesen  Gedanken 
namentlich  in  seinem  Buche  über  ternäre  Formen  (Leipzig  1889  bei 
Teubner)  genauer  ausgeführt.  Wir  wollen  jedoch  hierauf  nicht  näher 
eingehen,  sondern  wenden  uns  zur  Besprechung  gewisser  Untersuchungen, 
die  Study  über  projective  Gruppen  angestellt,  die  er  aber  leider,  von 
einigen  Andeutungen  auf  S.  113  seines  Buches  abgesehen,  bisher  noch 
nirgends  veröffentlicht  hat.  Wir  benutzen  dabei  ein  von  Study  zur 
Verfügung  gestelltes  Manuscript. 

Lie  hat  schon  längst  alle  projectiven  Gruppen  des  En  bestimmt, 
die  mit  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  auf  der  Geraden  gleich- 
zusammengesetzt sind  und  keine  ebene  Punktmannigfaltigkeit  des  Bn 
in  Ruhe  lassen.  Es  sind  das,  wie  sich  aus  dem  Früheren  ergiebt 
(s.  S.  187,  Satz  2  u.  S.  758)  keine  andern  als  die  dreigliedrigen  pro- 
jectiven Gruppen  der  möglichst  gekrümmten  rationalen  Curven  n-ter 
Ordnung.  Study  stellte  sich  die  Aufgabe,  überhaupt  alle  projectiven 
Gruppen  des  Bn  aufzustellen,  die  mit  der  allgemeinen  projectiven 
Gruppe  der  Geraden  gleichzusammengesetzt  sind,  und  fand  den  schönen 
Satz,  dass  bei  jeder  solchen  Gruppe  in  dem  Bn  gewisse  zu  einander 
windschiefe  ebene  Mannigfaltigkeiten:  Ej,  E^  .  .  .  E^  invariant  bleiben, 
die  so  beschaffen  sind,  dass  auf  keiner  von  ihnen  eine  ebene  Mannig- 
faltigkeit von  niedrigerer  Dimensionenzahl  in  Ruhe  bleibt  und  dass 
die  Summe  ihrer  Stufenzahlen  gerade  gleich  der  Stufenzahl  n-\-l  des 
Bn  ist.  Dieser  Satz  erlaubt,  alle  derartigen  Gruppen  hinzuschreiben; 
es  giebt  ihrer  offenbar  so  viel,  als  es  Möglichkeiten  giebt,  die  Zahl 
w  +  1  als  Summe  von  positiven  ganzen  Zahlen  I>  0  darzustellen.  Voll- 
ständig bewiesen  hat  Study  allerdings  den  Satz  nicht,  jedoch  hat 
sich  Engel  durch  ähnliche  Rechnungen  wie  die  auf  S.  758  f.  angedeu- 
teten von  der  Richtigkeit  des  Satzes  überzeugt.  Wir  sehen  aber  von 
der  Mittheilung  dieses  Beweises  ab,  theils  weil  er  zu  lang  ist,  theils 
weil  wir  hoffen,  dass  sich  ein  wesentlich  einfacherer  Beweis  finden 
lassen  wird. 

Study  ist  aber  hierbei  nicht  stehen  geblieben,  er  hat  sich  auch 
mit  den  projectiven  Gruppen  beschäftigt,  die  mit  der  allgemeinen  pro- 

Lic,  Theorie  der  Transformationsgruppon.    III.  50 
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jectiven  Gruppe  eines  beliebigen  Raumes  gleichzusammengesetzt  sind. 
Für  diese  Gruppen  gilt  zweifellos  ein  ähnlicher  Satz  wie  der  oben 
aufgestellte,  es  wird  daher  vor  allen  Dingen  darauf  ankommen,  unter 
ihnen  alle  die  aufzustellen,  die  ihren  Raum  so  transformiren,  dass 
keine  ebene  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe  bleibt.  In  dem  oben  erwähnten 
Manuscript  behandelt  Study  die  projectiven  Gruppen,  die  mit  der  all- 
gemeinen projectiven  Gruppe  der  Ebene  und  des  Raumes  und  mit  ge- 
wissen andern  projectiven  Gruppen  gleichzusammengesetzt  sind. 

Ist  eine  achtgliedrige  projective  Gruppe  G^  des  Rn—i  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  g^  der  Ebene  gleichzusammengesetzt 
und  lässt  sie  keine  ebene  Mannigfaltigkeit  des  Rn—i  in  Ruhe,  so  ist 
die  kleinste  krumme  Mannigfaltigkeit,  die  bei  ihr  invariant  bleibt, 
entweder  zweifach  oder  dreifach  ausgedehnt.  In  der  That,  die  Gg  ent- 
hält eine  fünfgliedrige  integrable  Untergruppe  G^j  die  der  fünfgliedrigen 
projectiven  Gruppe  eines  gewissen  Linienelements  der  Ebene  entspricht. 
Diese  G^  lässt  nach  S.  681,  Satz  7  sicher  einen  Punkt  des  Rn—i  in 
Ruhe  und  dieser  Punkt  nimmt  bei  der  G^  ojffenbar  entweder  oo^  oder 
oo^  verschiedene  Lagen  an,  die  eine  bei  der  G^  invariante  krumme 
Mannigfaltigkeit  bilden. 

Study  erledigt  nun  den  Fall  vollständig,  wo  die  G^  durch  die 
kleinste  bei  ihr  invariante  krumme  Mannigfaltigkeit  definirt  ist.  Wir 
entnehmen  darüber  seinem  Manuscripte  die  folgenden  Sätze: 

Ist  eine  projective  Gruppe  Gg  des  En—i  niit  der  allgemeinen  pro- 
jectiven Gruppe  gg  der  Ebene  gleichzusammengesetzt  und  lässt  sie  eine 
krumme    zweifach   ausgedehnte   Mannigfaltigkeit  ilfg  invariant,    durch 

die  sie  definirt  ist,  so  hat  die  ganze  Zahl  iVdie  Form  —  (fi -{- 1)  (n -{-  2), 

wo  n  eine  beliebige  positive  ganze  Zahl  >  0  sein  kann.  Die  Mannig- 
faltigkeit M2  ist  der  Schnitt  gewisser  {N — 2) -fach  ausgedehnter 
Mannigfaltigkeiten  zweiten  Grades,  sie  ist  eindeutig  umkehrbar  auf 
die  Ebene  abbildbar  und  eine  rationale  sogenannte  Normalfläche  von 
der  Ordnung  n^ .  Für  n  =  2  erhält  man  zum  Beispiel  im  jRg 
eine  Fläche  vierter  Ordnung,  von  der  die  St  ein  er  sehe  Fläche 
eine  Projection  ist.  Die  G^  selbst  kann  definirt  werden  als  die 
projective  Gruppe,  durch  die  die  cx>^-^  Curven  w-ter  Ordnung  der 
Ebene  bei  der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  transformirt 
werden. 

Ist  eine  projective  G^  des  It^  — 1  gleichzusammengesetzt  mit  der 
allgemeinen  projectiven  Gruppe  der  Ebene  und  lässt  sie  keine  zweifach 
ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  invariant,  wohl  aber  eine  krumme  drei- 
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fach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  Mg,  durch  die  sie  definirt  ist,  so 
hat  N  den  Werth: 

unter  m  und  n  von  Null  verschiedene  positive  ganze  Zahlen  ver- 
standen. Die  cx)^  Punkte  von  Jfg  lassen  sich  eindeutig  umkehrbar  auf 
die  oo'^Linienelemente  der  Ebene  abbilden,  ausserdem  ist  M^  von  der 
Ordnung  3mw(m  +  >^);  M^  ist  der  Schnitt  gewisser  Mannigfaltig- 
keiten zweiten  Grades  und  enthält  zwei  invariante  Schaaren  von  je 
oo^  Curven,  deren  eine  aus  rationalen  Normalcurven  n-ter,  die  andre 
aus  Normalcurven  m-ter  Ordnung  besteht.  Die  G^  selbst  lässt  sich 
definiren  als  die  projective  Gruppe,  durch  die  eine  gewisse  ebene  Mannig- 
faltigkeit von  oo^— ^  Connexen  der  Ebene  bei  der  allgemeinen  projec- 
tiven  Gruppe  der  Ebene  transformirt  wird. 

In  seinem  Manuscripte  hat  Study  die  Beweise  dieser  Sätze  fast 
vollständig  ausgeführt,  wir  müssen  aber  hier  auf  die  Wiedergabe  seiner 
Beweise  verzichten,  dagegen  wollen  wir  noch  einige  andre  Sätze  mit- 
theilen, die  Study  aufgestellt  hat  und  die  sich  ebenso  wie  die  ersten 
beweisen  lassen. 

Ist  eine  projective  Gruppe  (x^g  des  Rn—i  mit  der  allgemeinen 
projectiven  Gruppe  g^^  des  R^  gleichzusammengesetzt  und  ist  sie  durch 
die  kleinste  bei  ihr  invariante  Mannigfaltigkeit  Mk  definirt,  so  giebt  es 
folgende  Möglichkeiten:  1)  Die  Zahl  Je  hat  den  Werth  3  und  die 
Punkte  von  M^  sind  eindeutig  umkehrbar  auf  die  Punkte  des  R^  ab- 
bildbar (rationale  Normalräume).  2)  Es  ist  Je  =  A  und  die  Punkte 
von  M^  entsprechen  eindeutig  umkehrbar  den  Geraden  des  R^ .  3)  Es 
ist  Je  =  ö  und  die  Punkte  von  M^  entsprechen  eindeutig  umkehrbar 
entweder  den  Flächenelementen  oder  den  Linienelementen  des  R^ . 
4)  Es  ist  Je  =  6  und  die  Punkte  von  Mq  entsprechen  eindeutig  um- 
kehrbar den  Figuren  des  R^,  die  aus  einem  Punkte,  einer  hindurch- 
gehenden Geraden  und  einer  durch  beide  gehenden  Ebene  bestehen. 

Ist  eine  projective  Gruppe  Gq  des  Rn—i  mit  der  projectiven 
Gruppe  gQ  einer  Fläche  zweiten  Grades  JPg  ^^  ^3  gleichzusammengesetzt 
und  lässt  sie  eine  krumme  zweifach  ausgedehnte  Mannigfaltigkeit  M2 
invariant,  durch  die  sie  definirt  ist,  so  hat  N  den  Werth  (m  +  1)  (w+  1). 
Die  M2  lässt  sich  eindeutig  umkehrbar  auf  die  F2  abbilden  und  stimmt 
überein  mit  der  Fläche,  die  aus  der  Theorie  gewisser  doppelt-binärer 
Formen  entspringt,  sie  enthält  zwei  invariante  Schaaren  von  je  00^  ratio- 
nalen Curven,  die  bezüglich  die  Ordnungen  m  und  n  haben. 

Sucht  man  endlich  alle  projectiven  Gq  des  R^—if  die  mit  der  all- 
gemeinen  linearen  Gruppe  gQ   der  Ebene   gleichzusammengesetzt  sind 

50* 
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und  die  eine  M2  invariant  lassen,  durch  die  sie  definirt  sind,  so  kommt 
man  folgendermassen  zum  Ziele:  Man  betrachte  die  projective  Gruppe 
gQ  eines  Punktes  P  der  Ebene  und  führe  diese  Gruppe  aus  auf  die 
Schaar  aller  ebenen  Curven  n-ter  Ordnung,  die  in  P  einen  Zc- fachen 
Punkt  haben  (Je  =  1,  2  ,  . .  n  —  1),  auf  diese  Weise  entstehen  alle 
Gruppen  Gq  von  der  verlangten  Beschaffenheit.  Die  M^  liegt  in  einem 
Räume,  dessen  Stufenzahl  N  =  k  (2n  —  Z;  +  3)  ist,  und  sie  besitzt  die 
Ordnung  n'^  —  h^,  sie  ist  nur  „im  Allgemeinen"  auf  die  Ebene  ein- 
deutig umkehrbar  bezogen,  da  der  Punkt  P  ein  Ausnahmepunkt  ist. 
Es  ist  klar,  dass  alle  diese  Betrachtungen  nach  mehreren  Rich- 
tungen hin  verallgemeinert  werden  können.  Hoffentlich  wird  Study 
bald  dazu  kommen,  sie  ausführlich  zu  veröffentlichen. 

§  144. 
Schur. 

Die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Schurs*)  beschäftigen  sich 
in  der  Hauptsache  mit  den  Grundlagen  der  Theorie  und  mit  der  Auf- 
gabe, alle  transitiven  Gruppen  von  gegebener  Zusammensetzung  zu 
bestimmen;  namentlich  bei  der  Behandlung  des  letzteren  Problems  ist 
Schur  zu  schönen  Ergebnissen  gelangt,  die  nicht  blos  ein  gruppen- 
theoretisches sondern  auch  ein  functionentheoretisches  Interesse  haben 
und  die  sicher  noch  zu  weitern  wichtigen  Ergebnissen  führen  werden. 
Zu  bedauern  ist,  dass  Schur  die  Benutzung  des  Lieschen  Symbols 
für  die  infinitesimalen  Transformationen  grundsätzlich  vermeidet  und 
dass  er  sich  nicht  enger  an  die  in  diesem  Werke  benutzten  Be- 
zeichnungen anschliesst. 

In  seiner  ersten  Arbeit  behandelt  Schur  die  aus  n  Einheiten  ge- 
bildeten complexen  Zahlen,  er  fasst  die  Addition  und  die  Multiplication 
solcher  Zahlen  als  Transformationen  eines  n-fach  ausgedehnten  Raumes 
auf  und  verlangt,  dass  die  Addition  dem  associativen  und  dem  commu- 
tativen  Principe  gehorche,  die  Multiplication  dem  distributiven  und 
associativen.  Der  gruppentheoretische  Theil  dieser  Arbeit  enthält 
schon  gewisse  Entwicklungen,  die  Schur  in  der  Abhandlung  „Neue 
Begründung  u.  s.  w."  wesentlich  weiter  geführt  hat. 

*)  Zur  Theorie  der  aus  n  Haupteinheiten  gebildeten  complexen  Zahlen, 
Math,  Ann.  Bd.  33,  S.  49  ff.  Ueber  die  kanonische  Form  der  Parametergruppe, 
Leipz.  Ber.  1889,  S.  229  ff.  Neue  Begründung  u.  s.  w.,  Ann.  Bd.  35,  S.  161  ff. 
Die  Darstellbarkeit  der  inf.  Trff.  transitiver  Gruppen  durch  Quotienten  beständig 
convergenter  Potenzreihen,  Leipz.  Ber.  1890,  S.  1  ff .  Zur  Theorie  der  endlichen 
Transformationsgruppen,  Ann.  Bd.  38,  S  263  ff.  Functionentheoretisches  bei  Trans- 
formationsgrupppn ,  Ann.  Bd   41,  S.  509  ff'. 
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Diese  letztere  Abhandlung  erwähnten  wir  schon  auf  S.  564.  Wir 
betonten  schon  damals,  dass  wir  die  Voraussetzungen,  von  denen  Schur 
ausgeht,  nicht  für  zweckmässig  halten,  denn  die  blose  Annahme,  dass 
eine  r-gliedrige  Gruppe  die  identische  Transformation  enthält,  bedeutet 
noch  keine  genügende  Vereinfachung.  In  der  That  macht  Schur  im 
Anfange  seiner  Entwicklungen  implicite  eine  Voraussetzung,  die  sich 
zwar,  wie  er  später  (Ann.  Bd.  41,  S.  523.  Anm.)  hervorhebt,  immer 
durch  Einführung  neuer  Parameter  und  neuer  Veränderlicher  erfüllen 
lässt,  deren  Beseitigung  aber  doch  die  Einfachheit  seiner  Begründung 
beeinträchtigt. 

Die  Hauptergebnisse  dieser  Arbeit  sind  die  folgenden:  Schur 
zeigt,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der  kanonischen  Para- 
metergruppe einer  r-gliedrigen  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  Ciks 
durch  gewisse  Potenzreihen  mit  einem  endlichen  Convergenzgebiete 
darstellbar  sind;  diese  Potenzreihen  sind  ziemlich  einfach  gebildet  und 
sind  durch  die  Ca^  vollkommen  bestimmt*).  Ebenso  lässt  sich  über- 
haupt jede  r-gliedrige  transitive  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dks 
durch  Einführung  neuer  Veränderlicher  auf  eine  solche  Form  bringen, 
dass  ihre  infinitesimalen  Transformationen  gewisse  Potenzreihen  werden, 
deren  Coefficienten  nur  von  den  dks  abhängen;  allerdings  sind  diese 
Potenzreihen  ganz  wesentlich  complicirter.  Endlich  beschäftigt  sich 
Schur  noch  mit  den  r-gliedrigen  Gruppen,  die  die  identische  Trans- 
formation nicht  enthalten.  Wir  müssen  jedoch  hier  darauf  verzichten. 
Genaueres  über  diese  seine  Betrachtungen,  die  entschieden  beachtens- 
werth  sind,  mitzutheilen. 

Durch  Scheibner  war  Schur  darauf  hingewiesen  worden,  dass 
gewisse  Zahlencoefficienten,  die  in  seinen  Reihenentwicklungen  für  die 
infinitesimalen  Transformationen  der  kanonischen  Parametergruppe 
auftreten,  mit  den  Bernouilli sehen  Zahlen  in  genauem  Zusammen- 
hange stehen.  Diese  Bemerkung  führte  ihn  zu  dem  merkwürdigen 
Satze,  dass  die  infinitesimalen  Transformationen  der  kanonischen  Para- 
metergruppe als  Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  dar- 
stellbar sind,  und  auf  Grund  dieses  Satzes  konnte  er  nun  zeigen,  dass 
jede  r-gliedrige  transitive  Gruppe  bei  geeigneter  Wahl  der  Veränder- 
lichen eine  solche  Form  erhält,  dass  ihre  infinitesimalen  Transforma- 
tionen Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  werden.    Diese 

*)  Dieses  Ergebniss  hatte  Schur  schon  vorher  in  den  Leipz.  Ber.  von  1889 
mitgetheilt;  in  ihm  liegt  zugleich  ein  neuer  Beweis  für  den  früher  von  Lie  auf- 
gestellten und  bewiesenen  Satz,  dass  jedes  System  von  r^  Constanten  c^^^^  das 
die  bekannten  Relationen  erfüllt,  die  Zusammensetzung  gewisser  r-gliedriger 
Gruppen  darstellt  (vgl.  S.  599). 
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Ergebnisse,  die  Schur  zuerst  in  den  Leipz.  Ber.  von  1890  veröffent- 
lichte, hat  er  in  seiner  Arbeit  in  Bd.  38  der  Ann.  noch  wesentlich 
vervollständigt.  Er  zeigte  nämlich,  dass  man,  wenn  man  die  infinitesi- 
malen Transformationen  von  zwei  r-gliedrigen  reciproken  einfach  transi- 
tiven Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Cij^s  kennt,  ohne  Integration 
die  Aufgabe  lösen  kann,  für  jeden  Typus  (s.  Abschn.  I,  S.  434)  von 
transitiven  Gruppen  von  der  Zusammensetzung  Ciks  einen  Repräsen- 
tanten aufzustellen,  das  heisst  die  infinitesimalen  Transformationen 
eines  solchen  Repräsentanten  anzugeben.  Lie  hatte  vorher  diese  Auf- 
gabe schon  gelöst,  aber  er  brauchte  dazu,  wenn  die  betreffenden 
r-gliedrigen  Gruppen  ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen 
enthielten,  gewisse  Quadraturen,  die  ihm  allerdings  auch  noch  die 
endlichen  Gleichungen  der  einzelnen  Repräsentanten  aufzustellen  er- 
laubten (s.  S.  664  f.). 

ünsre  früheren  Entwicklungen  setzen  uns  in  den  Stand,  diese 
Seh  urschen  Sätze  wesentlich  kürzer  abzuleiten,  als  es  auf  dem  von 
Schur  selbst  befolgten  Wege  möglich  ist.  Bei  der  Wichtigkeit  dieser 
Sätze  wollen  wir  auch  nachher  ihre  Ableitung  mittheilen.  Jetzt 
werden  wir  aber  noch  kurz  den  übrigen  Inhalt  seiner  Arbeiten  be- 
sprechen. 

In  der  Arbeit  von  der  wir  eben  sprachen  ist  noch  besonders  be- 
achtenswerth  ein  analytisch  sehr  eleganter  Beweis,  den  Schur  für  den 
zweiten  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes  giebt.  Dieser  Beweis, 
den  wir  schon  auf  S.  564  erwähnten,  beruht  auf  folgenden  Ueber- 
legungen: 

Bilden  die  oo^  Transformationen: 

(39)  Xl  =fi{x^...  Xn\    a^  .  .  .  ür)       (i  =  1  .  . .  n) 

eine  r-gliedrige  Gruppe,  folgen  also  aus  (39)  und:  xl'  =  fi{x\  h)  die 
Gleichungen:  Xi'  =  fi{Xj  c),  wo  die  c*  sicii  in  bekannter  Weise: 

(40)  Ck  =  (pic{a^  .  .  .  ür'^    \  .  .  .hr)       (A  =  1  .  •  .  r) 

durch  die  a  und  &  ausdrücken,  so  befriedigen  die  xl  als  Functionen 
der  a  betrachtet  Differentialgleichungen  von  der  bekannten  Form: 

r  o      / 

(41)  iji{Xi     '  •  •  Xn)  =^*  CCjk{a^  ■  •  •  ^^)  ä^       0-=  1.  .  .  r;  t  =  1  .  .  .  n) 

1  * 

und  die  Ck  als  Functionen  der  a  betrachtet  erfüllen  Differentialglei- 
chungen von  der  Form: 


(42)  CCj,XCi  ■  •  •  Cr)  =^  ajkQ),  •  •  •  &r)  ^         0-,  A^  =  1  . . .  r), 
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wo  die  Determinante  der  Ujk  nicht  identisch  verschwindet  und  wo  die 
r  Ausdrücke: 

n 
1  * 

ebensoviele  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  darstellen  (s. 
Abschn.  I,  S.  33,  Theor.  3  u.  S.  404  f.). 

Hat  man  nun  umgekehrt  ein  System  von  Differentialgleichungen 
(41),  in  dem  die  Iji  und  die  Ujk  die  eben  angegebene  Beschaffenheit 
besitzen,  und  weiss  man,  dass  dieses  System  unbeschränkt  integrabel 
ist,  so  kann  man  aus  (41)  die  Xi  derart  als  Functionen  der  a  und 
der  X  bestimmen,  dass  sich  für  ük^^ük^  ergiebt:  Xi=Xi^  unter 
«1^ .  . .  ür^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  verstanden,  und 
zwar  ist  das  nur  in  einer  Weise  möglich,  wir  können  daher  annehmen, 
dass  die  betreffenden  Lösungen  die  Form  (39)  besitzen.  Unter  den 
gemachten  Voraussetzungen  sind  ferner  offenbar  auch  die  Gleichungen 
(42)  unbeschränkt  integrabel  und  bestimmen  zusammen  mit  den  An- 
fangsbedingungen: Ck  =  dk  für  Ik  =  cik^  die  Ck  vollständig.  Wir  nehmen 
an,  dass  die  betreffenden  Lösungen  die  Form  (40)  haben. 

Setzen  wir  nun: 

Xl' =  fi{x^  .  .  .  Xn'-^     C^,..Cr)        (/  =  1...«), 


SO  wird: 

r 
1 

also  wegen  (42): 

l...r 

r 

1 

l.^^"''" 
■  ■  *'^  2^,  • 

Da   nun    x/'   für   bk  =  ak     die   Form  fi{x,  d)   annimmt,    ergiebt  sich 
hieraus: 

^/'=  fi{fiix,  a)  ..  .  fniXj  a)-,  \,.  .hr), 

wodurch  bewiesen  ist,  dass  die  Gleichungen  (39)  unter  den  gemachten' 
Voraussetzungen  eine  Gruppe  darstellen. 

Der  vorstehende  Beweis  ist  entschieden  sehr  einfach  und  durchsichtig, 
er  hat  aber  den  Nachtheil,  dass  er  sich  auf  die  Integrationstheorie  der 
Differentialgleichungen  von  der  Form  (41)  stützt  und  dass  er  ausser- 
dem die  grundlegenden  Differentialgleichungen  für,  die  Parametergruppe 
benutzt,  während  unser  Beweis  für  den  zweiten  Theil  des  ersten  Funda- 
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mentalsatzes  auf  wesentlich  elementareren  Hülfsmitteln  beruht.  Ausser- 
dem ist  zu  bemerken,  dass  durch  die  Seh  urschen  Betrachtungen 
streng  genommen  nicht  der  zweite  Theil  des  ersten  Fundamentalsatzes 
bewiesen  wird,  sondern  ein  andrer  ihm  allerdings  sehr  nahe  stehen- 
der Satz. 

In  seiner  neuesten  gruppentheoretischen  Arbeit  (Ann.  Bd.  41)  be- 
schäftigt sich  Schur  mit  der  Aufgabe,  festzustellen,  in  wie  weit  die 
Fundamentalsätze  der  Gruppentheorie  auch  für  solche  Gruppen  gelten, 
deren  endliche  Gleichungen  nicht  durch  analytische  Functionen  dar- 
gestellt werden.  Namentlich  ist  sein  Ziel,  den  von  Lie  ohne  Beweis 
aufgestellten  Satz  zu  beweisen,  dass  jede  transitive  reelle  Gruppe, 
deren  Gleichungen  eine  gewisse  Anzahl  von  Differentiationen  gestatten, 
mit  einer  durch  analytische  Gleichungen  darstellbaren  Gruppe  ähnlich 
ist*).  Da  wir  mittlerweile  selbst,  wenn  auch  nur  kurz  auf  diese  Frage 
eingegangen  sind  (s.  S.  360  ff.),  so  mag  hier  die  Mittheilung  genügen, 
dass  Schur  beweist,  dass  die  r-gliedrige  transitive  reelle  Gruppe: 
x[  =  fiix,  a)  jedenfalls  dann  immer  in  eine  durch  analytische  Glei- 
chungen darstellbare  Gruppe  überführbar  ist,  wenn  die  folgenden 
Voraussetzungen  erfüllt  sind:  die  fi{Xj  d)  besitzen  alle  Differential- 
quotienten erster  und  zweiter  Ordnung  nach  den  a  und  die  cpkicij  h) 
besitzen  alle  Differentialquotienten  erster  und  zweiter  Ordnung  nach 
den  &,  endlich  sind  die  Ausdrücke: 

'dfi{x,  a)' 

in  denen  a^^  .  .  .  ar^  ein  Werthsystem  von  allgemeiner  Lage  bedeutet, 
je  einmal  nach  x^  .  .  ,  x»  differentiirbar.  Für  den  Leser  bietet  die 
Schur  sehe  Abhandlung  eine  werthvolle  Ergänzung  unsrer  etwas  knapp 
gehaltenen  Auseinandersetzungen  in  Kapitel  19. 

Wir  wollen  jetzt  das  oben  gegebene  Versprechen  einlösen,  wir 
wollen  nämlich  die  Sc  hur  sehen  Sätze,  die  wir  bisher  ohne  Beweis 
mitgetheilt  haben,  kurz  begründen  und  sie  dadurch  in  Zusammenhang 
mit  unsern  sonstigen  Entwicklungen  bringen.  Wir  folgen  da  zum 
Theil  dem  Wege,  den  Engel  angegeben  hat**). 

Sind:  X^/*.  .  .  Xrf  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen, 
die  in  den  bekannten  Beziehungen: 

(43)  (X,  X,)  =^^s  cas  X,f     (/,  ^-  =  1 . .'. .) 

1 

*)  Leipz.  Ber.  1888,  S.  17  und  1890,  S.  312. 
**)  Leipz.  Ber.  1891,  S.  308  ff.  u.  585  ff. 
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stehen  und  setzt  man  2JekXkf=Xf,  so  ist: 

(44)      \^i=  ^i  +    ^^^  +  172  ^^^i  H =  f^i^l   •  '  •  ^«5    ^1   •  •  •  (^r) 

[  (f  =  1  .  .  .  w) 

die  kanonische  Form  der  endlichen  Gleichungen  der  von  X^f .  .  .  Xrf 
erzeugten  Gruppe,  nach  dem  ersten  Fundamentalsatze  bestehen  daher 
vermöge  (44)  Differentialgleichungen  von  der  Form: 

dx.'        "^1 
(45)  -^  =^^'  ^M-C^i  "-er)  Ijiix;-  • .  x;) . 

k  ^ 

Löst  man  diese  Gleichungen  nach  den  \ji  auf,  was  immer  möglich  ist: 


%ji{x^'  '  •  Xn)  =^  ccjk{e^  •  '  •  er) 
1 
so  sind: 


dx! 


^^/'  =^'  «^v(^l  '-'^r)-J^       ik  =  l...r) 
1  ^' 

r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  der  ersten  kanonischen 
Parametergruppe.  Um  diese  infinitesimalen  Transformationen  zu  finden 
braucht  man  daher  nur  die  Functionen  ipjj,  in  den  Gleichungen  (45) 
zu  bestimmen. 

Zu   diesem   Zwecke   setzen  wir:  e*  ==  ht,   so   dass  (44)  die  Form  * 
erhält: 

(44')  Xi  =  fi{Xy  .  .  .Xn\    X^i,.  .  .,    Irt)        (»  =  1  .  .  .  n). 

Dann  genügen  die  xl  als  Functionen  der  l  den  Differentialgleichungen: 
ox,.  '^ 

Jl-  ='  2J   '-P^-H^l   •  •  •  '^r;   t)   ijiixl'   '  •  Xn)  , 
*  1 

WO  offenbar: 

(46)  2p-^.,  =  ^^.,(A^i^^...,  ;i^^) 

ist,  und  als  Functionen  von  t  genügen  sie  den  Differentialgleichungen: 

dx.         "^ 

1 

Verstehen  wir  daher  unter  F  eine  willkürliche  Function  von  x^  .  .  ,  Xn 
und  setzen  wir:  F^x^.  . .  Xn)  =  -F',  so  ist: 

r 

*        1 
und : 

r 

dF 


(48)  i^=2?-^>^/-P"- 
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Differentiiren  wir  jetzt  (47)  nach,  t  und  (48)  nach  Ik  und  vergleichen 
wir  die  entstehenden  Ausdrücke,  so  ergieht  sich:*) 

1 . . .  r  T 

x^F'  +^  xjw,,{x;x;r  -  x;x;f')  =^-  -J-'x/f; 

eine  Gleichung,  die  wegen  (43)  und  wegen  der  Unabhängigkeit  der 
infinitesimalen  Transformationen;  X^f , .  .  Xrf  in  die  folgenden  zerfällt: 

(49)  -^  =  8s,  +^-  A,-^'  C,j,W^k       (.^  ^  =  1 .  .  .  r). 

1  1 

Durch  diese  Differentialgleichungen  und  durch  die  aus  (46)  folgenden 
Anfangsbedingungen : 

(50)  ['P"»4=o=0      (.,^  =  1-:-)    . 

sind  die  Wgk  vollständig  bestimmt.  Man  kann  daher  auch  die  W^, 
sofort  berechnen  und  kann  sie  entweder  nach  Auflösung  einer  alge- 
braischen Gleichung  durch  Exponentialfunctionen  ausdrücken  —  so 
findet  man  die  von  Lie  herrührende  Darstellung  (s.  §  125)  —  oder 
man  kann  sie  durch  beständig  convergente  Potenzreihen  darstellen  und 
gelangt  so  zu  den  von  Schur  aufgestellten  Reihen**). 

Benutzt  man  die  auf  S.  760  eingeführten  Abkürzungen,  so  erhält 
man  für  ^^^  die  folgende  beständig  convergente  Potenzreihe: 

(51)  ^,,=j:^^^ji;w    („.  =  1...., 
und  da  die  ajcj  mit  den  il^sk  durch  die  Gleichungen: 

r 

(52)  ^*  i^skCCsj  =  £kj         (k,j  =  l...r) 

1 

verbunden  sind,  so  werden  die  ccgj  Quotienten  beständig  convergenter 
Potenzreihen.  Setzt  man  die  Determinante  der  z^^it  gleich  z/,  so  be- 
kommt man: 


(^^)  ^^f=2^2-l^^ 


'f      "  =  ...... 


Aus  diesen  Quotienten  beständig  convergenter  Potenzreihen  kann  man 
endlich   mit  Schur  für  die  Akf  Potenzreihen  mit  beschränktem  Con- 

*)  Dieses  Verfahren  ist  im  Grunde  nur  eine  analytische  Einkleidung  der 
Betrachtungen,  die  in  §  125  in  mehr  begrifflicher  Fassung  dargestellt  sind;  man 
kann  nämlich  die  dortigen  Betrachtungen  so  umgestalten,  dass  die  Zurückführung 
des  Ausdrucks:    ZXj^Xj^f  auf  eine  kanonische  Form  vermieden  wird. 

**)  Die  Identität  zwischen  den  Schur  sehen  Potenzreihen  und  den  von  Lie 
9,ngegebenen  endlichen  Ausdrücken  wurde  zuerst  von  Engel  bemerkt. 
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vergenzgebiete  herleiten.  Beachtet  man  nämlich,  dass  die  Zahlencoeffi- 
cienten  in  der  Reihe  für  il^sk  gerade  die  Coefficienten  der  Reihenent- 
wicklung von: 

e^-  1 

X 

sind  und  dass 

ist,  wo  B^,  Bgy  B^  .  .  .  die  Bernouilli sehen  Zahlen  sind,  und  berück- 
sichtigt man  endlich  die  von  Schur  angegebenen  Gleichungen  (6) 
auf  S.  760,  die  für  die  E^'^  gelten,  so  erhält  man  für  ajcj  die  Reihen- 
entwicklung: 

CO 

(54)  a,j=^^l,E}'^      (k,j  =  i...r), 


in  der  die  A,,  durch  die  Gleich  unsjen 


2r— 1 


definirt  sind. 

Bisher  setzten  wir  voraus,  dass  r  unabhängige  infinitesimale 
Transformationen:  X^^f .  .  .  Xrf  vorlagen,  die  in  den  Beziehungen  (43) 
standen.  Jetzt  wollen  wir  die  allgemeinere  Voraussetzung  machen,  dass 
blos  r^  Constanten  Cas  gegeben  sind,  die  den  bekannten  Gleichungen: 


(55) 


Ciks  +  Ckis  =  0 
r 

^^     \pikt(^tjs     I      (^kjtCtis     i     ^jitCtks)  ^^^^  ^ 


genügen,  und  werden  zeigen,  dass  unter  dieser  Voraussetzung  die  r  in- 
finitesimalen Transformationen  (53),  die  offenbar  von  einander  unab- 
hängig sind,  in  den  Beziehungen: 

r 

(56)  (AiAt)^^'Ca,A/    (.-.i^i..-) 

1 

stehen  und  also  eine  r-gliedrige  einfach  transitive  Gruppe  von  der 
Zusammensetzung  dks  erzeugen. 

Wir  denken  uns  zunächst  die  Wsk  aus  den  Dijfferentialgleichungen 
(49)  und  den  Anfangsbedingungen  (50)  bestimmt.  Diese  Functionen 
genügen  dann  auch  noch  gewissen  andern  Differentialgleichungen, 
nämhch   den  Integrabilitätsbedingungen,  die   sich   aus  (47)  unter  Be- 
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rücksichtiguüg  von  (43)   ergeben.     In   der  That,  diese  Integrabilitäts- 
bedingungen  lauten*): 


(57) 


Setzt  man  nun  die  linken  Seiten  dieser  Gleichungen  =  F.^^t  und  be- 
rücksichtigt man,  dass  die  W^k  den  Differentialgleichungen  (49)  ge- 
nügen und  dass  die  d^s  in  den  Beziehungen  (55)  stehen,  so  findet 
man  durch  eine  leichte  Rechnung,  dass: 

7-^^^ =  X,    ^tCjts  yjkjLi         («.  k,,u=i...r) 

ist.  Diese  Identitäten  aber  können  als  Differentialgleichungen  für  die 
Vsk^i.  aufgefasst  werden,  und  da  für  t  =  0  offenbar  Vsk/x  ==  0  wird,  so 
zeigen  sie,  dass  F^*^,  identisch  verschwindet.  Wenn  also  die  W.jt  den 
Differentialgleichungen  (49)  und  den  Anfangsbedingungen  (50)  genügen 
und  wenn  die  Gleichungen  (55)  bestehen,  so  erfüllen  die  Wsk  auch  die 
Gleichungen  (57)  identisch. 

Sind  daher  die  Gleichungen  (55)  erfüllt,  so  genügen  die  durch  (51) 
definirten  Functionen  -ipsk  den  Differentialgleichungen: 


f^rjr.  ^%k  ^%^C  V  ,  , 

(Ö7  )  -^^ ^--  =2j  ^J^sil^n'l't 


>  "    *  jt 


Da  nun  die  Determinante  der  iß^  nicht  identisch  verschwindet,  so 
sind  durch  die  Gleichungen  (52)  r^  Functionen  akj  bestimmt,  die  ausser- 
dem auch  noch  den  Gleichungen: 


(58)  2'^ksC^Js 


Ski       ik,J  =  l...r) 


genügen.  Differentiirt  man  die  Gleichungen  (52)  und  (58)  und  ver- 
bindet man  sie  mit  (57'),  so  kann  man  nach  dem  Vorgange  von 
Maurer**)  durch  eine  einfache  Rechnuug  zeigen,  dass  die  akj  den 
Gleichungen: 


(59) 


2  («■■'■  -^  -  '"-■'  Je:')  =2  """"'" 


{i,k,^i  =  l  ..  .,r) 


*)  E^sind  dies  die  zuerst  von  Maurer  angegebenen  Differentialgleichungen 
(vgl.  S.  58 ij.  ■      . 

**)  Münchn.'  Ber.  1888,  S,  118. 
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genügen,  dass  also  die  infinitesimalen  Transformationen  (53)  wirklich 
in  den  Beziehungen  (56)  stehen. 

Damit  ist  bewiesen,  dass  die  von  Schur  angegebenen  Ausdrücke (53) 
wirklich  die  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  ein- 
fach transitiven  Gruppe  von  der  Zusammensetzung  dks  darstellen,  und 
zwar  ist  dabei  nur  der  Umstand  benutzt,  dass  die  Cij^s  den  Gleichungen 
(55)  genügen.  Wir  haben  also  hierin  einen  neuen  Beweis  für  die 
zweite  Hälfte  des  dritten  Fundamentalsatzes. 

Hierzu  noch  eine  kleine  Bemerkung.  Aus  den  Difi'erentialglei- 
chungen  (49)  folgt: 


I  1..  .r  r 


woraus    sich    wegen    der    Anfangsbedingungen    (50).  sofort    ergiebt: 
Zlk  ^sk  ==  kst.     Demnach  ist: 

r 

(60)  ^-  6a  tsk    ==e,        (s  =  l...r) 

1 
und  wegen  (52)  wird  zugleich: 

r 

1 
Die  Relationen  (61)  waren  es,  die  Schur  seinerzeit  zur  Aufstellung  der 
Potenzreihen  (54)  führten.  Schur  erkannte  nämlich,  dass  die  Functionen 
ajs  durch  die  Diff'erentialgleichungen  (59),  durch  die  Relationen  (61) 
und  durch  die  Anfangsbedingungen:  a^j  =  s^j  für:  c^  =  ...==  er  =  0 
vollständig  bestimmt  sind. 

Wir  kommen  jetzt  zur  Ableitung  des  wichtigsten  der  Schurschen 
Ergebnisse,  nämlich  zu  dem 

Satz  13.    Kennt  man  in  r  Veränderlichen  x-^  . .  .  Xr  irgend  Bwei  reci- 
proke  einfach  transitive  Gruppen: 

r 

^kf  =y,'h^i{x^   .  .  ,  Xr)-~       (k=l...r) 
1  ^^i 

und: 

r 

^kf=^itki{x,...Xr)j^       {k  =  l...r)       ^ 
1  * 

von  der  Zusammensetmmg  Cn^s,  so  hann  man  ohne  Integration  Mos  durch 
algebraische  Operationen  für  jeden  Typus  r-gliedriger  transitiver  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  dks  einen   Repräsentanten   finden^  das   heisst 
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die  infinitesimalen  Transformationen  einer  r-gliedrigen  transitiven  Gruppe 
angehen,  die  dem  betreffenden  Typus  angehört. 

Schur  hat  diesen  Satz  sozusagen  zufällig  gefunden,  er  erkannte 
nämlich  zuerst,  dass  er  gilt,  wenn:  X^f .  .  .  Xrf  und  Z^f . .  .  Zrf  die 
beiden  kanonischen  Parametergruppen  sind,  die  zu  der  Zusammen- 
setzuDg  Ciks  gehören,  erst  später  bemerkte  er,  dass  seine  Formeln  auch 
dann  anwendbar  blieben,  wenn  er  zwei  beliebige  reciproke  einfach 
transitive  Gruppen  benutzte.  Engel  hat  dann  gezeigt,  dass  der  Satz 
unmittelbar  aus  den  Entwicklungen  des  Kap.  22  von  Abschn.  I  ab- 
geleitet werden  kann,  indem  er  zeigte,  dass  die  dort  erforderlichen 
Integrationen  erspart  werden  können,  wenn  man  die  Theorie  der 
Hauptlösungen  eines  vollständigen  Systems  benutzt;  er  wurde  so  un- 
mittelbar zu  den  von  Schur  auf  ganz  anderm  Wege  gefundenen 
Formeln  geführt  (Leipz.  Ber.  1891,  S.  585  ff.).  Hier  wollen  wir  für 
den  Satz  einen  andern  noch  viel  einfachem  Beweis  mittheilen,  der 
von  Lie  herrührt  und  auf  einer  Methode  beruht,  die  Lie  schon  1874 
angedeutet  und  1884  in  den  Math.  Ann.  (Bd.  25,  S.  81  f.)  angegeben  hat. 

Es  sei: 


m) 


irgend  eine  (r  —  m)-gliedrige  Untergruppe  der  Gruppe:  Z^f .  .  .  Zrf 
und:  Ui{x)  .  .  .  Um(x)  seien  m  unabhängige  Invarianten  dieser  Unter- 
gruppe. Aus  dem  auf  S.  662  f.  Gesagten  ergiebt  sich  dann,  dass  unser 
Satz  bewiesen  ist,  wenn  es  uns  gelingt,  ohne  Integration  r  infinitesi- 
male Transformationen  in  m  Veränderlichen  anzugeben,  bei  denen  die 
oo'"  Punkte  des  Rm  genau  so  unter  einander  vertauscht  werden,  wie 
die  unbekannten  cx^"*  (r  —  m)-fach  ausgedehnten  Mannigfaltigkeiten: 

(C2)  %(rri  .  ,  .  Xr)  =  const., .  . . ,     Um{x^  -  • .  Xr)  =  const. 

des  Rr   bei    den   infinitesimalen  Transformationen:    X^^f ...  Xrf  unier 
einander   vertauscht  werden.     Um  r  solche  infinitesimale  Transforma- 
tionen zu  finden,  verfahren  wir  folgendermassen: 
Das  (r  —  M)-gliedrige  vollständige  System: 

(63)  r/=0,...,        Yr-rr.f=0 

mit  den  m  unabhängigen  Lösungen:  u^  .  . .  Um  gestattet  die  r  infinitesi- 
malen Transformationen:  X^f .  .  .  Xrf\  es  gestattet  daher  (vgl.  Abschn.  I, 
S.  140,  Theor.  20)  auch  jede  infinitesimale  Transformation  von  der  Form: 


/  — in 

(64)  X,f+^>'x,,(x,...x,)YJ    (*= 


'h 
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welche  Functionen  der  x  auch  die  ii,^  sein  mögen.  Da  überdies  jede 
infinitesimale  Transformation  von  der  Form :  I^Xfii^)  ^^if  ^l^^  ^^"^  Mannig- 
faltigkeiten (62)  in  Ruhe  lässt,  so  ist  klar,  dass  die  r  infinitesimalen 
Transformationen  (64)  diese  Mannigfaltigkeiten  gerade  so  transformiren 
wie:  X^/*.  .  .  Xrf.  Wir  können  nun  die  %k/ii  immer  so  bestimmen,  dass 
aus  (64)  r  —  m  der  Differentialquotienten  von  f  verschwinden.  Denn 
nehmen  wir  an,  dass  die  r  —  m  von  einander  unabhängigen  Gleichungen 
(63)  gerade  nach  den  Differential quotienten  von  f  nach  Xm-[-i  ■  -  .  Xr 
auflösbar  sind,  so  können  wir  (r  —  my  Functionen  q^^  so  be- 
stimmen, dass 

?'  — m  m 

(65)    ^-  Q,,r{x)YrfE^  ^^—   -j-y^r  ^^^^(^^  .  .  .  ^^)  ^      (,  =  ^  .  .  .  ,  _  ^) 

wird,  dann  aber  enthalten  die  r  iufinitesimalen  Transformationen: 


(66) 


1...) —  m 

fXV 

w      /  r  —  in  V 

=^'  \ikt  — ^"  ?A-,m+^%'4 


ik  =  l...r) 

nur  noch  die  Differentialquotienten  von  f  nach  x^  .  .  .  x^ . 

Die  r  infinitesimalen  Transformationen:  dc^f .  .  .  dCrf  vertauschen 
die  C50"»  Mannigfaltigkeiten  (62)  genau  so  wie  XJ'...Xrf,  ausserdem 
erzeugen  sie  aber  auch  noch  eine  Gruppe.     In  der  That,  es  ist: 


(XiX,)==-^sc,,,Xsf, 


also  ergiebt  sich,  da  alle  (XiY^i)  identisch  verschwinden,  dass  Rela- 
tionen von  der  Form: 

r  r — m 

(36, X,)  =2  Ca-.3E/  +2"  Xn-,  (x)  YJ 

1  1 

bestehen.  Nun  aber  sind  hier  die  linken  Seiten  frei  von  den  Differential- 
quotienten von  f  nach  Xm-^i  .  .  .  Xy,  die  rechten  müssen  es  also  auch 
sein,  folglich  müssen  alle  Xik,u  identisch  verschwinden.  Demnach  be- 
kommen wir  die  Relationen: 

r 
1 

die  zeigen,  dass  H^f .  .  .  '^^f  eine  Gruppe  erzeugen. 
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Die  Gruppe:  dc^f .  .  .  dCrf  trausformirt  die  oo"*  Mannigfaltigkeiten 
(62)  genau  so  wie  die  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf,  andrerseits  transformirt 
sie  die  Veränderlichen  x,n-{.i  . ,  .  Xr  gar  nicht.  Ertheilen  wir  daher 
in:  3^1 /". .  .  '^rf  den  Veränderlichen  Xm-\-\  .  .  .  Xr  irgend  welche  Zahlen- 
werthe  von  allgemeiner  Lage,  so  erhalten  wir  in  den  m  Veränder- 
lichen x^  .  .  .  Xm  eine  Gruppe,  die  die  oo"*  Punkte  des  Em  geradeso 
transformirt,  wie  die  oo"*  Mannigfaltigkeiten  (62)  bei  der  Gruppe: 
X^f .  .  .  Xrf  transformirt  werden.  Da  wir  diese  Gruppe  ohne  Integra- 
tion gefunden  haben,  ist  somit  unser  Satz  bewiesen. 

Wendet  man  diesen  Satz  auf  den  besonderen  Fall  an,  dass  die 
beiden  Gruppen  X^f  und  Zkf  die  beiden  kanonischen  Parametergruppen 
sind,  die  zu  der  Zusammensetzung  Ciks  gehören,  und  erinnert  man 
sich  der  auf  S.  794  u.  658  abgeleiteten  Darstellung  für  diese  beiden  Para- 
metergruppen, so  erhält  man  sogleich  noch  den  zuerst  von  Schur 
aufgestellten  und  bewiesenen: 

Satz  14.  Jede  r-gliedrige  transitive  Gruppe  kann  durch  geeignete 
Wahl  der  Veränderlichen  auf  eine  solche  Form  gebracht  werden  y  dass 
ihre  infinitesimalen  Transformationen  Quotienten  beständig  convergenter 
Fotenzreihen  werden. 

Für  jede  einfach  transitive  Gruppe  giebt  es  eine  ausgezeichnete 
Form  dieser  Art,  nämlich  die  zu  ihr  gehörige  kanonische  Parameter- 
gruppe, die  bis  auf  lineare  homogene  Transformationen  der  Veränder- 
lichen eindeutig  bestimmt  ist  (s.  S.  657).  Für  die  r-gliedrigen  tran- 
sitiven Gruppen  in  weniger  als  r  Veränderlichen  erhält  man  dagegen 
im  Allgemeinen  mehrere  verschiedene  Formen.  Eine  andre  Darstellung 
dieser  Gruppen  folgt  aus  Theor.  52,  S.  657. 

§  145. 

Maurer. 

In  drei  Arbeiten*)  hat  Maurer  gruppentheoretische  Fragen  be- 
handelt. Leider  wird  das  Verständniss  dieser  Arbeiten  dadurch  recht 
erschwert,  dass  Maurer  ganz  neue  Bezeichnungen  einführt;  alles  wäre 
wesentlich  kürzer  und  leichter  verständlich  geworden,  wenn  sich 
Maurer  der  in  diesem  Werke  eingeführten  und  sehr  wohl  durch- 
dachten Bezeichnungsweise  angeschlossen  hätte.  So  aber  muss  man 
sich  erst  mühsam  neue  Bezeichnungen  aneignen  und  ist  genöthigt,  lange 
vorbereitende  Entwicklungen  zu  studiren,  in  denen  nichts  wesentlich 
Neues  enthalten  ist,  bevor  man  das  wirklich  Neue  überhaupt  nur  ver- 

=  )  Münch.  Ber.  1888,  S.  103—150;  Grelle  Bd.  107,  S.  89—116  (1890);  Math. 
Ann.  Bd.  .39,  S.  409—440  (1891). 
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stehen  kann.  Diese  Ausstellung  Helltet  sich  übrigens  nur  gegen 
Maurers  letzte  zwei  Arbeiten;  die  erste  ist  vor  dem  Erscheinen  des 
ersten  Abschnitts  der  Transformation sgruppen  geschrieben,  überdies 
war  Maurer  damals  mit  den  Lieschen  Arbeiten  noch  nicht  genauer 
bekannt. 

Die  erste  der  drei  Maurer  sehen  Arbeiten  enthält  an  neuen 
gruppentheoretischen  Ergebnissen  allgemeinerer  Natur  folgende:  Erstens 
die  Aufstellung  der  auf  S.  581  erwähnten  Differentialgleichungen  für 
die  ipkjf  zweitens  den  auf  S.  796  erwähnten  Uebergang  von  diesen 
Differentialgleichungen  zu  den  dortigen  Gleichungen  (59)  für  die  in- 
finitesimalen Transformationen  der  Parametergruppe  und  drittens  eine 
bemerkenswerthe,  wenn  auch  sehr  nahe  liegende  Umformung  der 
grundlegenden  Differentialgleichungen : 

■^  =2'  tjk  {b)  aji  (a)      ii,k  =  i...r) 
der  Parametergruppe  (s.  Abschn.  I,  S.  404 f.).    Wegen  der  Identitäten: 

r 

1 
lassen   sich  nämlich   diese   Differentialgleichungen    durch    das   System 
der  Pf  äff  sehen  Gleichungen: 


(67) 


7  7 


1 

(5  =  1  .  .  .  r) 


ersetzen. 

Der  Hauptzweck  der  ganzen  Arbeit  ist  aber  die  Aufstellung  der 
Bedingungen,  unter  denen  alle  Invarianten  einer  r-gliedrigen  linearen 
homogenen  Gruppe  in  n  Veränderlichen  als  F'unctionen  von  rationalen 
Invarianten  darstellbar  sind.  Maurer  stützt  sich  dabei  auf  einen 
Satz,  den  er  in  seiner  Dissertation*)  bewiesen  hat  und  der  so  aus- 
gesprochen werden  kann: 

Satz  15.  Soll  sich  der  Parameter  der  eingliedrigen  linearen  homo- 
genen Gruppe,  die  von  der  infinitesimalen  linearen  homogenen  Transfor- 
mation: 

1...W 

iv  *'  ■ 

erzeugt  wird,  so  wählen  lassen,  dass  die  Coefficienten  in  den  endlichen 
Gleichungen  der  Gruppe  rationale  Functionen  dieses  Parameters  werden, 


*)  Ueber  lineare  Substitutionen,  Strassburg  1887. 

Lie,  Theorie  der  Transformationsgruppen.     m.  61 
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SO  ist  nothwendiy  und  Jiinreichend j  dass  entweder  alle  Wurzeln  der  Glei- 
chung n-ten  Grades: 

(68)  zJ  =  \air  —  8iv(o\  =0 

verschwinden  oder  dass  für  jede  m- fache  Wurzel  dieser  Gleichung  stets 
auch  alle  (n  —  m  +  l)- reihigen  Unterdeterminanten  der  Determinante  A 
gleich  Nidl  werden  und  dass  überdies  die  Quotienten  der  Wurzeln  der 
Gleichung:  z/  =  0  rationale  Zahlen  sind. 

Auf  diesen  Satz  gestützt  beweist  Maurer  den  nachstehenden: 
Satz   16.     Gestattet  eine  rationale   homogene  Function  F{x^  .  . .  Xn) 
der  Veränderliclien  x^  .  . .  Xn  gerade  r  und  nicht  mehr  unahJiängige  infini- 
tesimale lineare  homogene  Transformationen: 

1...U 

Xkf  ==^   aicirXv   '^-       (A:  =  1  .  .  .  r)  ^ 
/  V  ' 

SO  lassen  sich  aus  diesen  r  infinitesimalen  Transformationen  immer  r 
solche  von  einander  unabhängige  linear  ableiten,  die  sämmtlich  eingliedrige 
Gruppen  von  der  im  vorigen  Satze  besprochenen  Beschaffenheit  erzeugen. 

Unter  den  Voraussetzungen  dieses  Satzes  erzeugen  natürlich  X-^f 
.  .  .  Xrf  eine  r-gliedrige  lineare  homogene  Gruppe.  Diese  Gruppe  ent- 
hält r  eingliedrige  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transformationen  von 
einander  unabhängig  sind  und  deren  Parameter  so  gewählt  werden 
können,  dass  die  Coefficienten  ihrer  endlichen  Gleichungen  rationale 
Functionen  je  eines  Parameters  werden.  Hieraus  folgt*),  dass  die 
endlichen  Gleichungen  der  betreffenden  r-gliedrigen  Gruppe  in  einer 
solchen  Form  darstellbar  sind,  dass  ihre  Coefficienten  rationale  Func- 
tionen der  r  Parameter  der  Gruppe  werden.  Die  r-gliedrige  Gruppe: 
Xj/"...  Xrf  hat  demnach  offenbar  ebensoviele  unabhängige  rationale 
Invarianten,  als  sie  überhaupt  unabhängige  Invarianten  besitzt.  Dem 
von  Maurer  herrührenden  Satze,  der  hiermit  bewiesen  ist,  können  wir 
die  folgende  Fassung  geben: 

Satz  17.  Soll  eine  r-gliedrige  intransitive  lineare  homogene  Gruppe 
in  n  Veränderlichen  ebenso  viele  unabhängige  rationale  Invarianten  haben 
als  sie  überhaupt  unabhängige  Invarianten  besitzt,  so  ist  nothwendig  und 
hinreichend,  dass  sie  r  unabhängige  infinitesimale  Transformationen  ent- 
hält, die  eingliedrige  Gruppen  von  der  in  Satz  15  besprochenen  Beschaff en- 


*)  Maurer  beweist  direct,  dass  die  allgemeinste  Transformation  der  r-glied- 
rigen  linearen  homogenen  Gruppe  erhalten  wird,  wenn  man  diese  r  eingliedrigen 
Untergruppen  nach  einander  ausfährt.  Viel  kürzer  lilsst  sich  das  aber  und  /.war 
für  beliebige  Gruppen  beweisen,  wenn  man  sich  auf  Abschn.  I,  S.  65,  Satz  4 
stützt  und  in  der  dort  auf  S.  76  angegebenen  Weise  verfährt. 
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heit  erzeugen;  die  Coefficienten  der  endlichen  Gleichungen  der  Gruppe 
lassen  sich  dann  als  rationale  Functionen  von  r  Parametern  darstellen. 

Wir  gehen  jetzt  gleich  zu  der  dritten  Arbeit  Maurers  über, 
weil  die  mit  der  eben  besprochenen  in  sehr  engem  Zusammenhange 
steht.  Maurer  sucht  darin  festzustellen,  welchen  Bedingungen  eine 
gegebene  Zusammensetzung  Ci^s  geuügen  muss,  damit  es  r-gliedrige 
Gruppen  von  der  Zusammensetzung  dks  giebt,  deren  endliche  Glei- 
chungen sowohl  in  den  Veränderlichen  als  in  den  Parametern  algebraisch 
sind;  es  ist  ihm  aber  nur  gelungen,  die  nothwendigen  Bedingungen 
aufzufinden,  sein  Beweis,  dass  die  gefundenen  nothwendigen  Bedingungen 
auch  hinreichend  sind,  ist  unzureichend. 

Nach  einigen  einleitenden  Betrachtungen  beweist  Maurer  den 
Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe  Gr  dadurch  erhalten  werden  kann, 
dass  man  r  geeignete  ihrer  eingliedrigen  Untergruppen  nach  einander 
ausführt.  Dieser  Satz  ist  an  und  für  sich  nicht  besonders  merkwürdig 
und  sein  Beweis  kann  viel  kürzer  und  einfacher  geführt  werden  (vgl. 
die  Anm.  auf  S.  802),  sehr  sinnreich  ist  aber  das  Verfahren,  das 
Maurer  bei  dem  Beweise  dieses  Satzes  benutzt,  um  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe  der  Gruppe  Gr  zu  be- 
rechnen. Wir  wollen  sein  Verfahren  kurz  auseinandersetzen,  natürlich 
mit  unsern  gewohnten  Bezeichnungen. 

Es  sei:  X^f ...  Xrf  im  Bn  eine  r-gliedrige  Gruppe  von  der  Zu- 
sammensetzung Ciks  und: 

(69)  a;/")  =  f^^^^ix,^'^-'^  .  .  .  x«(^' -1);  ^v)     (^-  =  ^  •  •  •  -) 

seien  die  kanonischen  endlichen  Gleichungen  der  von  Xuf  erzeugten 
eingliedrigen  Gruppe,  feruer  seien: 


(70)  4^'^=^>r/'K)^/"~'^    (^ 


1  .  .  .  r) 


die  kanonischen  endlichen  Gleichungen  der  eingliedrigen  Untergruppe: 
Ej^if  der  adjungirten  Gruppe.  Dann  bestehen  vermöge  (69)  Relationen 
von  der  Form: 

r 

1 
WO  wie  gewöhnlich: 

n 

gesetzt  ist. 

Wir  lösen  die  letzten  Gleichungen  nach  den  XJ^^'^f  auf: 

51* 
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r 

(71)  X'i''f='^>^fK-u,)Xt'-''f    (*  =  ..-), 

1 

setzen    ^    der    Reihe    nach    gleich    1 ,  2 . .  .  ^i    und    schaffen    Xf^'^f 
X/^'""^Y  weg;  dadurch  bekommen  wir  Gleichungen  von  der  Form: 


(72)  X^^f  =^-  efüiu, . . .  u,)  Xjf     (k  = 


1  .  .  .  r) 


WO  für  a?/^)  kurz  Xi  geschrieben  ist  und  wo  sich  die  0  in  sehr  ein- 
facher Weise  aus  den  Qjk  zusammensetzen*). 

Die  Gleichungen  (72)  sind  eine  Folge  der  Gleichungen,  die  man 
aus  (69)  erhält,  wenn  man  ^  der  Reihe  nach  =  1,  2  .  .  .  ft  setzt  und 
dann  die  a;/^)  .  . .  xf^~^^  wegschafft.  Für  ^  =  r  erhält  man  aber  auf 
diese  Weise  aus  (69)  gerade  die  allgemeine  Transformation: 

(73)  iC/^>  =  fi(Xi  .  .  .  Xn]     Ui  .  .  .  Ur)       Ü  =  1  .  • .  n) 

der  r-gliedrigen  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrfj  also  sind  die  Gleichungen  (72) 
für  II  =  r  eine  Folge  der  Gleichungen  (73).  Nun  aber  ist,  wie  die 
Entstehung  der  Gleichungen  (73)  zeigt: 

du,,  ""jZj  dxß^)  ~dvr ' 
also,  da  (69)  die  kanonische  Form   der   eingliedrigen  Gruppe  X^,f  ist: 

(74)  ^=2^4;ö^-(--)' 

andrerseits  lassen  sich  die  Gleichungen  (72)  in  die  folgenden  zerlegen: 

(72')  |t.(^<'")  =2- ^  &%'  («,...  u,)  ^;-  %i.{x), 

11  V  ^ 

also  ergiebt  sich  aus  (74): 

■gx«       ^  ^  _„.  ,  ,  8»/'' 

8( 


(75) 


^*        1      1 

{i  =  1  .  .  .  n;   /n  =  l  .  .  .r) 


das  heisst  die  ic/'"^  in   den  Gleichungen   (73)   genügen   als  Functionen 
der  a;  und  der  u  betrachtet  den  Differentialgleichungen  (75). 

Es  ist  leicht,  die  Gleichungen  (75)  auf  eine  uns  bekannte  Form 
zu  bringen;  sie  zeigen  nämlich,  dass  in  (73)  die  x  als  Functionen  der 
u  betrachtet  den  Differentialgleichungen: 

*)  Man  sieht  das  am  Besten  ein,  wenn  man  die  Gleichungen  (71)  für 
ft  =  1 ,  2  .  .  .  geradezu  als  lineare  homogene  Substitutionen  auffasst,  die  nach 
einander  ausgeführt  werden. 
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genügen,  und  das  sind,  wenn  man  ©j^I  = — ^j^  setzt,  genau  die  Diffe- 
rentialgleichungen des  Theor.  4  auf  S.  43  von  Abschn.  I.  Das  eben 
auseinandergesetzte  Verfahren  liefert  daher  in  sehr  einfacher  Weise 
die  Functionen  ^jk,  die  zu  der  Form  (73)  der  endlichen  Gleichungen 
der  Gruppe:  X^f .  .  .  Xrf  gehören,  und  zwar  ausgedrückt  durch  die 
Coefficienten  in  den  eingliedrigen  Untergruppen  (70)  der  adjungirten 
Gruppe:  E^f . ,  .  Erf.  Schliesslich  ist  noch  zu  bemerken,  dass  man 
aus  den  -Oy^  sofort  die  infinitesimalen  Transformationen: 


z 


df 

^       (A  =  l...r) 


der  zweiten  Parametergruppe  der  Gruppe  (73)  berechnen  kann,  es  ist 
nämlich: 


^^  ^kjßsj  =  £ks       (* 


woraus  man  die  ßjs  durch  Auflösung  erhält.  Den  Beweis  hierfür 
überlassen  wir  dem  Leser,  er  ergiebt  sich  ohne  Schwierigkeit  aus  den 
Entwicklungen  der  §§  108  und  122. 

Diese  von  Maurer  herrührende  Darstellung  für  die  infinitesimalen 
Transformationen  der  zweiten  Parametergruppe*)  einer  r-gliedrigen 
Gruppe,  die  durch  Nacheinanderausführung  von  r  ihrer  eingliedrigen 
Untergruppen  gebildet  ist,  hat  nicht  geringes  Interesse;  sie  ist  ein 
Seitenstück  zu  der  in  §  124  und  125  gegebenen  Darstellung  der  infini- 
tesimalen Transformationen  der  beiden  kanonischen  Parametergruppen. 
Uebrigens  ist  klar,  dass  man  in  ähnlicher  Weise  auch  die  infinitesi- 
malen Transformationen  der  ersten  Parametergruppe  der  Gruppe  (73) 
bilden  kann. 

Nun  zu  Maurers  Untersuchungen  über  algebraische  Gruppen. 

Die  r-gliedrige  Gruppe:  Xi=fi(Xy  a)  sei  algebraisch,  die  /i  seien 
also  algebraische  Functionen  sowohl  von  den  x  als  von  dei\  a.  Dann 
sind  offenbar  auch  die  infinitesimalen  Transformationen  der  Gruppe 
algebraisch,  bilden  wir  daher  nach  Anleitung  von  Abschn.  I,  S.  270  f. 
die  endlichen  Gleichungen: 

*)  Maurer  sagt,  dass  Lie  diese  Gruppe  die  Parametergruppe  der  Gruppe 
(73)  nenne,  das  beruht  jedoch  auf  einer  Verwechselung;  die  bei  Maurer  auftre- 
tende Gruppe  ist  nämlich  nicht  die  in  Abschn.  I  als  Parametergruppe  bezeichnete 
Gruppe,  sondern  sie  ist  die  jetzt  so  genannte  zweite  Parametergruppe. 
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r 

(76)  ei  =^^  Qkf («1  . . .  ür) ej     (k  =  i...r) 

1 

der  zu  unsrer  Gruppe  gehörigen  Adjungirten,  so  werden  auch  die  Qkj(ß) 
algebraische  Functionen  ihrer  Argumente.  Demnach  kann  es  alge- 
braische Gruppen  von  einer  gegebenen  Zusammensetzung  dks  nur  dann 
geben,  wenn  die  endlichen  Gleichungen  der  zu  der  Zusammensetzung 
dks  gehörigen  (vgl.  S.  671)  adjungirten  Gruppe: 

l...r 

^kf  =^    Cjksej  jj- 
js  ^ 

eine  solche  Form  (76)  erhalten  können,  dass  die  Qkj  algebraische 
Functionen  ihrer  Argumente  werden. 

Maurer  giebt  dieser  nothwendigen  Bedingung  noch  eine  andre 
Form.  Da  nämlich  die  adjungirte  Gruppe:  E^f ...  Er f  immer  intran- 
sitiv ist  (s.  S.  673),  so  gelingt  es  ihm  auf  Grund  seines  Satzes  17 
S.  802  leicht  nachzuweisen,  dass  die  endlichen  Gleichungen  der  adjun- 
girten Gruppe  nur  dann  die  erforderliche  Form  erhalten  können,  wenn 
ihre  Gliederzahl  genau  so  gross  ist,  wie  die  Zahl  der  in  ihr  enthal- 
tenen unabhängigen  infinitesimalen  Transformationen,  die  den  Bedin- 
gungen des  Satzes  15,  S.  801  genügen.  Die  adjungirte  Gruppe  lässt 
sich  demnach  in  diesem  Falle  sogar  auf  eine  solche  Form  bringen, 
dass  die  Qkj  rationale  Functionen  ihrer  Argumente  werden. 

Ist  nun  aber  diese  nothwendige  Bedingung  auch  hinreichend, 
giebt  es  wirklich  immer,  wenn  die  adjungirte  Gruppe:  E^f .  .  .  Erf  die 
angegebene  BeschafiPenheit  besitzt,  r-gliedrige  algebraische  Gruppen 
von  der  Zusammensetzung  CjAs?  Maurer  bejaht  diese  Frage,  aber 
sein  Beweis  dafür  ist  nicht  stichhaltig. 

Er  benutzt  nämlich*),  so  können  wir  es  ausdrücken,  bei  seinem 
Beweise  den  Satz,  dass  jede  r-gliedrige  Gruppe,  die  gerade  m  unab- 
hängige ausgezeichnete  infinitesimale  Transformationen  enthält,  eine 
solche  Form:  X^f ...  Xrf  erhalten  könne,  dass  X^f ...  X^f  ausgezeich- 
nete infinitesimale  Transformationen  seien,  während  Xm-^if . . .  Xrf 
eine  (r -^  m)- gliedrige  Untergruppe  erzeugen.  Dieser  Satz  ist  aber 
unrichtig,  wie  schon  die  dreigliedrige  Gruppe  auf  S.  295  von  Abschn.  I 
zeigt. 

In  der  That  enthalten  auch  die  üeberlegungen,  die  Maurer  zu 
diesem  Satze  führen,  einen  Fehler.  Auf  S.  433  seiner  Arbeit  sagt 
er   nämlich    ohne   Weiteres,    dass    jP;i^   immer   dann  =  £^^  sei,    wenn 


*)  Auf  diesen  Umstand  hat  Schur  seinerzeit  brieflich  aufmerksam  gemacht. 
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eine  der  beiden  Zahlen  A  und  ^^m  —  m^  sei,  während  er  nur  be- 
wiesen hat,  dass  es  für  ^^m  —  m^  immer  =  si/^c  ist.  Die^  eben 
erwähnte  dreigliedrige  Gruppe  zeigt  auch  wirklich  sofort,  dass  P/'  für 
X<m  —  m^  nicht  =  £;i^t  zu  sein  braucht.  Die  Schlüsse,  die  Maurer 
auf  S.  438  seiner  Arbeit  zieht,  werden  infolgedessen  hinfällig. 

Die  im  Crelleschen  Journal  erschienene  Arbeit  Maurers  können 
wir  hier  nicht  besprechen,  da  uns  das  zu  weit  führen  würde.  Man 
wird  aber  auch  schon  daraus,  dass  wir  auf  die  beiden  andern  Arbeiten 
so  ausführlich  eingegangen  sind,  erkennen,  dass  wir  seine  Arbeiten 
schätzen. 

§  146. 
Verschiedene. 

Hier  sind  zunächst  einige  Dissertationen  zu  besprechen,  die  in 
Leipzig  entstanden  sind  und  Schüler  Lies  zu  Verfassern  haben.  Sie 
behandeln  Aufgaben,  die  Lie  gestellt  hatte  und  durch  deren  Lösung 
verschiedene  wichtige  Fragen  beantwortet  werden  sollten. 

Um  festzustellen,  was  für  r-gliedrige  einfache  Gruppen  es  giebt, 
die  Untergruppen  mit  r  —  4  aber  keine  mit  mehr  Parametern  ent- 
halten, war  es  nöthig  (vgl.  S.  684  f.)  alle  endlichen  coutinuirlichen 
primitiven  Gruppen  des  JR^  zu  bestimmen.  Diese  Aufgabe  wurde  Page 
gestellt;  ihre  Lösung  war  vorbereitet  erstens  durch  die  von  Lie  aus- 
ö-eführte  Bestimmung  zweier  Klassen  von  primitiven  Gruppen  des  R» 
(s.  Abschn.  I,  Kap.  29  u.  III,  Kap.  17)  und  zweitens  durch  die  Be- 
stimmung aller  projectiven  Gruppen  des  jRg.  Ist  nämlich  Gr  eine 
primitive  Gruppe  des  E4  und  hält  man  einen  Punkt  P  von  allgemeiner 
Lage  fest,  so  wird  der  ebene  JRg  der  00^  Linienelemente  durch  P  durch 
eine  projective  Gruppe  transformirt;  diese  projective  Gruppe  darf  aber 
jedenfalls  kein  Linienelement  und,  wie  aus  der  Theorie  des  Pf  äff - 
sehen  Problems  folgt,  auch  kein  ebenes  Bündel  von  00^  Linienelemen- 
ten in  Ruhe  lassen,  es  kommen  also  von  vornherein  nur  die  projec- 
tiven Gruppen  des  R^  in  Betracht,  die  weder  einen  Punkt  noch  eine 
Ebene  des  R^  in  Ruhe  lassen  (s.  Kap.  13).  Demnach  konnten  für  alle 
noch  etwa  vorhandenen  primitiven  Gruppen  des  R^  sofort  die  Glieder 
erster  Ordnung  in  den  Reihenentwicklungen  der  infinitesimalen  Trans- 
formationen, die  einen  Punkt  von  allgemeiner  Lage  invariant  lassen, 
hingeschrieben  werden  und  es  handelte  sich  nur  noch  darum,  jedesmal 
die  Anfangsglieder  der  infinitesimalen  Transformationen  höherer  Ord- 
nung zu  bestimmen  und  die  Zusammensetzung  der  Gruppe  zu  ermitteln, 
denn  dann  musste  sich  entweder  herausstellen,  dass  man  es  nicht  mit 
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einer  primitiven  Gruppe  zu  thun  hatte,  oder  man  konnte  die  Gruppe, 
wenn  sie  wirklich  primitiv  war,  auf  Grund  der  in  Kap.  28  von  Abschn.  I 
entwickelten  Sätze  auf  eine  Normalform  bringen. 

Die  hierzu  erforderlichen  Rechnungen  hat  Page*)  mit  Geschick 
durchgeführt  und  es  stellte  sich  heraus,  dass  es  im  R^  ausser  den  elf 
primitiven  Gruppen,  deren  Existenz  von  vornherein  feststand,  keine 
andern  endlichen  continuirlichen  primitiven  Gruppen  giebt.  Da  unter 
diesen  elf  Gruppen  nur  eine  einfache  enthalten  war,  die  als  Gruppe 
von  Punkttransformationen  in  keinem  Räume  von  weniger  als  vier 
Dimensionen  existirt,  so  konnte  jetzt  Lie  seinen  früheren  Sätzen  über 
einfache  Gruppen  (s.  S.  685  f.)  diesen  hinzufügen  (vgl.  Leipz.  Ber. 
1888,  S.  18): 

Satz  18.  Enthält  eine  r-gliedrige  einfache  Gruppe  Untergruppen 
mit  r  —  4:  Parametern^  aber  Iceine  mit  mehr  als  r  —  A,  so  ist  sie  mit 
der  allgemeinen  projectiven  Gruppe  des  E^  gleichsusammengesetzt. 

Auch  zu  den  Theoremen  auf  S.  691  liess  sich  ein  neues  hinzu- 
fügen, das  wir  wohl  nicht  erst  zu  formuliren  brauchen. 

Wie  so  oft,  wenn  es  sich  darum  handelt  nachzuweisen,  dass  es 
etwas  nicht  giebt,  so  war  es  auch  hier  für  Page  am  schwierigsten 
nachzuweisen,  dass  es  im  B^  keine  primitiven  Gruppen  giebt,  bei 
denen  mit  jedem  festgehaltenen  Punkte  von  allgemeiner  Lage  zugleich 
ein  ebenes  Büschel  von  oo^  Linienelementen  durch  den  Punkt  in  Ruhe 
bleibt.  Die  weitläufigen  Rechnungen,  die  zur  Erledigung  dieses  Falles 
nothwendig  waren,  hat  Page  nur  zum  Theile  veröffentlicht;  sie  sind 
auch  mittlerweile  durch  den  von  Engel  aufgestellten  Satz  (s.  S.  761  f.) 
entbehrlich  geworden,  denn  dieser  Satz  zeigt  unmittelbar,  dass  eine 
Gruppe  des  B^  von  der  hier  betrachteten  Beschaffenheit  niemals  pri- 
mitiv sein  kann.  Die  Zahl  der  zu  berücksichtigenden  Fälle  wird  da- 
durch wesentlich  verringert,  denn  unter  den  projectiven  Gruppen  des 
i?3,  die  nach  S.  807  in  Frage  kommen,  sind  auch  alle  die  auszu- 
schliessen,  die  eine  Gerade  invariant  lassen,  es  bleiben  also  nur  vier 
Fälle  übrig  (s.  S.  22Q,  Theor.  11  u.  S.  236,  Satz  2),  von  denen  zwei 
bereits  durch  Lie  erledigt  waren. 

In  den  Math.  Ann.  Bd.  25,  S.  135  hatte  Lie  die  Vermuthung  auf- 
gestellt, dass  es  stets,  wenn  eine  einfache  Gr  eine  ö^r-m,  aber  keine 
Untergruppe  mit  mehr  als  r  —  m  Parametern  enthalte,  im  BmQmQ  pro- 
jective  mit  Gr  gleichzusammengesetzte  Gruppe  gebe.  Im  Jahre  1886 
erklärte  er  aber  (Ges.  d.  Wiss.  zu  Kristiania),   dass  diese  Vermuthung 

*)  Leipziger  Dissertation,  Amer.  Journal  Bd.  10  (1888). 


Die  gruppentheoretischen  Arbeiten  Andrer.  809 

unzutreffend  sei,  da  sie  für  w  >  5  bei  der  projectiven  Gruppe  einer 
Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  Bn  unrichtig  zu  sein  scheine.  Um 
diese,  namentlich  für  die  Integralrechnung  wichtige  Frage  zu  ent- 
scheiden, stellte  er  Werner  die  Aufgabe,  die  grössten  Untergruppen 
der  genannten  Gruppe  zu  bestimmen*),  und  Werner  hat  diese  immer- 
hin nicht  ganz  einfache  Aufgabe  mit  Lies  Unterstützung  vollständig 
erledigt**).  Seine  bald  darauf  von  Killing  bestätigten  Ergebnisse 
kommen  auf  Folgendes  hinaus: 

Die  continuirliche  projective  Gruppe  Gn  einer  nicht  ausgearteten 
Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  im  jR„  enthält,  wenn  n  =  4:  oder 
>  5  ist,  keine  Untergruppen  mit  mehr  als  JSf  —  (n  —  1)  Parametern 
und  zwar  sind  im  Allgemeinen  alle  Untergruppen  von  Gjv  mit  gerade 
N  —  (n  —  1)  Parametern  innerhalb  Gn  mit  einander  gleichberechtigt 
und  dadurch  gekennzeichnet,  dass  bei  jeder  von  ihnen  ein  gewisser 
Punkt  der  Mannigfaltigkeit  in  Ruhe  bleibt.  Nur  in  den  Fällen  n  =  4 
und  n==l  giebt  es  noch  einen  zweiten  Typus  von  (N — ^+l)-glied- 
rigen  Untergruppen  der  G^]  dieser  zweite  Typus  ist  dadurch  charak- 
terisirt,  dass  bei  jeder  ihm  an  gehörigen  Untergruppe  eine  grösste  ebene 
Mannigfaltigkeit  auf  der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades  in  Ruhe 
bleibt.  Ist  dagegen  w=3  oder  =5,  so  enthält  6riv  auch  noch  Unter- 
gruppen mit  N —  (n  —  2)  Parametern,  diese  sind  alle  innerhalb  G^ 
mit  einander  gleichberechtigt  und  bei  jeder  von  ihnen  behält  eine 
grösste  ebene  Mannigfaltigkeit  auf  der  Mannigfaltigkeit  zweiten  Grades 
ihre  Lage. 

Die  entsprechenden  Sätze  über  die  grössten  Untergruppen  der 
conformen  Gruppe  des  Bn—i  (vgl.  S.  357)  übergehen  wir. 

In  der  Ebene  giebt  es  nur  drei  Typen  von  irreducibeln  Berüh- 
rungstransformationsgruppen,  im  B.^  ist  aber  die  Zahl  dieser  Gruppen 
beträchtlich  grösser.  Eine  sehr  wichtige  Klasse  von  solchen  Gruppen 
hatte  Lie  schon  bestimmt  (s.  Abschn.  II,  Kap.  25).  Um  die  Erledi- 
gung des  Problems  zu  fördern,  stellte  er  Scheffers  die  Aufgabe,  im 
i?3  alle  irreducibeln  Gruppen  von  Berührungstransformationen  zu  be- 
stimmen, bei  denen  eine  Seh  aar  von  oo^  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung: 

invariant  bleibt.     Scheffers   hat  diese  Aufgabe  nach   einer    von  Lie 


*)  Für  n  <  5  waren  übrigens   diese  grössten   Untergruppen    schon  längst 
von  Lie  bestimmt  worden. 

**)  Leipziger  Dissertation  1889,  s.  Math.  Ann.  Bd.  35,  S.  113—160. 
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angegebenen  Methode  gelöst*),  der  ganze  Gegenstand  liegt  aber  dem 
wesentlichen  Inhalte  dieses  Werkes  so  fern,  dass  wir  auf  die  werth- 
volle  Arbeit  von  Scheffers  hier  nicht  näher  eingehen  können. 

Von  Leipziger  Dissertationen  erwähnen  wir  ferner  die  schöne 
Arbeit  von  Zorawski  über  Biegungsinvarianten  (1891,  s.  Acta.  math. 
Bd.  16),  die  allerdings  ganz  in  das  Gebiet  der  Differentialinvarianten 
gehört  und  daher  nur  kurz  berührt  werden  kann.  Lie  hatte  gezeigt, 
dass  die  Gauss-Mindingsche  Theorie  der  Abwicklung  von  Flächen 
als  die  Invariantentheorie  einer  unendlichen  Gruppe  aufgefasst  werden 
kann,  und  veranlasste  nun  Zorawski,  die  Zahl  der  von  einander 
unabhängigen  Differentialinvarianten  der  verschiedenen  Ordnungen  zu 
bestimmen.  Die  hierzu  erforderlichen  recht  grossen  Rechnungen  hat 
Zorawski  mit  grossem  Geschick  durchgeführt.  In  dem  Werke  über 
Diüerentialinvarianten  weiden  wir  bei  der  Besprechung  der  bekannten 
Untersuchungen  Lames  und  namentlich  Beltramis  auch  auf  die  Arbeit 
von  Zorawski  zurückkommen. 

Endlich  nennen  wir  noch  die  Leipziger  Dissertationen  von  Um- 
lauf und  Knothe.  Die  erste,  die  von  Engel  veranlasst  worden  ist, 
haben  wir  schon  bei  Besprechung  der  Ki  Hing  sehen  Arbeiten  ange- 
führt.    Die  zweite  ist  schon  auf  S.  258  Anm.  besprochen. 

Die  schöne  These  von  de  Tannenberg:  „Sur  les  equations  aux 
derivees  partielles  du  premier  ordre  ä  deux  variables  independentes, 
qui  admettent  un  groupe  continu  de  transformations"  erwähnten  wir 
schon  auf  S.  128;  sie  erledigt  ebenfalls  ein  Problem,  das  Lie  dem 
Verfasser  gestellt  hatte. 

Ferner  hat  Tresse  sehr  geschickt  die  ihm  von  Lie  gestellte  Auf- 
gabe gelöst,  alle  Differentialinvarianten  der  conformen  Gruppe  des  B^ 
zu  berechnen**).  Dagegen  können  die  übrigen  Untersuchungen  von 
Tresse  hier  nicht  besprochen  werden,  weil  sie  sich  auf  die  unend- 
lichen Gruppen  beziehen;  sie  sind  überdies  bis  jetzt  nur  in  einem  sehr 
knappen  Auszuge  veröffentlicht. 

Von  Cartans  werthvollen  Beiträgen  zu  den  Killingschen  Arbei- 
ten über  Zusammensetzung  sprachen  wir  schon;  hoffentlich  veröffent- 
licht Cartan  bald  eine  vollständige  Darstellung  seiner  Untersuchungen. 

In  dem  zweiten  Bande  seiner  Vorlesungen  über  Geometrie  benutzt 
auch    Lindemann    gruppentheoretische    Betrachtungen,    seine    Ueber- 


*)  Leipz.  Disa.  1890,  s.  Acta  math.  Bd.  14,  S.  111  —  178. 
**)  C.  R.  1892,  Bd.  114,  S.  948. 


Die  gruppentlieoretiscben  Arbeiten  Andrer.  811 

legungen  sind  aber  durchaus  nicht  einwandfrei.  Nachdem  er  nämlich 
den  Raum  als  Zahlenmannigfaltigkeit  eingeführt  hat,  definirt  er  die 
Bewegungen  als  eine  gewisse  Gruppe  von  projectiven  Transformationen. 
Diese  Gruppe  bestimmt  er  näher  durch  die  Forderung,  dass  die  Unter- 
gruppe^ die  eine  Gerade  in  Ruhe  lässt,  jedesmal  die  Punkte  der  Geraden 
eingliedrig  transformire.  Hieraus  folgt,  dass  auf  jeder  festgehaltenen 
Geraden  entweder  zwei  getrennte  oder  zwei  zusammenfallende  Punkte 
in  Ruhe  bleiben.  Lindemann  bezeichnet  diese  Punkte  als  die  un- 
endlich fernen  Punkte  der  betreffenden  Geraden,  er  setzt  aber  still- 
schweigend voraus,  dass  ein  Punkt,  der  in  diesem  Sinne  auf  einer 
Geraden  unendlich  ferner  Punkt  ist,  auch  auf  jeder  andern  durch  ihn 
gehenden  Geraden  unendlich  fern  sei. 

Die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen  die  Differentialgleichungen 
für  die  geodätischen  Linien  zweier  Flächen  in  einander  überführbar 
sind,  hatte  Tissot  mit  wesentlichen  Realitätsbeschränkungen,  Lie  aber. 
ganz  allgemein  erledigt  (Math.  Ann.  Bd.  20).  Lie  hatte  auch  bereits 
wiederholt  auf  den  Zusammenhang  dieses  Problems  mit  der  Mechanik 
hingewiesen.  In  neuerer  Zeit  haben  Painleve,  Staude  und  Stäckel 
Untersuchungen  veröffentlicht,  die  sich  hieran  anschliessen  und  die  direct 
darauf  ausgehen,  die  Gruppentheorie  auf  die  Mechanik  anzuwenden. 
Es  ist  das  sicher  ein  sehr  aussichtsreiches  Forschungsgebiet,  das  wir 
aber  natürlich  hier  nicht  betreten  können. 

Endlich  sind  seit  1885  in  zahlreichen  englischen  Arbeiten 
specielle  Beispiele  zu  Lies  allgemeiner  Theorie  der  Diflferentialinva- 
rianten  aufgestellt  worden,  etwas  wirklich  Neues  ist  jedoch  in  diesen 
Arbeiten,  soweit  wir  sie  kennen,  nicht  enthalten. 

§  147. 

Eine  ganz  besonders  hervorragende  Stellung  nimmt  die  Anwen- 
dung der  Gruppentheorie  ein,  die  Picard  auf  die  Integrationstheorie 
der  linearen  Differentialgleichungen  gemacht  hat  und  die  nachher  von 
Vessiot  weiter  geführt  worden  ist.  Hier  können  wir  aber  natürlich 
auf  diese  Theorie  nic'ht  eingehen,  sondern  wir  müssen  uns  das  für 
das  Werk  über  Dififerentialinvarianten  und  Integrationstheorie  vorbe- 
halten. Wie  ausserordentlich  wichtig  jedoch  diese  Untersuchungen  sind, 
geht  schon  daraus  hervor,  dass  durch  sie  die  Integrationstheorie  der 
linearen  Differentialgleichungen  in  jeder  Beziehung  analog  wird  der 
Galois sehen  Theorie  der  algebraischen  Gleichungen. 
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Auch  auf  gewisse  Untersuchungen  von  Picard,  die  mit  der  Theorie 
der  unendlichen  Gruppen  zusammenhängen,  können  wir  hier  nicht 
eingehen.  Wir  bemerken  hier  nur  so  viel:  Picard*)  verallgemeinert 
die  partiellen  Differentialgleichungen,  die  in  der  Theorie  einer  Function 
u  +  iv  der  complexen  Veränderlichen:  x  +  iy  auftreten.  Er  zeigt, 
wie  man  das  allgemeinste  System  von  partiellen  Differentialgleichungen 
aufstellen  kann,  das  dieselben  charakteristisclien  Eigenschaften  besitzt, 
und  gelangt  so  im  Grunde  zur  Bestimmung  einer  ausgedehnten  Klasse 
von  unendlichen  Gruppen.  Besonders  überraschend  ist,  dass  hierdurch 
ähnlich  wie  bei  Engel  (s.  S.  754)  die  Bestimmung  dieser  unendlichen 
Gruppen  auf  die  Bestimmung  gewisser  endlicher  continuirlicher  Gruppen 
zurückgeführt  wird. 

Picard  ist  auch  der  erste,  der  allgemeinere  Untersuchungen  über 
algebraische  Gruppen  angestellt  hat.  In  einer  Preisschrift**)  bestimmt 
er  zweigliedrige  Gruppen  von  birationalen  Transformationen  in  drei 
Veränderlichen,  bei  denen  eine  algebraische  Fläche  in  sich  übergeht. 
Die  Punkte  der  betreffenden  Fläche  werden  dann  durch  eine  alge- 
braische Gruppe  transformirt,  deren  infinitesimale  Transformationen 
natürlich  ebenfalls  algebraisch  sind. 

Ohne  auf  Picards  schöne  Untersuchungen  einzugehen,  die  selbst- 
verständlich auch  verallgemeinert  werden  können,  wollen  wir  hier  noch 
flüchtig  ein  allgemeines  Problem  besprechen,  dessen  eingehende  Be- 
handlung wir  als  äusserst  wünschenswerth  bezeichnen  müssen.  Es  ist 
das  folgende: 

Vorgelegt  sind  die  infinitesimalen  Transformationen:  XJ' .  . .  Xrf 
einer  ganz  beliebigen  Gruppe  in  n  Veränderlichen,  man  sucht  alle  mit 
dieser  Gruppe  ähnlichen  Gruppen,  deren  infinitesimale  Transfor- 
mationen: 


df 


algebraisch  sind. 

Wir  begnügen  uns  mit  der  Betrachtung  zweier  Beispiele***). 


*)  C.  R,  Bd.  112,  S.  1399  ff.  (1891)  u.  Bd.  114,  S.  805  ff.  Eine  besondere 
Klasse  der  hier  auftretenden  unendlichen  Gruppen  betrachtet  S che f fers  in  den 
auf  S.  783  erwähnten  Untersuchungen. 

**)  Sur  la  theorie  des  fonctions  algebriques   de  deux  variables,  Journal  de 
math.  1889. 

***)  Die  folgenden  Betrachtungen  rühren  von  Lie  her,  Lie  hat  aber  bisher 
nur  sehr  wenig  darüber  veröffentlicht. 
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Erstes  Beispiel.     Die   Gruppe:    XJ...Xrf  sei  die  Gruppe  aller 
Transformationen  des  Bn,   also: 

Z./=g     ,.  =  x...„,. 
Vermöge  einer  Transformation:  Xi  =  coi^s^  . . .  ^n)  soll  nun  werden: 

(77)  J-S-(-.-^»)f  =  g     <'■='•••'•', 

WO    die    ^iv   algebraische  Functionen   ihrer  Argumente   sind.     Hieraus 
ersieht  sich: 


n 


dx^ 


dz,-'^^     (^-  =  1..-), 
also,  da  die  Determinante   der  J/,.  natürlich  nicht  verschwinden  darf: 

wo   die  tttv  ebenfalls   algebraisch  sind  und  den  bekannten  Tntegrabili- 
tätsbedingungen  genügen  müssen.     Demnach  wird: 


(79)  Xt  =  I     y'^  Citvi^i  •  .  .  0n)d0v       (t=l...n). 

Man  erhält  also  die  allgemeinste  Lösung  der  Aufgabe,  wenn  man 
n  beliebige  Integrale*)  über  algebraische  totale  Differentialausdrücke 
auswählt  und  diese  der  Reihe  nach  gleich  x^  .  . .  Xn  setzt,  nur  müssen 
natürlich  die  betreffenden  Integrale  in  solcher  Weise  von  einander 
unabhängig  sein,  dass  sich  die  Gleichungen  (79)  nach  ^^ . . .  z»  auf- 
lösen lassen. 

Zweites  Beispiel     Es  sei: 

(80)  X,f=xll^+x';i^  +  xl^     ik  =  o,i,2), 
es  soll  werden: 

2  2 

2  ^'i^  =  2  ^^-(^0.  ^1  ^  ^2)  If       (*  =  0,  1,  2)  , 

wo  die  ^ki  algebraische  Functionen  sind,  deren  Determinante  natürlich 
nicht  verschwinden  darf.  Hieraus  ergiebt  sich,  dass  Xqj  x^,  x^  einer 
totalen  Ricca tischen  Differentialgleichung: 

0,1,2 

(81)  dx  ==^  f^ikißoj  ^17  ^^x^dzu 

ik 


*)  Derartige  Integrale  sind  zuerst  von  Picard  betrachtet  worden. 
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genügen,  wo  die  «a-  algebraische  Functionen  sind,  deren  Üeterminante 
nicht  verschwindet. 

Hat  man  nun  umgekehrt  eine  beliebige  unheschränM  intcgrahle 
totale  Ricca tische  Gleichung  (81)  von  der  eben  besprochenen  Be- 
schaffenheit, und  sind: 

(82)  rr,- =  O;(^0;  ^o  ^2)     (^•  =  0,1,2) 

irgend  drei  verschiedene  particuläre  Lösungen  dieser  Gleichung,  so 
kann  zwischen  Xq,  x^,  x^  keine  von  den  z  freie  Relation  bestehen. 
Eine  solche  Relation  könnten  wir  uns  nämlich  etwa  nach  x^  aufgelöst 
und  also  auf  die  Form: 

Xq  =  F{x^,x.;) 

gebracht  denken;  sie  würde  nun  bei  der  Substitution  (82)  identisch 
erfüllt  werden,  dasselbe  müsste  also  auch  von  den  Gleichungen: 

özj^        dx^    dzj^    '    CX.J.  dz^ 

gelten.  Diese  Gleichungen  aber  würden  durch  Benutzung  von  (81) 
die  Form: 

erhalten,  woraus  wegen  der  Beschaffenheit  der  a^k  die  Gleichungen: 

.dF,      .  dF 

folgen  würden,  Gleichungen,  die  wegen  der  Verschiedenheit  von  x^^  x^y  x.^ 
überhaupt  nicht  bestehen  können. 

Demnach  stellen  die  Gleichungen  (82)  unter  der  vorhin  gemachten 
Voraussetzung  immer  eine  Transformation  dar,  bei  der  die  Gruppe  (80) 
wieder  in  eine  Gruppe  mit  algebraischen  infinitesimalen  Transformationen 
übergeht.  Die  allgemeinste  Lösung  unsrer  Aufgabe  erhält  man  daher, 
wenn  man  die  allgemeinste  unbeschränkt  integrable  Gleichung  (81) 
von  der  oben  angegebenen  Beschaffenheit  aufstellt. 

Es  ist  klar,  dass  man  solche  Betrachtungen  auch  für  beliebig 
viele  andre  Gruppen  durchführen  kann. 

Bisher  verlangten  wir  nur,  dass  die  infinitesimalen  Transforma- 
tionen der  Gruppe  Z^f , , .  Zrf  algebraisch  seien.  Ebenso  interessant 
aber  freilich  auch  schwieriger  ist  die  Frage,  unter  welchen  Bedingungen 
auch  die   endlichen  Transformationen  dieser  Gruppe   algebraisch  sind. 

Bei  unserm  ersten  Beispiele  liefert  das  Abel  sehe  Theorem  un- 
mittelbar  derartige   Gruppen.     Sind   nämlich:   (pi{x)  ,  . .  (pp{x)  2:)  unab- 
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hängige   Abel  sehe  Integrale    von    der    ersten   Gattung    und   vom   Ge- 
schlechte p,  so  bestimmen  die  Gleichungen: 


(83)  ^v  (p,  (x;)  =^^  { (p,,  (xr )  +  (p,,  (a, ) 


P) 


augenscheinlich  eine  ^-gliedrige  Gruppe,  die  mit  der  Gruppe  der 
Translationen  des  B^  ähnlich  ist.  Nach  dem  Ab  eischen  Theoreme 
werden  hier  die  x'  algebraische  Functionen  sowohl  von  den  x  als  von 
den  Parametern  a.  Die  üeberführung  dieser  Gruppe  in  die  Gruppe  der 
Translationen  kommt  auf  ein  Jacobisches  ümkehrproblem  hinaus*). 

Während  diese  Gruppen  sich  unmittelbar  aus  dem  Ab  eischen 
Theorem  ergeben,  hat  Picard  eine  andre  ganz  neue  Klasse  von  der- 
artigen Gruppen  entdeckt.  In  seiner  oben  angeführten  Preisschrift 
beweist  er,  dass  unter  Umständen  auch   Gleichungen  von  der  Form: 

J  {P,(x,  y)dx  +  Q,{x,  y)chj]  =  ßp.dx  +  Q,(h,) 


(84) 


)*0 

xy 


j  {P,{x,  y)dx  +  Q,{x,  y)äy]  ^  j\p,dx  +  Q.rhj), 

«0*0  ab 

eine  algebraische  Gruppe  bestimmen  können.  Die  P  und  Q  sind  hier 
algebraische  Functionen,  die  den  Integrabilitätsbedingungen  genügen, 
ÜQ  und  h^  sind  bestimmte  Zahlen  und  a  und  h  sind  Parameter.  Eine 
solche  Gruppe  ist  natürlich  mit  der  Gruppe  der  Translationen  in  der 
Ebene  ähnlich,  ihre  üeberführung  in  die  Gruppe  der  Translationen 
kommt  auf  ein  verallgemeinertes  ümkehrproblem  hinaus. 

*)  S.  die  Note  von  Lie,  C.  R.  Bd.  114,  S.  334  (15.  Febr.  1892).  Hier  möge 
auch  noch  eine  Dissertation  von  Bohl  mann  erwähnt  werden:  lieber  eine  gewisse 
Klasse  continuirlicher  Gruppen  und  ihren  Zusammenhang  mit  den  Additionstheo- 
remen (Halle  1892).  Bohlmann  ist  selbststilndig  auf  die  hier  betrachteten 
Gruppen  gekommen,  die  allerdings  schon  vorher  von  Lie  angegeben  waren. 
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BT.  in  z,  X,  p  II,  323,  v.  Gr.,  d.  d. 
Ausdr.  dz  —  Ep  dx  inv.  lass.  II,  325. 
Aehnl.  v.  reellen  Gr.  d.  reelle  Trf.  III, 
364  f. 

Aehnlichkeitstrf.,  d.  Gr.  d.  Bew.  u.  A. 
im  B^'.  III,  Kap.  11,  Tabelle  ihr.  ügr. 

III,  2 14  ff.  d.  Gr.  i,  B^  ist  gleichzusg. 
m.  d.proj.  Gr.  e.Ger.  \.B^  111,247—249. 
d.  Ugr.  d.  Gr.  III,  251—258.  d.  Gr.  i. 
B^  III,  292,  334.  ihr.  inv.  Ug.  III,  357. 

Aequivalente  Glsyst.  II,  36. 
Algebraische  Gr.     Gr.  m.  algebr.  inf. 

Trf.  III,  812,  m.  alg.  endl.  Trf.  III,  814, 

805.  Notw.  Bed.  f.  d.  Zusammens.  e.  Gr. 

m.  alg.  endl.  Trf.  III,  806.     Algeb.  lin. 

hom.  Gr.  III,  801  f. 
Allgemeine  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  1,77, 

sie  bewahrt  ihre  Form  b.  d.  endl.  Trf. 

d.  Gr.  I,  81.   allgemeine  Lage  s.  Punkt. 
Associatives  Gesetz,  d.  Trf.  d.  B^  ge- 
nügen d.  ass.  G.  I,  402;  d.  ass.  Ges.  b. 
höh.  compl.  Zahlen  III,  749  ff'. 

Asy statischen.  systatischeGr.1,501, 
ihre  Merkmale  I,  502,  510,  519  f.,  ob 

e.  Gr.  syst,  ist  od.  nicht,  erk.  man  a. 
d.  DefingL  1,  508  od.  a.  d.  Reihenentw, 
d.  inf.  Trf.  i.  e.  Punkte  v.  allg.  Lage 
I,  509.  Aufstellung  d.  endl.  Trf.,  d. 
m.  d.  Trf.  e.  syst.  Gr.  vert.  sind  I.  510ff. 
sind  zw.  asyst.  Gr.  ähnl.,  so  kann  man 
sie  ohne  Int.  in  ein.  überf.  I,  516.  d. 
grösste  Gr.,  i.  d.  e.  asyst.  Gr.  inv.  ist, 
ist  endl.  I,  517.  Best.  d.  kanon.  Form 
d.  endl.  Gl.  e.  asyst.  Gr.  ohne  Integr., 
wenn  d.  inf.  Trf.  d.  Gr.  geg.  sind:  I. 
517  f.,  Best.  d.  Bahne,  ihr.  inf.  Trf.  III, 
627.  Best,  aller  trans.  asyst.  Gr.  v. 
geg.  Zuss.  I,  520. 
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Ausgezeichnete  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr. 

I,  276;  s.  best.  d.  Gliederzahl  d.  adj. 
Gr.  276  f.  Jede  Gr.  m.  ausg.  iiif.  Trf. 
ist  systatisch  I,  510. 

Ausgezeichnete  Functionen  e.r-gl. 
Fctgr.  II,  187,  s.  sind  d.  gemeins.  Fct. 
d.  Fctgr.  u.  ihrer  Polargr.  II,  189.  ihre 
Bedeutung  II,  260 f.  Best,  ihrer  Zahl  II, 
189—191.  Ausgez.  Fct.  e.  hom.  Fctgr. 

II,  218.  Zahl  d.  ausgez.  Fct.  u.  d.  ausg. 
Fct.  nuUter  0.  II,  218  f.  Bestimmung 
d.  Zahlen,  wenn  man  noch  nicht  r  un- 
abh.  Fct.  d.  Gr.  kennt  II,  219  f.  (s. 
Fctgr.). 

Axiome,  d.  Helmholtzschen  III,  438  f. 
Folgerungen  daraus  440  —  451 ,  ihre 
gruppentheor.  Formul.  451 — 453.  Kri- 
tik d.  H.schen  Schlüsse  u.  Rechn.  453 
— 460.  Aufst.  V.  Ax. ,  bei  denen  die 
H.schen  Rechn.  genügen  460  —  464. 
Welche  Gr.  erfüllen  d.  urspr.  H.schen 
Ax.  465—471  (s.Monodromieax.).  Zwei- 
fel a.  d.  Deutung  d.  H.schen  Ax.  469  f. 
Neue  Ax.  d.  zur  Charakt.  d.  Eukl.  u. 
Nickteukl.  Bew.  genügen  1)  s.  freie 
Bewegl.  i.  Inf.  2)  im  B^  506  f.,  im  Ii\ 
515,  im  B^  (n  >  2)  521  f.  ' 

Bahncurven  e.  inf.  Trf.  u.  e.  eingl.  Gr. 

I,  59  f.  Jede  Bahne,  e.  eingl.  Gr.  bleibt 
b.  d.  Gr.  inv.  106.  Kennt  man  d.  endl. 
Gl.  e.  r-gl.  Gr.,  so  findet  man  d.  Bahne, 
ihr.  eingl.  Ugr.  d.  Quadr.  III,  625. 

Bereiche  i.  denen  d.  Fct.  x/  =  f.  {x,a) 
u.  c^  =  cpj.  {a,  h)  (s.  I,  17)  definirt  sind. 
Die  Bereiche  {x)  u.  (a):  I,  14;  x  = 
f{{x)  («)):  I,  15;  {{X))  u.  ((«))  I,  16  f.  Auf- 
hebung  gewisser  Beschränk,    d.  Ber. 

III,  552  Anm. 
Berührungstransformationen    1)  i. 

d.  Ebenell,  Kap.  1 ,  sie  sind  spec.Linien- 
eltrf.II,5f.,  andr.Defin.  17, ihre  Best.  6- 
10.  Jede  Schaar  v.  bo  ^  Curv.  best.  e.  BT. 
19.  Ausführ.  e.  BT.  a.  Curv.  u.  Punkte 
22—25,  alle  BT.  d.  jedes  Linienel.  i.  e. 
parall.  überf.  30,  d.  BT.  d.  Ebene  als 
FT.  d.  B^ :  II,  394.  2)  im  B^  H,-  Kap.  3. 
Defin.  II,  48,  62.     Best.  49—54.    Ausf. 

e.  BT.  62-70.  BT.,  d.  Haupttgc.  i. 
Haupttgc.  od.  i.  Krümmungslin.  überf. 
76  f.,  d.  d.  Geraden  i.  d.  Kugeln  überf. 
III,  138.     3)  im  B^^^.    BT.  i.  z,  x,  p: 

II,  114,  158,  d.  BT.  d.  B^_^j^  bilden  e. 
unendl.  Gr.  117  f.  D.  BT.  d.  B^_^^  als 
PT.  d.  i?2„_^^  11,466.  charakt.  Eigensch. 
d.  BT.  122,  145.  BT.  i.  d.  x,  p  125- 
132.  BT.,d.d.  Ausdruck  dz  — i:pdx 
u.  d.  Klammerausdr.  (uv)  invar.  lassen 
131  f.,  homog   BT.  135—139,  216,  283. 

Lie,  Theorie  der  Transformatiönsgruppen.    III, 


Ableitung  der  BT.  d.  B,^  a.  d.  homog. 
BT.  i.  2W-I-2  Veränd.  139  —  143.  D. 
BT.  d.  B^  i.  Connexcoord.  III,  530—532. 
Best,  aller  BT.  ohne  Integr.:  a)  d.  ho- 
mog. BT.  II,  147-153.  b)  d.  BT.  i. 
z,  X,  p  II,  153  -  156.  Ausführ.  e.  BT. 
auf  d.  Punktmann.  d.  B^_^^  159  ff.,  168. 
d.  n-fach  ausged.  Punktmann.,  d.  Di- 
mension erhalten  bleibt  161  ff.  Wann 
best.  e.  Schaar  V.  oo"+^  Punktmann.  d. 
JK„_^^  e.  BT.  166  ff.  (vgl.  endl.  cont.  Gr., 
Functgr.,  Zusamms.). 

Beweglichkeit,  s.  frei. 

Bogenelement,  d.  Bogenel.  b.  d.  pro- 
ject.  Gr.  e.^Mann.  2.  Gr.  i.  B^  II ,  354, 
d.  Bogenel.  e.  damit  ähnl.  TJG.  d.  cou- 
form.  Gr.  355.  Riemanns  Betracht. 
z.  Abi.  e.  beständig  pos.  quadr.  Bogenel. 
486—489.  Directe  Abi.  d.  Bogel.  a.  d. 
freien  Bewegl.  i.  Inf.  495  ff.  (vgl.  Ab- 
standsfct.). 

Cayleysche  Linienfläche  3.  0.,  ihre 

proj.  Gr.  III,  193—196. 
Charakteristiken  e.  lin.  part.  Diffgl. 

1.  0.  I,  100;   Abbild,  d.  Ch.  e.  nicht 

lin.  part.  Diffgl.  1. 0.i.  B^  auf  d. Linienel. 

d.  Ebene  III,  126  f.    Abbild,  d.  Ch.  e. 

nichtlin.  part.  Diffgl.  1.  0.  i.  jR^  auf  d. 

^„_2-elem.  d.  B^_^  III,  340—343. 

Charakteristische  Function  e.  inf. 
BT.  in  z,  X,  p  II,  252  f.,  ihr  Nutzen  254. 
char.  Fct.  e.  inf.  BT.  i.  d.  x,  p  261,  e. 
inf.  hom.  BT.  263.  Verhalten  der  char. 
Fct.  e.  inf.  BT.  bei  endl.  BT. :  1)  hom. 
BT.  267,  2)  b.  BT.,  d.  d.  Ausdr.  dz  — 
Zpdx  inv.  lassen  271,  3)  b.  BT.  i.  z, 
X,  p  11,  276;  III,  759.  D.  char.  Fct. 
geht  b.  e.  BT.  i.  e.  ch.  Fct.  über  II,  528. 
D.  char.  Fct.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  v 
BT.  II,  Kap.  18.  Ch.  Fct,  d.  Gr.  v.  BT. 

d.  i^„^,,  d.  als  Gr.v.PT.  d.  B,^^, 
transitiv  sind  II,  540.  D.  char.  Fct. 
Z  =  z-1^2xy  -{-  ...II,  545  f.  Gr.  v. 
BT.,  d.  e.  ch.  Fct.  v.  d.  Form  Z  ent- 
halten 549,  554  (vgl.  inf.  BT.  u.  Rei- 
henentw.). 

Charakteristische  Gleichung  e 
r-gliedr.  Gr.  III,  772,  d.  ch.  GL,  d.  z. 

e.  inf.  Trf.  d.  Gr.  gehört  773,  *d.  Coeff. 
d.  ch.  Gl.  sind  Inv.  d.  adj.  Gr.  773. 
Form  e.  Gr. ,  deren  ch.  GL  m  verschw. 
Wurzeln  hat  775. 

Charakteristische  Mannigfaltig- 
keiten e.  vollst.  Systems  I,  101. 

Combination  zweier  inf.  Trf.  d.  Klam- 
merop.  1, 94,  zweier  charakt.  Fct.  II ,  463. 

Complexe  Zahlen,  höhere.  Begriff  III, 
747 f.,  wenn  Division  möglich  sein  soll 
52 
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748,  wenn  d.  assoc.  Gesetz  gilt  749,  dar. 
folg.  Zush.  m.  gew.  lin.  hom.  Gr.  750 
—762.  ümkebrbark.d.  Zush.  780— 782. 
Syst.  V.  compl.  Z.,  z.  denen  e.  einf. 
Gr.  gehört  784. 

Conforme  Gruppe  od.  Gr.  d.  recipr. 
Radien  i.  B^  II,  459  f.  s.  lin.  Complex ; 
i.  B^  gleichzusges.  m.  d.  allg.  proj.  Gr. 
d.  B^  III,  281.  conf.  Gr.  d.  B^  III,  334, 
347  —  351,  sie  ist  gleichzusges.  m.  d. 
proj.  Gr.  e.  Mann.  2.  Gr.  i.  B.^  357, 
sie  kann  durch  PT.  nicht  i.  e.  proj. 
Gr.  übergeführt  w.  352 ;  sie  ist  einfach 
für  w4=3  III,  357,  683.  Ihre  grösst. 
Ugr.,  vgl.  proj.  Gr. 

Connexcoordinaten,  d.  BT.  d.  B^  i. 
Cc.  III,  530—532. 

Continuirliche  Gr.,  allg.  Begr.  I,  3. 

Cremonasche  Trf.,  Gr.  v.  Cr.  T.  enth. 
d.  id.  Trf.  u.  paarw.  inv.  Trf.  I,  20  f. 

Curven  d.  Ebene,  d.  inf.  proj.  Trf.  ge- 
statten III,  86—89,  d.  B^ ,  d.  inf.  proj. 
Tif.  gest.  180—190  (s.  ration.  C). 

Definitionsgleichungen  (Diffgl.)  f. 
d.  endl.  Trf.  e.  cont.  Gr.  I,  5—6.  Gr., 
d.  sich  nicht  d.  Diffgl.  defin.  lassen  1,  6. 
Defingl.  f.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  185. 
Welche  Syst.  v.  lin.  hom.  Diffgl.  sind 
Defingl.  187,  Th.  28.  Die  Defgl.  be- 
stimmen d.  Anfangsglieder  i.  d.  Reihen- 
entw.  f.  d.  inf.  Trf.  e.  Gr.  i.  d.  Um- 
gebung e.  Punktes  190  ff.,  sie  lassen 
erkennen,  ob  e.  Gr.  transitiv  od.  intr., 
asyst.  od.  syst,  ist  217,  508.  D.  Defingl. 
d.  endl.  cont.  Gr.  a.  d.  Geraden  III, 
7—11. 

Derivirte  (abgeleitete)  Gr.  e.  r-gl.  Gr. 
III,  678,  d.  q-te  Derivirte  679.  Satz  ü. 
endl.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.,  d.  d.  ersten  Deriv. 
angehören  770.  Ist  d.  erste  Deriv.  e. 
Gr.  integrabel,  so  hat  sie  den  Rang 
Null  777  (s.  invariante  Ugr.). 

Differentiale:  hom.  Gl.  2.  Gr.  i.  dx, 
dy,  dz  u.  ihr  Zush.  m.  e.  nicht  intgr. 
Pfaffsch.  Gl.  i.  x,y,z  III,  126  f.  Gr., 
d.  e.  hom.  Gl.  2.  Grades  in  dx^  .  . .  dx^ 
invar.  lassen  {n  ^  2)  u.  d.  Rieht,  durch 
jeden  festgehalt.  Punkt  mögl.  allg.  trf. 
III,  Kap.  17.  Anfangsgi.  d.  Reihen- 
entw.  ihrer  inf.  Trf.  320  f.,  es  giebt  nur 
4  solch.  Gr.  334.  Die  betr.  endl.  cont. 
Gr.  d.  Ebene  335  f.  Gr.,  d.  e.  hom.  nicht 
lin.  Gl.  i.  dx^ .  --dx^  inv.  lassen,  sind  im 
Allgem.  endlich  337—346.  Gr.  d.  jB^ 
{n  >-  2),  d.  e.  Differentialausdruck  2. 
Gr.  invar.  lassen  u.  d.  Rieht,  d.  jed. 
festgeh.  P.  mögl.  allg.  trf.  353.  D. 
reellen  Gr.  v.  dieser  Beschaff.  385— 392. 


Differentialgleichungen,    grundle- 
gende s.  grundl.  —  lin.  part.  D.  1.  0.: 
eine  u.  ihr  Zush.  m.  e.  simult.  Syst. 
I,  82  f.     D.  Aufsuch.  d.  gemeins.  Lös, 
mehrerer  kommt  a.  d.  Intgr.  e.  vollst. 
Syst.  (s.)  zurück  83  f.    Belieb.  Syst.  v. 
lin.  part.  D.  1.  0.  u.  ihr  Zush.  m.  d. 
Syst.  V.  totalen  D.  (s.)  101—105.    Mit 
jed.  Syst.  v.  lin.  part.  D.  1.  0.  ist  e. 
andr.  S.  d.  Art  inv.  verknüpft  III,  761. 
q  unabh,  lin.  part.  D.  i.  n  Ver. ,  d.  w  —  g 
unabh.Lös.  gem.  haben,  bilden  ein  q-gl. 
vollst.  Syst.  1, 88.  Syst. v.  part. D. bei.  0., 
deren  allg.  Lös.  nur  e.  endl.  Zahlv.  willk. 
Const.  enthalt.  I,  Kap.  10.    Neue  Fas- 
sung d.  Probl.  e.  gew.  D.  1.  0.  i.  x^  y, 
e.  part.  D.  1.  0.  i.  B^  u.  e.  part.  D. 
1.  0.  i.  Ä„^i  zu  integr.  II,  31  f.,  71—74, 
86  f.,  110  f.    Lösungen  e.  solchen  Gl.  i. 
-R„_i_i  II)  101,  Zurückführung  auf  e.  v. 
z  freie  Gl.  111  f.     Integr.  e.  Gl.  v.  d. 
Form:  u{x,  p)  =  a:  II,  174  f.    Syst.  v. 
D.,  d.  e.  Gr.  v.  PT.  gestatten  I,  *549  f., 
e.  Gr.  V.  BT.  gest.  II,  388.    D.  Diffgl. 
niedrigster  0.,  d.  b.  d.  irred.  Gr.  v.  BT. 
d.  Ebene  inv.  bleiben  II,  439,  452.  Jede 
gew.  Diffgl.  2.  0.  i.  ic,  2/  kann  d.  BT.i. 
jede  andr.  übergef.  werden  II,  33  f.  (vgl. 
gestatten,  Defingl.). 
Differentialvarianten  I,  548.    Jede 
endl.  cont.  Gr.  v.  PT.  u.  v.  BT.  hat  D. 
I,  549,  II,  388. 
Discontinuirliche  Gr.  I,  3. 
Dualistisch.    duaL  Trf.  II,  268,   i.  d. 
Ebene  III,  80,  105,  i.  B^  III,  205,  250. 
d.  z.  e.  inf.  proj.  Trf.  dual.  II,  268.    d. 
dual.  e.  lin.  hom.  Gr.  I,  492  fi'.  e.  proj. 
Gr.  II,  307.    D.  dualistische  d.  ad- 
jung.  Gr.  I,  493,  II,  Kap.  19.   Ihre  di- 
recte  Def.  II,  328  f.  ihre  inf.  Trf.  u.  ihre 
Gliederz.  333.    d.  Glsyst.  d.  b.  dieser 
Gr.  inv.  bleiben  338  If.    jedes  homog. 
Glsyst.  dieser  Art,  das  keine  lin.  hom, 
Rel.  nach  sich  zieht,  bestimmt  r-gl. 
Gr.  V.  hom.  BT.  v.  d.  Zuss.  c^.^.^,  d.  m. 
ein.  ähnlich  sind  343.    Wann  liefern 
zwei  versch.  Glsyst.  d.  Art  zwei  ähnl. 
Gr.  V.  hom.  BT. '?  355—362.  Bedeutung 
bei.  Glsyst.,   d.  d.   dual.   d.  Adj.   ge- 
statten 366  f. 

Ebene.  1)  d.  allg.  lin.  hom.  Gr.  d.  E.  u. 
ihre  Ugr.  III,  18—28,  d.  reellen  Ugr. 
III,  370. 

2)  d.  endl  cont.  Gr.  v.  PT.  d.  E.  a)  d. 
prim.  III,  34 f.  b)  d.  imprim.lll,  36—57. 
Klassific.  d.  impr.  III,  61.  Best.  d. 
Schaaren  v,  cx)^  Curven  (gew.  Diffgl. 
1.  0.),  b.  e.  endl.  cont.  Gr.  d.  Eb.  inv. 
bleiben  III,  61—65,  intes.  f.   die  ge- 
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fundenen  JJTormalf.  65—71.  D.  inv. 
Diffgl.  3.  0.  b.  d.  Gr.  m.  r>5  Par. 
129—134.  Tabelle  aller  2-,  3-  n.  4-gl. 
Gr.  V.  PT.  d.  Eb.  57  f. ,  all.  endl.  cont. 
Gr.  V.  PT.  d.  Eb.  71—73,  aller  Gr.  v. 
PT.,  d.  e.  gew.  Diffgl.  2.  0.  inv.  lassen 
76  f. ,  d.  reellen  endl.  cont.  Gr.  v.  PT. 
III,  370—380. 

3)  d.  endl  cont.  Gr.  v.  BT.  d.  Eb. 
a)  irred.  s.  irr,  b)  red.  111,  74  ff.  D. 
reellen  III,  384  f. 

4)  d.  proj.  Gr.  d.  Ebene,  d.  Typen  v. 
eingl.  proj.  Gr.  III,  81 — 85,  d.  grössten 
proj.  Gr.  91  ff.  AUg.  Satz.  ü.  d.  proj. 
Gr.  94.  Best,  aller  proj.  Gr.  94-103. 
Aufsuchung  d.  versch.  Typen  103  —  105. 
Tabelle  d.  proj.  Gr.  d.  Eb.  106  f.,  d. 
grösste  proj.  Gr.,  i.  d.  e.  geg.  proj.  Gr. 
d.  Eb.  inv.  ist  108  f.  D.  mf.  proj.  Trf. 
d.  Eb.  hom.  geschr.  110.  d.  reellen  proj. 
Gr.  d.  Eb.  380—384. 

Eigentliche  BT.  II,  25,  163. 

Einfache  Gr.  Ihre  Defin.  I,  264,  b. 
reell.  Gr.  III,  363.  nicht  einf.  =  zu- 
sammengesetzt. Zu  e.  einf.  Gr.  giebt 
es  nur  e.  meroedr.  isom.  Gr.  I,  305. 
Einf.  r-gl.  Gr.,  deren  grösste  Ug.r  —  1, 
r  — 2,  r— 3  od.  r  — 4  Par.  haben  III, 
685,  808.    Wann  giebt  es  e.  einf.  Gr., 

d.  mit  e.  geg.  r-gl.  Gr.  mer.  isom.  ist 
III,  703.    Zu  jeder  r-gliedr.  Gr.  gehört 

e.  ganz  best.  Reihe  v.  Zuss.  einf.  Gr. 
703,  765.  D.  4  grossen  Klassen  v.  einf. 
Gr.  682  f.,  ausserdem  giebt  es  nur 
noch  5  Zuss.  v.  einf.  Gr.  776.  d.  14-gl. 
einf.  Gr.  i.  E^  763  f.  (vgl.  complexe  Z  ). 

Einfach  transitive  Gr.  1,212.  gleich- 
zusammenges.  einf,  tr.  Gr.  sind  ähn- 
lich I,  340.  Z.  jed.  einf.  tr.  Gr.  geh. 
e.  recipr.  (s.)  einf.  tr,  Gr.,  d.  aus  all. 
Trf,  best.,  d.  m.  d.  Trf.  d.  Gr.  vert. 
sind,  u.  d.  m.  ihr  gleichzusges.  ist  378, 
380.  Best,  aller  Zerleg,  d.  i2^,  d,  b.  e. 
einf.  tr.  Gr.  des  B^  inv.  bleiben  383 — 
387.  Ausdehnung  d.  Th.  auf  gew.  nicht 
einf.  tr.  Gr.  400.  Mannigf,,  d.  b.  e. 
TJgr.  e.  einf.  tr.  Gr.  inv.  bleiben  390. 
Aus  d.  endl.  Gl.  e.  einf.  tr,  Gr.  kann 
man  ohne  Int,  d.  der  recipr.  einf.  tr. 
Gr.  finden  394.  Best.  e.  einf.  trans. 
Gr.  V.  geg.  Zuss.  1)  wenn  d.  endl.  Gl. 
e.  Gr.  V.  dieser  Zuss.  geg.  sind  430  f., 
490,  2)  wenn  blos  d.  inf.  Trf.  e.  sol- 
chen Gr.  geg.  sind  431  f.  3)  wenn  blos 

d.  Zuss.  geg.  ist  a)  unter  gew.  Beschr. 
433,  b)  allg.  u.  zwar  durch  Int.  gew. 
Diffgl,  II,  2y6  f.,  III,  599—604,  d.  Aufl. 

e.  alg.  Gl.  u.  d.  Exponfct.  III,  642  ff., 
d.  gew,  Potr.  111,  795,  d.  Quot.  best, 
conv.  Potr.  III,  794.    Einen  Fall,  i.  d. 


man  d.  endl.  Gl.  e.  einf,  trans.  Gr.  dch. 

Quadr.  a.  d.  inf.  Trf.  finden  kann  s.  u. 

recipr.  einf.  tr.  Gr. 
Eingliedrige   Gruppen.     I,   Kap.  3. 

Jede  eingl.  Gr.  besteht  a.  vert.  Trf.  u. 

ist  m.  e.  Gr.  v.  Transl.  ähnlich  I,  49. 

Allg.  (kanon.)  Form  e.  eingl  Gr.  m.  d. 

id.  Trf.  u.  m.  paarw.  inv.  Trf.  51.    Zu 

jed.  eingl.  Gr.  gehört  e.  ganz  best.  inf. 

Trf.,  V.  d.  sie  u.  gew.  Bed.  erzeugt  ist 

55,  Th.  7.     Jede  eingl.  Gr.  stellt  eine 

stationäre  Bew.  e.  compress.  Flüssigk. 

dar  59.     Bild  e.  eingliedr.  ügr.  i.    d. 

jR,.  d.  Oü''  Trf.  e.  r-gi.  Gr.  279.    Eingl. 

Gr.  V.  BT.  II,   255.     D.   endl.  Trf,   e, 

eingl.  Ugr.  v.  allg,  Lage  i.  e.  r-gl.  Gr. 

sind  i.  d.  r-gl.  nicht  m.  e.  gleichber, 

III,  745,  774. 
Element  d.  B,^^^  II,   103  f.,  d.  El.    d. 

\^i  als  Punkt  e.  i^2«+i  ^^'  ^^^  *'•  ^• 
El.  e.  Punktmann.  d.  B^^,^  II,  104— 
106.  Jedes  El.  kann  d.  e.  BT.  i.  e.  El. 
m.  d.  Coord.  0,  0...0  übergeführt. wer- 
den i.  d.  Ebene  II,  402  f.,  im  B^__^^  II, 
462.  Jedes  El.  d.  B,^  definirt  e.  gew. 
inf.  proj.  Trf.  d,  Ä^  I,  577.  M^_^- de- 
ment d.  B^  III,  338.  M^-element  d. 
i^^  111, 480  (vgl.  Linienel.  u.  Flächenel.). 

Elementcoordinaten  i.  B^,^.,  nicht 
homogene  II,  104,  homogene  109  f. 
Connexcoord.  III,  530, 

Elementmannigfaltigkeit  (Verein) 
1)  i.  d.  Ebene  (Element-Mi)  II,  14,  22, 
aufgefasst  als  Curve  d.  B^  393  f.  2) 
Elmann.  i.  B^  II,  55,  66,  ihre  Bestim- 
mung 55—60,  3)  im  B^,^  Jede  Ele- 
ment-M^  des  B.^  wird  d.  e.  (n-fl)- 
glied.  Glsyst.  zw.  z,Xi...x^,  2h  ■  ■  -Pn 
dargest.,  d.  d.  Gl.  dz  —  Zpdx  =  0  ge- 
nügt (8,  Pf  äff  sehe  Gl.)  II,  106,  jede 
Eiem.-ili^  d.  B^_^j^  besteht  a.  d.  El.  e. 
Punktmann.  d.  B^,^  104—106.  Wann 
gestattet  e.  Element-M^  d.  B^,^  e. 
inf,  BT.?  II,  258. 

Elementstreifen  i.  B^  II,  59. 

Endliche  continuirliche  Gr.  Allg. 
Begr.  I,  3,  r-gliedrige  I,  15,  Einfüh- 
rung neuer  Par.  u.  neu.  Ver.  i.  e,  r-gl, 
Gr.  23-25.  Auffass.  d.  Gr.  als  Gr.  v. 
Oper.  25—27.  Zu  jeder  r-gl.  Gr.  ge- 
hören r  unabh,  inf.  Trf.  I,  67,  III,  552, 
Eigensch.  d.  Schaar  v.  oo'"— i  inf.  Trf., 
d.  durch  diese  inf.  Trf.  best,  ist  III, 
556  f.  Jede  r-gl.  Gr.  m.  d.  id.  Trf.  be- 
steht aus  oo^— 1  eingl.  Gr.  nnd  enthält 
gerade  r  unabh.  inf.  Trf.,  von  denen 
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sie  erzeugt  ist  1 ,  74  f.  Enth."  sie  m 
unabh.  inf.  Trf.,  so  auch  jede  daraus 
lin.  abgel.  I,  77.  Ihre  allg.  inf.  Trf. 
ebd.  ihre  allg.  endl.  Trf.  wird  erhalt., 
wenn  man  r  geeign.  ihrer  eingl.  Ugr. 
nach  ein.  ausführt  III,  803,  jede  r-gl. 
Gr.  m.  paarw.  inf.  Trf.  ist  v.  inf.  Trf. 
erzeugt  I,  169,  III,  566,  582  (s.  inf. 
Trf.).  —  Endl.  cont.  Gr.  v.  PT.  i.  mögl. 
wenig  Ver.,  d,  gleichzusgs.  sind  1)  m. 
d.  Gr.  d.  lin.  Compl.  i.  B^  II,  460,  2)  m. 
d.  allg.  proj.  Gr.,  d.  allg.  lin.  u.  d. 
spec.  lin.  Gr.  d.  B^  III,  266,  269,  271. 
D.  Gr.  i.  w-j-1  Ver.,  d.  m.  d.  allg.  proj. 
Gr.  d.  B^  gleichzusg.  s.  III,  282.  — 
Endl.  cont.  Gr.  v.  BT.  1)  v.  hom.  BT. 
II,  300  f.  2)  V.  BT.  i.  z,  X,  p  II,  321. 
3)  V.  Trf,  d.  d.  Ausdr.  ds  —  2pdx 
inv.  lassen  II,  324.  —  Gr.  m.  inf.  Trf. 
V.  d.  Form  {(pf)^p  II,  327.  Best.  d. 
inf.  Trf.  einer  Gr.  v.  hom.  BT.  m. 
geg.  Zusamms.,  durch  Integr.  gew. 
DiflPgl.  II,  298.  Best.  all.  r-gl.  Gr.  v. 
hom.  BT.  m.  geg.  Zusamms.  d.  Integr. 
gew.  Diffgl.  II,  345  (vgl.  Fctgr.).  Best, 
aller  Gr.  v.  BT., d.d. Ausdr,  dz — Updx 
inv.  lass.  u.  geg.  Zusammens.  haben 
11,  365—368.  r-gl.  Gr.,  deren  grösste 
Ugr.  r — 1,  r  —  2,  r — 3  oder  r — 4  Par. 
haben  III,  686  —  692,  808  (s.  ident. 
Trf.,  inf.  Trf.,  endl.  Gl.,  transitiv,  Ty- 
pen, Zusamms.,  Gerade,  Ebene,  Raum). 

Endliche  Gleich,  e.  r-gl.  Gr.  (s.  kan. 
Form.,  Bahncurv.,  asyst.).  gew.  r-gl. 
Gr.,  deren  endl.  Gl.  man  a.  d.  inf.  Trf 
dch.  Quadr.  bilden  kann  III,  632  f.  Dar- 
stell, d.  endl.  Gl.  e.  r-gl.  Gr.  durch  d. 
Inv.  mehrerer  Punkte  III,  588  f. 

Endliche  Trf.  e.  r-gl.  Gr.,  Symbol  da- 
für I,  255,  Abbildung  d.  endl.  Trf  e. 
r-gl.  Gr.  a.  d.  Punkt,  e.  B^  I,  279  (vgl. 
Schaar). 

Erweiterte  PT.  als  specielle  BT.  i,  d. 
Ebene  II,  7,  i.  B^  H,  54,  i.  B^_^^^  II, 
161.  erweit.  inf.  PT.  als  inf.  hom.  BT. 
II,  265. 

Erweiterung  e.  Trf.  durch  Hinzu- 
nahm. V.  Diffqu.  I,  523.  Erw.  e.  endl. 
Trf,  e.  inf.  Trf.  u.  e.  r-gl.  Gr.  1)  im 
B^  bis  zu  DifPqu.  2.  0.  I,  531—540. 
2)  im  B^ ,  wenn  d.  unabh.  Ver.  gar 
nicht  trf  wird  I,  524-528.  3)  allge- 
mein: 541—548.  Erw.  e.  BT.  II,  378 
—383,  e.  Gr.  v.  BT.  II,  383—387. 

Euklidische  Bew.,  die  reell.  Gr.  v. 
Eukl.  Bew.  i.  B^:  III,  385.  Alle  Curv. 
d.  J?3,  d.  b.  d.  Gr.  d.  Euklid.  Bew. 
gerade  oo'^  Lagen  annehm.  III,  222  ff. 
d.  Gr.   d.  Euki.    Bew.  i.  B^  III,  292, 


334,  353,  ihre  inv.  Ugr.  Ill,  357.  d. 
reell.  Euklid,  u.  d.  Nichteukl.  Bew.  d. 
B^  (n]>2)  sind  d.  d.  freie  Bewegl.  i. 
Inf.  charakt.  III,  479,  481,  485  (s. 
Axiome  u.  freie  Bewegl.). 

Figur,  I,  487. 

Flächen  d.  jRg,  d.  inf.  proj.  Trf.  gest. 
III,  190—198. 

Flächenelement  od.  Element  i.  B^ 
II,  47,  d.  Flächenel.  e.  Fläche,  e.  Curve 
u.  e.  Punktes  II,  56,  59,  60. 

Fortschreitungsrichtung  s.  Rich- 
tung. 

Freie  Beweglichkeit  im  Endl.  nach 
Helmholtz  III,  452.     ünzulässigkeit 

d.  Uebertr.  a.  unendl.  ben.  Punkte  III, 
454—460.  Fr.  Bewegl.  i.  Inf.  III,  472; 
reelle  Gr.,  d.  freie  Bewegl.  i.  Inf.  haben: 
1)  i.  d.  Ebene  III,  476  f.  i.  B^:  477, 
i.  B^:  481,  proj.  Gr.  v.  dies.  Besch.  III, 
476  f.,  480,  481.  Fr.  Bewegl.  d.  Figu- 
ren b.  Riemann  III,  490—493.  d.  fr. 
Bewegl.  u.  d.  Gr-eigensch.  ersetzen  d. 
Riemann  sehen  Ford.  III,  495  (s. 
Axiome  u.  BogeneL). 

Functionen,  d. auftret. Fct.  sindanalyt. 
I,  1;  ihr  Geltungsbereich  I,  14—17,  e. 
Fct.  gestattet  e.  Trf.  I,  95,  e.  BT.  II, 
283  (s.  gestatten,  reelle  Gr.). 

Functionengruppen.    Begr.  u.  Form 

e.  Fctgr.  II,  180.  Ueberführ.  e.  Fctgr. 
i.  e.  andr.  182.  Jede  r-gl.  Fctgr.  be- 
stimmt e.  r-gl.  vollst.  Syst.  183,  e. 
recipr.  Fctgr.  (Polargr.)  184  f.  (vgl. 
ausgez.  Fct.)  u.  e.  unendl.  Gr.  v.  BT.  i. 
X,  p  289.  Ist  e.  Fctgr.  dch.  e.  vollst. 
Syst.  defin.,  so  kann  m.  ohne  Int.  d. 
vollst.  Syst.  find.,  d.  d.  Polargr.  def. 
192  f.  Invar.  Eigensch.  e,  Fctgr.  gegüb. 
BT.  i.  X,  p  204.  Wann  bleibt  e.  Fctgr. 
b.  e.  BT.  i.  x,  p  inv.?  283,  wann  b.  e. 
inf.  BT.  (eingl.  Gr.)  m.  d.  charakt.  Fct. 
sz  -{-  00  {x,p)  284.  —  Homogene  Fctgr. 
Begriff  II,  213,  analyt.  Merkmale  u. 
Best.    V.  r.  unabh.  Fct.    d.  Gr.  214  f., 

d.  Polargr.  e.  hom.  Fctgr.  ist  hom.  217. 
inv.  Eigensch.  e.  hom.  Fctgr.  gegüb. 
hom.  BT.  227,  d.  hom.  Fctgr.,  d.  durch 

e.  r-gl.  Gr.  v.  hom.  BT.  best,  ist  303. 
Best.  d.  ausgez.  Fctgr.  dieser  Fctgr. 
durch  ausführb.  Opp.  347—352  Ver- 
allgem.  d.  Theor.  d.  hom.  Fctgr.  285  ff'. 
Anwend.  d.  Fctgr.  a.  d.  Theor.  d.  Zu- 
samms. III,  720  ff. 

Fundamentalsätze,  d.  der  Grth.  III, 
545  f.,  563,  590,  597. 

Gattung  von  Typen  transit.  Gr.  1,448, 
intransit.  Gr.  457. 
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Gerade,  d.  endl,  cont.  Gr.  auf  ihr  III, 
Kap.  1.  D.  allg.  proj.  Gr.  a.  d.  Ger.  u. 
ihre  Ugr.  III,  12—17.  Satz  über  d.  m. 
ihr  gleichzusges.  Gr.  III,  18,  Best,  aller 
trans.  m.  ihr  glchzsg.  Gr.  v.  PT.  1,491  f., 
all.  m.  ihr  glchzsg.  Gr.  v.  hom.  BT.  II, 
353  IF.,  d.  reellen  u.  d.  reell,  proj.  Gr. 
a.  d.  Geraden  III,  369  (vgl.  ßaum). 

Gestatten  (zulassen,  invar.  bleiben). 
E.  Fct.  gest.  e.  Trf.  od.  e.  Gr.  I,  95  f., 
e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  96.  E.  Glsyst. 
(Mannigf.)  gest.  e.  Trf.  98,  105,  e.  inf. 
Trf.  (eingl.  Gr.)  I,  108,  135;  II,  37f.;  I, 
112  n.  114  Satz  3.  begriffl.  Deutung  I, 
135.  E.  vollst.  Syst.  gest.  e.  Trf.  1, 137, 
e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  139  ff.,  begriffl. 
Deutung  143.  E.  (lineare)  Schaar  v. 
'  inf  Trf.  gest.  e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  I, 
249  —  252.  E.  Schaar  v.  Mann.  gest.  e. 
Trf.  od.  e.  Gr.  I,  459,  Kriter.  dafür  464, 
sie  gest.  e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  466—468. 
Wie  viele  inf.  Trf.  e.  geg.  Gr.  gest.  e. 
geg.  Schaar  v.  Mann.  474.  E.  Syst.  v. 
Pf  äff  seh.  Gl.  od.  e.  Pf  äff  seh.  Aus- 
dr.  gest.  e.  inf.  Trf  (eingl.  Gr.)  530— 
531.  E.  Syst.  V.  Diffgl.  gest.  e.  Gr.  I, 
549  f.,  e.  bei.  Syst.  v.  lin.  part.  Diffgl. 
gest.  e.  inf.  Trf.  (eingl.  Gr.)  I,  550  f. 
Gest.  6.  Fct.,  Glsyst.,  Mann,,  vollst. 
Syst.,  Schaar  v.  inf.  Trf.  od.  v.  Mann., 
Syst.  V.  Pf  äff  seh.  Gl.  u.  s.  w.  d.  inf. 
Trf.  Xf  und  Yf,  so  gest.  es  auch  d. 
inf.  Trf.:  aXf-{-bYfu.{XY):d7, 118, 
144,  253,  469,  531. 

Gleichberechtigte  ügr.  e.  r-gl.  Gr. 
I,  280,  d.  gemeins.  Trf.  aller  giber. 
ügr.  bilden  e.  inv.  Ugr.  281,  gleichber. 
Ugr.  abgeb.  i.  d.  JR^  d.  endl.  Trf.  1,280, 
im  B^_^  d.  inf.  Trf.  III,  673. 

Gleichungensysteme,  g'-gliedr.  11,35. 
Vorauss.  ü.  ihre  Form  1,108;  11,35,  Best, 
all.  Glsyst.,  d,  e.  inf.  Trf.  gest.  I,  115 
—117,  d.  q  geg.  inf.  Trf.  gest.  I,  118 
—  133.  Klassific.  dieser  Glsyst.  I,  120 
u,  123.  Best.  all.  Glsyst,,  d.  e.  r-gl.  Gr. 
gest.  I,  Kap.  14,  ohne  Integr,,  wenn  d, 
endl.  Gl.  d.  Gr.  bekannt  sind  I,  226. 
Sind  blos  d.  inf.  Trf.  bekannt,  so  find, 
m.  gew.  inv.  Glsyst.  durch  Determbild. 
1,228,  239  f.,  241  ff.  Klassific.  aller 
inv.  Glsyst,  230.  Best.  d.  übr.  durch 
Integr.  vollst.  Syst.  237.  Untersch.  zw. 
d.  Best,  aller  Glsyst.,  d.  e.  r-gl.  Gr. 
gest.,  u.  all,  Glsyst,,  d.  r  geg.  inf.  Trf. 
gest.  243  ff,  (8.  auch  Pf  äff  sehe  Gl.). 

Gleichzusammengesetzt  =holoedr. 
isom.  I,  291,  293,  b,  Gr.  v,  BT.  II,  302, 
322,  b.  reell,  Gr.  III,  364.  Zw,  gleich- 
zusg-^Gr,  können  stets  e.  solch.  Form, 
erb.,  dass  s.  d.  Pargr.  gemein  haben 


I,  414.  Verschied,  Defin.  d.  Glchzusge- 
setztseins  I,  293,  Uebereinst.  beider 
Def.  I,  418-420,  III,  763. 

Gliederzahl  e.  endl.  cont.  Gr.  I,  15, 
e.  vollst.  Syst.  I,  85,  e.  Glsyst.  II,  35, 
e.  Fctgr.  II,  180. 

Grundlegende  Diffgl.  für  e.  r-gl.  cont. 
Gr.  x/  =  f^  {x,  a) :  I,  Kap,  2,  für  d,  x 
als  Fct.  d.  a  I,  33,  für  d.  x  als  Fct.  d. 
a  I,  43,  Diffgl.  zw,  d.  x  und  x  I,  44 f., 
neue  Ableit.  d,  Diffgl.  III,  552  —  557, 
ihre  begriffl.  Deutung  III,  554  ff.  Gültig- 
keitsber.  d.  grundl.  Diffgl.  1,40,43,45. 
Eigensch,  d,  Fct,  |^. .  {x),  ^j^{a),  a.j^{a), 
^^.^(a)  I,  32,  34,  41;  III,  581.  Bereiche, 
wo  diese  Fct.  def.  sind  I,  35,  39,  40,  42. 
Integr,  d,  grundl.  Diffgl,  I,  67—72,  III, 
558—561.  Eigensch.  e,  Schaar  v.  CJO '^ 
Trf.,  d.  d.  grundl.  Diffgl.  genügt  I,  72 
Th.  9,  160,  hinreich.  Bed,,  damit  e. 
solch.  Seh.  e.  r-gl.  Gr,  bild.  III,  562  u. 
791  (s.  adj.  Gr.  u.  Pargr.). 

Gruppe  V.  Trf,,  allg.  Begr.  (contin., 
discont.,  endl.  cont.,  unendl.  cont.)  I, 
3—6.  Gr.,  d.  aus  discreten  Schaaren 
von  Trf.  bestehen  I,  Kap.  18,  III,  575. 
D.Inbegriff  all.  Trf.,  d.  e,  Glsyst,  (Mann,) 
od.  e.  Schaar  v.  Mann.  inv.  lassen, 
bildet  e.  Gr.  I,  208,  465  (vgl.  endl. 
cont.  Gr.). 

Hauptlösungen    e.    lin.    part,    Diffgl. 

I,  83,  e.  vollst.  Syst.  I,  90. 
Hauptsatz  d.  Grth.  III,  546,  590. 
Helmholtzsche  Axiome  s.  Ax. 
Holoedrischer  Isom.  s.  gleichzusgs. 
Homogen  heisst  e.  Fct.  v.  x^ ...  x^ ,  p^^  —Pn^ 

wenn  sie  in  d.  p  hom.  ist  II,  213  (vgl. 

BT.  u.  Fctgr.). 

Identische  Trf.,  ihre  Existenz  i.  e,  Gr. 
nicht  V.  vornh.  sicher  I,  22,  Jede  r-gl. 
Gr.  kann  a.  e.  Gr.  m.  d.  id.  Trf  abge- 
leitet werden  I,  163,  III,  574.  E.  Gr. 
ohne  id.  Trf.  I,  163  f, 

Identität  s.  Jacobische.  Allg.  Id.  zw. 
bilin.  Symb.  |  uv  \  II,  237;  d.  Id,  für  d. 
Symb.  {uv}  b,  char,  Fct,  II,  536.  D. 
allg.  hom.  bilin,  Symb, ,  das  e.  solche 
Id.  erfüllt  III,  604—606. 

Imprimitiv  s.  primitiv. 

Imprimitivitätszerlegung  s.  Zer- 
legung. 

Increment  s.  Zuwachs. 

Infinitesimale  Trf.,  Begriff  u.  Form 
I,  53 ,  d.  Symb.  f,  e.  inf.  Trf,  (ist  blos 
bis  a.  ß.  const.  Factor  best.)  I,  54.  ün- 
abhäng.  d.  Symb.  v.  d.  Wahl  d.  Ver- 
änd.  56  f.  Jede  inf.  Trf.  erz.  e.  eingl. 
Gr.  55,  s.  ordn.  jed.  Punkt  e.  unendl. 
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kl.  Strecke  u.  e.  Rieht,  zu  58,  hydrodyn. 
Deut.  59  f.  ünabh.  inf.  Trf.  61.  r  unabh. 
inf.  Trf.  best.  e.  Schaar  v.  oo""  endl.  Trf- 
65.  Ausführ.  e.  eingl.  Gr.  auf  e.  inf.  Trf- 
141.  Bezieh,  zw.  d,  inf.  Trf,  e.  r-gl- 
Gr.  150,  das  Bestehen  d.Bez.  ist  nothw. 
u.  hinr.,  dam.  r  unabh.  inf.  Trf.  e.  r-gl- 
Gr.  erz.  1, 158,  III,  583—588,  590—597, 
658—661,  d.  Const.  c.^^  in  diesen  Bez. 
I,  170,  lll,  598  (s.  Zusammens.).  Ent- 
hält e.  r-gl.  Gr.  d.  inf.  Trf.  X/'n.  Yf, 
so  enth.  sie  auch  aXf-\-hYfvi. 
(XT):  I,  77,  151,  III,  576  ff.  Neue 
Ableit.  der  Bed.  f.  d.  inf.  Trf.  e.  r-gl. 
Gr.  a.d.  grdl.Dgl.  III,  578—581.  Wann 
sind  r  gQ^-  unabh.  inf.  Trf.  i.  e.  r-gl. 
G.  enth.  III,  583—588.  Inf.  Trf.  versch. 

0.  s.  Ordn.  Schaaren  v.  inf.  Trf.  s. 
Schaar.  Abbild,  d.  inf.  Trf.  e.  ?--gl. 
Gr.  a.  d.  Punkte  e.  ebenen  B^_^  I,  287, 
III,  672  f.  Inf.  proj.  Trf.  I,  554 f.;  i. 
hom.  Form  I,  579;  d.  b.  ihn.  inv.  Fig. 

1,  580  ff'. ,  585.  Reduct.  a.  e.  einfache 
Form  I,  584.  Infinit  BT.  Best.  all. 
inf.  BT.  d.  B^^^  11,250—252  (s.charakt. 
Fct.\  Form  ihres  Symb.  II,  252,  un- 
abh. inf.  BT.  IT,  255.  D.  inf.  BT.  m. 
d.  char.  Fct.  W  lässt  d.  Gl.  W  =  0 
inv.  256.  Infin.  BT.  i.  d.  x,  p  261,  inf. 
BT.,  d.  d.  Ausdr.  dz  —  Spdx  inv. 
lassen  258  ff.,  inf.  hom.  BT.  262  f.,  un- 
abh. inf.  hom.  BT.  264.  Sind  Af  u. 
Bf  inf.  BT.  m.  geg.  char.  Fct.,  so  ist 
d.  char.  Fct.  v.  (AB)  zu  best.  1)  b. 
hom.  inf.  BT.  266.  2)  b.  inf.  Trf.,  d. 
d.  Ausdr.  dz  —  Zpdx  inv.  lass.  270. 

3)  b.  inf.  BT.  1.  z,  x,  p  II,  275,  III,  759. 

4)  b.  inf.  Trf.  v.  d.  Form  {(pf)^p  H,  270. 
Uebergang  v.  d.  inf.  BT.  i.  z,  x,  p  zu 
d.  inf.  hom.  BT.  u.  umgek.  II,  273,  inf. 
PT.  als  inf.  hom.  BT.  II,  265  (vgl. 
char.  Fct.,  endl,  cont.  Gr.). 

Integrable    Gr.      Definition    III,  679, 
Berechtig,  d.  Namens  III,  709.  Krit.  f. 

d.  Integrab.  III,  680  f.  Eigensch.  d. 
integr.  Gr.  I,  265  —  270.  Integr.  proj. 
Gr.  III,  681,  I,  589,  Th.  105.  Zur  Best, 
all.  integr.  proj.  Gr.  d.  B^  III,  262. 
Charakt.  Eigensch.  d.  nicht  integr,  Gr. 
III,  757  (vgl.  Untergr.). 

Integralconoid  e.   part.   Diffgl.  1.  0. 

III,  341. 
Integraicurven  e.  sim.  Syst.  I,  99. 
lutegralfunctionen  e.  sim.  Syst.  1,83, 

e.  Syst.  V.  tot.  Diffgl.  92. 
Integralgleichungen,  vollst. Integr.- 

gl.    e.   sim.  Syst.   I,  82,  e.  unbeschr. 
integr.  Syst.  v.  tot.  Diffgl.  93. 
Integrationsprobleme    III,  665,    e. 
lin.  part.  Diffgl.  1.  0.,  d.  e.  Gr.  gest. 


708.  Reduct.  a.  d.  einfachsten  Hülfsgl. 
708—712. 
Intransitiv  s.  transitiv.   Jede  intr.  Gr. 

d.  B^  zerlegt  d.  B^  in  invar.  Mann. 
I,  215  f.  E.  intr.  Gr.  d.  B^  transf.  u. 
Umst.  d.  einzelnen  inv.  Mann.  d.  B^  d. 

e.  hol.  isom.  Gr.  I,  310. 
Invariant  s.  Fct.,  Glsyst.,  vollst.  Svst., 

Pf  äff  sehe  Gl.    Best,  aller  Trf.,  d.  e. 

r-gl.  Gr.  inv.  lassen  I,  360  f.    —  Inv. 

bleiben  s.   gestatten.  —   Inv.   Ugr.  e. 

r-gl.  Gr.  I,  260  f.,  280.    Beisp.  v.  inv. 

ügr.:  d.  derivirten  Gr.  III,  679,  1,261, 

Satz  6.    D.  Deriv.  e.  inv.  Ugr.  I,  262, 

Satz  7,  III,  679  ,  andr.  Beisp,  I,  264  f., 

307,  309  (s.  auch  gleichber.  u.  integr.). 

Bezieh,  zw.  zwei  inv.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr. 

I,  264.  Wann  giebt  es  e.  inv.  (r — l)-gl. 

Ugr.  I,  263,  577,  III,  692,  756.    Bild  e. 

inv.  Ugr.  i.  d.  B^  d.  endl.  Trf.  I,  280, 

i.d.E^_i  d.inf.  Trf.  III,  673.  D.  inv.  Ugr. 

liefern  d.Zuss.  aller  m.  d.  r-gl.  meroedr. 

isom.  Gr.  I,  300  —  305.     Verhalten  e. 

Figur,  d.  b.  e.  invar.  Ugr.  inv.  bleibt, 

gegenüb.  d.  r-gl.  Gr.  I,  586,  III,  108. 

AUg.  Sätze  ü.  d.  Exist.  inv.  Ugr.  III, 

688,  691,  694,  697. 
Invariante  (absolute)  e.  Trf.  u.  e.  Gr. 

I,  95  f.,  d.  Inv.  e.  eingl.  Gr.  I,  97.    D. 

Inv.  e.  r-gl.  Gr.  215,  ihre  Best,  ohne 

Integr.,  wenn  d.  endl.  Gl.  d.  Gr.  geg. 

sind  2 18.  Invarianten  e.  Fctsyst.  gegüb. 

BT.  11,178.  Invar. mehr.Punkte,  s.Punkt. 
Invariantentheorie  d.  BT.  II,  176  ff'. 
Inverse,  d.  inv.  Trf.  e.  Trf.  I,  2.    D.  z. 

d.  Trf.  e.  Gr.  inv.  Trf.   bilden  e.    Gr. 

I,  19.  D.  Exist.  paarw.  inv.  Trf.  i.  e. 
Gr.  nicht  v.  vornh.  sicher  22.  D.  inv. 
Trf.  d.  Trf.  e.  eingl.  Gr.  i.  d.  kan.  Form 
52  f.  (s.  endl.  cont.  Gr.). 

Involution,  i.  Invol.  liegen  u.  Tnvol- 
syst.  II,  97.  Eigensch.  e.  (n-|-l)-"gl, 
Involsyst.  i.  z,  x,p  II,  97  f.,  jedes  solche 
Involsyst.  best.  e.  BT.  124.  Jedes 
m-gl.  Involsyst.  m  x,  p  best.  e.  m-gl. 
vollst.  Syst.  174.  E.  Invols.  i.  2n  Ver. 
£C,  p  ist  höchstens  w-gliedrig  176. 

Irreducible  u.  reducible  Gr.  v.  BT. 

II,  369.  Kriterien  für  d.  Reducib.  1)  b. 
Gr.  V.  hom.  BT.  II,  371-376.  2)  b.  Gr. 
V.  BT.  i.  z,  X,  p  376  f.  3)  b.  Gr.,  d,  d. 
Ausdr.  dz  —  Zpdx  inv.  lass.  377.  4)  b. 
Gr.  V.  reell.  BT.  III,  384.  —  Kriterien 
f.  d.  Irred.  e.  Gr.  v.  BT.  d.  Eb.  II,  390 
—393,  irred.  Gr.  v.  BT.  d.  Eb.  als  Gr. 
V.  PT.  d.  B,  394  f.,  d.  inf.  Trf.  1.  0.,  d. 

e.  solche  Gr.  enth.  410  f.  Es  giebt  nui 
3  solche  Gr.  433  Th.  69  (s.  Diffgl.). 
Neue  Form  d.  Gr.  (Gr.  v.  BT.,  d.  Kreise 
i.  Kr.  überf.)    440—442.     Als  Gr.  v. 
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PT.  d.  JB3  ist  nur  eine  v.  ihn.  prim. 
445,  d.  10-gl.  ist  einf.  437.  Ihre  Ueberf. 
i.  proj.  Gr.  d.  B^  445  (s.  lin.  CompL). 
Gew.  irr.  Gr.  v.  BT.  d.  B^j^j^  H,  Kap. 
25,  ihre  Defin.  IL  470  f. ,  ihre  inf.  Trf. 
1.0.  475,  ihre  char.  Fct.  479  f.,  483. 
Es  giebt  nur  drei:  513,  d.  b.  ihn.  inv. 
Syst.  V.  Diffgl.  V.  niedr.  0.  516.  Neue 
Form  d.  Gr.  517,  inv.  Schaaren  v.  Ele- 
ment-M^  b. .  diesen  neuen  Gr.  518  f. 
Nur  eine  d.  gef.  Gr.  ist  einf.  u.  als  Gr.  v- 
PT.  d.  i?2„_j_i  prim.  521,  501,  505,  513- 
D.  Gr.  lassen  sich  i.  proj.  Gr.  d.  -B2n-|-i 
überführen  II ,  522  (s.  lin.  CompL).  — 
d.  allg.  proj.  Gr.  d.  Eb.  ist  dch.  imag. 
BT.  m.  e.  reellen  irred.  Gr.  v.  BT.  d. 
Eb.  ähnL  III,  384  f.,  761.  E.  14-gL  irr. 
Gr.  V.  BT.  d.  B.,  III,  763. 

Isolirte  Punktfiguren  III,  108. 

Isomorph  s.  Isomorphismus  u.  gleich- 
zusges.  Zw.  Gr.  sind  isom.  a.  ein.  be- 
zog. I,  293.  Zu  jed.  Gr.  giebt  es  eine 
isom.  lin.  hom.  Gr.  I,  294  (vgL  inv. 
Ugr.,  primitiv,  Mann.,  Schaar).  ^ 

Isomorphismus  1)  holoedr.  s.gleichzus- 
ges.  2)meroedr.  I,292L  u.lll,701  Anm. 
Verschied.  Defin.  d.  meroedr.  Is.  I,  293. 
Uebereinst.  beid.  Defin.  I,  420-424, 
III,  661  L  Best.  alL  Zuss.,  d.  e.  mit  e. 
geg.  r-g\.  Gr.  mero.  isom.  Gr.  haben 
kann  I,  300—305.  Bezieht  m.  e.  (r  —  q)- 
g\.  Gr.  isom.  a.  e.  r-gl.  isom. ,  so  ent- 
spr. e.  gew.  inv.  Ugr.  d.  r-gl.  d.  id.  Trf. 

I,  303,  jeder  (inv.)  Ugr.  d.  r-gl.  ent- 
spr. 6.  (inv.)  Ugr.  d.  {r  —  q)-gl.  I,302f. 

Jacobische  Identität,  1)  d.  specielle 
zw.  in!  PT.  I,  94,  ihre  begr.  Deutung 
III,  757.    2)  d.  allg.  zw.  Fct.  devx,p 

II,  171  if.,  ihr  Ursprung  i.  d.  Th.  d.  inf. 
BT.   II,  270,  ihre  begr.  Deutung  II,- 
278—280.    Tragweite   d.  Jac.  Id.  III, 
604—606  (vgL  Ident.). 

Kanonische  Form  d.  endL  Gl.  e.  r-gl. 
Gr.  I,  171,  sie  ist  eind.  best.  III,  609. 
Eed.  d.  endl.  GL  e.  r-gl.  Gr.  a.  d.  kan.  F. 

III,  Kap.  26.  D.  Probl.  kommt  a.  d. 
Integr.  e.  sim.  Syst.  hinaus  III,  611,  v. 
dem  m.  gew.  Integralgl.  kennt  612  f. 
Wann  d.  Probl.  ohne  Integr.  lösbar  ist 
614.  Eigensch.  d.  bekannt.  Integrgl. 
614-618,  Zurückfuhr,  a.  Quadraturen 
618  —  624  (vgl.  asyst.;  adj.  Gr.;  Pargr.). 
Kanon.  Form  e.  Fctgr.  II,  194.  Red. 
d.  Fctgr.  a.  d.  kan.  Form  II,  194—197. 
K.  F.  e.  hom.  Fctgr.  II,  220,  Red.  a.  d. 
k.  F.  221-224. 

Kanonische  (homogene)  Fctgr.  II, 
198,  224.    Jede  r-gl.  k.  (hom.)  Fctgr. 


i.  2n  Ver.  x,  p  gehört  2n-gL  k.  (hom.) 

Fctgr.  an  II,  203,  225  f. 
Kanonische  Pargr.  s.  Pargr. 
Klammersymbol,  -Operation, 

-ausdruck  b.  inf.  PT.  I,  94.    Unabh. 

d.  Klammausdr.  v.  d.  Wahl  d.  Veränd. 

I,  84,  d.  eckige  Kl.  [uv]  II,  88,  das  allg. 
Klammersymb.  {uv}^^  II,  100.  Verhal- 
ten V.  [uv\^ph.  BT.  L  z,  X,  p  II,  123. 
Verh.  V.  {uv)^p  b.  BT.  i.  x,  p  II,  131. 
Uebergang  v.  (  )  zu  [  ]  II,  143  f.  D. 
Symb.   {uv}  II,  320,   d.  Symb.  \uv\ 

II,  235,  335.  Klammersymb.  als  Multi- 
plicationsop.  III,  749,  752. 

Kleinste  b.  e.  Gr.  inv.  Mann.,  d.  e.  Punkt 

angehört  I,  224  f. 
Krümm ungsmass  s.  Riemannsches. 

Lagen,  d.  e.  Mann.  b.  e.  r-gl.  Gr.  an- 
nimmt I  480  L,  d.  Trff.  d.  Gr.,  d.  eine 
dieser  Lagen  i.  e.  andr.  überf.  481. 
Zahl  d.  Lagen  I,  482.  D.  Inbegr.  d. 
Lag.  wird  d.  e.  isom.  Gr.  trf.,  deren 
Gliederzahl  zu  best,  ist  I,  483. 

Linear  abgeleitet,  e.  inf.  Trf.  ist  aus 
and.  lin.  abg.  I,  61. 

Lineare  Gruppe,  d.  allg.  L,  d.  spec. 
L,   d,   allg.  1.  hom.,  d.  spec.  1.  hom. 

I,  556  f.,  d.  inv.  Ugr.  d.  Gr.  I,  560—562. 
Best.  d.  lin.  Gr.  i.  B^^  I,  570  L ,  d.  lin. 
Gr.  d.  J?^,  d.  d.  unendl.  fern.  Ebene 
ebens.  trf.,  wie  d.  allg.  lin.  Gr.  I,  574, 
gew.  Ugr.  d.  allg.  1.  u.  d.  spec.  lin.  Gr. 

d.  Jv\^  III,  269,  271.  Best.  d.  lin.  hom. 
Gr.  d.  -B^  I,  574  if.  Jede  r-gl.  Gr.  d. 
B  ordn.  jed.  P.  e.  gew.  lin.  hom.  Gr. 
zu  I,  603,  Verh.  dies.  Gr.  b.  Einf.  neu, 
Ver.  602.  Lin.  hom.  inf.  Trf.  I,  5801, 
Red.  a.  e.  Norraalf.  584 f.,  lin.  hom. 
Gr.,  d.  ebensoviele  unabh.  alg.  Inv. 
haben  als  s.  unabh.  Inv.  haben  III,  802 
(vgL  Ebene,  Raum,  algebr.). 

Linearer  Complex,  d.  proj.  Gr.  e.  lin. 
CompL  L  Br^  II,  446  ff.,  ihre  gröost. 
Ugr.  II,  455,  Meth.  z.  Best.  all.  ihr. 
Ugr.  III,  258—262.    Best.  all.  ihr.  Ugr. 

III,  810.  Alle  Gr.  v.  PT.  i.  mögl.  wen. 
Ver.,  d.  m.  ihr  glchzusg.  sind  (s.  conL 
Gr.)  II,  460,  d.  proj.  Gr.  e.  Ger.  i.  B.^ 
als  Ausartung  d.  Gr.  d.  lin.  CompL  III, 
247.    D.  proj.  Gr.  d.  lin.  C.  L  ii?2«  +  i 

II,  522,    III,   295,    ihre   grösst.   Ugr. 

III,  778. 

Linienelement  =  Punkt  m.  zugeordn. 
Rieht.  I,  525.     Wie  d.  Linel.  d.  B^  b. 

e.  Gr.  d.  B^  trf.  werden  I,  525,  wie  die 
Linel.  d.  e.  festgeh.  Punkt  trf.  w.  I,  601. 
—  Linel.  i.  d.  Ebene  II,  4,  d.  LineL  e. 
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Punktes  od.  e.  Curve  i.  d.  Eb.  II,  12. 
D.  Linel.  d.  Eb.  als  Punkte  i.  7^  II, 
393  f.  Jedes  Linel.  d.  Eb.  best.  e.  gew. 
inf.  proj.  Trf.  III,  89  ff. 

Mannigfaltigkeiten,  d.  inf.  Trf.  gest. 

I,   133—136    (vgl.    Glsyst.).     Gest.    e. 
.  Mann.  e.  r-gl.  Gr.,  so  werd.  ihre  Pkt.  d. 

e.  isom.  Gr.  trf.,  d.  endl.  u.  d.  inf.  Trf. 

d.  Gr.  I,  233 f.,  308  (vgl.  Lage  u.Schaar). 

Mannigfalt.  2.  Gr.  s.  proj.  Gr. 
Meroedrisch  s.  Isomorphismus. 
Monodromieaxiom,  d.  Helmholtzsche 

III,  439.  e.  Gr.  d.  B^ ,  d.  d.  Mon.  erfüllt, 

nicht  ab.  d.  übr.  Hschen  Ax.  III,  457 

bis  460,  468.    D.  Mon.  ist  überfl.  469  f. 

D.  Bew.  Kleins  dafür  ist  unrichtig  528  f. 

Nichtanalytische  Gr.  s.  reelle. 
Nichteukl.  Bew.  s.  Eukl.    Alle  Gr.  v. 

nichteukl.   Bew.    i.   B^    III,  Kap.   10. 

Gruppenth.  Charakt.  d.  beiden  Art.  v. 

nichteukL  Bew.  i.  B.^  III,  538. 
Normalreihen  v.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr.  III, 

704,  Sätze  über  sie  704,  765. 
Normirung  d.  inf.  Trf.  Z:-ter  0.  e.  endl. 

cont.  Gr.  1,  610,  d,  char.  Fct.  e.  Gr.  v. 

BT.  II,  547. 

Operationen,  Gr.  v.  0.  I,  26,  III,  671. 

Ordnung  e.  inf.  Trf.  i.  d.  Umg.  e.  P. 
I,  191.  Maximum  d.  Ordn.  i.  e.  endl. 
cont.  Gr.  I,  191,  606.  Wieviele  unabh. 
inf.  Trf.  1.  u.  höh.  0.  enth.  e.  endl. 
cont.  Gr.  i.  d.  Umg.  e.  P.  199  f.  D.  inf. 
Trf.  Je -ter  u.  höherer  0.  erz.  e.  Ugr. 
205,  263  f.,  d.  inf.  Trf.  1.  0.  best.,  wie 
d.  Linel.  durch  e.  festgeh.  P.  trf.  wer- 
den 601. 

Parameter,   Einführ,  neuer  Par.  i.  e. 

T-'gl.  Gr.  I,  23. 
Parametergruppe,  d.  erste  Pargr.  e. 

r-g\.  Gr.  I,  402-404,  III,  638  f.    Ihre 

grundl.  Diffgl.  u.  ihre  inf.  Trf.  I,  405  f., 

s.  ist  m.  d.  rg\.  Gr.  glchzgs.  407.  Best. 

d.  endl.  Gl.  d.  Pargr.  aus  ihren  inf.  Trf. 

411.  Wie  ändert  sich  d.  Pargr.  b.  Einf. 

neuer  Par.  411  f.   Zwei  Gr.,  d.  d.  Pargr. 

gemein  haben,  könn.  d.  Einf.  neu.  Par. 

glchz.  a.  d.  kan.  Form.  gebr.  w.  u.  sind 

dah.  glchzusgs.  417,  d.  rec.  Gr.  d.  ersten 

Pargr.  ist  d.  zweite  Pargr.  I,  428,  III, 

638  f.   Bildung  d.  inf.  Trf.  beid.  Pargr. 

a.  d.  endl.  GL  e.  r-gl.  Gr.  III,  639—642. 

D.  Pargr.,  d.  z.  d.  kan.  Form  d.  endl. 

Gl    e.  r-gl.   Gr.  geh.,    heissen  kan. 

Pargr.  III,  656  f.    Berechnung  d.  inf. 

Trf.  d.  beid.  kan.  Pargr.,  sie  sind  d.  d. 

Zuss.  d.  betr.  Gr.  best.  III,  642—655, 

Form  d.  inf.  Trf.  661,  654,  gew.  Potr.  f. 


d.  inf.  Trf.  d.  kan.  Pargr.  III,  795  f., 
Quot.  best.  conv.  Potr.  III,  794  f.,  d. 
Nullstellen  d.  gemeins.  Nenn,  dieser 
Quot.  III,  760.  Andre  Meth.  z.  Berechn. 
d.  inf.  Trf.  e.  Pargr. ,  d.  zu  e.  r-gl.  Gr. 
V.  geg.  Zuss.  geh.  III,  803  ff. 
Pfaffsche  GL  u.  Ausdr.  I,  529  (s.  ge- 
statten).   E.  Glsyst.  genügt  e.  Pf.  Gl. 

II,  12  f.,  40-44.  D.  Glsyst.,  d.  der  Pf. 
Gl.  dz  —  Spdx  =  0  gen.  II,  78—83, 
d.  d.  Gl.  Zpdx  =  0  gen.  II,  83  f.  Zu- 
sammenh.  zw.  beid.  u.  begriffl.  Deut. 

d.  Zush.  85  f.  Eigensch.  d.  (n  -f  l)-gl. 
Glsyst. \.  z^  X, p,  dA.GLdz  —  Spdx  =  0 
gen.  (Element.- M^  d.  B^j^^  88—96, 
Eig.  d.  n-g\.  Glsyst.,  d.  d.  Gl.  Spdx=^0 
gen.  101.  Es  giebt  nur  1  Pf.  GL,  der 
alle  Element- ilfi  d.  Eb.  genügen  II,  15, 
entspr.  L  B^  u.  i.  B^j^^  61,  157.  Infin. 
Trf.,  d.  d.  Gl.  dz  —  Zpdx  =  0,  d.  Avis- 
dr.  dz  —  Zpdx  u.  d.  Ausdr.  Zpdx  inv. 
lass.  s.  inf.  BT.  Geom.  Deut.  d.  GL 
dz  —  ydx  =  Q  i.  B.,:  11,394,  d.  GL 
dz  —  Zydx=^0\.  B^^^^^:  4.^.  Syst. 
V.  2  Pf.  GL  i.  B^  III,  761  f. 

Poissonsches  Theorem  II,  173,  Ver- 

allg.  281  f. 
Polargr.  s.  recipr.  Fctgr. 
Primitiv  u.   imprimitiv,  jede  impr. 

Gr.   d.  B^  best.   e.   inv.  Zerlegung  d. 

B^  :  l,  220 f.    Zu  jed.  impr.  Gr.  gehört 

e.  isom.  (verkürzt.)  Gr.  I,  222,  307. 
Best.  all.  inv.  Zerleg,  b.  e.  trans.  Gr., 
Best.  all.  prim.  Gr.  v.  geg.  Zuss.  522. 
Primitivität  b.  Gr.  v.  hom.  BT.  II,  305  f., 
b.  Gr.  V.  BT.  i.  z,  x,  p  II,  322.  Kriterien 

f.  d.  Primit.   e.   Gr.  v.  PT.  d.  Ebene 

III,  30—34.  Obere  Gränze  f.  d.  Glie- 
derz, d.  endl.  cont.  prim.  Gr.  d.  B^ 
III,  313.  Prim.  u.  impr.  reelle  Gr.  III, 
363,  reell  prim.  Gr.  III,  473.  Satz  üb. 
d.  Imprim.  gew.  Gr.  d.  B^  III,  762. 

Projektive  Gr.,  d.  allg.  d.  i?^  I,  554, 
ihre  inf.  Trf.  u.  ihre  Zuss,  555,  sie  lässt 
sich  hol.  isom.  auf  sich  beziehen  555, 
569,  sie  ist  eiof.  560.  Ihre  grössten 
Ugr.  I,  569,  III,  279,  Th.  16.  Darstell, 
proj.  Gr.  d.  B^  i.  homog.  Coord.  1,578  ff. 
Wie  entscheidet  man,  ob  e.  proj.  Gr. 
dch.  nichtproj.  Trf.  i.  e.  proj.  Gr.  über- 
geh, kann?  III,  284,  Anw.  a.  d.  allg. 
proj.  Gr.  d.  B^  III,  285—288.  D.  proj. 
Gr.  e.  Mann.  2.  Gr.  i.  B^  (vgl.  conf.  Gr.) 
111,  292,  334,  353  f.,  wann  sie  einf.  ist 
357,  ihre  grösst.  Ugr.  III,  809,  sie  steckt 
i.  kein,  gross,  cont.  Ugr.  d.  allg.  proj. 
Gr.  357  f.,  sie  steckt  nur  i.  2  endl.  cont. 
Gr.  d.  i?^,  i.  d.  allg.  proj.  u.  i.  ein.,  d. 
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m.  d.  conf.  Gr.  ähnl.  ist  III,  354,  359 

(vgl.  freie  Bewegl. ,  Ebene  u.  Raum). 

Proj.  Gr.,  i.  denen  jed.  endl.  Trf.  v.  e. 

inf.  Trf.  d.  Gr.  erz.  ist  762.   Gr.,  d.  aus 

all.  proj.  Trf.  best.,  d.  m.  d.  Trf.  e.  proj. 

Gr.    vei-t.   siod   779  (s.  auch  Gerade, 

Ebene,  Raum).    Proj.  Gr.  v.  geg.  Zu- 

samms.  III,  785—788. 
Pseudogerade  b.  gew.  Gr.  d.  B^  III, 

518,  d.^i?„  522. 
Pseudokugeln  b.  gew.  Gr.  d.  B,^  III, 

402,  507.  d.  B^  u.  B^  516,  521.  Bezieh. 

zw.    d.  Punkt,  ein.  Pseudokugel  u.  d. 

Linienel.  dch.  ihr  Mittelp.  459  f.,  542  f. 
Punkt,  nur  solch.  P.  w.  betr.,  i.  den.  s. 

alle  inf.  Trf.  d.  r-gl.  Gr.  regulär  verh. 

I,  171,  dagegen  brauch,  s.  d.  Coeff.  i. 

d.  aufgel.  Defingl.  nicht  regul.  zu  verh. 
189,  198.    Punkte  v.  allg.  Lage  gegüb. 

e.  r  gl.  Gr.  203,  498.  Best.  all.  inf  Trf. 
e.  r-gl.  Gr.,  d.  e.  P.  inv.  lass.  201—203. 
Diese  inf.  Trf.  erz.  e.  Ugr.  205,  Satz  2. 
Invar.  e.  P.  u.  mehrerer  P.  gegüb.  e, 
r-gl.  Gr.  216,  218—220  (s.  wesentl.). 
B.  e.  r-gl.  Gr.  v.  PT.  d.  B^  hab.  n  +  3 
P.  immer  e.  Invar.  III,  301  (vgl.  transi- 
tiv), ab.  alle  Inv.  v.  belieb,  viel.  P. 
lassen  sich  d.  d.  Inv.  v.  Syst.  v.  je  r 
P.  ausdr.  III,  297.  Gr.  v.  PT.  d.  B.^,  b. 
den.  2  P.  nur  1  Inv.  haben  u.  mehr  als 
2  P.  keine  wes.  Inv.  III,  Kap.  20,  d. 
Pseudokugeln  e.  solch.  Gr.  III,  402. 
Darst.  d.  endl.  Gl.  e.  solch.  Gr.  d.  d. 
Inv.  V.  Ppaaren  404.  Char.  Eig.  d.  Gr. 
405,  408,  409.  Wann  haben  2  P.  b.  e. 
sechsgl.  Gr.  d.  B^  1  u.  nur  1  Inv.  406. 
D.  prim.  unt.  d.  ges.  Gr.  410 f.  Klassif. 
d.  impr.  411—413,  ihre  Best.  414-425. 
Tabelle  aller  d.  Gr.  426.  Erled.  d. 
Probl.  f.  reelle  Gr.  d.  B^  427—433. 
Tab.  d.  reell.  Gr.  433  f.  Welche  unt.  d. 
Gr.  können  i.  proj.  übergeführt  w.  426  f., 
538—542,  d.  entspr.  Gr.  i.  d.  Ebene 
435—437.  —  Haben  2  endl.  entfernte 
P.  b.  e.  Gr.  v.  PT.  e.  Inv. ,  so  auch  2 
unendl.  benachb.  500,  Kriterium  f.  d. 
Existenz  e.  Inv.  v.  2  unendl.  benachb. 
P.  503  f.,  wenn  eine  hom.  Inv.  1.  0. 
exist.  soll  504  f.  (vgl.  Bogenel.). 

Rang,  e.  r-gl.  Gr.  III,  773,  d.  Gr.  v. Range 
Null  774  f. 

Rationale  Raumcurven  3.  0.  i.  B^. 
Ihre  proj.  Gr.  als  Ugr.  d.  Gr.  d.  lin, 
Compl.  ri,  451,  III,  259.  Eigensch.  ihrer 
proj.  Gr.  III,  187—190.  D.  proj.  Gr.  e. 
rat.  Curve  w-ter  0.  i.  B^  III,  187. 

Raum,  der  gewöhnl.  1)  alle  lin.  hom. 
Gr.  d.  B^  III,  Kap.  6,  Tabelle  III, 
116—119.    2)  endl.  cont.  Gr.  v.  PT.  d. 


J?3.  a)  d.  primit.,  mögl.  Fälle  III,  123f., 
ihreBest.  124—137,  Zusammenst.  139 f., 
d.  einf.  unt.  ihn.  140.  b)  imprim.  cc) 
Gr.  m.  e.  inv.  Schaar  v.  oo^  Flächen, 
d.  sich  nicht  in  e.  inv.  Schaar  v.  oo^ 
Curv.  zerlegen  lässt  142-154.  ß)  Gr. 
m.  e.  inv.  Schaar  v.  oo^  Curv.,  d.  sich 
nicht  i.  e.  inv.  Seh.  v.  oo^FI.  anordnen 
lässt  154—170.  y)  d.  übrigen  170—178 
(vgl.  Punkt).  3)  d.  proj.  Gr.  d.  B^  a) 
solche,  d.  e.  Curv.  od.  e.  Fläche  inv. 
lassen  u.  dad.  defin.  sind  III,  Kap.  9. 

b)  d.  proj.  Gr.  d.  Fl.  2.  Gr.  (Gr.  d. 
nichteukl.  Bew.)  III,  Kap.  10,  Tabelle 
ihr.  Ugr.  203  f.,  d.  b.  ihr  inv.  Schaar. 
V.  CX)^  Curv.  206  f.,  d.  Ugr.  e.  m.  ihr 
zushäng.    7 -gl.  hom.  Gr.   d.  B^  207  ff. 

c)  d.  Gr.  d.  Eukl.  Bew.  u.  Aehnltrf. 
III,  Kap.  11,  Tabelle  ihr.  Ugr.  214—217, 
Curven  u.  Fl.,  d.  b.  ihr  gerade  oo*  La- 
gen ann.  220  ff.  Curven,  d.  b.  d.  Gr.  d. 
Eukl.  Bew.  gerade  oo*  Lag.  annehmen 
223.  d)  Best.  d.  prim.  proj.  Gr.  d.  B^ 
III,  224—232,  Zusammst.  226  f.,  allg. 
Satz  üb.  d.  proj.  Gr.  d.  B._,  235.  e)  d. 
impr.  proj.  Gr.  d.  B.^ ,  allg.  Eigensch. 
232 — 234,  alle,  d.  keine  ebene  Mann, 
inv.  lassen  236,  d.  e.  Ebene  od.  Gerade 
inv.  lassen  237—246,  247—258. 

Raum  V.  n  Dimens.   Zur  Best.  all.  proj. 

Gr.  d.  B  ,  d.  e.  eb.  Mann.  inv.  lass.  262 

(vgl.  proj.  Gr.,  Aehnlichktrf.,  tracsitiv). 
Reciproke   Fctgr.  (Polargr.)  II,  184  f., 

b.  e.  hom.  Fctgr.  217.    Begriffl.  Deut. 

d.  Polargr.  260. 
Reciproke  einf.  trans.  Gr.    Kennt  man 

d.  inf.  Trf.  zweier  solcher  Gr.,  so  kann 
man  durch  Quadr.  d.  endl.  Gl.  beider 
Gr.  i.  d.  kan.  Form  finden  III,  634,  rec. 
einf.  tr.  lin.  hom.  u.  proj.  Gr.  III,  779  f. 
(vgl.  einf.  trans.).  Beciproke  Fctgr. 
(Polargr.)  II,  184 f.,  b.  e.  hom.  Fctgr. 
II,  217.  Begriffl.  Deut.  d.  Polargr.  II, 
260  (s.  Fctgr.). 

Reciproke  Radien,  d.  Gr.  d.  r.  R.,  s. 

conforme  Gr. 
Reducibel.  s.  irreducibel. 
Reelle  Gr.  1)  analytische  III,  360—365. 

2)  nicht  analyt.  HI,  365  —  368.     Unt. 

gew.  Bed.  ist  jede  trans.  reelle  nichtan. 

Gr.  m.  e.  reellen  analyt.  ähnl.  366,  792 

(vgl.  Gerade,  Ebene,  Raum,  proj.  Gr., 

prim.,  irred.). 
Reihenentwickelungen  f.  d.  inf.  Trf. 

e.  Gr.  I,  189  f.  (s.  Ordnung).  Rechnen 
m.  d.  Reihentw.:  d.  Glieder  niedr.  0. 
i.  (XY)  sind  durch  d.  Gl.  niedr.  0.  i. 
XfvL.  r/"  bestimmt  I,  193.  Verhalten 
d.  Gl.  niedr.  0.  b.  Einführ.  neu.  Ver. 
196  f. 
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Reihen  entw.  f.  d.  char.  Fct.  inf.  BT.  i. 
d.  Umgebung  v.  z  =  x^  =  y^  =  0  II, 
524  fF.,  i.  d.  ümg.  e.  bei.  Werthsyst.  II, 
535.  D.  Gl.  niedr.  Stufe  i.  d.  char.  Fct. 
[uv]  sind  durch  die  Gl.  niedr.  Stufe 
i.  u,  V  best.  II,  527.  Verh.  d.  Gl. 
niedr.  Stufe  b.  Ausf.  e.  endl.  BT.  II, 
527—531. 

Repräsentant  e.  Typus  v.  Gr.  od.  Ugr. 
I,  435,  281. 

Richtung,   d.   e.   einf.   Trf.  od.  e.  lin. 

part.  Diffgl.   e.  Punkt    zuordn.  I,  58, 

101.  unabh.  Rieht,  i.  e.  Punkt  102, 106. 

q  unabh.  lin.  part.  D.  best.  i.  jed.  P.  e. 

eb.    Bündel   von  cx:^~^  Rieht.   102  f. 

Wieviele  unabh.  Rieht,  ordn.  e.  r-gl. 

Gr.  e.  Punkt  zu  200  ff.    D.  Zahl  dies. 

unabh.  Rieht,  i.  e.  Punkte  v.  allg.  Lage 

entsch.  üb.  Trans,  u.  Intrans.  217. 
Riemannsches  od.  Riemann-Helm- 

holtzsches    Problem  III,  397,  535. 

Lösung  d.  Pr.  dch.  Axiome  im  Infin.  III, 

Kap.  22,  d.  Axiome  i.  Endl.  III,  Kap. 

23  (s.  Axiome  u.  freie  Bewegl.).  Nutzen 

d.  Erled.   d.  Probl.   III,  536  f.     Rie- 
mannsches Krümmungsmass   e.   JR 
m.  beständig  pos.    quadrat.  Bogenel. 
in,  486,  489.    Räume  m.  const.  Riem. 
Krümmungsm.  III,  489  f. 

Seh  aar  1)  (lineare)  ScJiaar  v.  inf.  Trf.-. 
Kriter.  f.  d.  Invarianz  d.  Schaar  Ee^^  X.f 
b.  e.  Trf.  I,  246,  b.  e.  eingl.  Gr.  249— 
252,  b.  e.  inf.  Trf.  250.  Best.  d.  eingl. 
Gr.,  durch  d.  e^  . . .  e^  trf.  werden  253. 
Gleichz.  bleibt  auch  d.  Seh.  d.  eingl. 
Gr.  Ee^  XJ  inv.  255.  Wann  bleibt  d. 
Seh.  d.  endl.  Trf.  SCj^  ^^/"bei  jed.  ihr 
angeh.  Trf.  inv.?  256,  d.  Seh.  bild.  d. 

e.  Gr.  257  f.  2)  Schaar  v.  Mann.,  d. 
b.  e.  eingl.  Gr.  inv.  bleibt  I,  143  (s. 
gestatt.  u.  wesentl.).  Gest.  e.  Seh.  v. 
Mann.  e.  Gr.,  so  werd.  d.  Mann.  d.  Seh. 
d.  e.  isom.  Gr.  vert.  472,  Satz  5.  Wie- 
viele inf.  Trf.  d.  Gr.  gest.  e.  Mann.  v. 
allg.  Lage  d.  Seh.?  475  —  479.  Best, 
all.  Seh.  V.  Mann.,  die  b.  e.  r-gl.  Gr. 
inv.  bleib.  484  f.  Seh.  v.  ebenen  M.  s. 
Umhüllungsfig.  3)  Scliaar  von  oo^ 
endl.  Trf.  1, 11—14.  Bezieh,  zw.  2  un- 
endl.  benachb.  Trf.  d.  Seh.  u.  gew.  inf. 
Trf.  III,  547  f.  Jede  Seh.  v.  oo""  endl. 
Trf.  ordnet  jed.  ihr.  Trf.  2  (lineare) 
Seh.  V.  je  oo''"^  inf.  Trf.  zu  III,  549. 
Ist  d.  Seh.  e.  ?--gl.  Gr.,  so  fallen  all.  d. 
Seh.  V.  inf.  Trf.  zusammen  III,  549— 
552.  Aus  jed.  Seh.  v.  <x/  Trf.,  d.  d. 
grundl.  Diffgl.  genügt,  lassen  sich  r-gl. 


Gr.  m.  paarw.  inv.  Trf.  herstellen  565. 
Zw.  Seh.  von  je  oo^  Trf.,  d.  nach  ein. 
ausgef.  wied.  e.  Seh.  von  oo''  Trf.  erg. 
III,  566—571.  D.  beid.  Seh.  fallen  zus. 
571  f.  E.  Seh.  V.  oo""  Trf.,  b.  der  m 
Trf.  d.  Seh.  nach  ein.  ausgef.  wied  e. 
Trf.  d.  Seh.  lief.  572-574. 
Simultane  Systeme  v.  gew.  Diffgl., 
ihr  Zush.  mit  den  lin.  part.  Diffgl.  1.  Ö! 

1,  82  I. 
Speciell  s.  linear, 

Stufe  e.  ganzen  Fct.  v.  z,x^,y^  II,  525, 
St.  e.  char.  Fct.  II,  526.  Eigenschaften 
u.  Bedeut.  d.  charakt.  Fct.  2.  Stufe  i. 
e.  endl.  eont.  Gr.  v.  BT.  532—535,  542. 
Bezieh,  zw.  d.  St.  e.  char.  Fct.  u.  d. 
Ordn.  d.  zugeh.  inf.  BT.  532  f. 

Symbol  s.  inf.  Trf.,  endl.  Trf.,  Klammer - 
symb. 

Systatisch  s.  asyst. 

Totale  Diffgl.  s.  Pfaffsche  Gl.,  unbe- 

schr.  intgr.  u.  vollst.  Syst. 
Transformation,  Begr.  d.  T.  I,  1. 

Transformationsprobleme  (s.  auch 
Aehnl.).  Wann  lassen  sich  r  geg.  inf. 
Trf.  i.  r  andr.  überf.  I,  366.  Allg. 
Trfspr.  i.  d.  Th.  d.  BT.  II,  176 f.  Wann 
lass.  s.  r  geg.  Fct.  U^  ...U^\.  A.  x,  p 
d.  e.  (homog.)  BT.  \.  x,p  i.  r  andre 
überf.?  1)  wenn  U^  . .  .TJ^e:  r-gl.  (ho- 
mog.) Fctgr.  best.  II,  209,  229,  2)  all- 
gem.  II,  209—212,  230-232.  Wann 
lass.   s.  r  Fct.  v.  2,  x,p  d.  e.  BT.  i. 

2,  X,  p  i.  r  andr.  überf.  II,  232  f. 
Transitiv  u.  Intransitiv.    Begriff  I, 

212.  Kriter.  f.  d.  inf.  Trf.  d.  Gr.  215— 
217,  d.  Defingl.  genügen  zur  Entscheid., 
sogar  schon  d.  Reihententw.  d.  inf. 
Trf.  i.  d.  Umgeb.  e.  P.  v.  allg.  Lage 
217.  Trans,  u.  intr.  b.  Gr.  v.  hom.  BT. 
IT,  305 ,  b.  Gr.  v.  BT.  i.  z,  x,  p  II,  322. 
Trans,  u.  intrans.  b.  reell.  Gr.  III,  362 
(vgl.  reelle  Gr.).  Rationale  Zahlen  als 
Mass  f.  d.  Trans,  e.  r-gl.  Gr.  III,  746  f. 
Best.  all.  trans.  Gr.  v.  geg.  Zuss.  durch 
Integr.  gew.  Diffgl.,  wenn  e.  Gr.  v.  dies. 
Zus.  bekannt  ist  I,  Kap.  22  u.  S.  487  ff. 
Aufzähl.  d.  versch.  Typen  v.  trans.  Gr. 
V.  geg.  Zuss.,  durch  algebr.  Oper.  I, 
446,  Th.  81.  Best.  all.  r-gl.  intrans. 
Gr.  I,  455—458,  all.  intr.  Gr.  v.  geg. 
Zuss.  I,  458.  Best.  all.  trans.  Gr.  v. 
geg.  Zuss.,  wenn  blos  d.  Zuss.  geg.  ist 
u.  zwar  d.  endl.  Gl.  u.  d.  inf.  Trf.  durch 
Quadr.  III,  662—665,  d.  inf.  Trf.  all. 
dch.  ausf.  Opp.  III,  797  ff.  Jede  r-gl. 
trans.  Gr.  kann  e.  solche  F.  erh.,  dass 
ihre  inf.  Trf.   Quot.   best.   conv.   Potr. 
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werden  TU,  800.  Wann  ist  e.  trans. 
Gr.  asystatisch '?  I,  520,  wann  primitiv 
I,  521.  Klassific.  d.  trans.  Gr.  d.  B^^ 
I,  604  f.  Best.  all.  transit.  Gr.,  für  d. 
man  d.  Anfangsgl.  i.  d.  Reihenentw. 
ihr.  inf.  Trf.  i.  d.  Umg.  e.  P.  v.  allg. 
Lage  kennt  I,  609—614.  Trans.  Gr. 
m.  e. inf. Trf.  l.O.v.d. Form:  Sx^p^-^- 
I,  618.  Best,  all.  endl.  cont.  Gr.  d.  B^  , 
d.  im  Inf.  mögl.  trans,  sind  I,  Kap.  29, 
m-fach  transitiv:  I,  631,  III,  296,  746. 
E.  endl.  cont.  Gr.  d.  B^  ist  höchstens 
(n4-2)-fach  trans.  1,632,  III,  Kap.  16, 
S.  301.  Jede  (^4- 2) -fach  trans.  Gr.  d. 
B^  ist  m.  d.  allg.  proj.  Gr.  ähnl.  III,  308. 

Translationen.  D.  grösst.  Gr.  v.  PT., 
i.  der  d.  Gr.  d.  Transl.  inv.  ist  III,  301, 
Bild  e.  Gr.  von  Transl.  d.  R    auf  d. 

n 

unendl.  fern.  Eb.  I,  559.  Zwei  m-gl.  Gr. 
v.  Tri.  d.  B^  sind  stets  innerh.  d.  allg. 
lin.  (sogar  schon  inn,  d.  speciell.  lin.) 
Gr.  d.  \  gleichber.  I,  558.  D.  infin. 
proj.  Trf.,  d.  m.  d.  inf.  Tri.  gleichber. 
sind  I,  577,  insbes.  i.  d.  Ebene  III,  89 
—91,  d.  Gl.  der  v.  dies.  inf.  Trf.  gebild. 
Mann.  III,  91. 
Typen  v.  endl.  Trf.  u.  ügr.  e.  r-gl.  Gr. 
I,  281.  Best.  all.  Typen  v.  endl.  Trf. 
I,  282,  aller  Typ.  v.  eingl.  Ugr.  u.  inf. 
Trf.  282  ff.  Zushang  zw.  beid.  Aufg.  I, 
284—287.  Bild  e.  Typus  v.  inf.  Trf. 
i.  d.  B^_^  d.  inf.  Trf.  III,  675.  Best, 
all.  Typ.  V.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr.  I,  494— 
496.  Typ.  V.  trans.  u.  intr.  Gr.  I,  434, 
455.  Typengattung  s.  Gatt.  Typ.  v. 
reellen  Gr.  Ill,  364.  Typen  v.  Gr.  v. 
hom.  BT.  II,  362.  Aufzähl,  aller  sol- 
chen Typen  v.  geg.  Zus.  ebd.  Typ.  v. 
Fctgr.  II,  205,  V.  homog.  Fctgr.  II, 
227.  Typen  v.  Zusammensetz.  r-gl. 
Gr.  III,  716,  vgl.  I,  297  ff. 

Umhüllungsfigur  e.  Schaarv.  ebenen 
Mann.  d.  B^j^^  III,  697—700. 

Unabhängige  inf.  Trf.  I,  61.  Sind 
XJ...Xj  unabh.  inf.  Trf.,  so  erz.  d. 

oo""""^  inf.  Trf.  Sl^XJ  e.  Schaar  v. 

oo^  endl.  Trf.  I,  65.  Aus  r  unabh. 
inf.  Trf.  in  n  Veränd.  kann  man  r  inf. 
Trf.  WJ...  WJ'm  rn  Ver.  bild.,  so 
dass  d.  r  Gl.  Wj^  /"  ==.  0  v.  ein.  unabh. 
sind  I,  66.  Unabh.  Rieht.  I,  102  (s. 
Rieht.). 
Unbeschränkt  integrable  Syst.  v. 
tot.  Diffgl.  I,  93,  Form  d.  Lös.  e.  solch. 
Syst.^94. 


Unendliche   cont.  Gr.,  allg.  Begriff 

1,5  f. 
Untergruppe  e.  r-gl.  Gr.  I,  204.  Sätze 

üb.  d.  Exist.  V.  Ugr.  I,  205—207,  473. 

D.  inf.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.,  d.  e.  Glgsyst. 

inv.  lass.,  erz.  e.  Ugr.  I,  207  f.    D.  Best. 

all.  cont.  Ugr.  e.  r-gl.  Gr.  ist  e.  algebr. 

Aufg.  210.    D.  inf.  trf.  jed.  Ugr.  lassen 

sich   durch   lin.   hom.   Gl.  defin.  211. 

D.  gemeins.  inf.  Trf.  2er  Ugr.  erz,  e.  Ugr. 

211.  Ugr.  b.  e.  impr.  Gr.  222,  inv.  Ugr. 

s.  inv. -Bild  e.  Ugr.  i.  B^  d.  CX)^  endl. 

Trf.  I,  279,  i.  B^_^  d.  inf.  Trf.  III,  673. 

Ugr.  e.  Gr. ,  d.  keine  inf.  Trf.  v.  best. 

Form  enth.  I,  562.   Best.  all.  2-gl.Ugr., 

denen  e.  eingl.  Ugr.  angehört  I,  590, 

vgl.  III,  772  f.    Existenz  3-gl.  u.  4-gl. 

Ugr.  I,  593,  III,  756.    Wann  steckt  e. 

w-gl.   Ugr.  i.  e.   (m-f  l)-gl.  111,674. 

Jede  w-gl.    integr.  Ugr.    steckt   i.  e. 

(m  -f  l)-gl.  III,  681.     Ugr.  e.  r-gl.  Gr., 

d.  i.  kein,  gross.  Ugr.  stecken  III,  694 

—697.   Satz  üb.  (r—  l)-gl.  Ugr.  e.  r-gl. 

Gr.  III,  694,  696.    (s.   endl.   cont,  Gr.). 

Kennt  m.  d.  endl.  Gl.  e.  r-gL  Gr.,   so 

kann  m.  dch.  Quadr.  d.  endl.  Gl.  jed. 

Ugr.   i.  d.  kanon.  Form  aufst.  III,  625. 
Untergr.  e.  Fctgr.  II,  181,  Form,  auf 

d.  e.  Fctgr.  m.  e.  bek.  ügr.  gebr.  werd. 

kann  11,^201,  207. 
Unvollständige  BT.,  d.  nur  f.  gew. 

Eiern,  d.  B^_^^  gültig  sind  II,  153. 

Verein  v.  Elem.  s.  Elementmann. 
Vereinigt  liegende  unendl.  benachb. 

Linienel.  i.  d.  Ebene  II,  21,  Flächenel. 

i.  i?3  II,  65,    Elem.  d.  B^j^^  II,  107  f. 

Wann  geht  e.  Elem.  d.  -B^_[_i  b.  e.  inf. 

BT.  d.  i?    .  1  i.  e.  unendl.  benachb.  El. 

üb.,  d.  mit  ihm  verein,  liegt?  II,  256. 
Vertauschbare  endl.  Trf. 1 , 2 f. ,  d.  Trf. 

d.  eingl.  Gr.  Xf  u.  Yf  sind  dann  u.  nur 

d.  vert. ,  wenn  (XY)  =  0  (vert.  inf. 

Trf.)  I,  259.     Sind    d.  beid.   inf.  Trf. 

Yfu.  Zf  m.  Xf  vert.,  so  auch  (YZ) 

I,  369.     D.  Trf.  e.  r-gl.  Gr.  sind  vert. 

I,  260.     Für  r>3  enthält  jede  r-gl. 

Gr.  zweigl.  Ugr.  v.  vert.  Trf.  III,  756. 

Ind.  einf.  ausged.  Mann,  giebt  es  keine 

unabh.  vert.  inf.  Trf.  III,  6.      Andrer 

Satz    üb.   Ugr.    m.    vert.   Trf.  I,  264, 

Satz  9.    Gr.  v.  vert.  Trf.,  d.  m.  Gr.  v. 

Transl.    ähnlich   sind   I,  339,    Satz  1. 

Best.  all.  inf.  Trf.,  d.  m.  d.  Trf.  e.  r-gl. 

Gr.  vert.  sind  I,  Kap.  20,  sie  erford.  d. 

Int.  vollst.  Syst.  369—377.   Constr.  v. 

endl.  Trf.,  d.  m.  all.  Trf.  e.  r-gl.  Gr. 

vert.  sind  1,  510—514  (vgl.  ßinf,  trans. 

Gr.).    Vertauschbare  inf.  hom.  BT.  II, 
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267.  Gr.  V.  vert.  hom.  BT.  II ,  267  f. 
Best.  all.  hom.  BT. ,  d.  m.  all.  Trf.  e. 
Gr.  V.  hom.  BT.  vert.  sind  II,  318  f. 

Vollständige  Lösung  e.  part.  Diffgl. 
1.  0.  II,  101,  111. 

Vollständige  Systeme,  Begriff  d. 
q-gl.  vollst.  S.  I,  85,  d.  Syst.  in  aufge- 
löst. Form  86,  Zarückf.  a.  d.  Integr.  e. 
Reihe  v.  lin.  part.  Diffgl.  1.  0.  87-89. 
Beschaffenheit  d.  Lösungen  (Haupt- 
lös.) 90  f.  Zusammh.  m.  d.  unbeschr. 
integr:  Syst.  v.  tot.  Diffgl.  91—94.  D. 
gemeins.  Gl.  zweier  vollst.  Syst.  bilden 
e.  mit  beid.  invar.  verknüpftes  vollst. 
System  144,  ebenso  d.  lin.  part.  Diffgl., 
denen  d.  gemeins.  Lös.  beid.  geniigen 
145.  Best.  all.  vollst.  Syst.,  die  alle 
inf.  BT.  gestatten,  b.  denen  d.  Ausdr. 
dz  —2pdx  u.  d.  Fct.  u{x,p)  inv. 
bleiben  II,  291  f. 

Wesentliche  Invariante  mehrerer  P. 
b.  e.  r-gl.  G r. 1, 219, III,  399  (vgl.  Punkte). 

Wesentliche  Parameter  e.  Schaar 
V.  endl.  Trf.  I,  12,  Kriterien  für  d. 
Wesentl.  13.  Hinreich.  Bed.  dafür, 
dass  i.  e.  Schaar  v.  Trf.  v.  d.  Form: 

<  =  ^i  +  ^h  hi  (^)  H d.  r  Par. 

e^  . .  .e^  wesentl.  sind  65.  Neue  Me- 
thoden zur  Best.  d.  Zahl  d.  wes.  Par. 
e.  Schaar  v.  Trf.  III,  593,  I,  183.  Zahl 
d.  wesent.  Par.  e.  Schaar  v.  Mann.  I, 
460—463,  Zahl  d.  wesentl.  Par.  d. 
Schaar  v.Mann.,  d.  aus  e.  Seh.  v.  Mann, 
d.  Ausführ.  e.  r-gl.  Gr.  entsteht  I,  484 
—487. 

Zahlenmannigfaltigkeit,  d.  Raum 
als  Z.  III,  394. 

Zerlegung  d.  M^,  Jedes  vollst.  Syst. 
best.  e.  Zerl.  d.  E,^  u.  jede  Zerl.  lässt 
sich  d.  e.  vollst.  Syst.  defin.  I,  101. 
Jed.  intr.  Gr.  best.  e.  Zerl.  d.  B^  i.  lau- 
ter inv.  Mann.J,  215 f.  E.  Zerleg.,  d. 
b.  e.  eingl.  Gr.  inv.  bleibt  1, 143.  Jede 
impr.  Gr.  best.  e.  inv.  Zerl.  d.  E 
I,  220  f. 

Zulassen  s.  gestatten. 


Zusammengesetzte  Gr.  =  nicht  einf. 
Gr.,  s.  einfach. 

Zusammensetzung   e.  r-gl.   Gr.,    d. 
Zss.  ist  durch  die  c.j,^  bestimmt  I,  289. 
D.  Relat.,   denen  diese  c.j,^  genügen 
1, 170.   Wann  stellen  2  versch.  Syst.  v. 
c.j,^  dieselbe  Zuss.  dar  I,  290  f.  Zu  jed. 
Syst.  V.  r^c.j.^,  das  jene  Relat.  erfüllt, 
gehört  e.  lin.  hom.  Gr.,   d.  unt.  gew. 
Bed.  r-gl.  ist  u.  d.  Zuss.  c,.^^.  hat  1,^296, 
II,  334.    Zu  jedem  solch.  Syst.  v.  c.^,^ 
gehör,  ferner  stets  r-gl.  Gr.  v.  d.  Zuss. 
c.j^^  I,  297,  Bew.  hierfür  II,  294—296, 
unabh.  v.  d.  Th.  d.  Fctgr.  111,  599—604, 
noch  anders  III,  795  ff.   Betracht,  man 
e.  r-gl.  Gr.  blos  i.  B.  auf  ihr.  Zuss.,  so 
erscheint  sie  als  e.  Gr.  v.  Operat.  III, 
671.    D.  Best,  aller  mögl.  Zuss.  r-gl. 
Gr.  erford.  blos.  alg.  Oper.  I,  300.    In- 
variantenth.  Formul.  d.'  Probl.  III,  755. 
D.  Probl.  d.  Best.  all.  Zuss.  als  Probl. 
a.  d.  Th.  d.  höh.  compl.  Zahl.  III,  749. 
Untersuch,  üb.  d.  Zuss.  r-gl.  Gr.  IIF, 
Kap.  28.  Alle  Zuss.  v.  2-gl.  Gr.  III,  713, 
V.  3-gl.  Gr.  III,  713—722,  Tabelle  716, 
V.  4-gl.  Gr.  722—733,  Zusammenst.  732, 
Zuss.  d.  5 -gl.  u.  d.  6 -gl.  nicht  integr. 
Gr.  733-737,  737—744.    Allg.   Form 
für  d.  Zuss.  e.  endl.  cont.  Gr.  III,  778 
(vgl.  einf.,  endl.  cont.  Gr.,  integr.  Gr., 
adj.   Gr.,   trans. ,  prim.,  asyst.). 
Zusammensetzung  e.  r-gl.  Fctgr.  II, 
Vorr.  Charakt.  Eig.   d.  Zuss.  II,  234. 
r^  Fct.  (a.j^{cp^  . . .  qp^),  d.  gew.  Bed.  ge- 
nügen, stellen  imm.  d.  Zuss.  e.  r-gl. 
Fctgr.   dar  II,  241,   Th.  37.    Best.  e. 
solchen  Fctgr.  II,  238—241,    anders 
243  f..    Best.  d.  Zahl  d.  ausgez.  Fct.  d. 
Fctgr.  ohne  Integr.  242  f.    Sind  d.  ca.^ 
hom.  V.  1.  0.  i.  d.  qo,  so  giebt  es  stets 
r  unabh.  hom.  Fct.  1.  0.,  d.  e.  r-gl. 
hom.  Fctgr.  v.  dieser  Zuss.  best.  244 
—248.    Best.  d.   Zahl  d.  ausgez.  Fct. 
u.   d.   ausgez.  Fct.  nullt.  0.  ohne  In- 
tegr. 249. 
Zuwachs  (Increment)  e.  Ver.  u.  e.  Fct. 
b.  e.  inf.  Trf.  I,  53. 


Namenregister 

zu  Abschnitt  I,  II  und  III. 


Abel:  III,  Widm.  Halphen:  I,  553;  III,  Vorr.,  55. 

Ampere:  II,  114  f.,  IH,  Vorr.  Hamilton:  III,  749. 

Appell:  111,  Yorr.  Hankel:  III,  749. 

Aronhold:  I,  Vorr.  v.   Helmholtz:    I,    Vorr.;    III,    Vorr., 

396-398,  437—471,  475,  486,  498  f., 

Beltrami:  III,  Vorr.,  810.  508,  523,  527  ff. 

ßernoulli:  III,  Vorr.  Hermite:  I,  Vorr. 

Bohl  mann:  III,  815.  Hesse,  III,  Vorr. 

Bolyay:  III,  393  f.  Hindenburg:  III,  Vorr, 

Boole:  I,  91.  Holder,  III,  765. 
Bouquet:  I,  91. 

Bour:  II,  129.  Jacob  i:  I,  Vorr.,  82;  II,  92,  97,  113  f., 

Briot:  I,  91.  129,  148,  171,  173,  175;  III,  Vorr. 

C.Jordan:  I,  Vorr.,  81,  293;  III,  Vorr., 

G.  Cantor:  III,  395,  679.  385,  666,  704. 
Cartan:  III,  Vorr.,  763,  765,  771,  776 f., 

^  810.    _  Killing:  I,  261;  III,  Vorn,  296  f.,  325, 

üartesius:  III,  Vorr.  524,  527,  532-534,  754,  756  f.,    763, 

Cauchy:  I,  Vorr.,  1,  91,  585;  II,  89;  III.,  768-778,  809. 

^"^orr.  F.  Klein:    I,   Vorr.,   3,212;    H,    451; 

Cayley:  I,  Vorr.,  552;    III,  Vorr.,  666,  III,  Vorr.,  86,  139,  185,  357,  397,  524, 

^,'749.  -528  f. 

Chasles:  II,  447.  Knothe:  III,  Vorr.,  258,  810. 

Christoffel:  III,  Vorr.,  355,  395.  Korkine:  II,  187. 

Clebsch,  I,  Vorr.,  82,  85,  86;  II,  34  f.,  Kowalewsky:  I,  91. 
99,  148;  III,  530. 

Darbonx:    I,  Vorr.,    91;    H,  144;    III,  ^^^^3^^^^^=    I'  ^«-•'   "'  1«'  1^9;  Hl, 

Widm.,  Vorr.,  139,  351.  Laguerre:  lU,  Vorr.,-  55. 

Lambert:  III,  Vorr. 

Engel:  I,  Vorr.  u.  S.  X,  165,  429,  501;  Lame,  HI,  Vorr.,  810. 

II,  Vorr.,  106,  526,  528;    III,  Widm.,  Legendre:  II,  69;  III,  Vorr     393 

Vorr.,  325,  384,  598,    754—768,    771,  Lindemann:   H,  34;    HI,  Vorr       524 

774  f.,  777,  785,  792,  794,  798,  808.  529  f.,  810. 

Euklid:  III,  Vorr.,  393.  Liouville:  III,  137,  351. 

Euler,  II,  114f.;  III,  Vorr.  Lipschitz:   IH,   Vorr.;   325,  355,  395 

534,  771,  776. 

Galois:  I,  Vorr.;  III,  Widm.,  Vorr.,  666,  Lobatschewski:  III,  Vorr.,  393  f. 

811.  Loria:  III,  139. 

Gauss:  III,  Vorr.,   394,  489,  749,  810. 

Gergonne     III,  Vorr.  Maurer:  III,  Vorr.,  581,  754,  796,  800  ff. 

Gordan:  I,  Vorr.  A.  Mayer:  1,  Vorr.,   86,  91;   II,  Vorr., 

Grassmann:  in,  Vorr.,  534  f.,  748,  752.  99    122. 
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Minding:  III,  Vorr.,  810.  Schur:   II,  Vorr.;   III,  Vorr.,  5G4,  599, 
Möbius:  II,  447.  754,  759  f.,  788  ff.,  806. 

Molien,  III,  784.  Schwarz:  I,  552  f.;  III,  133. 

Monge:  I,  100;  III,  Vorr.,  126.  Stäckel:   IH,  Vorr.,  811. 

Staude:  III,  Vorr.,  811. 

Noether-  III    138  f  Stephanos:  III,  12. 

Page:  III,  Vorr.,  807  f.  Sylvester:  I,  Vorr.,  553;  III,  Vorr. 
Painleve:  III,  Vorr.,  811.  ,  ,,^    ^,  ^„„    „.^ 

Pfaff:  I,  Vorr.;  II,  89,  148.  de  Tannenberg:  III    Vorr.,    128,  810. 

Picard:    I,    Vorr.;    III,  Widra.,    Vorr.,  J-  Tanuery:  III,  Widm. 

753,  811  f.,  815.  W.  Thomson:  III,  Vorr. 

Plücker:  II,  17  f.,  447;  III,  Vorr.  de  Tilly:  III,  Vorr.,  524-528. 

Poincare:    I,    Vorr.;    III,   Vorr.,  437,  Tissot:  III,  811. 

750  f.    779.  Tresse:  III,  Vorn,  810. 
Poisson:   I^  Vorr.,  545;    II,    129,  171, 

173.  Umlauf:  III,  Vorr.,  774  f.,  810. 
Poncelet:  II,  69;  III,  Vorr. 

Yeronese:  III,  528. 

Reye:  III,  139.  Vessiot:  III,  Vorr.,  704,  811. 
Riemann,    I,    Vorr.;    III,    Vorr.,    355, 

394-397,  472,   485—499,  535  f.,  770.  Waelsch:  III,  574. 

H.  Weber:  III,  497. 

Go^«i,^,.i    TTT    v^r.^  Weierstrass:  I,  Vorr.,  1,  91. 

Lhef f ers :  HI,  Vor;.,  754,  783  f.,  809  f.  ferner,  III,  Vor.,  622,  778,  809. 
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Scheibner:  III,  789.  Zorawski,  III,  Vorr.,  810. 


Berichtigungen. 

Zu  Abschnitt  I. 
S.     53,  Z.  6  V.  0.  lies:  anzuwenden. 
S.  125,  Z.  3  V.  0.  lies:  XjX^W^  =  0,  .  .  . 
S.  143,  Z.  5  V.  0.  lies:  Gruppe  Yf. 
S.  145,  Z.  1,  V.  u.  lies:  er  statt  es. 

S.  195,  Z.  9  V.  0.  statt  p,  lies:  |^  • 

S.  245,  Z.  2  V.  u.  lies:  auf  M  regulär  verhalten. 

S.  292  vgl.  Abschn.  III,  S.  701,  Anm. 

S.  408,  Z.  9  V.  o  statt:  F^  lies  F^  . 

S.  436,  Z.  11  V.  u.  statt  u"  lies:  u^  . 

S.  442,  Z.  16  V.  u.  statt:  Z,f  .  .  .  ZJ  lies:  YJ,  .  .  YJ. 

S.  483,  Z.  12  V.  u.  statt:  m==r  lies:  m  =  0. 

S.  484,  Z.  3  V.  u.  statt  a""  lies:   a  . 

Zu  Abschnitt  II. 
S.  58,  Z.  12  V.  u.  statt  J  lies:    D. 
S.  240  in  Gl.  (20)  statt:  jP.PJ,     |  XXJ  u.     ^,^  =  1.... 

lies:  I  P.P.  I,     IX^XJ   u.    /,,•  =  !.. .,,.  +  ,;^,x  =  i...m 
S.  433  Z.  17  V.  u.  lies:  Glieder  erster  Ordnung. 
S.  440,  Z.  6  V.  u.  statt:    j")/^  lies:  Jj/^. 

S.  535  Z.  7  V.  u.    lies:    +  F  ^- . 

Zu  Abschnitt  III. 
S.  29,  Z.  2  V.  u.  statt:  1885  lies:    1884. 

S.  52,  Z.  13  f.  V,  u.  statt:  aj^  =a?,  2/i  =  2/  lies:  äj^  =  y,  y^  =  x. 
S.  81,  Z.  11  V.  o.  statt:  1885  lies:  1884. 
S.  HO,  Z.  13  V.  0.  statt:  zr  lies:  yr . 

S.  118  ist  unter  VI  i.  d.  ersten  Reihe  d.  2.  Gr.  zu  streichen  u.  bei  d.  1.  u.  3.  hin- 
zuzufügen:   c=}=0. 
S.  127,  Z.  13  u.  14  V.  u.  sind  iJ?,  2/,  ^  mit  j,  Q,  5  zu  vertauschen. 
S.  154,  Z.  6  V.  0.  statt:  rzr  lies:  r,  zr. 

S.  179,  Z.  18  V.  u.    lies:    Bewegungen  und  der  Aehnlichkeitstransformationen. 
S.  184,  Z.  14  V.  u.  statt:  \  lies:  \. 
S.  212  unter  (2)  isi  xp -\- yci -\-  zr  zu  tilgen. 

S.  340,  Z.  2  V.  u.  lies:  jedoch  bei  andrer  Gelegenheit  noch  einmal     .  . 
S.  426,  vgl.  S.  542. 
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